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MESURES ALEATOIRES LOCALEMENT FINIES
A. ACQUAVIVA
Faculté des Sciences et Techniques de BREST

RESUME :

Soit X un espace métrique séparable muni de sa tribu borélienne B.
On note /{(IL (X, B) 1l'ensemble des mesures localement finies c'est-a-
dire finies au voisinage de tout point. On étudie dans cet article la
topologie faible de /6& » Ses parties compactes et on &tend les théo-

reémes classiques de convergence des mesures aléatoires.

INTRODUCTION :
On trouve dans la littérature de nombreux résultats sur les espaces

de mesures finies ainsi que finies 3 distance finie sur les espaces
métriques ([4],[31 et [S’] pour les mesures signées, par exemple).
L'ensembleul(c des mesures localement finies est apparu lors de 1'&tude

des mesures aléatoires. On sait en effet construire une loi sur

(,({e (X, I‘B,)O‘ZfB) ol O(&B est la tribu sur /Zc engendrée par les applica-

{w(B) Be B} dont les distributions marginales sont fixées a3 1'avance
et ce dans le cas oi X est polonais ( en fait, méme si X est

Souslinien régulier). On sait également que toute loi sur (Jé( s QD(B)

est tendue ce qui justifie 1'intéret pour les parties compactes. Le
probléme de la convergence des lois sur/lé(_ est enfin étudié a 1'aide

de la fonctionnelle génératrice de probabilité ﬁ
—fdw

(p (£) =/e P(dw)
4

(4
Soit donc X espace métrique séparable muni de sa tribu borélienne ®.
On note z/l{,e (X, B) 1'ensemble des mesures sur (X,B) telles que pour tout
w dec/(e et tout x de X il existe une boule ouverte de centre x et
de rayon r (r dépendant de x et de w ) telle que w(B(x,r) ) <= .
On pose alors R(x,w) = Sup {r : w(B(x,r)) < «» } et pour P ¢
R(x,D) = S%Pg“”‘%f.bw(s(”"’o% si )\Y". S‘:;zw(ﬁ(x.n) <°°S f¢ et 0 sinon.

On note l'ensemble des ré&unions finies de boules ouvertes : un &lé-
ment de ? s'écrira par exemple : A = J B(x;, r;) (I<¢N I fini)
iel
1 = = LJ b = . 1
puis ?w {AI ie I B(xi,ri) e(y/ : w(d AI) = 0 r, < R(xl,w)’d‘l el}
I Définition 1. a - Un ensemble Be¢ B sera dit w-borné s'il existe Ale%

tel que B¢ AI

b - Soit @g /i: un ensemble B¢B sera dit (Jj-borné
(4

si Bg,.u B(Xi’ri) IcN I fini et

1 el
O¢r, <R(x‘..(j)) $iel
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Par analogie avec la topologie des mesures finies ( [&] ) on introduit )

définition suivante

I Définition 2. On appelle topologie faible sur A;(X, B) la topologie

ayant pour sous-base la famille V(w) définie par

V) ={ vi vA)>w(@A)-e v(XI) <w(§I) +e; AI633N et A v-borné}

Les deux lemmes suivants sont simples, donnés sans démonstration

I Lemme 1. Ie filet W, converge faiblement vers w si et seulement si

on a les deux relations suivantes

a - Pour tout ouvert U : u(U) ¢ LiB wy (U)
a
b - Pour tout fermé F w-borné : 1lim wo(F) s w(F)
o
I Lemme 2. L'ensemble/qd des mesures discrétes{ I c.6x Ic®N I fini

iel i
c;eQ x; €D dense dans X} est dense dans e pour la topologie

faible qui est 3 base dénombrable.

On montre en effet que la famille UJ(d):{\,:v(AJ) >d(AJ)—_ejV(KI) <d(AJ)+e/-AJv-born€
avec £ €Q de/(d et ol les AJ sont des réunions finies de boules ou-

vertes 3 rayons rationnels et centrés appartenant 3 D, est une sous-base

dénombrable génératrice pour la topologie faible.y(w) est une base de voisi-
nage de w .

I Lemme 3. La topologie faible est métrisable.

Preuve ¢ Il est clair que la topologie faible est séparée ; étant a
q P g P
base dénombrable il suffit de montrer la régularité ou ce qui
est équivalent, l'existence d'une base de voisinage de  cons-

titué d'ensembles fermés (cf [8])
soit Viw)= ¥ VIAY> wlAI-£ ;) V(R) < WRITE;A V"””‘fﬁ ‘\E&JIB("-‘.“&)é(Sw

et donc r,< R(xi"") . Les rayons de continuité (c'est-a-dire
les r tels que N(w(aB(x,r))= 0) sont denses Sur]O,R(xi,m)[ ,
on peut donc en gardant les centres trouver A0 et Al (2 é)w tels
e A .cAcAcA, avec w(d) - w(d)<§ et w(@d,) - w(B)< et &<

qu AO 1 AO 1 /2

- - - .
Soit W(w) ={v : w(Ai) ~e/p < v(Ai) < v(Ai)< w(Ai) + €/9 i=o0,1
A, v—borné_}
Soit ve W(w) . Ia topologie étant 3 base dénambrable on peut se ramener aux

suites : Soit donc v, € W(w) telle que v, converge vers v .
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v(Al)S%-(iI-n- Vi (Al) <m(A1) --l-e/2 <

on peut donc trouver, par densité des rayons, BO et Bl € f v tels que

AocBOcA CAcB]_cA1

on a alors : w(a) - e.<m(Ao) + 8=-¢ < l‘%“— Vi (Ao) ¢ 1ldn Vi (BO)
k

v(Bo)s v (a)

et v(A) ¢ v(B,) = lim v, (B,) < lim v, (&,) € w(@,) + ¢/, < w(A) + 6 + <
1 x ko1 K kU1 1 2 2

< w(@) + ¢
d'ad le lemme.
Cependant une expression simple de la métrique n'apparalt pas contrai-

rement au cas des mesures finies i distance finie od Harris ([4]) a
défini une extension de la distance de Levy-Prohorov. Nous verrons
enfin au paragraphe IIlla relation entre la tribu borélienne engendrée

par la topologie faible et la tribu 2;

II Ensembles relativement compacts de }{,L(X, B).

Nous montrons dans cette partie, ou nous supposons de plus que X est

complet, qu'un sous-ensemble de jlc est relativement compact si et
seulement si il est localement relativement compactf Nous utiliserons,
& cette fin, la définition de la compacité relative en terme de filets

pour pouvoir utiliser la notion de filet universel ([2], [9]) ; un
filet \_Y(-() sur un espace ¥ est universel si pour toute partie A

de¥on a gr(a) e A ou ug(a)i CA (pour tout o 3 partir d'un certain rang).

Dans unlespace topologique régulier une partie A est relativement com-
pacte si et seulement si tout filet admet un sous-filet convergeant

ou si tout filet universel converge. Si Y ¢ X on note Ii‘(Y, YNB)
l'ensemble des mesures bornées définies sur (Y, YNB) et on utilisera
le résultat classique de Prohorov suivant lequel un ensemble Wde

,‘( (Y, YN B) est relativement compact si et seulement si pour tout ¢ ,

il existe un compact K de Y tel que St:“py,u(Y-Ke)\<e Avec les nota-
tions de la partie précédente (déf. I -1) on peut énoncer la propo-

sition suivante

I Pro osition | Soit un sous-ensemble?de /{e(x, B) relativement compact
alors :
a - Pour tout x de X : R (x,@) >0
b - Pour tout fermé F & -borné GFa{“’PF restriction de wé?

¥ et satisfaisant certaines conditions
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iF 3 est relativement compacte dans-/QQ(F,Ff\B)

Preuve.

a - Soit x €X et supposons que R(x,% ) 0O . Il existe alors une
@

suite w d'éléments de S telle que wn[B(x,%)l >n

? étant relativement compacte on peut extraire une sous-suite, notée

encore OJn, convergente vers w 6/44 . Si r est tel que w(B(x,r)) < «

et w(3B(x,r) ) = 0 alors mn(B(x,r)) converge vers w(B(x,r)) ce qui
implique wn(B(x,r))< @ pour tout n & partir d'un certain rang ce

qui est impossible.

b - Soit F un fermé @?—borné : i1 en existe de non triviaux
d'aprés ce qui précéde. On a donc, par définition S} C-/éq(F, FNB).

Q

g ¢t montrons qu'il contient

. ~ L
Soit alors w = w un filet sur
a aIF

. . . Q . .
un sous-filet convergent. Puisque W est un filet sur 3 il existe

un sous-filet universel, noté W, et qui converge vers w eA%, .
U B
Par hypothése on a F c U = B(x.,r.) avec Oxr. <R(x.,§,). Choisis-
iel 171 i i
sons €. tel que . + €. <R(x.‘? ) 1'ouvert V= .L) B(x., r:.+c.)
i i i i’ iel i TiTFi
est encore qy ~borné et la convergence de w, vers w implique

B

w(V) < » , La densité des rayons de continuité pour les mesures
bornées implique qu'il existe G€ fm tel que FecWwcGeGeV et donc

1 G = G ' i -
lkm waB (G) w(G) d'od w“BIG
JAQjE, GNnB). Il existe alors un compact Ke de G tel que

converge vers wl e dans

A4 tw (G - Ke ) § eet donc, en posant Ko’e= KenF

B

¥ (F - Ko,e ) S €.

Plagons-nous sur aA%L(F, FNAB) : 3; est encore un filet

universel sur @F et par conséquent si Sgp B.Z,"(B)<’° (B€eFANB) alors
'
e ~ L . . .
lim W, (B) existe et est finie. Sur la famille 'u%des ouverts de F
] B
on peut définir une fonction d'ensemble A en posant A(u)=lim ga (u) :

] B -
A est monotone fortement additive et finie donc d'aprés Topsde ([ 9 ])

il existe une plus grande mesure t-réguliére, notée 6, , telle que
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6'(11)6 A (u) pour tout u de u” G’étant définie par GF( B) =

Sup inf A(u) pour Be FAB. Il reste 3 voir que le sous filet t:l:
KeB UsK ¢

converge vers 6F dans /t(L(F, FNB).

Par construction on a Gf(u) < lim u?’a (u) pour tout ouvert u de F
B

et donc en particulier &(F) s lim u“)'a (F) mais
B ]

Y . . .

lim W, (F) € 1lim B'a (Ko,€)+ eginf lim m’v (u) + ¢

B8 8 8 wK , B B

< Sup inf A(u) + ¢ &8(F) + € et ce pour tout € donc, 3 la limite

KeF UsK

on a : lim t?)’a (F) = GF(F) ce qui avec 6F(u)$ lim (T)Ia (u) V u e er
B ] B B8
équivaut 3 la convergence de u'},a versJFdans /{Q(F, FAaB) ,

B

Une partie @de jlz possédant les deux propriétés de 1'énoncé sera

Lo

dite localement relativement compacte. Introduisons la notion suivante :
\

une boule ouverte B(x,r) .sera dite de continuité pour le filet {, }
a

si on a :
s lim . — = '
i}n;r 5 Y% [B(x,t"] zi'l'I:r lim o [B(X,r')] et o<r< R(x;{wﬂ])

Son appellation est justifiée par le fait que, quelque; soit {, }
sous-filet universel convergeant vers une limite [, B(x,r) est une bou-
le de continuité pour ¢y (c'est-3a-dire , (3B) = 0). Il est simple de
voir que pour tout filet {ma} extrait de ?relativement compact,

pour toute boule B(x,r) @ -bornéeil existe une sous-boule B(x,r') de
continuité pour {wa}:il suffit pour cela de prendre B(x,r') boule de Sw
de continuité pour la limite  d'un sous-filet universel. Dans le

cas ou (Saest relativement compact on peut donc construire un recou-

vrement de X de voisinage fini (X paracompact) par des boules

B, = B(xi, ri) qui soient ?—bornées et de continuité pour (g, } :
o
la partition associée {A]._ = Bi - Bj} sera dite alors partition
j<i

de continuité pour {wa} et si {y } est un sous-filet universel et
a
B
donc convergeant vers gy les boules Bi étant de continuité pour w
on a w(aBi) = 0 pour tout i et donc aussi w(aAi) = 0. Si1 W€ S
w

on peut donc écrire :
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sw()<e

%2 0, (@) € lin o (§) = w(i)=Iu(dea;)=Ilinm o, (ina;) szlim wa(GnAi)/

B B8 i i8B B8 ia
Toutes les conditions nécessaires sont maintenant réunies et nous
allons montrer qu'elles sont aussi suffisantes. Dans ce qui suit
on pose u'e = {x : d(x,u) < €} ol d est une métrique pour la topo-

logie de X. Avec les notations aingi introduites, on a :

Q . .
IT Proposition 2 Soit S une partie de /({l localement relativement

compacte satisfaisant aux deux conditions suivantes :
. ) I .
a- Pour tout filet {wa} extrait de 3, toute boule ou-
verte ?-bornée posséde une sous-boule ouverte de
~ e& ) . . -
méme centre de continuité pour {w }
b- Pour toute partition de continuité {A; ieN}
pour {ma} (gi sett de veoisingge f/iﬁ/f)et pour tout
\

ouvert u de 3 tel qu'il existe € vérifiant

{ 1;m w, (ue/\ A;)- <= omn ait

lim w_ (u) linm w (u NA.) alors § est rela-
a a a i

1 o

<
1

N8

tivement compacte pour la topologie faible de /é

Preuve Soit {wa} un filet extrait de (S’ que 1'on peut supposer &tre

universel. étant localement relativement compactewa‘_ converge
A.
1
vers S dans /“ (A., Z.ﬁB). Si r'> r.* on a A.<B(x.,r')- U B.nsB.
Ai b1 1 i b i j<i j i

- 1 ~— . ' - . -
done GK.(Ai)-llm wa(A.i)g lim wa(B('xi,r )) lim wa(.U.Bj nBi) en
1 o] a o <1

utilisant le fait que w, étant universel la fonction d'ensemble

A(A) = lim w (A) est additive et monotone sur l'anneau des parties
IRe ¢ .
Y -bornées. L'inégalité ci-dessus est vraie quelque soit r' donc

se conserve 3 la limite et le fait que B(Xi’ri) soit de continuité

r' étant tel que @(xi,r') soit encore g‘zbornée.
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pour {wa} implique

GK.(Ki) = 1lim W, (A ) €lim  lm W, (B(x ,r") lim 0, (VU B.nB, )
i a

r'"tr. a o j<i ]
$ lim 11m [w (B(x ,r'") - W, (UV B.nB. )]
r"+ri j<i ]

d'ol lim w, (A ) ¢lim lim o Ef (x.,") - U B, AB(x. ,r")]
" a i j
a r +r o j<i

soit:‘Ci r.,m.};(xi,r") - VU B, nB(x ,r'")= B(x ,c")- U B. cA; cA
’ j<i j<i

C; ,n est donc un fermé de Xi contenu dans A, d'od
1 ]

lim w, (A ) €lim GK (B(x ,r") - UB,) = SK (Ai) et on a aussi
a "+r i j<i i i

- o
la majoration lim w, (Ai)s I;m ma(Ai) puisque Chﬂ < A; Vr

on a donc les &galités Gzi(Ai)=6zi(Ai)=1:m ma(Ai)=1:m ma(Ai)(R)

On peut alors poser pour tout A de B : w(A)= ZGK (A(\Ai) et montrons

i
que w ~ converge vers dans A%e

d'abord w appartient i .Aze car par hypothé&se la partition est de
voisinage fini. : tout x ©posséde un voisinage ne rencontrant qu'un
nombre fini de Ai et donc pour un tel voisinage la série ci-dessus
se réduit 3 une somme finie.

Soit ensuite (l appartenant a.g : i1 existe donc € tel que
)

m(u8 ) <o et ona: w uE = ? GK.(uenAi)= ? GI.(ue N A1)
i i i i
et donc Ilim wa(‘uen Ai) €I lim ma(ueoAi)$ZBX (us /)Ai) < ®

ia i a : i
on peut donc appliquer les hypothéses et &crire compte tenu des

relations (R)

lim ma(u (\Ai)

w(u)= ?61 (unAi)= 262 (ul\Ai)ggllm w, (ut\Ai) L

i i 1 a

(]
e ™

< lim o (u) < 1im w, (@) € f lim w, (WNA;) = 2 lim w, (@NAH)

A
e ps
o
i
~~
[~]]
>
>
N’
]
e M
o
~~
(<]
D
>
A
[ ]
€
~~
[}
'

d'ol la proposition
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Le corollaire suivant donne un critére plus simple de compacité
relative en montrant qu'une partie(? de /%e peut - etre relative-
ment compacte si elle est suffisamment "imbriquée" dans 1l'ensemble

des mesures finies 3 distance finie.

IT Corollaire Avec les notations de la proposition précédente
supposons que tout filet extrait de(? posséde 1la
propriété suivante : il existe un sous-filet w, tel

B
que pour toute boule ouverte B = B(x,r) on ait :
I Sup w (BNA,) < =
. a 1
i B B
§>est alors relativement compacte.

Preuve Il s'agit simplement de voir que la condition b) de la
proposition précédente est automatiquement satisfaite pour tout élé-

ment u de ? . Soit en effet uc¢ ?.donc contenu dans une toule ouverte

B(x,r) pour r assez grand et soit W, le sous—-filet de W, possé-
B
dant la propriété de 1'énoncé. On a alors
lim - lim - . - —— -
= % () < 5 w, (u) < lim w (d) = 1lim T w, (u ﬂAi)
, B B B8 B i B
or W, (ﬁ'ﬂAi) < w, (B(\Ai) se; avec ? a; < @ on peut donc appli-
B B i

quer le lemme de Fatou : fzﬁ b w (dNA.)< I lim w (u NA.)

i g Y4 o8 g t

< ¥ lim 0, (u ﬁAi)
d'ol le corollaire.

[II Convergence des mesures aléatoires localement finies

Soit P une loi de probabilité sur (/Qt(x, B),cﬂ%) ou X
est un espace métrique complet séparable. On considére sur X un

criblage c'est-d-dire une famille dénombrable de partitions emboitées

. = = : 2 |
{Ai,n : Vn X ‘% Ai,n Ai,n :Z Aj,n+l} constituée d'ensembles

mesurables de diamétre tendant vers zéro quand n augmente indéfi-
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niment. Par définition de w e_/f pour tout x de X il va exister
e
un premier couple (i,n) pour le préordre (i,n) <(j,m) si n <m

oun=meti«<j, tel que m(Ai n)< © , On peut associer ainsi
b

i chaque esure w une partition formée d'él3ments du criblage la
rendant ¢ -finie et telle que si on 1'énumére sous la forme

' . . - . . w
{An,m} 1'application de /((& dans R, définie par ~>w(An’w)

30it mesurable [la preuve de la mesurabilité est  purement technique,

nous ne la donnerons pas ici].

w(A AA)

X n,w

On peut donc poser pP(A)=/ dP et obtenir

n n
+

,{e 27(1 w(An,m)

sur (X, B) une mesure bornée ayant la propriété suivante :pP(N) = 0

*
implique w(N) = 0 P. ps. Nous pouvons alors établir 1la relation
entre la tribu borélienne engendrée par la topologie faible et la
tribu ofm.

III Lemme 1 | Soit P une loi de probabilité sur (/{,C(X, [B),%) ol %B

est la tribu engendrée par les variables th(w) =w(B) pour Be B.
Soit D la tribu borélienne définie par la topologie faible.

L'indice P désignant la complétion, on a
P P
g -
B

Preuve : Il est clair que I\ cg . Inversement, l'existence de

B P
implique que P { w: w(B) > al=P [1im+i&): w(K.) > a} ] ot K; compact et
i
op (1lim +Ki) = pP(B). Or si K est compact ﬂw: wiw) <55w"°“’°’t a “"%

1

et {w: w(X) <6} = 1™ w(d;) <6} avar u e§ impligue () est

B mesurable et ‘fB(w) est BP mesurable d'ol le lemme.

On ne distinguera donc plus, par la suite, les deux tribus.
Introduisons les notations suivantes : D(x,P)={ reIR+:rf=R(x,m )

pour (P) presque tout w} et %P = {u e‘y u=.L)I B(xi,r;) w(3u)=0 P.ps
rieD(xi,P) ¥i el I partie finie de [N 1}. ;gur x fixé dans X

on voit que R(x,w) est mesurable -—02:3 » puisque semie-continue inférieurement

* Dans 1la suite, telle mesure sera appelée localement dominante
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et que {g @ R(x m)e'} B[} = & lu : R(x,0) =71} implique
agt <B

que P{ R(x,y) = r} = 0 sauf pour une infinité dénombrable au plus
ce qui montre que D(x,P) = R, - Dx ohl& est dénombrable. Dans ce

qui suit, la définition de la convergence de R vers P est

celle de Parthd@saraky puisqu'on se place sur l'espace métrique

(Jé_, (x, 8),B)

III Proposition l|Une condition nécessaire et suffisante pour que Pa = P
est que la loi du vecteur (w(ul)...m (uk)) pour Pa

converge vers la loi pour P sur R, , ol chaque u,

appartient a ?P.

Preuve : Supposons d'abord que Pa converge vers P et montrons que

g {w:m(ui) <a, i=1...k} converge vers P{w :w (ui)< a; i=l..k}
pour des a, deﬂwuﬁw) continuité c'est-d-dire P{ m(ﬁi) = ai} =0

-

et pour des Eléments u, appartenant 3 ?P. D'aprés la définition,
k

il existe Nioo.o N négligeables, tels que pour tout w f U N.=N
i=1

on ait R(xj,m) ¥ rj pour tous les centres et tous les rayons cor-
respondants intervenant dans la définition des u.. Seit l'ouvert
i

A= { w: w(ﬁi) < a, 1i=l... kletconsidérons W, appartenant a

A - N : Si mo(ui) = o jl existerait Kic'ui tel que mo(Ki)> a;

i . >a. . . . . i i
et donc aussi mo(Gl) a; ou Gle.%%o et ch Glc.ull or il existe

1im

A = L)< . . 1 -
w, € et ma>'wo donc mo(Gl)\ w (G1)< a ce qui est contra

a 1

dictoire. Donc mo(ui) < o et moﬁ N implique uiéiao et donc

u. i i.)< a..
mo(ul) lém ma(ul)\ a,;

d'od A - Nc{w: w(ﬁi)< a; i=l...k} et par définition

Ceci implique P [3A] = 0 et donc P, (&) » P(A),

inversement, 3 1'aide de la mesure bornée pp on construit une

sous—-famille de~£P. Soit en effet une boule B(x,r) fixée et
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r,<r<r, : ona pP(aB(x,s)) = 0 pour tout s ¢ ]r], rz[ - Dx qui

-

est dénombrable ce qui, associé& 3@ la propriété de densité de D(x,P)

i,l

, tu éléments de tg,P. I1 s'en suit que la famille

permet d'approcher tout &lément ue‘% par deux suites u, + u
i

et u,
9
i
{w: [,A'(u) - w(u)| < a } ol les &léments u sont dans L}P et d 5’%
avec des o tels que a +d(u) soit point de P - continuité
pour w(u) (de tels points sont denses dans (R+) forme une sous-

base que 1'on peut prendre dénombrable de la topologie faible de /‘Le.

. n
Si u est un ouvert de 1‘8 on a donc P(u) = lim 4P( y u.)

n i=1 1
n n {
et P (U ui)= T (-1) T P[uj(\...(\uj]
i=1 i=1 Jl...Jnc[l,..l] 1 i
ol les Uy appartiennent i la sous-base définie ci-dessus ce qui
implique, par hypothése, que P [u. N «c. Nu, ] + P [-u. N +o.Ou, J
R B Ii I I
1 ] -~ lim [ -~
d'oi P(u) < 5 Pa (u) ce qui achéve la preuve

Cette proposition &étant les résultats cunnus dans le cadre

de mesures finies 3 distance finie (cf. [3] et [5 ]). Nous aurons

néanmoins besoin d'une oropriété supplémentaire de la suite Pn

pourpouvoir caractériser simplement sa convergence. On sait qu'il

existe une mesure bornée _j’r localement dominante pour la suite Pn
L2

donc qu'il existe une suite de compact Ki+F pour tout feormé F (S-borné
telle que P_ {(F-1im * Ki)} = 0 pour tout n. On introduit donc la propriétré
suivante : la convergence est uniforme c'est-i-dire :

V e 3 Ke : Pn { w(F-Ke ) £ €}>1 - ¢ pour tout F %— borné et Vn

IIT1 Lemme | : Soit Pn une suite satisfaisant 3 la conditionci-dessus et

convergente vers P : on a les inégalités suivantes

k
-.z Si w(ui) -.§ siw(ui_)
a - 11m5€1=‘ ar_ <|e*"! dP
n
V sj € R, et u, ouverts i=l...k
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k k
~Z s w(F,) -3 s;uAF;)
1=1 lim '~
b h €, dpP 4 T e/ dP

v 8; €ER, et Fi fermes, %-bornes

preuve : a - Un ouvert est limite croissante d'éléments de 31’ et

1'inégalité provient directement de la proposition précédente.

b - Supposons d'abord que les Fi soient compacts :

alors F., = lim +u, . ou u, . é€ CSP et les é€léments de e étant
1 F 1, 1,]
localement finis il découle des définitions que w(ui j)+ w(Fi) H
£}

il suffit alors de réappliquer la proposition précédente.
Soit maintenant F. fermés %*bornés : 1'hypothése faite sur la

suite Pn implique que

€

~w(F=K )
In(F -Xk) =] - @€ ) dPn < epour tout n.
La fonction d'ensemble In est monotone sous-additive, dont
In(F.) - In(Ke) sIn(F-Ke) £ € Vn et donc pour tout fermé

. _ . . "
F : In(F) In(FnKe) < e¥n . Choisissons K]._c:l?i tel que v

- £
In(Fi) In(Ki) < donc

k
k k -k
-izl s; w(Fi) ;i] s; w(Ki). . s‘;i’ s w(Ki)
e dPs\e ar ¢ e ap_
k k
r =L s m(Ki) - I s w(Fi)
et f@'1=l dP_ ¢ f& ! dP + €
n n
d'oll le lemme en faisant tendre € vers zéro.

Nous pouvons alors énoncer le résultat principal, en notant
Cl(‘f)l'ensemble des fonctions continues définies sur X 3 valeurs

dans [0,1:] et 3 support %—bornés.

Proposition 2 Soit Pn une suite de probabilités sur (/‘4’ ,\B)

telle que Ve 3 K, : P Jew (F-K)¢é {>1-¢ pour
tout n et tout fermé Fg-borné.ﬂne condition néces-

saire et suffisante pour que P~ converge vers P
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et que pour toute fonction f € ?l(g)

~Sfdo -'ffdw
4)n(f) = fe, dPn(w) -+ e dP = CP(f)

Peeuve

S: B, »>2: Pour f appartenant i t 1(‘g) il existe fk,s fg 81 ol

fk et g, sont deux suites de fonctions étagées telles que

*
fk +f gk¢f . Soit F fermé, support de f et K campact tel que P {w(F-K)<e} > 1-¢&
Ny Vn
Soit =z ck 4 le ints cX de la subdi-
8y i K K 8 points i e la subdi
i=1 {c;_;sf < ¢}

vision de [0,1] étant pris comme points de continuités pour la

mesure bornée fPf-l ce qui implique par définition que P.ps

w{ x : £(x) = Cik} =0 ¥(i,k)

Jedw .ﬁfdm -?kdw d
. - . w
d'od e dPsé&ét | o dP £ ¢€rlimfe dP - cav s, wé}w“’ ")“S' ﬁ“d“ ‘IF
w(F-kj)<s¢e WlF-K) g€
JS(F-K)se] . ;
Nk '
k K k
ffa. o) i @ {01 ¢ fecy)
donc fe d? <S e dP + 2€ pour k> K
-

et {CIE_l < f < Clic} fermés %-bornés implique d'aprés le lemme

précédent :

e Jlim e dp_ + eslz“‘ S e dP_ +2¢ Ve

De méme on approche f par en dessous 3 l'aide de la suite

fk en remarquant que d'aprés le choix des Clj.f “on a

"k k k k
ffk dw = I Ci-l wi Ci—l <f < Ci} (P. ps) et on applique l'inéga-

*® arms ¢ que AC -ﬁ\ J- 9k
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-ffdw _ ..ffdm
1ité a) du lemme ce qui donne e dP> 1lim e dp_
n

et donc 1'égalité cherchée.

. . P
inversement : Soit Upeooly ouverts de g : Pour chaque u,

3 - - . P . -—
. . . . .S G.
solt K1 compact et Gl élément de% tels que ch ulc u, Gl

et ~w(K;) -0 (G;) ]
e dP -~ e dP < = (1'approximation se faisant 3
2
1'aide de la mesure ;). Soit f et g. fonctions d' Urysohn
P 1

a ' a. ! = = Y
separ;nt K. de wu', et u, de G, (§ 1 sur K, g; 1 sur ui) et
k
f = I s fi s g = z §; 85 alors f et g appartiennent
i=1 i=1
a (#3) et on a @
k
Z s w(G ) {gdw - I8 m(ui)
Jeduw . lim | 27! dp
e, dP £ le dP = limje dPn g = ¢ n
n

{ K
_ .“Sl wluy) dw ,Ifdm -i.si‘”(‘(i)
< lim] e dP_ < limxe dp =) e dP € e dp
n n

~ n

d'aprés le choix des Ki et Gi on a bien en passant 3 limite
k K
- - I s, w(u.) -I s;
jop 1 i g 1 w(ui)
lim e e = J€ ap
n

ce qui équivaut d'aprés la proposition IITI 1 3 la convergence de Pn
vers P

Il reste 3 montrer la propriété d'approximation utilisée qui est
prop PP q

spécifique aux suites et posséde un intérét intrinsé&que.

III Proposition 3 Soit Pn une suite convergeante vers P sur (/ﬁ( J? ).
Pour tout fermé F C?—borne dans- X et V£3 K com-
pact tel que K_< F et P {w : w(F- Ke)se} > 1 - ¢

pour tout n.
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Preuve . Soit Q = [ Pa la probabilité telle que P << Q Vn et p
- n 2% n Q

la mesure bornée sur (X, B) localement dominante associée. Si

xéX : {£¢;R+: w(d B(x,r) ) = 0 Q. ps} = R, - L, ol L, est

dénombrable. De méme D(x,Q) = R+ - D ol Dx est dénombrable. D'apres

X
le théoréme de Baire on peut encore exhiber une suite dense dans

R, - (LXL}DX). Si T(x) est cette suite pour tout r &T(x) on choisit

Ki(r) compacts tels que pQ(limf Ki(r) = (B(x,r). En définitive

i "q
on met en &vidence l'existence de NéBtel que Q(N) = O et Vo & N
on ait V xié'S dense dans X |V rje T(xi) : w(d B(xi,rj)=0)

Tt wEr))

r. ¥ R(xi,w) w(Ki,j 3

J

On. note Cgo la sous-famille de E%Painsi construite et jk;
la famille des compacts associés.

Toutes les lois P et P sont tendues [4] donc d'aprés
le théoréme de Le Cam (Do] pP. 282) 1la suite Pn est équitendue
donc il existe K compact de /Q%ﬂtel que Pn( K) > 1 -e V¥ n

Soit alors u écgo Kie-J{O tels que w(Ki)+ w(u) sur

/{{t— N il existe alors u;, ouverts K-bornés tels que Ki cucu

et on peut trouver Vi & C§° tels que Ki c VvV, eV, cueu; v, est
alors un fermé K ~borné et d'aprés la proposition II-1 , il existe
Li compact tel que Li c $§ et w(ﬁ - Li) < € pour tout w
de K.
Pour w €K et G¢€ ?o 1'application wa>w(6) est
continue car si w, = w, w(6é) = » implique lim w, (¢) = = et
a
w(G) < = implique par construction &exﬁm et donc wa(6)+ w (Gy
sur le compact de - N, K, on a: e 4" 14
et w(u - Gi) = w(u) - w(?i) puisque Gi K bornés;on peut appliquer
fe théoréme de Dini et donc
-w(u—vi) -w(u-Li)
c dP_ > 1 - ¢ Vn et aussi é dp > 1 - ¢
ce qui implique P [&(u-Li) s§]>l - ¢ d'od la proposition, puisque

tout fermé&, borné est contenu dans un &élément u de ?o
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