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MARCHES ALEATOIRES SUR LES ESPACES HOMOGENES.
R. SCHOTT
UNIVERSITE DE NANCY I

Soit G un groupe localement compact 3 base dénombrable (L.C.D.) et pu une
mesure de probabilité sur G . Nous supposons que U est adaptée c'est 3 dire
que le sous-groupe fermé engendré par le support de u est égal 3 G .

Soit Xl’ X2""Xn"" une suite de variables aléatoires 3 valeurs dans G 1indé-
pendantes et de méme loi 1y , Yﬁ = g'XlXZ"’ Xn est appelée marche aléatoire

partant de g € G , 3 1l'instant O , c'est une chaine de Markov dont le noyau de

transition est donnée par : P(g, A) = eg,ku(A) VYV A borélien de G . D'aprés
le théoréme de Loynes [9] : tous les états de la marche aléatoire Yﬁ sont soit
(e o]
récurrents (i.e : Pe{ Av(Ys) = +0} =1 V V voisinage de g), soit
n=o0

transitoires. Un groupe qui porte au moins une marche aléatoire récurrente est
dit récurrent.

Si G est un groupe de Lie connexe, on sait (cf [2] et [7]) qu'il est récurrent
si et seulement si G est 3 croissance polynomiale dedegré inférieur ou égal a 2.

Soit H un sous-groupe fermé de G , considérons 1'espace homogéne droit

M= ﬁg , nous noterons par m 1'application canonique : G - ﬁp . Si Yﬁ est
une marche aléatoire sur G n(Yg) = u(g.X,.X,.X,...X) = n(g) X, .X,...X = Zn(g)
’ n 1°72°73 n 1772 n n

est une marche aléatoire sur M partant du point n(g) & 1l'instant O . Si la

mesure p est adaptée et étalée (i.e. : 3IC >0, 3 p €N, 3V voisinage tel

P

que : p* > C lvln oi m est la mesure de Haar 3 droite sur G ) et s'il

. . . . . n
existe sur M une mesure 1invariante, on sait que ([8]) tous les &tats de Zn(g)
sont récurrents ou tous les &tats sont transitoires.

Sous ces hypothéses a été entreprise la classification des espaces homogénes en

utilisant les notions de croissance et de moyennabilité.

Déginition I1.1 : Soit G un groupe L.C.D. & génération compacte et H un sous-

ghoupe fermé de G tel que L'espace homogeéne H\G possede une meswre Lnvariante A

(4.e ¢ Alg.A) = A(A) Vg E€G et VA borélien de H\G ) . Sodent x € H\G
et V un vodisinage compact de L'éLément neutrne de G qudl engendre G, 5'4L

existe un entien h tel que :
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. Alx. V) , Alx. v .
0 < Lim ing == < Lim sup —=4—' <+ alorns k est undique, kR est
n- +e n n- +eo nk
indépendant du choix de x et de V.

On dit que H\G est a crwissance polynomiale de degreé kR . On notera :

AU ~nR . S'ik existe une constante C > 1 telle que Alx.V) ~C" on dira
que H\G est a crodssance exponentielle.
De plus Les espaces homogénes H\G et G/H ont meme croissance.

On trouvera La démonstration de ces propriétés dans [5] .

Proposition 11.2 : S{ H est uniforme dans Le sous-groupe fermé H' de G

’
(L.e. : /H est compact) alons Les espace homogénes G/H et G/H' ont meme crodis
sance.

Preuve : voin [5]

IIT) ESPACE HOMOGENE MOYENNABLE :

Déginition 111.1 : Soit G un groupe L.C.D. et H un sous-ghoupe fermé de G .
On appelle moyenne sun G B(G/H) (ensemble des fonctions continues borndes sur
L'espace homogéne G/H ) toute forme Lindaire m sun GB(G/H) vérigiant Les
conditions sulvantes : £) m(1) =1

) m(§) = m(g§] v§e GBIG/H)

Definition 111.2 : On dit qu'une moyenne m Asur ‘GB(G/H) est G-invariante 34
V6 € BBIG/H) et Vs €G, ona:mlg) =mf oa f(X =§(a" .2 vieGH

Déginition 111.3 : L'espace homogéne G/H est dit G-moyennable (nous dirons par
La suite moyennable) 5'il existe une moyenne G-invariante sun WG B(G/H)
(£'espace des fonctions undiformément continues bornées surn G/H ) =

Rappelons La proprieté imporntante sulvante dont on powva thouver La démonstration
dans [4] :

Proposition 111.4 : S& H est un sous-groupe fermé moyennable de G afons G/H
est moyennable 34 et seulement s4 G est un groupe moyennable.

Application de la proposition III.4 : Considérons le groupe semi-simple SL(2, R)

c.3.d. l'ensemble des matrices (i 2) telles que ad-bc =1 ot a,b,c,d ER

La décomposition d'Iwasawa de SL(2, R) s'écrit : SL(2,R) = KAN

oi K = cosb  sin® 0 €ER t t, A= /2 O_¢/2 € R
v -sin@ cos9 / ° est compact, - 0 e t > t
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est abélien,

N = { (é ?) , u €ER } est nilpotent.

On sait que SL(2, R) n'est pas moyennable, par contre N est moyennable (cf [4])

donc 1'espace homogéne SL(2,]R)/N estnon moyennable.

Nous indiquons ici, sans démonstration, les résultats que nous avons obtenus :

1°) Espaces homogénes non moyennables.

Tous les espaces homogénes non moyennables portant une mesure invariante sont :
i) transitoires
ii) 3 croissance exponentielle

Preuve : voir [12] .

2°) Espaces homogénes moyennables.

a) Les espaces homogénes de groupes nilpotents simplement connexes N sont
transitoires et 3 croissance polynomiale (cf [5] et [10]).

b) Les espaces homogénes du groupe G = KN , extension compacte de N sont
récurrents si et seulement si ces espaces homogénes sont 3 croissance polynomia-
le de degré inférieur ou égal 3 2. (cf [5]).

c) Pas encore de réponse globale pour les espaces homogénes des groupes de Lie
de type rigide (rappel : un groupe de Lie est dit de type rigide si les valeurs

propres de adG sont de module 1 ).

Conjecture :

Les espaces homogénes des groupes de Lie de type rigide sont récurrents si et
seulement si ces espaces homogénes sont 3 croissance polynomiale de degré inférieur
ou égal a 2.

La démonstration du point (b) fait appel aux propriétés des groupes algébriques
distals mais elle ne s'étend pas aux groupes de type rigide car ces groupes ne
sont pas algébriques (en général). Nous allons étudier 3 présent les marches aléa-
toires sur certains espaces homogénes du groupe de MAUTNER. Cet exemple, outre

son intérét pédagogique, semble indiquer que la conjecture (c) n'est pas trop osée.

Deginition V.1 : On appelle groupe de Mautner Le produit semi-dirnect de R avec
¢, t'action de R sur € stant donnge par :
2nit, zzezm“u) od )\ est Lwationnel. Nous noterons : G = Rk CZ .

t.(z,, 22) = (z,e
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Propriétés V.2. a) La multiplication dans G est donnée par

- .
(t, z), 22).(t', zi, zé) = (t+t', zl+zi e "1t, 22+zé eanAt)

-1 -2mit -2miAt
et (t, zy» z2) = (-t, ze » "Zye )
b) G est un groupe résoluble de type rigide.

c) G n'est pas un groupe algébrique.

Démonstration :

a) et b) sont évidents :

c) G n'est pas algébrique (dans une représntation matricielle) car
1'image de G par la représentation adjointe de " GL(5, €) n'est pas
fermée dans GL(5, R) . Si G é&tait algébrique dans une représentation
alors 1'image de G par la représentation adjointe serait un groupe
algébrique donc fermée =m

Considérons les sous—groupes fermés connexes de G du type suivant

H= {(t, z), 22)’ teER , (Zl’ 22) € mz ; 1'une au moins des 3 composantes étant
toujours nulle }
Si H= {0} «x ¢2 alors H est distingué dans G par définition du produit

semi-direct de deux groupes. Dans ce cas M = ﬁ\p est un groupe et 1'étude des
marches aléatoires a déja été faite.
Un calcul simple montre que les sous-groupes {0} &« (C x{0}) et {0} « ({0} x @)

sont &galement distingués.

Lemme V.3.: Les sous-groupes connexes Hy = {(z, 0, ZZ)’ TE€R, z, €0},

HZ = {(%, 27,0), tER, z; € ¢y}, H3 = R x {0} ne sont pas distinguis

Démonstration : V g = (t, zZy5 zz) €G et Vh= (t', O, h2) € H]

gh.g | = (t, 2y, 2,) (t', 0, h)(-t, ~zle_2nit, -zze'Z"iXt)

= (t+t', z), zz-fhzeznixt)(-t, —zle_ZNit, _Zze—Znikt)

= (t', Zl_zle-Znit’ zz—zzeznixt'+ h2e2nitk) ¢ H
On montre de méme que H2 et H3 ne sont pas des sous groupes distingués
Considérons a présent 1l'espace homogéne M = ﬁ\? avec

1 2

1.2
2D s (TaZys Z0)5eees

H = {(t, h, 0) teR, h € C} . Soit (Tl, zl,

1
(Tn’ Zn, Zi) une suite de variables aléatoires sur G , indépendantes de méme

loi u . Nous supposons que la mesure L est adaptée et étalée. Comme d'autre
part, il existe sur M une mesure invariante m , 1'espace homogéne M est
dichotomique (i.e. tous les états de la marche aléatoire correspondante sur M sont

transitolres ou tous les &tats sont récurrents).
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Théoneme V.4 : Soit G =R x € Le groupe de Mautner et H =R x (€ x {0}),u
une mesune de probabilité sun G adapitée, étalée alors L'espace homogéne M = FG
est néecwuvent et a crodssance polynomiale de degré 2.

- . . 1 2
Démonstration : Soit g = (t, z), zl) € G alors

. 1 2
g = {(t', h, 0)(t, 2, 2)) 3 v (t', h,, 0) € H}

1 2 l 2 't' .
1° 0)(t, z, z}) = (t'+t, hj+z, e mto zf e2n1At) )

Cet élément s'identifie 3 un élément d'un supplémentaire de H dans G de la

or : (t', h

forme (0, O, & ) pourvu que :

t'+t = 0
3 1 - .
hl+z} e21T1t =0 d'ol o = z? e 2mide
2 2miat!
z) e =
et : é = (t, z}, z%) ~ (0, O, zf e—2n1kt) on notera simplement : g = z% e_2m>\t

d'oll 1'action du groupe G sur 1l'espace homogéne ﬁp .

Lemme V.5 : L'action de G sur FG n'est pas polynomiale, elle est donnée panr :

G — Hg

g — 0.9 = z? IM g = (%, z;, z?) (1)

Remarque V.6 : O.g désigne le représentant de la classe de g modulo H et

les éléments de H s'identifient au zéro de ]R2 .

Lemme V.7 : Identifions RG a IRZ . ALons La mesure Ainvariante de FG est La
mesure de Lebesgue de IRZ
Démonstration : m é&tant une mesure invariante sur & , on sait qu'il existe

H
des mesures de Haar dg sur G et dh sur H bien choisies telles que pour

toute f mesurable positive ou nulle on ait (cf [3])

I

(2) [ f(g)dg = J ( J f(hg)dh) dm .
J G H

G
~

H
Nous noterons par |A| la mesure de Haar d'un borélien A de G . Comme G est
un groupe de Lie, il existe une section mesurable s de la surjection canonique

m: G— ﬁp (i.e. une application mesurable s : ﬁp - G telle que :

ms = IdG ) et pour tout borélien A de G , on notera : A = s(m(A)) . On a
H

alors le résultat suivant dont on pourra trouver la démonstration dans [5] .
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Lemme V.8 : Soit H, un compact de H de mesure de Haar égale a 1 (L.e :

1
dr(f,) = 1). Abors pour tout borlien A de G ona : m(n(A)) = m,/ﬂ -

Désignons par |B| 1la mesure de Lebesgue du borélien B c‘ﬁc(u]Rz) . I1 faut

montrer que pour tout g € G , |B.g| = [|B]

Or ceci résulte de (2) et du fait que si : g = (tl,z:,z%), 8y = (t2’ z;, zg)

d 1 2 . .
J f(gl.gz)dg = £(t +t,, 2z +z,, e n1t1, z%+z§ e2n1At1) dg
R« C2 IR x Cz
=J J f(tl+t2, zi+z; eznltl, z%+z§ eznlxtl)dt dz1 d22
T Rx Gz
=J J f(t1+t2, zi+z; eznltl, z?+z§ eznlktl)dzl)dzz)dt
| R x Cz
= f(gl)dg d cause de la forme des 3 composantes.
’ 2
Rx C

Lemme V.9 : L'espace homogéne ﬁg est a croissance polynomiale de deghé égal

a? o

Démonstration : Soit V un voisinage compact de 1'élément neutre de G qui

engendre G , 0.v" = 0. {glgz...gn 5 8 €Ev,i=1, 2,..., n}

11 32n1t1+ 1 2n1(t1+t2+...+tn_l)

Or : gy-8y-++8 = (t1+t2+...+tn, z,*z, tz e
2. 2 2miAt, g ZMA(tprtyte..tt )
z,*tz e +...+ 2z e
1 72 n ’
2.2 2mirt 9 2n1A(t1+t2+..+tn_1) “2mid(t tey e tE )
et O.(gl.gz...gn)fw(zl+z2 e tooutozoe ).e

I1 est facile de voir qu'il existe des voisinages V, et V, tels que :

. On a donc : Cln2 < 10.V" £C

. G < .
sont des constantes > O ) ce qul prouve que 5 est @ croissance

nV,c0.V'cn.v n2 pour n assez grand

1 2
et C

2

(C

1 2

polynomiale de degré 2 =
1

n,

. L. _ 1,2 1.2 2
Considérons la marche aléatoire Yn = (T Zl l)"'(Tk’Zk’zk)"'(Tn’Z Zn)

1’

sur G , alors la marche aléatoire sur M = partant de 0O € M 3 l'instant

7
S
H
z8ro a pour expression :

2mi (T +T +...+Tn_l)

e _ 1.1 2niT, 1 2
O.Yn = (T1+T2+...+Tn, Z1+ZZ e +...+Zn e
. 2iA (T, +...+T__.)
Z%+Z§ eZn1AT1+'..+ Zi o 1 n-17) ,
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2 e2niAT1+ 9 2n1A(T1+...+Tn_1) —2n1A(T1+T2+..+Tn)

2 oot Zne ).e

2 _ . 2 ~
c'est la composante sur TR d'une marche aléatoire sur T x R (T &tant le tore)

D'aprés (1) : 0.Y§na(Z%+Z

or le groupe T k]R2 est récurrent (cf [7]). Ceci achéve la démonstration.

Remarquons que si H =R x ({0} x €) on obtient le méme résultat.

Theoneme V.10 : Soit G =R x ¢ e ghoupe de Mautner et H =R x {0} , n une
mesure de probabilité sun G adaptée, étalie alons L'espace homogéne M = RQ est

thansitoine et a croissance polynomiale de degné 4. m

Démonstration : Soit g = (t, zi, z%) €G alors g ={ (¢', 0,0)(t,zi,z%), Vt'€ R}

L4 | o '
or : (t', 0, 0)(t, zi, z%) = (t+t', zi Q2mit , z% e2n1At )

Cet €lément s'identifie 3@ un élément d'un supplémentaire de H dans G de la

forme (0, a, B) pourvu que :

t+t' = 0
1 2mit!
1 © -
2 2mit'
i z, e B
donc g = (t, z}, z%) ~ (0, zi e-2n1t’ zf e-2“1Xt) (3)
On notera simplement : g = (zi e_2"lt, z% e—2n1At) .
Identifions ﬁg a ZR4 , on montre alors que la mesure invariante de ﬁg est la

4 o . < . s
mesure de Lebesgue de IR . (La démonstration est tout a fait analogue a celle

du lemme V.7).

Lemme V.11 : L'espace homogene ﬁg est a crodssance polynomiale de degné égal

a4 =m

Démonstration : Soit V un voisinage compact de 1'élément neutre de G qui

. . N
engendre G , O.gl 8p---8, (tl+t2+...+tn, zi+z; e2n1t1 zl e2n1(t1+t2 +tn—l)

?

+z§ eZniA(t1+t2+...+tn_l)

2 2 2milt,
zl+zze +.

1 eZTTi)\t 1, .

1 2miA(ti+ta+. .+t
2 e

e—ZniA(t1+t2+..+tn))

D'aprés (3) : O.gl...gnnv((z}+z ..tz n-1)

I1 est facile de voir qu'il existe des voisinages Vi et Vé de ]R4 tels que :

[ n '
nVlc 0.V c n.V2 .

4 ]

On a donc : Cin < lo.vP < Cé n4 pour n assez grand (C!, C, sont des

constantes strictement positives) m
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-~

~ . G . p
La marche aléatoire sur M = N partant de 0 € M 3 1'instant zéro a pour expres-

H
sion
. 2ni (T,+...+T__.) =2mi (T +T,+...+T )
7 = 0.Y% ~(zlez] 2™ Tiy 72 l =17y b2 o,
n n 1 72 n
. 2miA(T +...+T ) =2miA(T,+T,+...+T )
(Z%+Z§ e2n1kT1+.'+Z§ o 1 n-1 ) e 1 72 n’y

~ . 2
C'est la composante sur C2 d'une marche aléatoire sur le groupe T x C

(T est le tore) or ce groupe est transitoire (cf [7]) C.Q.F.D.
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