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MESURES ALEATOIRES t-REGULIERES

A. ACQUAVIVA

Faculté des Sciences et Techniques de BREST

Résumé : A partir d’une famille compatible de lois sur 

indexée par les éléments d’un anneau on construit une mesure
aléatoire, tendue, par rapport à une classe compacte, sur l’anneau

puis le prolongement au r -anneau engendré, sans aucune contrain-

te de cr-finitude. Application est faite aux espaces Souslinien.

Introduction : Le théorème d’existence d’une mesure aléatoire bornée sur

un espace polonais est maintenant un résultat classique dû à

Sa démonstration repose sur l’existence d’une

famille dénombrable de suites monotones telles que la continuité

d’une fonction d’ensemble additive bornée sur ces suites implique
la continuité sur toute suite monotone. De plus, pour obtenir une

mesure aléatoire non nécessairement bornée la méthode classique
consiste à considérer une partition dénombrable de l’espace telle

que la mesure soit finie sur chaque élément de la partition
( ~1 ~ pour le cas localement compacte on n’obtient ainsi que

des mesures aléatoires uniformêment cr -finies. Il nous a donc

semblé intéressant d’examiner, d’une part le cas d’un espace

de Souslin où l’on ne dispose pas de cette famille dénombrable

de suites et d’autre part de donner une formulation abstraite

et directe du théorème d’existence d’une mesure aléatoire non

nécessairement r -finie à l’aide de la notion de capacité faible

et des suites privilégiées. On peut construire ainsi une mesure

aléatoire tendue par rapport à une classe compacte sur un anneau

générateur pour la tribu borélienne et obtenir une sélection

mesurable parmi les prolongements à la tribu.
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1 Soit X un ensemble muni d’une cr -algèbre B de parties. On suppose

qu’il existe un treillis dénombrable C générateur pour 0153 tel que

X appartienne à et on fait les hupothèses suivantes:

H.0 Il existe x classe compacte, stable par union et intersection

finie telle que si K 6 ôé et C E alors K - C 6 À3

1 1:; sépare 1( : V K 1 et tels que KI 1"B K - 2 ~ ~ T1 1 et 

tels que i K2 C T 2 et TI 1’B T2 - ,~1.

Introduisons ici une notion essentielle pour la suite :

Définition 1 : Une suite {T n d’éléments de 116 sera dite privi-

légiée si est monotone décroissante de limite non

vide et appartenant telle que pour tout tel

que lim ~. T n c C il existe n tel que Tn G C.

On suppose alors :

H.2 et K # ~ il existe {T n suite privilégiée telle

que K = lim T
nn

Définition 2 : Une fonction d’ensemble I’ définie sera dite

capacité faible si pour toute suite croissante (Bn)
d’éléments de 9(X) on a I* (lim t B ) = limî I*(B n ) et

n 
n 

n
n n

si pour toute suite privilégiée {Tn } on a

I (liml T ) = lim lI*(T), Introduisons alors notre der-
n 

n 
n

n n

nière hypothèse.

H.3 La classe compacte K approche la tribu (B au sens suivant : Pour

toute capacité faible tout élément B de 1B on a :

l ~ (B) = Sup { 

Si A désigne l’anneau dénombrable engendré par le treillis 1 on pose

o4Ù (X,A ) ensemble des mesures définies sur (X,,~ ) muni de la tribu

1 .71 engendrée par la famille :w (A)  a } R } signi-
fications similaires pour &#x26;4£ (X , (8) et 
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Définition 3: Une mesure est t-ré g ulière si elle vérifie pour

pour tout B de LB c~ ( B) = Sup (K) K C B ~

et c~(B) - inf { w(C) B c C C E 

une famille compatible de lois n N o u-9

nous proposons donc dans cet article de montrer qu’il existe une loi P

sur ( ~ (X, 0153), IB portée par le sous-ensemble des mesures t-régulière
telle que pour tout borélien B de Rn et pour toute famille finie

n +

Dégageons d’abord deux conditions nécessaires

C 1 :Soit A n E telle que A n soit monotone croissante vers A E A alors

C 2 : Soit T n une suite priviliégiée et A n s.14- monotone croissante

telle que K = lim 4-Tn C limî A n et
n

soit w t-régulière : si w (K) (T ) = limfi w (A ) ; si
n n

w (K)  00 il existe 
o 

tel que K c C et w(C) 00 ; mais T 
n

étant privilégiée T nc C à partir d’un certain rang et donc w(K)=

lim lw (T) et w(K)  lim fiw (A ) donc P {w: lim lw (T) limt w(An)}=
n n n n

Les deux théorèmes suivants montrent que ces deux conditions sont

aussi suffisantes.

Théorème 1. Soit p. une famille compatible de lois sur (R? n c IN)

indexée par les éléments de A, définissant sur JR muni

de sa tribu produit LA, une loi P telle que P.ps w E JR
soit additive sur ~ . Les conditions suivantes sont suffi-

santes pour que P soit portée par un sous-ensemble de mesures

Cl. Pour toute suite A ~hA avec A 
n 

et A 6.4
n n

P.ps : w(A n )tw (A) (l’ensemble négligeable dépendant de

la suite
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C2 . Pour toute suite priviligiêe Tn telle que lim~ Tn =

Remarque : les deux conditions CI et C2 peuvent être exprimées directe-

ment à l’aide de la famille et on peut noter le

lemme suivant : 
1 ’ ’ 

* 

n

lemme 1 : Les deux conditions nécessaires et suffisantes du théorème 1

sont équivalentes aux conditions suivantes :

reuve Seule l’implication (C’1) ~ (Cl) n’est pas immédiate. Pour la

montrer on considère une application 1 continue strictement

croissante de tR sur [0,1] et la fonction d’ensemble

I(A)= dp définie sur A. En approchant Y par une

suite croissante de fonction étagée c’est-à-dire

et en remarquant que

l’utilisation de C’l mène à l’égalité

limt I(A ) = I(A) c’est-à-dire lim tw(An) = w(A) P.ps.
n n

preuve du théorème La preuve étant longue nous la découpons en plusieurs

étapes.
1 - Soit ’f une fonction positive continue strictement croissante

appliquant ÎR+ sur [0,11 telle que +Y(a)~ 

Pour tout A de v4 on pose I(A) = f [w(A)] dp (si on prend

RA+
Y(x) = 1 - e-x on a I(A) = 1 - o(1A(w)) ou o est la fonction-

nelle génératrice de la loi P 
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On définit ensuite I (C) - Sup {1(A) AcC} pour 
J

et pour tout I’(B) = inf { I(C) Bc:C C E 0 }
J

on définit de même J(T) = I(T) pour tout T é 1;
J(C) - Sup {J(T) Tc C }pour et J"(B) = inf {J(C) B cC 

Sur l’anneau est positive, croissante, fortement sous-additive

d’après le choix de ’f et si A n t A avec A 
n 

et A 6~ on a I(A I(A)

d’après la condition c. l . Il résulte d’un théorème connu ( p. 66)

que les fonctions d’ensembles I~et J. sont croissantes telles que
si B +B IÎB ) î I* (B) (resp.: J"(B) n n n

Si Tn est une suite privilégiée de limite K non vide soit

tel que J (K) &#x3E; J (C) - e &#x3E;J(T ) -e pour n assez grand donc
J n

J*(K) = lim l J(T ) et J* est une capacité faible : Il en est de même
n

n

pour 1 d’après l’hypothèse C.2 et puisque 1 et J coïncident sur C
elles coïncident sur K et on conclut d’après l’hypothèse H.3 que
V 1+ (B) = J~(B).

2 . Soit A 6~’ tel que I ( A ) &#x3E; 0 I(A) = 1"" (A) donc d’après H.3 il

existe une suite K. 1 croissante (K stable par réunion) telle que

K. c A Vi et I (A) = 1 im.t ’ ’ ’

D’après H.2 lim et K.c T711A c TÔ implique
~ 

. 

1 
J 
. J 1 J J

f (K.) = lim +I(TÎfI A)D’autre part, on a l’égalité If- (A) = J~ (A) donc
1 

J 
. J

I (A) = 1 i m -J. 1c~&#x3E; = 1 i m-J. 1 i m t I ( D ~ où chaque D é 2’
n 

n 
n k 1 n ,k

L’application du théorème de, Lebesgue donne :

pothèse C.2 implique_que c limtd 
k 

entraîne liml~ 
’ 

i i k J n~K

V(i,n) d’où les deux relations fondamentales suivantes valables car A est

dénombrable*. Il existe N ensemble P-négligeable tel que si w e N

R.1 1 0  w(A) = lim tlimi w(T’(A)(1 A) où T’(A) est une suite

A £A i j J 
’ 

J
V A£14 

privilégiée telle que que Vi 

i 

T (A) -a i A et e t K. K 
i é ÔéJ j 

. 1 1
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(provient du cas où I(A) = 0) .

Alors V une mesure. Il suff i t pour cela de montrer que pour

toute suite telle que A k tA ou on a lim = w(A) .k k 
k 

k

Distinguons deux cas (celui où w(A) = 0 étant trivial) :

3 . 0  ~ on peut se ramener aux suites décroissantes vers 0’

en posant Dk = A - Ak avec  0153 et on suppose que 0 Vk

k Ç k

d’où e, T It. D &#x3E; - £ Vj et on en déduit f, chaque K. étant
’=1 J (,=] 

k 
1l 1l

non vide d’après R.l. Supposons en effet que fl 
= 1 

K. et soit n le

n n

plus grand entier ( 4 ,n k) tel que /Î 
= 

K. et n K it il K 
n+l 

= ji
l=1 1l 

T 
l=1 1l

Avec l’hypothèse H.0 on peut trouver u, v, 
n 

éléments de 6

tels que K. cl f) 
n 

c L4, K CV =,6. Les suites T. (EL )

."...1--- 
..".. n ( ) 1B 

i 
n+l 

(D )" .

étant privilégiées on aurait nn 1 T.n+1 (D n+ = flÔ pour j
=j 1 J J n+

k
assez grand ce qui est impossible. Donc /l K. est une suite décroissan-

l=1 1l M

te non vide d’éléments de k d’où ri K.  t1 De = fÉ ce qui est

l=1 1l l=1 l ’

impossible et prouve que w(D k) l0.

4. w(A) = m Supposons qu’il existe M 00 tel que pour tout k on ait

 M. l’application de R. ’ 1 donne un to tel que M Vj

i . io ï.
alors nécessairement w(TÎ’ (A))= -(Yi) sinon w (T (A) n A) = 

J J J 

i,
et donc w(T. M ce qui n’est pas.

J
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1
On note K. = lim~T 0(A) élément de x contenu dans A.

io J 
. J

D’autre part, A. = lim l limî w(D j (R.2) donc il existe
’ 

= 

n 

+ 

si on pose ~(C.) - Sup { w (T); T alors on a 7(c )  Mw 
J 

1 J 1 J

mais T f1 D k (A.) t Tn implique lim î w(D k(4.))  Mn n j k j n 
"- " 

n 

j, 3 e

b) si alors il existe T. £ C T. C C. et °5

J J J J J

car d’après ce qui précède si w(T) on a nécessairement w (T)  M ;

on a donc la situation suivante : oo; T = limî T n D (A.) et
J 

/ J k 
J 

k 39

njk (A.)) j  M V k on réapplique le raisonnementf pour l’ obtention
r 

i i 

de T ? et on obtient une suite privilégiée T (T.) telle que
J p J

i i

(jo(T 
i 
(T)n T) = oo V et 11 (T.) on ne peut pasV et soit Ki - 1im-r TP (T.) on ne peut pas
P J J P 11 p J

i 

avoir k : Kil c D nji, k (A car la suite Tp 
1 

étant privilégiée et

1 J ? 

. 11
D GT on aurait K. 11 C Tp 

1 

(T. ) J c D 

n. k(Aj) 
pour p assez grand

j, l l,
ce qui est impossible.

Donc, K. 11 - D k(A.) est une suite décroissante non vide d’élé-
1 J, 

J

ments de flÉ donc d’intersection non vide or n 
k (K. 11 1 

- D 

j (A.) J inclu dans
k 1l J ,

T. - lim fiD 
n 

(A) = 0 donc une contradiction qui prouve que
J k n. k J

w(C)  M et donc que w(C) = limî w (Dn.J J k le k (Aj)). i . ,P
" j,

.1 , e
et 2 M V k . On déduit de ce qui précède que C &#x3E; 2M

On forme alors la suite
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n

monotone croissante D - U C. avec  00 et D 6 ~ : il reste
n 

i=1 
i n no

à voir que K. 1 - Dn est une suite monotone décroissante d’éléments non
o

vides de 1( ce qui est clair car D n ’C cr et K. 1 Go D 
n 

impliquerait
o 

-

i i
T ? c D pour j assez grand avec w T. = 00 et w D  00 ce qui est

j n J n

impossible.

A C D. On aboutit à une contradiction qui prouve le théorème.
n n 

Soit 4 le sous-ensemble de tR constitué des éléments w - (...w(A) ...)

dont les coordonnés définissent une mesure sur (X, / ) : si on pose

27(w ) (A) = w(A) pour définit une application mesurable de

-A £i+ LA, P) ou LA est la complétée de LA pour P, dans

(-~(X,~)~ ~ ) et la loi image Po est une mesure aléatoire sur (X,

Etant donné une mesure aléatoire quelconque sur (X,-4 ) il est toujours

possible de construire une mesure aléatoire sur (X,S) où LB = c’est

a dire d’obtenir une application mesurable de dans 4 (X,

lemme 2 :Soit w une mesure quelconque sur (X, On définit les fonc-

tions d’ensembles suivantes :

Ù (C) = Sup { w (T) Tc C V 
a

w" (B) = Inf w (C) BcC C 6*e V B c X
a

et de même pour remplaçant dans les formules Z7 par ~T.
Alors w¥ est une mesure extérieure telle que ensemble

des parties w4-mesurables et la restriction de w.à S est une

mesure régulière.

preuve 1 le fait que w.,soit une mesure extérieure telle que 
est bien connu. On sait que ( [4j p.66J 1 w¥- est aussi une

mesure extérieure et il est clair que w «* ( B ) 4’ w (B) et que
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= V implique W,,(B) = si . On en

déduit immédiatement que IB = v- c 

2, w.restreinte à 0153 est une mesure t-régulière car il découle de la

construction que c’est une capacité faible et on applique H.3.

Théorème 2 Soit Po une loi quelconque sur 2À,
1 - L’application de (~(X,~),~ ) dans S~)
qui à w fait correspondre w* définie ci-dessus est mesu-

rable et définit donc une mesure aléatoire sur (X, ?)

2 - Avec les notations du théorème let sous l’hypothèse
C.2 la loi image Pj sur LB) est une mesure

aléatoire t-régulière telle que : w 

1 } = il ~1 i ou les A. 1. sont dans

Preuve 1 Soit J* la capacité faible définie à l’aide du treillis C

et B C. 19. on a J4 (B) = et J* (K.) = liml I(Ti.) =

~ . T- . 
~ i . i

] dP (T1 privilégiée) mais w* est une

i 
. Î j 0 j 

.

capacité faible donc P 
0 

p,s : = et donc
o 1. j

D’ autre part, par déf inition, : J If (B) - n,k )] dP0
n 

j 
k n, K 0

w étant une mesure lim k) = (i)(C ) n d’où

c’est-à-dire w*(B) = lim t d’où la mesurabilité

L J j1 J

de l’application w -&#x3E; w+

2 Dans le cas général la mesure wv-est définie par w mais

n’est pas un prolongement à la tribu car w et w* ne

coïncident que sur le treillis %. Cependant sous l’hy-

pothèse C.2 on a P .ps : w(A) = lim +7(C ) (relation R.2)
o n

pour A et donc d’après ce qui précède w*(A) = w(A)

c’est-à-dire quel’on a bien un prolongement et donc l’éga-

lité
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uA 1 "’ A k 
où les Ai sont dans d ce qui prouve le

théorème.

Corollaire : Soit PI la mesure aléatoire construite précédemment à

l’aide des théorèmes 1 et 2. La loi Pj 1 est compacte.

Preuve : La preuve s’appuie sur la notion de mesure parfaite

([5 ]p. 242) . La loi P construite sur (IRA, LA) est
+ 

parfaite donc aussi ses images et donc Pl est parfaite
sur (04i(X, IB ),.t0153) et compacte sur la sous-tribu

IB

LA qui est a base dénombrable. La loi P 
1 
est donc

encore compacte sur la complétée LA l or la relation
.. 

. P
w*(B) = limî lim lw (T1 montre que tB C 

1 
d’où

1 J J lB

le corollaire.

II Application au cas topologique

Nous nous proposons de montrer dans cette partie que les

résultats précédents s’appliquent au cas où X est un espace souslinien

régulier à base dénombrable. Les notations suivantes sont utilisées :

a) E désigne l’ensemble des suites d’entiers : E - QV oq . Les éléments

de E seront désignés par la lettre Q .

b) S est l’ensemble des suites d’entiers de longueurs finies : les

éléments de S seront notés s ou s’.

c) s  a ou s s’ signifie que la suite s est commençante pour

Q(OU s’) .

d) sis’ signifie que les deux suites finies sont de même longueur et

que si s = (s 1*** sn ) et s’ = (s’ 1*** s’ n)alors pour tout i - l...n :

Si o 1

e) la longueur d’une suite s est notée Isl .
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X est dit souslinien s’il existe un espace complet métriqiie- réparable

x0 une application continue de Xo sur X. Les propriétés essen-

tielles de X que nous utiliseront sont rassemblés dans le lemme ci-

dessous (E 61).

lemme 3 : Soit B un borélien de X ( lI3 désigne ici la tribu borélienne)

non vide.

i) B = L) fl fermé et si s~s : A 
s 

1

cr E E s  a ~

ii) V a : 1 im U 
AA, = H(B,a ) compact non vide contenu

scr 
Sids 

s
s’ s

dans B.

iii) Pour tout ouvert V tel que il existe sa

tel que A = W 
s ’ ss 

Preuve i) Soit Xo espace polonais et - 1 Y une application surjective
continue de Xo sur X,Si (B) est un borélien de Xo
donc peut s’écrire :

= L7 fit Fs ([6J) où F s est fermé, de diamètre
s 

1
pour une métrique d sur Xo, plus petit que 2|s| 

et où

le schéma est monotone c’est-à-dire F 
s 

si ss’. On a

_ 

s s

alors B n ’f(F ) . La barre désignant la fermeture dans X
s

a s0

(on vérifie simplement, X étant régulier, que n
s

so

ii) Soit a une suite fixée et considérons U S.1)
s ’s 

i HO=lim + W Fs t on sait que H0 est un compact non vide de X0 ([6] p . 29)
so 

s 
’

Sa s 
’ 

s 

et par construction F s  2 1 si . est un

compact non vide de X. Soit alors V un ouvert quelconque

tel que T(H 0) r- V : H c ~ - 1 (V) donc il existe s tel que
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mais l’inégalité inverse

étant triviale on a l’égalité ce qui prouve le lemme si on pose donc

As = Y(F S).
Soit alors une base dénombrable d’ouverts pour la topologie

de X telle que 
cr 

(on peut supposer stable par réunion et in-

tersection finie donc que est un treillis) et soit 03, ’- respecti-
vement la tribu borélienne et la classe des compacts de X. Il est

clair que les hypothèses HOP HI) H 2 sont satisfaite-t,(Remarque 2).

Soit alors 1 une capacité faible sur X et B un borélien. On

peut toujours supposer if bornée sinon on considère Y(I*) où Y est
strictement croissante et applique P. sur [0,13 .Reprenons les notations

du lemme 3.Le théorème de capacitabilité se prouve en montrant que pour

tout E il existe une suite ~* = (rj... fi...) telle que si s,, =

(0- .....r) on ait 1 ( U A )+1 pour tout p. D’apres le

SSp
lemme ! 1 on a lim (J At = H (B,eri compact non vide. Soit T n

s 4.4r 
suite privilégiée telle que L’espace étant régulier 3u 

n

tel que un ouvert et n e G n aT n d’après le lemme ! 1 il existe

I~ (H(B,’i) avec B . C’est bien dire que 1 (B) = Sup i I- (K)
Kc B K compact)d’où la proposition suivante :

Pro osition Si X est un espace Souslinien régulier à base dénombrable

alors X remplit toutes les hypothèses d’application des

théorèmes ! 1 et 2.

Remarque 1. Si on veut construire une mesure aléatoire de Radon il

suffit d’imposer à la famille compatible t-A 1 "’ A n 
la

condition suivante 1 
~ 

C.3 Pour toute suite privilégiée T n on a :

li m hT 1 . La mesure ainsi obtenue est en effet
n n

t-régulière et finie sur les compacts. On peut alors

mettre une topologie sur cet espace de mesures et étendre

les théorèmes classiques de convergences. (G~a).
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Remarque 2 : Pour montrer Ho remarquons que si K est compact, pour

tout ouvert V tel que KC.V il existe S appartenant

à T tel que alors K - puisque
nma

Kr- S 
n

est dénombrable. Il suffit de poser T n 0 S. et T
n n

est une suite privilégiée telle que lim+ T - K.
n 
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