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FILTRAGE NON LINEAIRE DANS DES ESPACES DE

HILBERT REELS ET SEPARABLES

C. MARTIAS

ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES TELECOMMUNICATIONS

Département Systèmes et Communications
46, rue Barrault, 75634 PARIS Cedex 13 - France

Résumé :

On étudie le problème de filtrage non linéaire des processus à

valeurs dans des espaces de Hilbert réels et séparables. Le modèle

choisi est analogue au modèle proposé par SZPIRGLAS et MAZZIOTTO

dans E18] dans le cas des processus réels. On a aussi étendu, pour

nos besoins, les résultats des travaux de JACOD dans ~7~ au cas des

processus Hilbertiens.
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INTEGRATION STOCHASTIQUE HILBERTIENNE PAR RAPPORT A DES

MESURES ALEATOIRES 4 VALEURS ENTIERES

.I.l 1 Notations

Soit (Q,a, (Ft)t&#x3E;0, P) un espace de probabilité où la.

filtration 7= satisfait aux conditions habituelles,

et (E,E) un espace métrisable lusinien muni de sa,t.ribu .

borélienne. On note

est la tribu ~-optionnelle sur

est la tribu F-prévisible sur

Soit p une mesure aléatoire à valeurs entières de (Q,~) dans

(É,É), de projection dua’le prévisible v. On note

Soit K un espace de Hilbert réel et séparable. On désigne par

eYK(5,P) l’ensemble des (F,p)-martingales à valeurs dans K
fortement continues à droite et uniformément intégrables.
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des processus à valeurs dans K à variation

intégrable, c’est-à-dire des processus A, p.s. a

trajectoires fortement continues à droite et à variation finie,

et tels que Ep (f 10, oo [||dAs|| K)  00 ; ; 
’

ensemble des processus

M à valeurs dans K tels qu’il existe une suite (T ) de Y-temps
n

d’arrêt vérifiant + 00 P- p.s. et 
’

1.2 Intégration par rapport à (p-v)

Soit Y : (Q,~) ~ K. On définit le processus P (Y) à valeurs dans

R par

avec la convention S t (Y) = + 00 si l’une des intégrales du type

On définit aussi le processus B t (Y) à valeurs dans R par

avec la convention B t(Y) = + 00 dès que l’une des intégrales du type
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On pose

Proposition 1 (cf. [ 10 ] ) : Soit Y E g1K((F,P) ; B.1) (resp.
- . - . -- K

G2K((F,P); · p)). Il existe une martingale unique à l’indistin-dK &#x3E; ; ’P». Il existe une martingale unique à l’indistin

guabilité près de notée

Y *. telle que d k e K.

où le membre de droite de l’égalité est une intégrale stochastique

réelle par rapport à (~-v) au sens de JACOD dans [ 7 ] .

Posons

On définit,pour par : 
O 
O

Cette intégration est indépendante de la décomposition de Y.

Enfin par localisation, on étend l’intégration aux éléments de

à loc «5,P) ; P) c’est-à-dire aux processus Y tels qu’il existe

une suite (T ) de F-temps d’arrêt vérifiant Tn + 00 P- p.. s. et
n n
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1.3. Intégration par rapport à Il

permet de définir une mesure positive

On pose

Proposition 2 (cf. [ Io ]) : : Soit Y p) (resp.
i 
~ K 2 ( (’Y’P) ; ll)). Il existe une martingale unique à l’indistin-

guabilité près de (resp. A 2 P) ) notée Y-ll,K K K

telle que V k eK

où le membre de droite de l’égalité est une intégrale stochastique

réelle par rapport à v au sens de JACOD dans [7 ] 8.

On pose également

et on définit Yh p pour

avec ’

et par localisation on étend l’intégration aux éléments de
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1.4 Représentation des martingales Hilbertiennes

La représentation des martingales locales réelles.de JACOD dans [7 ]

s’étend au cas des martingales Hilbertiennes. La démonstration est

tout à fait analogue au cas réel (cf. [10 1 ~ .

Théorème 1 : Soit p une mesure aléatoire à.valeurs entières fixée,

de duale prévisible v. Soit M P J P ’ 

K (F,P)

M est de manière unique, à l’indistinguabilité près, la somme de .

trois martingales locales

II. CARACTERISTIQUES LOCALES DES SEMI-MARTINGALES HILBERTIENNES

Soit (Q,d, (Ft)
t , , P) un espace de probabilité. Par semi-t t &#x3E;o

martingale à valeurs dans un espace de Hilbert réel et séparables K,

nous entendons un processus X admettant une décomposition de

la forme X = X + N + A avec N A processus adapté à
0 K

valeurs dans K dont presque toutes les trajectoires sont fortement

continues à droite et à variation finie, A o = N0 = 0 p.s.

Etant donné X, semi-martingale à valeurs dans K,

Xt - Xo - 
t AXs 1{||AXs|| K &#x3E; 1} est alors une semi-martingale

spéciale, c’est-à-dire qu’elle admet la décomposition unique suivante :
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où M 
K

a processus prévisible deK

Soit p la mesure aléatoire à valeurs entières associée aux sauts

de X : ·

où £ (s, A Xs) désigne 
la mesure de Dirac au point (s, A Xs).(s, d Xs) S

On désigne par v la (F,P)-projection duale prévisible de p.

Enfin, Mc, désigne la partie continue de

la martingale locale Hilbertienne M et 4 l’unique processus

croissant prévisible tel que

Définition : Le triplet (a, 8, V) constitue les caractéristiques de

la (~’,P)- semi-martingale X à valeurs dans K.

A partir du théorème de représentation précédent on obtient, comme

dans le cas réel, la décomposition canonique suivante des semi-

martingales Hilbertiennes :
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III. FILTRAGE NON LINEAIRE DES PROCESSUS HILBERTIENS

III.1 Notations et Rappels

K et G, désigneront des espaces de Hilbert réels et séparables

munis de leur produit scalaire respectif K9 (.1.) G" et de

leur norme Hilbertienne 11-11 j~ , Il .11 (j . 
K iÎ1G (resp. K i2G) sera

le produit tensoriel projectif de K et de G muni de la norme

trace ().)) 1 (resp. le produit tensoriel Hilbertien de K et de G

muni de la norme de Hilbert-Schmidt ||.||H.S. et du produit sca-
laire (.1.) H.S. °

Soit A un opérateur nucléaire de K, non nul, auto-adjoint et non

négatif. Soit (À ) la suite des valeurs propres de A strictement
n

positives, chaque valeur propre figurant autant de fois que sa

multiplicité, et (en ) un système orthonormal de vecteurs propres
n 

associé. On définit l’opérateur

avec pour domaine dé définition

~(A+) contient l’image de K par A noté Rg(A), et A est un

pseudo-inverse de A(i.e. A = A A + A). C’est ce pseudo-inverse que

l’on adoptera toutes les fois qu’il s’agira du pseudo-inverse

d’un opérateur nucléaire.
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On remarquera que A A est un opéra -eur borné de K.

Rappelons brièvement la théorie de l’intégration stochastique de

processus à valeurs opérateurs par rapport à une martingale

locale Hilbertienne fortement continue, développée par METIVIER

et PELLAUMAIL dans [12 ]

Soit un espace de probabilité et

M une (ÈP) martingale locale fortement continue à valeurs dans K.

On noteM,M&#x3E; l’unique processus prévisible de que

M a M - M,M&#x3E; e atloc K et M 
0 

in M 
0 

= M,M&#x3E; . On pose
00 0

= Tr M,M&#x3E;. 4m,mt est le processus croissant prévisible

associé à la sous-martingale locale existe alors un

processus M à valeurs dans le cône des éléments auto-adjoints et

positifs de K à K~ prévisible et unique à une dP d équivalence

près, tel que :

On définit l’espace comme étant l’espace des

processus X à valeurs opérateurs bornés de K dans G tels que :

K,V g e G, (X k | 1 g) est un processus réel1 G 
’

F-prévisible. On dira encore que X est faiblement F-prévisible.
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On note A2 . l’espace des processus X tels ue :

(i2) est un opérateur linéaire de K dans G de domaine. de
1

déf inition contenant M1 (K).c 

_1
(ii ) X est un opérateur de Hilbert-Schmidt de K dans G.2 s s

1
(iii ) X s J,&#x26; s 2 est faiblement Y-prévisible etz s g 

p

Az &#x26;0 
est un espace préhilbertien complet et non

séparé. On note A2 le complété de A 2 

dans A~ ~ 

On intègre alors les processus X appartenant 

c’est-à-dire des processus tels qu’il existé une suite (T ) de
n

F-temps d’arrêt vérifiant Tn î + 00 P- p.s., et

Nt = ij i Xs dMs est une martingale locale fortement continue à

valeurs dans G et on a-

De plus, on note A «’,P),M,K,G) l’espace des processus

X vérifiant les conditions (i2) et (ii2) précédentes et la condition

(i3) suivante :

1 
(i ) X c.,1/;2 est faiblement 3;-prévisible et3 s s
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A est un espace vectoriel semi-normé et complet.

On note A «1,P) ,M,K,G) le complété de A-2 ((~ P) ~I K G dans

A ((~,P),M,K,G). On prolonge alors par continuité l’intégration

stochastique aux éléments de A «1ÇP),M,K,G) grâce à la théorie

des espaces R 1 et B.M.O. Hilber.tiéns développée par USTUNEL dans

[ 19 ], et même aux processus ( (,’~ &#x3E; P) &#x3E; M. &#x3E; K ~ G) par le caractère

local de l’intégration.
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111.2 Equation de filtrage

Le problème de filtrage consiste à estimer un processus X,

le signal, à partir d’un processus d’observation Z. Plus précisément,

définis sur un espace de probabilité muni de deux filtrations

3= et 3~’= continues à droite.et Q-complètes,

telles le signal X est supposé adapté à la

filtration J1et le processus d’observation Z à la filtration .
Choisissant comme estimation de X sa Q)-projection optionnelle
notée ’(X), on cherche à établir une équation différentielle

stochastique dépendant du processus d’observation Z et vérifiée par

1,Q(X).
Le modèle mathématique que l’on développe ici dans le cas des processus

à valeurs Hilbertiennes est analogue au modèle proposé par SZPIRGLAS’

et MAZZIOTTO dans [18 ] dans le cas des processus.réels.

Dans toute la suite, toutes les projections de processus

pour lesquelles la filtration n’est pas précisée doivent être

considérées par rapport à . .

Le Modêle :
_________

Le signal X est supposé être une (ÔÔQ)-semi-martingale
fortement quasi-continue à gauche à valeurs dans/un/espace de Hilbert

réel et séparable K, et le processus d’observation Z.une 

martingale fortement quasi-continue à gauche à valeurs dans un autre 
’

espace de Hilbert réel séparable G.
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On fait les hypothèses suivantes :

( Il existe une probabilité P équivalente à Q sur a telle

que l’espace (Q,a, (Gt)t&#x3E;o, 5.4 possède la
(H 1 ) B : 

que l’espace ( t) t &#x3E;, 0 
, (" P) possède la

(H ) 1 
propriété 

" 

(K) suivante : 

,,0 

On note L la densité de Q par rapport à P sur? , , et (L ) une
00 00 t

version continue à droite de la (F,P)-martingale réelle E P 

(H ) L e c- 2 (F,P) et est F-quasi-continu à gauche.2 R

X est une semi-martingale spéciale de H2(F,P), de dêcom p o-
... 2 

(n Fo,P)
(H ) 

sition unique X = X 
o 
+ N + A, avec E LK ,P) ,

3 
N F- (F,P), A processus 5-prévisible de tel

K K

Soit p la mesure aléatoire à valeurs entières associée aux

sauts de la -semi-martingale Z, et soit v la projection duale

prévisible de p. Grâce à la propriété (K), V est aussi la B~,P)

projection duale prévisible de p. Si (a, S,v) sont les ()BP) caracté-

ristiques locales de Z, ce seront aussi ses (31 P) caractéristiques

locales. On peut donc décomposer Z canoniquement sous la probabilité P

et indépendemment des filtrations ~ ou . :
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On remarquera que les processus a et A à valeurs respec-

tivement dans G et dans K sont fortement continus, grâce aux hypothèses

de la F-quasi-continuité à gauche de X et de la F-quasi-continuité
à gauche de Z.

Appliquons le théorème 1 aux (J1;P)4martingales L et N, et

représentons leur partie continue comme intégrale stochastique par

rapport à MC (pour la représentation des martingales Hilbertiennes

cf. [ IS ~ ) . On obtient une représentation générale de L~ et de N sous

la filtration ’r’ et la probabilité P

Dans chacune de ces deux décompositions les termes de la

somme sont.des (F,P)-martingales de carré intégrable et deux à deux

orthogonales. De plus 1

et de telles décompositions-sont uniques:’

En appliquant la formule de Ito (cf. [ 6 ] , [ 1 1 ] )

il vient :



-102-

avec : 1

, A’ est le processus 1t-prévisible associé à la

F-semi-martingale spéciale X sous la.probabilité Q.

il Lemme 1 : Soit Y un processus P(F)-mesurable a valeurs dans K, et

Démonstration : On établit tout d’abord l’égalité à démontrer pour

Y tel que M P lly 1B K)  00. En effet, dans ce cas on a : :.
il K .

Y 5 (9-V) Grâce à la propriété (K) de l’espace de

probabilité I ~ il vient

Revenons alors au cas annoncé. Soit une suite

En appliquant l’inégalité de Schwarz on a :

Par l’étude précédente, il vient
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Par la propriété (K), l’application M -&#x3E; (M) définie sur H1 l’3ÉP)K P)

et à valeurs dans est continue. On passe alors à la limiteK

dans l’égalité précédente en faisant d’abord n + + °J, puis m -&#x3E; + oo.

Lemme 2 : ’1 y e A ((~P), = 7.mc où

Y e A (3,p),m C, G,K) et est une extension à R g (M2) de l’opérateurci g 
.

non borné pour dP dB presque tout (s,w) avec ,

= m p On notera Y.M" = YM B,P M+. Mc,Y MB,P = 

MS (y M /cP2;)’ On notera Y.M = Y".(,{; " tJ 
M

l’intégration ne dépendant pas de l’extension choisie de M+
dans A ((C~,P) m c ,G,K),
Démonstration : On prend tout d’abord Y E Ã2 ((F,P),Mc,G,K). Alors

I,P (Y.Mc) = Y.Mc où Y est une projection orthogonale de Y sur(Y.M ) = Y . M où Y est une de Y sur

Ã2 Or cette projection orthogonale vérifie

Soit, pour tout (s,w), l’opérateur non borné YLl&#x26; S,P de domaine

de déf init ion égal à désigne. le pseudo-inverse de vlt 
.

choisi au est un processus à valeurs opérateurs bornés,

faiblement -prévisible carl g c G, . 

’

On peut alors écrire 
~ -

L’opérateur Y coincide ainsi avec 
sur R (~~ ~) et est

donc une extension à R g (À,1 2) de cet opérateur non borné.
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Revenons au cas’où Y e I1 Soit (Yn) une suite telle
. 

n

ue Y F -2 ( P) et Y + Y ( (F,P),Mc,G, K .que n, £" «T"P),m ,G,K) et n Y . «3,P),Mc,G,K).

Par l’étude précédente on a :

On passe alors à la limite comme dans le lemme précédent en faisant

n -+- + 00.

Lemme 3 : Sous les hypothèses (H.1), (HZ) , (H3) du modèle, et sous

l’hypothèse (H4) suivante :

on a sous la probabilité P :
’11%.

Démonstration : A partir de l’expression (2) et des lemmes précédents,

Soit encore,
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Puis, on applique la formule de Ito suivante :

Lemme 4 : Sous les hypothèses (H 1) à (H4)- et l’hypothèse (HS)

Il suivante

Démonstration : A partir de l’espression (4) et des lemmes. 1 et 2,

il vient :

Mais grâce à la propriété (K) on a :

De plus,
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Par la formule élémentaire suivante,
et en appliquant

la formule de Ito on obtient l’équation de filtrage. Si (a’,~’,U’~),

sont les (G,Q) caractéristiques locales de Z, on a les transformations
suivantes :

Et si M 
, C 

est la partie martingale continue de la 

martingale Hilbertienne Z, on a :

On peut ainsi exprimer l’équation trouvée en fonction des caractéris-

tiques locales et de la partie martingale continue de là (S,Q)-semi-

martingale Hilbertienné Z. On en déduit le théorème suivant :

1 Théorème 2 : Equation de filtrage
Soit (a’,S’,U’) les (CQ) caractéristiques locales duc)

processus d’observation Z, à valeurs dans G, de décomposition

canonique :
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avec

Sous les hypothèses (H1) à (H5), le rocessus à valeurs

dans K vérifie l’équation :

111.3 Un Exemple

G,H,K désignant des espaces de Hilbert réels et

séparables, sur une base de processus (Q,él, ,Q)

considérons le modèle suivant :

On suppose :

B (resp. W) est un Brownien à valeurs

) dans G (resp. K) et d’opérateur de covariance B E G il) G
(resp. 1V’ e K 8 K).

On note W,B&#x3E; = f0 C 
s 

ds où C 
s 

est un. processus (Ft)-prévisible
à valeurs dans K fi G. On sait d’ailleurs que
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q est un processus à valeurs dans L(G,H), faiblement (Ft)-
prévisible et tel que ’ ds)  oo.

If s est un processus à valeurs dans H, (T t )-progressif et tel
que

h s est un processus (Ù t )-prévisiblé à valeurs dans K tel que :

Soit ( t) tE la filtration naturelle du. processus
àt te o,T

d’observation *

Les projections optionnelles qui suivront seront par

rapport à la filtration On notera d’autre part :

Théorème 3 : Sous les hypothèses (H’) à (H’) du modèle ci-dessus
1

on a :

avec

I est un (G,Q)-mouvement Brownien d’opérateur de covariance W.
C’est le processus d’innovation de l’observation.
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Démonstration : L’hypothèse (H’) permet de poser3

et Y est un processus borné à valeurs dans K.

Cette égalité nous implique la prévisibilité du processus y à

valeurs dans K. On pose alors,
1

On applique la théorie générale précédente en effectuant le

changement de probabilité suivant :
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