C. MARTIAS
Filtrage non linéaire dans des espaces de Hilbert réels et séparables

Annales scientifiques de I’Université de Clermont-Ferrand 2, tome 69, série Mathéma-
tiques, n° 19 (1981), p. 87-113

<http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1981__69 19 87_0>

© Université de Clermont-Ferrand 2, 1981, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 1’Université de Clermont-
Ferrand 2 » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit
contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1981__69_19_87_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

-87-

FILTRAGE NON LINEAIRE DANS DES ESPACES DE

HILBERT REELS ET SEPARABLES

c. MarTIAS

ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DES TELECOMMUNICATIONS
Département Systémes et Communications
46, rue Barrault, 75634 PARIS Cedex 13 - France

Résumé :

On étudie le probléme de filtrage non linéaire des processus i
valeurs dans des espaces de Hilbert réels et séparables. Le modéle
choisi est analogue au modéle proposé par SZPIRGLAS et MAZZIOTTO
dans [18] dans le cas des processus réels. On a aussi &tendu, pour
nos besoins, les résultats des travaux de JACOD dans Dﬂ au cas des

processus Hilbertiens.
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INTEGRATION STOCHASTIQUE HILBERTIENNE PAR RAPPORT A DES

MESURES ALEATOQIRES A VALEURS ENTIERES

I.l Notations

soit (2,2 , (F,)

) £30° P) un espace de probabilité ol la

filt:rat:ion,']r= ('TQ)tZO satisfait aux conditions habituelles,
et (E,e) un espace métrisable lusinien muni de sa tribu
borélienne. On note

(£,8) = do, [ x E,0o, » u €)

G=0xr"xE , G~)=a.u6§(R+)ae

&Gy = O’(’;) @€ ol 0’(3:) est-la tribu T*)—optionnelle sur
QxR.

GDC§6 = GD(Té @€ ol 07(36 est la tribu 7§—prévisib1e sur

2 x R+.

Soit M une mesure aléatoire d valeurs entiéres de (Q,Qd) dans
(E,&), de (F,P) projection duale prévisible v. On note
D ={ (w,t), p(w; { t} x E) = 1}

J={ (w,t), v(w; { t} x E) > 0}

Soit K un espace de Hilbert réel et séparable. On désigne par
JQ;(SiP) 1'ensemble des (S{P)-martingales 3 valeurs dans K

fortement continues 3 droite et uniformément intégrables.

onpose : M2 FEp) =(ue LEp, sup 2yl % <}
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VK(jiP)=1'ensemb1e des processus 3 valeurs dans K 3 variation
intégrable, c'est-a-dire des processus A, Sf—adaptés, p.s. a
trajectoires fortement continues 3 droite et & variation finie,

et tels que EP([[O, o [“dAsllK) < o

Jzioc(jiP) (resp..léé’loc(TiP), Vioc(iiP))=1'ensemb1e des processus
M 3 valeurs dans K tels qu'il existe une suite (Th) de 5i-temps
d'arrét vérifiant T, T + o P- p.s. et

My ek (SIE) (resp. 2 (Fp), V (FP)).

I.2 Intégration par rapport a (u-v)

Soit Y : (5;6) + K. On définit le processus-Bt(Y) 3 valeurs dans
-+
R par

B = S0 o] x g NG00 N ¢ 15e () v, a0

o,

+ I 1,6) || Sp Y0 u({s b, a0 - S ¥(s,0 v({s), a) |l K

sgt
avec la convention Bt(Y) = + © gi 1'une des intégrales du type

IE Y (s, |l K v({s 1}, dx), s< t, est égale a + «.

. - =+
On définit aussi le processus Bt(Y) 3 valeurs dans R par

2
Bt(Y) = f]o, ¢] x E Y (s, |l g 15¢ (s) v(ds, dx)

2 2
RNO] 0l 2 v(Es 3, a0 |7 ws,0 v(Ls 3, a0 &

avec la convention Bt(Y) = + © d&s que 1'une des intégrales du type

fE "Y(S,X)||é v({s }, dy), s ¢t, est égale 3 + .
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On pose

Be(ER) 5w =¥ : @GP @) » K, BB, ()< =}

oD 5 W = (Y : @GP ) * K, BB, (1)< )

Proposition 1 (cf. [10 ]) : Soit Y € gll(((ﬁ'f,P) s W) (resp.
% i((j{?) 3 W)). Il existe une martingdle unique 3 1'indistin-
guabilité prés de JQ((TLP) n VK(?,'P) (resp. V{{IZ((‘E{,P)) notée
Y # (u-v), telle que V k € K.
Ax@-v) | k) = (¥ | K * (u-v)
oi le membre de droite de 1'égalité est une intégrale stochastique

réelle par rapport a (u-v) au sens de JACOD dans [7 ].

Posons § ((F,2) 5 ) = G ((Fp) 5 W) + §L(ED) 5 w.
On définit,pour Y € SK((}),P) s W), Y = (u-v) par :
Yae(u-v) =Y, * (u-v) + Y, * (u-v)
avec Y = Y| + Y,, ¥, € §r(GB) 5 W), ¥, e §E(ER) 5 W.

Cette intégration est indépendante de la décomposition de Y.

Enfin par localisation, on étend 1'intégration aux éléments de
loc R . ' S g 1 i1 .
K ((F,P) ;3 W) c'est—-d-dire aux processus Y tels qu'il existe
une suite (Tn) de ’F—temps d'arrét vérifiant Tn T + © P- p.s. et

o, 1] Y € SK((ﬁ,P) ;.
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I.3. Intégration par rapport a U

Soit Y : (%) > R, 1a formile M (Y) = Ep]o. w[ x gY(52X0 H(ds,d0)

P

y sur (ﬁ;ﬁ).

permet de définir une mesure positive M
On pose

B (@R 5w =Y+ @FE) >k, Y]l <=

et 1 (V/((®) = o}

2 S P 2
B (Gp) 5w ={¥ : @,66) >k, w Y]l )<=
et M (V/P) = o}

Proposition 2 (cf. [10 ]) : Soit Y eﬂfé(CF,P) s U) (resp.

‘éﬁé((ﬁ,l’) s W). Il existe une martingale unique 3 1'indistin-
guabilité prés de «/MK(’ﬁ,P) n VK(J?‘,P) (resp. %I‘E(T‘,P)) notée Y * |,
telle que VkeKk

Txp| K= ]k, *u

ol le membre de droite de 1'@galité est une intégrale stochastique

réelle par rapport & U au sens de JACOD dans [7 ].

/

on pose également H ((5,B) 5 W) = W (FR) 5 W +FL(GHP) = W),
et on définit Y& U pour Y EY?K((SiP) ; W) par

Yo u=Y, 2 py+ Y2 *x U

1
1 2, - .
avec Y = Y, + Y,, Y, e‘KK((CF,P) HERT) BN Y, E'XK((,S*,P) HRT)IN

et par localisation on étend 1'intégration aux éléments de

ToEmD 5w,



II.

=03~

I.4 Représentation des martingales Hilbertiennes

La représentation des martingales locales réelles de JACOD dans [7 ]
s'étend au cas des martingales Hilbertiennes. La démonstration est

tout i fait analogue au cas réel (cf. [10 1).

Théoréme 1 : Soit U une mesure aléatoire 3 valeurs entiéres fixée;
de CF:P)—projection duale prévisible v. Soit M etiééocC}iP).

M est de maniére unique, a& 1'indistinguabilité prés, la somme de
trois martingales locales

M

N+ Wax (uU-v) + V % u

O sur D

W egloc((f,P) ;5 W)
K

v ¥ OC(ER) 5w

avec AN

CARACTERISTIQUES LOCALES DES SEMI-MARTINGALES HILBERTIENNES

Soit (R,a, (7.)

It 50° P) un espace de probabilité. Par semi-
e

martingale 3 valeurs dans un espace de Hilbert réel et séparable K,

nous entendons un processus X admettant une décomposition de

loc

K (3,P), A processus adapté i

la forme X = Xo + N + A avec N 8»[6
valeurs dans K dont presque toutes les trajectoires sont fortement

continues 3 droite et 3 variation finie, A0 = No = 0 p.s.

Etant donné X, semi-martingale a valeurs dans K,

X -X - ¥ AX 1 est alors une semi-martingale
. >
t o<s<t s 1] a Xs" K 1}

spéciale, c'est-3d-dire qu'elle admet la décomposition unique suivante :
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X -X - I AX_ 1 =M_ +a
t Yol Lt s (flaxllg>1 "™ e

< e s loc
ou M ealZéoc(SﬁP), 0 processus prévisible de VK (IiP),
M =a = .S.
o o Op
Soit Y la mesure aléatoire 3 valeurs entiéres associée aux sauts

de X :

M de, @0 = Tk sy g0 s, axy @6 W0

s»0

oi & désigne la mesure de Dirac au point (s, A X ).
(s, A XS) s
On désigne par v la C}ﬁP)—projection duale prévisible de M.
. c ,c R . .
Enfin, posons B =¢ M, M } od M désigne la partie continue de
la martingale locale Hilbertienne M et # MC, M© * 1'unique processus

croissant prévisible tel que |]Mc|' i -4 M, M° } e d ;QC.

Définition : Le triplet (a, B, V) constitue les caractéristiques de

la (W,P)-semi-martingale X 3 valeurs dans K.

A partir du théoréme de représentation précédent on obtient, comme
dans le cas réel, la décomposition canonique suivante des semi-

martingales Hilbertiennes :
= c ¥ -
X, = X +X k ! > jpEUH M +X k ‘IX”.K <1 * (u=v)

U 2,1oc, 2> )
XN Ixl < 12 e§ (@GR W,
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IITI. FILTRAGE NON LINEAIRE DES PROCESSUS HILBERTIENS

III.1 Notations et Rappels

K et G, désigneront des espaces de Hilbert réels et séparables

munis de leur produit scalaire respectif (.I.)K, (.I.)G, et de

leur norme Hilbertienne |. || K’ ”.n G..K ﬁl G (resp. K §2G) sera
le produit tensoriel projectif de K et de G muni de la norme

erace || |

1 (resp. le produit tensoriel Hilbertien de K et de G

muni de la norme de Hilbert-Schmidt ||. || et du produit sca-

H.S.

laire (.|.] .

SEW
Soit A un opérateur nuclédaire de K, non nul, auto-adjoint et non
négatif. Soit (An) la suite des valeurs propres de A strictement
positives, chaque valeur propre figurant autant de fois que sa

multiplicité, et (en) un systéme orthonormal de vecteurs propres

e
associé. On définit 1'opérateur A+ par A+ k = (k l en)K XE_ » k€K,
n n
2
' . N (k | e)
avec pour domaine de définition D(A ) ={k € K, T — <= }
n A
n

+
EP(A+) contient 1'image de K par A noté Rg(A), et A est un
+ .
pseudo-inverse de A(i.e. A = A A'A). C'est ce pseudo-inverse que
1'on adoptera toutes les fois qu'il s'agira du pseudo-inverse

d'un opérateur nucléaire.



-96-

+ . -
On remarquera que A A est un opéra .eur borné de K.

Rappelons briévement la théorie de 1'intégration stochastique de
processus 3 valeurs opérateurs par rapport a une martingale
locale Hilbertienne fortement continue, développée par METIVIER

et PELLAUMAIL dans [ 12 ]

Soit (@,@, (%))

£ 30° P) un espace de probabilité et
M une (F,P) martingale locale fortement continue 3 valeurs dans K.

On note <M,M> l'unique processus prévisible de V1oc K(@iP)'tel que

K ﬁ]
MEM-<M,M> € Vlbll{f’gl K(?’,P) et M_mM_ =<MM> . On pose

qM,M}p = Tr <M,M>. {M,M} est le processus croissant prévisible
associé i la sous-martingale locale ||M|| E. I1 existe alors un
processushlc 3 valeurs dans le cOne des &léments auto-adjoints et

positifs de K &, K, prévisible et unique i une dP d {M,M} &quivalence

1
prés, tel que :

MM =Sy ulés d fu,mf

et V(s,m), Tr Mzs,w = ““%;,w" ;™ 1.

. . 2 . .
On définit 1'espace A“((&,P),M,K,G) comme &tant 1'espace des
processus X 3 valeurs opérateurs bornés de K dans G tels que :
(il)V keKVgetG, Xk | g)G est un processus réel

gf—prévisible. On dira encore que X est faiblement 31—prévisib1e.

I
.. 2
(i) By Il xsbléi g ddmmb) < w
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2 ,
On note A i'((fﬂP),M,K,G) 1'espace des processus X tels que :

(i2) XS w St un opérateur linéaire de K dans G de domaine de

b

1
définition contenantoté?;)(K).
E

1

(iiz) XSO(GE. est un opérateur de Hilbert-Schmidt de K dans G.
Ll

(iiiz) Xsung est faiblement ci—prévisible et

1 2
Ep Ulo. o “"s/“:;2 | n.s. ¢ M) <

N E (C}ﬂP),M,K,G) est un espace préhilbertien complet et non

séparé. On note A% ((FP),M,K,G) le complétd de A% ((FP),M,K,G)
dans A% * ((FP),M,K,C).

. s . 72,10
On intégre alors les processus X appartenant a A™’ ¢

((%,P) ,M,K,G)
c'est-a-dire des processus tels qu'il existé une suite (Tn) de
’-J ~ - . .
3 —temps d'arrét vérifiant Tn T + ®© P- p.s., et
I X € A ((FP),M,K,G).
[o,T ]

N, =/ X dM_ est une martingale locale fortement continue &
t [o,t] s s

valeurs dans G et on a

1
LRI B/ N T

De plus, on note N® ((Z:P),M,K,G) 1'espace des processus
X vérifiant les conditions (12) et (iiz) précédentes et la condition
(i3) suivante :

(i3) XSL[Z;Z est faiblement jr—prévisible et

1 I
= 2 =
EP(f[o, | ”xs“%s2 I n.s. ¢ MMp )2 < o,
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A¥ ((SiP),M,K,G) est un espace vectoriel semi-normé et complet.
On note A ((%,P),M,K,G) le complété de A2 ((%,P) ,M,K,G) dans

\® ((%,P),M,K,G). On prolonge alors par continuité 1'intégration
stochastique aux éléments de A ((TﬂP),M,K,G) gridce 3 la théorie
des espaces Hl et B.M.0. Hilbertiens développée par USTUNEL dans

Kloc

[19 ], et méme aux processus de ((%,P) ,M,K,G) par le caractére

local de 1l'intégration.
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III.2 Equation de filtrage

Le probléme de filtrage consiste 3 estimer un processus X,
le signal, 3 partir d'un processus d'observation Z. Plus précisément,
définis sur un espace de probabilité (9,2,Q) muni de deux filtrations
g= (5 t:)':20 et F= (T(t)tZO’ continues 3 droite et Q-complétes,
telles que VYt St c S:t’ le signal X est .supposé adapté i la
filtration T:et le processus d'observation Z & la filtration és .
Choisissant comme estimation de X sa (éi,Q)—projection optionneli(
notée l’Q(X), on cherche 3 établir une équation différentielle
stochastique dépendant du processus d'observation Z et vérifiée par
1:Qxy.

Le modéle mathématique que l'on développe ici dans le cas des processus

3 valeurs Hilbertiennes est analogue au modéle proposé par SZPIRGLAS

et MAZZIOTTO dans [ 18 ] dans le cas des processus.réels.

Dans toute la suite, toutes les projections de processus
pour lesquelles la filtration n'est pas précisée doivent &tre

considérées par rapport 3 ES .

Le Modéle :

Le signal X est supposé &tre une (3fQ)—semi—martingale
fortement quasi-continue & gauche 3 valeurs dans, un espace de Hilbert
réel et séparable K, et le processus d'observation Z.une (3,Q)-semi*
martingale fortement quasi-continue 3 gauche 3 valeurs dans un autre

espace de Hilbert réel séparable G.
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On fait les hypothéses suivantes

I1 existe une probabilité P équivalente 3 Q sur & telle

, P) posséde la

que 1l'espace (2,2, (gt)t>o’ ('S‘Jt)po

(H
propriété (K) suivante :

+
Ve, ¥y e 'Ft, EP(Y/St) EP(Y/SOO).

On note L_ la densité de Q par rapport a P sur G:w, et (Lt) une

version continue 3 droite de la (5§P)-martinga1e réelle EP(Lw/S;t)'

(HZ) g Le dt; (GCP) et est CFLquasi—continu a gauche.
X est une semi-martingale spéciale de Hé(TaP), de décompo-
sition unique X = X + N + A, avec X_ € L2 @,% ,p),
[o) o K o

N € V“E_(jiP), A processus fﬁlprévisible de VK(TiP) tel

2
que EP(f[o, o ["d As‘l K) < oo, No = AO =0 p.s.

Soit M la mesure aléatoire 3 valeurs entiéres associée aux
sauts de la Sg—semi—martingale Z, et soit v la (%,P) projection duale
prévisible de W. Grice a la propriété (K), v est aussi la (5,P)
projection duale prévisible de u. Si (a,B,V) sont les (3§P) caracté-
ristiques locales de Z, ce seront aussi ses Qj,P) caractéristiques
locales. On peut donc décomposer Z canoniquement sous la probabilité P

c
S

. ~ . . laad
et indépendemment des filtrations J}t ou (3 :

— C -
(1) Z—Zo + z %IIZH . > 1} x U+ 0+M + 2 kllz“ . 1} x (u-v),

N
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avec B = 4MC,MC*, et on posera <MC,MC> =¢lz. ¢MC,MC*.

On remarquera que les processus O et A 3 valeurs respec—
tivement dans G et dans K sont fortement continus, grice aux hypothéses

de 1la gr-quasi-continuité a gauche de X et de la qﬁ—quasi-continuité

3 gauche de Z.

Appliquons le théoréme 1 aux C}ﬁP)-martingales L et N, et
représentons leur partie continue comme intégrale stochastique par
rapport 3 M© (pour la représentation des martingales Hilbertiennes
cf. [15]). On obtient une représentation générale de L-et de N sous

la filtration 3 et la probabilité P

c. A4

(2) L=L +L¥.M+L Wx@Vv)+L Vxu+L
c 1
(3) N= ¥ .M +k%x (uUv) +h=u+N

Dans chacune de ces deux décompositions les termes-de.la
somme sont .des (%,P)-martingales de carré intégrable et deux 3 deux
1 1
orthogonales. De plus |AL | ||A Z“G =0, |lan || K la z| c =0,

<L ,Mc> = 0, <N ,Mc> = 0, et de telles décompositions sont uniques. -

En appliquant la formule de Ito (cf. [6 ], [11])

LX=L_. X+ X_. L+I[L,X], il vient :
) X=L X +L (Y+¥Pmx) u

+ L (k+ WX+ Wk + Mﬁ (Vh /@) & (u-v)

+L . A" +LF=u+ (LX)
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avec F = h + VX_+ Wh + Vh + Vk - M (Vh /() € Koo (s 5w,

4 L _L] 4 1 4 4
(X)) =[L,N] -<L,N>+L_.N +X.L,

A' = A+ ig—-. <L,N>, A' est le processus qr-prévisible associé a la

@f-semi—martingale spéciale X sous la probabilité Q.

Lemme 1 : Soit Y un processus Gs(§)—mesurab1e a valeurs dans K, et

§v,P

1 .
tel que EP(IIYn I:i *V )2 < o Alors ]’P(Y x (U-v)) = = (u-v)

o °F = (/P ).

Démonstration : On établit tout d'abord 1'égalité i démontrer pour

Y tel que Mﬁ ("Y" K) < o, En effet, dans ce cas on a :
Y ® (41~-V) =Y % u -Y % V. Grice a4 la propriété (K) de 1l'espace de

probabilits (2,2, (§,), (3%, P) il vient (cf. [2])

Py ey = (v el = Mﬁ Y/ &) = = Mf;(Y/(ﬁ((\“})) * U,
PP x vy = et = (Y/G;(éi)) x V.

p'od F(Y & (v)) = M (Y/@cg)) x (L-V).

Revenons alors au cas annoncé. Soit une suite (Am), Aﬁ 863G3),
<

A t

~ P n . :
. = f > .
telle que A T Q et Mu (Am)'< ©. On pose T = 1n {t,1 mx v, > n}

En appliquant 1'inégalité de Schwarz on a :

1
P i . 2 —
Mo, 1A Il o s va E, (Y]l o % v )2 < =
m m
Par 1'étude précédente, il vient

- = gVs
A Y = (u-v)) IA Y
m m

1,P
(1 n) 1

P x (u-v) n
[o,T t AT
m m
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Par la propriété (K), l'application M -+ I’P(M) définie sur HI]( (%,P)
et 3 valeurs dans HII((S’P) est continue. On passe alors 3 la limite

dans 1'égalité précédente en faisant d'abord n > + ®, puis m »> + ®,

lLemme 2 :NY € A (%), M%,G,K), *T(r.M%) = ¥.MC ot

|

Y e A ((§,P), M© ,G,K) et est une extension & R (06(12) de 1l'opérateur

non borné Y/I/RB F [() pour dP df presque tout (s,w) avec

/jB P M (Y %/G_)(S)) On notera ¥.M° /i B,P [() . ™S,
\ 8,p +
1'intégration ne dépendant pas de 1'extension choisie de Ypé/()‘ ? aa)

dans A ((%P) M©,G,K),
C

Démonstration : On prend tout d'abord Y € /_\2 ((34P) ,Mc',G,K). Alors

(Y.M) =Y . M® ot Y est une projection orthogonale de Y sur
2 ((g,P) ,MC,G,K). Or cette projection orthogonale vérifie
b el /P &) =T Ab, ap a8 p.p.
B < /\
. + ‘.
Soit, pour tout (s,w), l'opérateur non borné YL“ B,P ,,(/(; de domaine

de définition égal a Rg(° ), ol .,a;+ désigne’le pseudo-inverse de V('()

. s + = - P
choisi au III.I. -,1/6 J(; est un processus a valeurs opérateurs bornés,

faiblement -prévisible car ¥ g € G, »
01/6: JCS g = lim fg exp ((u‘n)u((J i) du c(()z g, (cf£. [16]).
¥ n->+

On peut alors écrire — o~
N
YAC BF gl = vl BB = vl PR =Tl

~ = e . .. /\( B,P +
L'opérateur Y coincide ainsi avec v Al P 0[’(; sur Rg(;t(}) et est
1
donc une extension a Rg(:/t(: 2) de cet opérateur non borné.
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Revenons au cas’ol Y € A ((TCP),MC,G,K); Soit (Yn) une suite telle
-2 . c -~ C

que Yn_e A ((TiP),M ,G,K) et Yn o Y dans A ((%,P),M »G,K) .

Par 1'étude précédente on a :

I,P(xn- MC) = ;;:ZZ B,P AK}+ M

On passe alors a la limite comme dans le lemme précédent en faisant

n >+ o,

Lemme 3 : Sous les hypothéses (H1), (H2), (H3) du modéle, et sous

1'hypothése (HA) suivante :

i
BPL 4L vew=o0

(H4) )
est Es—localement borné

] +w\)sQ

on a sous la probabilité P :

] I - @B’QM;' Y WY Q

= - - x (U-v)
]’P(L) ],P(Lo) ],P(L)_ ],P(L)_ (] +'Wv,Q)
" PN 1 P 1
L @2 el Bl M B bt db®
LRy (v w®) LRy

Démonstration : A partir de 1l'expression (2) et des lemmes précédents,

. N
il vient : ]’P(L) = ]’P(Ln) + i:;;;LB’Ppéé oM. LW v,P %-.(u-v)

Soit encore,

N ~
PPy = DPay « PPy el Bt ot DRy v x ew.

8
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Puis, on applique la formule de Ito suivante :

b Yg)?

<Y, Y% + I )

£ -
o<sgt Ys(Ys )

.Y +

| —
< |-
[

1 1

Y YE

Lemme 4 : Sous les hypothéses (H,) a (H4) et 1'hypothése (HS)
4

suivante : (H) (WK + LF xw = o0,

On a :

1,P

1,P _1,P 13,Q
(LX) = (LOXO) + (L). .A

N e~
+ I’P(L)_ (\P."{ B’Q + P‘j‘n x_ B,Q) 0‘64’ . MC.

« BPay (k+/WX_+\Wk V2 + W R Y » (v

Démonstration : A partir de 1'espression (4) et des lemmes.] et 2,

il vient :

1, .\ _ 1,P 1,P
(LX) (LX) +

(L_.A")

+ (L YAb B, L_PUbm X B,Py AT o
/\

f I (k+ Wk + W) uov)

2 (Mﬁ (L_ Vh /PG)) /65(8)) x (B-v)

Mais grdce 3 la propriété (K) on a :

LR .any = _.an¥® = Py 430

Mf;u_vrl/? ®)

0 - .
De plus, M, (1) (L_Vh) /() /@ ®)

Mﬁ(Lh/GS(%)) car L=1L_(1 + W+ V) Mﬁ pP.p.

o .
ML/ S M,‘j(L/P(S))
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Q ~ 1,pP x
Mu(h/@(g))M( (L)/@(&))

) ¥

1,P .
Par la formule élémentaire suivante, l’Q(x) - 2 (LX) et en appliquant
1,P
(L)
la formule de Ito on obtient 1'équation de filtrage. Si (a',B',v").

sont les GSJD caractéristiques locales de Z, on a les transformations
<

suivantes :

—~— ~
) B, \)’
a =°‘+\04,(,('; Q . B+ z ]{"Z“G< 1} |0 Qx\)
B' =R
v' = (1 +;Jv’Q) .V

1
Et si M © est la partie martingale continue de la (S,Q)—semi—
C

martingale Hilbertienne Z, on a :

AN
MC=n® - v B

On peut ainsi exprimer 1'équation trouvée en fonction des caractéris-
tiques locales et de la partie martingale continue de la (?}Q)-semi-
C

martingale Hilbertienné Z. On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 2 : Equation de filtrage

Soit (a',B',v') les (%,Q) caractéristiques locales du
<
processus d'observation Z, 3 valeurs dans G, de décomposition

canonique :

- ' 'c . 't
Z—ZO+Z]{HZHG>1}§U+G + M +Z]{I|Z|IGS]}!’(U\))
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. | \J L 1]
avec B' = ¢M M C} , <M S,M & =¢ll. B'
Sous les hypothéses (Hl) a (HS)’ le processus l’Q(X) a valeurs

dans K vérifie 1'équation :

1) - "Q(x)o + A'3i§”—\\\\ .
P ' . ' '
+ (‘l’i/t(’ B'>Q+ Puffm X_B Q- ‘fd,[-B Qg l’Q.(X)_)l/yé'*;. M€

! S - ——”’A\\\~\ ' RYL
£ (14w ’Q), ! (k + WX_ + wk” Q- v l’Q(X)_) # (u-v')

+ ﬁ“yQ * (U—V').

III.3 Un Exemple

G,H,K désignant des espaces de Hilbert réels et
séparables, sur une base de processus (2,2, (ﬁgl)te[o,T]’Q)

considérons le modéle suivant :
t t
X, =X +/ f ds+ [ ¢ dB. €H
Y =/fh 4 +w € K.
t o s s t
On suppose :
B (resp. W) est un (Tﬁé)—mouvement Brownien a valeurs
(H']) dans G (resp. K) et d'opérateur de covariance 63 € G 31 G
(resp. hT € K & K).
t - PR
On note <W,B>t = fo CS ds oili CS est un-processus (TFL)—prev151b1e

a valeurs dans K ﬁl G. On sait d'ailleurs que

hell, « 1,0 + T, (@) (c£. [15].
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¢s est un processus 3 valeurs dans L(G,H), faiblement (fgt)-
PRI T 4
<
prévisible et tel que EQ(fo “¢s" L(G,H)ds) ®
fs est un processus 3 valeurs dans H, (17t)—progressif et tel

T 4
que EQ(fo ”fs” 0 ds) < @

hs est un processus (?Ft)—prévisible 3 valeurs dans K tel que :
-+ :
v (s,w) h e Rg(133 et Sup (Hu7 hs,w“ K) < @

(s,w)

X € L2, T ,Q)

Soit (£St)t€[o,T] la filtration naturelle du. processus

' .
d'observation (Yt)te[o,T]'

Les projections optionnelles qui suivront seront par

On notera d'autre part :

rapport a4 la filtration (St)tE[O 7] *
A
() = Eyixaq /€ G-

Théoréme 3 : Sous les hypothéses (H;) a (HZ) du modéle ci-dessus

on a .

Mx, = l.’Q(x)o +SOE ds

t /\ - ~ A ir'+. d
+f0 (hSEXS_hSnxS+ S CS)“ IS

avec It =Y - ft h ds.

I est un iS,Q)—mouvement Brownien d'opérateur de covariance W

C'est le processus d'innovation de 1'observation.
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T+

Démonstration : L'hypothése (Hé) permet de poser %; 6 = W n
’

et Y’ est un processus borné a valeurs dans K.

+ . n w2
= 9/ = - 7 4 R
\fs, 78 hs, ilm fo exp ((u-n) 27 7) du g hs, (cf [16])

Cette &galité nous implique la prévisibilité du processus ¥ 2

valeurs dans K. On pose alors,
1

_ t ' _]_ t ,215 2
b = e 0S (P, 10w s 355 e I 2 4o

On applique la théorie générale précédente en effectuant le

changement de probabilité suivant :

S,W
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