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THEOREME DES GRANDES DEVIATIONS POUR LES

GROUPES DE TYPE RIGIDE

R. SCHOTT

Université de Nancy I

I.) RAPPEL : Cas des marches aléatoires sur R .

Si (Xn) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi y

3 valeurs dans R et si 1'on pose Sn =X+t Xn » la loi des grands nombres
S ) .
dit que : ve >0 , P( I—-E - E(Xl)l >€&€) — 0 . Le probléme des gran-
n - +oo

des déviations consiste 3 &tudier la vitesse de convergence vers zéro de cette
expression. Le résultat principal pour les variables aléatoires 3 valeurs dans
R est le suivant : S

si y admet une transformée de Laplace alors P(I—z - E(Xl)l > g) tend vers
0 exponentiellement. Précisons un peu ce résultat :

Définition I.1 :

tolX, |
Supposons qu'il existe to tel que E(e ) <+, On dit alors que U

admet une transformée de Laplace (ou qu'elle admet un moment exponentiel). La

transformée de Laplace de u est par définition la fonction :
tX
t — () =E(e¢ ) .

Définition I.2. : (transformée de CRAMER de u ) .

On appelle transformée de CRAMER de u 1la quantité :

A(e) = sup [te - Log 'ﬂ'(t)] .
t €ER

Si X. est une variable aléatoire gaussienne N(O, Tz) alors :

2
A(e) = —8—2 . La transformée de CRAMER A(g) est positive ou nulle,
20
elle est strictement positive si ¢ >0 . Si on pose 1 = Log U on vérifie
que : A(e) = sup [te - Y(t)] = s P'(s)- Y(s) ol s est la solution de
t ER
P'(s) = ¢ .

On a le théoréme suivant :
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Théoréme I.4 :

Supposons que U n'est pas portée par un ensemble arithmétique alors :

S
n -nA(e)
PUR ~EXPI2e) ~ &~ o ae) =sVI® .
vZmn a(e)

Pour la démonstration de ce résultat et des compléments, on pourra consul-
ter [2] et [4] par exemple.

Supposons maintenant que les (Xn) soient des variables aléatoires indé-
pendantes, de méme loi, 3 valeurs dans un groupe localement compact G et notons

Sn =X;...X . Compte tenu des résultats de [6] sur la loi des grands nombres, on

peut se demander si : la vitesse de convergence vers zé&ro est encore exponentielle.
Le but de ce travail est d'é&tendre aux groupes de Lie simplement connexes de type
rigide, le résultat démontré dans [9] pour les groupes nilpotents simplement conne-

Xes.

II.) Quelques définitions et propriétés utiles concernant les groupes de Lie.

Définition II.l. :

Soit G un groupe de Lie connexe, on appelle représentation adjointe de G
1'application notée ad de G dans Aut‘g (ensemble des automorphismes de 1'algébre
de Lie G%, de G) définie par le diagramme commutatif suivant :

G -—-—a-d——bAut((Q) oll Q‘ —-»

exp | y —— adk(y) = [x,y]

‘g Ad

—— Der<g
on a : ad(expt X) = expt Ad X vt €ER , VXE‘g .

Définition II.2.

On dit que le groupe de Lie connexe G est de type R (rigide) si tous
les poids de la représentation adjointe sont imaginaires purs.
Les démonstrations de cet article feront appel aux deux résultats importants sui-
vants @

Théoréme II.3. : (décomposition de Lévi) cf [3]

Soit G wun groupe de Lie connexe, alors G s'@crit comme produit S.R. de
deux de ses sous-groupes ol R est le radical de G (i.e. le plus grand sous—grou-
pe connexe, distingué, fermé, résoluble de G) et S est un groupe abélien semi-
simple. Si de plus G est de type rigide, S est compact.

Théoréme II.4. : (semi-simple splitting) (cf [1] ou [7])

Soit G un groupe de Lie résoluble connexe et simplement connexe et A

1'image canonique de G dans la partie semi-simple de 1'adhérence algébrique de
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ad G . I1 existe un groupe nilpotent simplement connexe Ns appelé nil-shadow
de G telque : AXG=AX Ns (produit semi-direct).
A est un groupe abélien d'automorphismes semi-simples de L De plus si G

est de type R , A est compact.

III.) Notion de_jauge sur_un groupe localement compact.

Définition III.l. :

Soit G un groupe localement compact. Une application 8 : G - R est
appelée jauge si elle vérifie : V(gl, 82) € G2 ’ S(glgz) £ S(gl) + B(gz) +C
ol C est une constante positive.

Une jauge 8 est dite principale si il existe un voisinage compact V de e
engendrant G tel que : Bn = {x | 8(x) g£n} cv® .

On sait (cf[6]) qu'il existe des jauges principales. Si 8, est une jauge prin-

o
cipale alors pour toute jauge 8 , ona: Vg €G , 8(g) g Cl So(g)+ C2 ol Cl

et C2 sont des constantes positives.

Exemple III.2. :

Si Hl est le premier groupe d'Heisenberg c'est 3 dire 1l'ensemble ]R3

muni de la multiplication suivante : (%, y, 2z) . (x', y', 2') = (x+x', y+y',
z+z'+ %-(xy'-yx')) , 1l'application § définie par : 8(g) = 8(x, y, 2) =

2
[(x2+y2)2 1/4

+z7 ] est une jauge principale. Nous donnerons plus loin un exemple
classique de jauge principale sur un groupe nilpotent de classe r .

Dans le cas des groupes produits semi-directs de deux groupes, la définition et

la proposition suivantes seront trés utiles.

Définition III1.2. :

Soit G un groupe produit semi-direct du groupe localement compact B
par un groupe A d'automorphismes de B (notation : G = AX B) . Soit § wune jau-
ge sur B , on dit que § est A-principale si pour tout a € A , la fonction
X > |8(ax)-8(x)] est bornée et si toute jauge §' vérifiant cette dondition
est dominée par 8 (i.e. : 3 K]’ K2 constantes positives telles que

Vg €B : 8'(g) sKB(g) +K)) .

Proposition III.4. :

Soit G = AX B (cf. notations précédentes) si @ et 8 sont deux jauges
principales sur A et G respectivement et si B est une jauge A-principale
sur B alors : i) la fonction ) définie par )\(g) = A(a.b) = B(b)+ a(a) est

équivalente 3 §
ii) 8(a, b) ¢ C, [ a(a) + B(b)] + C, ol C,» C, sont deux cons-

tantes positives.
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Pour la démonstration de cette proposition et pour des compléments sur les jauges
voir [6] .
Dans toute la suite N désignera un groupe nilpotent simplement connexe de classe
r . Nous pouvons identifier ce groupe 3 son algébre de Lie J‘~ muni du produit
défini par la formule de Campbell-Hansdorff :

x.y = xty+ 3 [x,y] 4. V(xy) € X2 .

Nous supposons désormais cette identification réalisée, soit

N=N o5 o5...o8 o§!

= {e} 1la série centrale descendante de N .
Soit m un supplémentaire de N2 dans N. 81 G est un groupe de Lie résoluble
connexe et simplement connexe de type R , d'aprés le théoréme II.4. il existe

un groupe nilpotent simplement connexe N et un groupe compact K d'automorphis-
mes de N tels que : KXG=KKXN .

Reprenons les notations de la proposition III.4. : Vg = (k, r¥) €E KX G s'écrit
ainsi sous la forme g = (k, n) EKX N et a(k) + B(r) est équivalent 2

a'(k) + B'(n) ol aet o' sont des jauges principales sur K, B (respecti-
vement B' ) est une jauge K-principale sur G (resp. N) .

Soit Sn = (Ul, Rl)"’(uk’ Rk)...(U Rn) une marche aléatoire sur KX R pour

o’
établir un chéoréme des grandes déviations pour la composante sur R de cette
marche nous allons procéder de la maniére suivante :
1) Nous &tablissons un tel théor@me pour les groupes extensions compactes
de groupes nilpotents simplement connexes. Etant donné qu'une jauge sur un
groupe compact est bornée, on démontre qu'il suffit d'étudier la composante
de la marche aléatoire sur le groupe nilpotent N .
2) En utilisant le théoréme II.4. et la proposition III.4., on obtient alors
un théoréme des grandes déviations pour la composante sur le groupe rigide R
3) Enfin on passe au cas d'un groupe de Lie connexe de type R (non résolu-

ble) en utilisant la décomposition de Lévi (cf th. II.3.).

IV.) Théoréme des grandes déviations pour les groupes extensions compactes de grou-

pes nilpotents simplement connexes.

Soit p une probabilité sur le groupe KX N (N est nilpotent, simplement
connexe, de classe r ) telle que sa projection yu sur N soit 3 support compact.

Considérons une suite de variables aléatoires (Ui’ vi)l“i indépendantes 3 valeurs

dans KX N , de méme loi p . On note S, = (Ul’ Vl)(UZ’ V2)..(Uk,Vk)..(Un , Vn)

= (Rns Tn)

avec Rn = U,0,0,...U

192Y5 ...Un et Tn = lel(V2)°"UlU el V)
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s . 2
Posons : Zk = Ul"'Uk(vk+l) , Zk sa composante sur m (un supplémentaire de N

dans N) et Xk = JNdeu .
On se propose d'établir le théoréme suivant :

Théoréme IV.1l. :

Si p est une probabilité sur KX N telle que sa projection 4 sur N
soit 3 support compact, avec les notations précédentes, pour toute jauge principale
§ sur KX N

. = = .-l

1) s [ (Rn, (xlontooxn) Tn)] poSn

n

- 0

ii) il existe des constantes M(8, p), A(8, p) positives telles que pour

tout € ,0<¢€g <1 on ait pour

M(Ess) . g g\l
n> : P $ [R,(X,...X) 'T.] Y 4
t:n { n rll n n ¢ < Ae Bne

ol r est la classe du groupe nilpotent simplement connexe N .

Remarque :
== S | - =.-1
(Rn’ (XIXZ...XR) Tn) = (e, (xlxz.f.xn) ).(Rn, Tn)

Démonstration :

D'aprés la proposition I.2.2. (i) :
-1 -1 .
8[(Rn,(XlX2...Xn) Tn] ~ [q(Rn)+ B [(XlXi...Xn) Tn] oll @ estune jauge

principale sur K et B une jauge K-principale sur N d'oil :

+

n n n

8 [R, (xlxz...xn)'l'rn] " {.[“(Rn) s[(’il’g...fn)'l.'rn]}

Comme o est une jauge sur le groupe compact K , G(Rn) est borné et le

théoréme IV.l. résultera immédiatement de la proposition suivante :

Proposition IV.2. :

Les notations &tant les mémes que précédemment, on a :

. ==  =.-l
i) B[(Xlxz...Xn) Tn] p.s.

n

» 0

ii) il existe des constantes A'(y, B) , B'(u, B) , M'(py, B) positives

telles que pour tout € , 0< €& <1 on ait pour

' L
B M@ T DT e
€ n >e}<Ae
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Démonstration :

Munissons N d'une base (e.) . adaptée 3 la série centrale descen-
1’1 g1 gp

dantes (c.a.d. que : Vp , |l gp €r , les vecteurs (ei) appartenant 3 NP en

forment une base. Soit of¥ 1'algébre des fonctions polyndmes sur N , (x.) .
il g1 gp

le systéme de fonctions coordonnées associé & la base (e;) . On définit

i'lgigp
une notion de degré sur cette algébre en attribuant un degré 3 chaque générateur
X . Le degré de X noté d(xi) est par définition &€gal au plus grand entier

s

s tel que e; € N~ . Cette notion est indépendante de la base adaptée choisie.

Le produit o sur N défini par la formule de Campbell-Handorff est polynomiale,

on a : xk(uov) = xk(u) + xk(v) + Pk(u, v) ke{l, 2,..., p} ol P, est une

fonction polyndme sur N=x N telle que :

1°) Pk(u, v) ne dépend que des pd(xk)—l premiéres coordonnées

de u et v ot p; = dlm(Nl/Ni+l)
2°) Le degré de Pk est inférieur ou égal 3 d(xk)

3°) Le degré partiel de Pk par rapport & la premiére variable u

(resp. la deuxiéme variable v ) noté deg Pk/u (resp. deg Pk/;)
est inférieur ou égal 3 d(xk)—l

4°) La valuation partielle de P, par rapport 34 la premiére variable
u (resp. v) notée Val Pk/u (resp. val Pk/v ) est supérieure ou

égale 3 1 .
i

! dans N .

. . i - . i+
Pour tout i € {1, 2, ..., r} soit m" un supplémentaire de N

r i . i i
Ona: N= 6 ml, si1 u€N , notons u( ) sa composante sur m1 . Supposons

i=1

i - - . . 3
les sous—-espaces m~ de N normés par II'“i on définit une fonction @ sur N

(i) 1/i
par : @(u) = sup Hu "i , UEN .
lgigr
On sait que quitte 3 remplacer les normes ||—||i données par des uormes homothéti-

ques, @ est une jauge principale sur N . On vérifie aussi que @ est en fait
une jauge K-principale. Comme il suffit d'établir la proposition IV.2. pour une

jauge K-principale particuliére (ici on utilise @ ) , on voit que le théoréme
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résultera immédiatement de

Proposition IV.3. :

Sous les hypothéses du théoréme IV.1., pour tout x € B/ tel que
val(x) > 1 :

. -  =—.,-1

i) x[(Xl...Xn) .Tn ] p.s.

» O
ndegx

ii) il existe des constantes M(x, u), A(x, u) positives telles que :

. M
Ve > 0 on ait pour n > — :

- = \—1
x[(Xl...Xn) LT ]

ndeg X

€
P( | n

Démonstration :

Nous allons d'abord établir deux lemmes :

Lemme IV.4. :

Pour toute fonctions polyndme x € de valuation n » 1 , il existe
une fonction polynéme P sur N x N telle que deg P £ deg x , P(u, v) ne
dépende que des p premiéres cooordonnées de u et v , deg P/u g deg x-1 ,
deg P/v < deg x-1 , val P/u >1, val P/v > 1 et telle que :

Yu, v € N , X(uov) = x(u) + x(v) + P(u, v) .

Démonstration :

Soit B 1le sous—-ensemble des polyndmes de A de valuation supérieure
ou égale 3 1 qui satisfont au lemme I.Vi4., on a :

C) B contient les polynOmes (xi)ls D

ig
@ B est un sous—espace vectoriel de &
() B est stable par le produit.

C) et (2) sont évidents, montrons ® :

si (x, y) €EB xB x(uov) = x(u) + x(v) + P(u, v) .

y(uov) = y(u) + y(v) + Q(u, v) .

Oi P, Q sont des polyndmes sur NxN satisfaisant aux conditions de 1'énoncé
du lemme IV.4.
On a alors : (xy)(uev) = x(uov)y(uov) = x(u)+x(v)+P(u,v)[y(u)+y(v)+Q(u,v)]
soit : xy(uov) = (xy) (u) + (xy)(v) + R(u, v)
o R(u, v) = x(Wy(v) + x(V)y(u) + [x(w)+x(v)1Q(u,v)+[y(w)+y(v) IP(u,v)+P(u,v)Q(u,Vv)

R est un polyndme de degré inférieur ou égal 3 :
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degx + deg y = deg(xy) , de plus val R/lu>1 et val R/v>1 et R ne

dépend que des Pd(x)Vd(y) < Pd(x)+d(y)-l pl{emléres coordonnées.

Donc B est une sous—algébre de & contenant les polyndmes (xi)16 igp et

par conséquent B contient tous les polyndmes de f de val. > 1

Sous les hypothé&ses du théor&me II.7., pour tout x € ' de valuation > 1

il existe une constante Cx telle que : 1) VW€ Q , ¥n EN* : lX(T () ]L C
degx b4
2) Vn €:N* H IX (X oX o oX ) l' X(X oX o?..ox )
1°72 n c | 1°72 | e
ndeg X S 6 ndeg X < G

Démonstration :

On vérifie la premiére propriété du lemme en raisonnant par récurrence sur

le degré de x
a) si x €4 est de degré 1 : x(T ) = x [v,0,(vy)...0,0, (V, )., U,..0

Notons S = le support de p , si A_= sup Ix(u)l , 11 est clair que :
P u€s
P
x(T )
[ <A )
n X

b) Supposons le résultat &tabli pour les polynbmes de d°<$q (q >1) et
soit x un polyndme de degré q + 1 , d'aprés le lemme IV.4 :
x(uov) = x(u) + x(v) + P(u, v) avec d°Pgdeg x , val P/u 1 , val P/v> 1,

P(u, v) ne dépendant que des pq premiéres coordonnées de u et v . Pour

établir le résultat, il suffit de considérer le cas o P(u, v) = y(u)z(v) , le
cas général s'en déduit par des méthodes classiques.

Les propriétés de P entralnent que : valy 21, val x> 1,
deg y < deg x-1 , deg z £ deg x-1 , on a :

x(T ) = x[V,U; (V,)U;U,(V3)...U U0 U (V)] .

= X(Vl)+X[Ul(V2)]+o.+X[UlU20oU (V )]+ Z [VIUI(Vz)‘!U U
Upm Vi) 12[0,0,. U (VL )]

d'oli d'aprés 1'hypothé&se de récurrence, en notant : Az = sup |z(u)l on a :
S
. u€E P
deg y
x(T)snA + (X k )CA
k=1
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I1 en résulte que :

1 x(T) | Ax 1 n

degy
Tt (X k )c, A
ndeg X ndegx 1 ndegx k=1 y
n degy+l-degx
Or : degx>1 et : —Ezl_; 5 kdegy ~n
nc8 k=1 deg y+1

< S S car degy+l £ deg x

deg y+1 .

La proposition IV.3. résultera de la proposition IV.€é suivante :

Proposition IV.6. :

Sous les hypoth&ses précédentes , Vx € J¥ de valuation > 1
i) La suite de variables aléatoires :
X(Tn) - X()Tlox_zo...o;(-n) p.S

ndeg X

> 0

ii) Il existe des constantes M , A, B positives, ne dépendant que de x

et u telles que : -

T )=x(X,0Xse0.0X_) 2r
. . M' Ix( n 1°72 n’l_ y_,i."DnB'e
Ve >0 , on ait pour : x > P( ndegx >eglgA'e
Démonstration :
Soit x € f& de valuation > 1 . On a d'aprés le lemme IV.4 :
P
x(uov) = x(u)+x(v)+ Zo y (w)z (v),(u,v)é:N2 ol : valy_ 31, valz_ 31,
p=l PP P P
d +d d
egyp egzp < degx
Par conséquent on a :
Po .
—_— — | - - =1 — —_ -
X[(Xloxzo..-oxn) oTn] = x(Tn)+x(Xl°...0Xn) +p§l yp(Tn)Zp[(Xlo---ox ) ]
et : Py
—_— — — —_ -1 — — S | — —
0= x[(X1°'"°xn)°(X1°"'°Xn) ] =x (Xlo...oXn)+x(Xl...Xn) +p}=:lyp(Xl..Xn)zp
— = -l
[(Xl...Xn) ]
d'ol par différence : P,
—_ — —_— =1 _ T .= — =1 = —
x[(Xl°X2...Xn) Tn] = x(Tn) x(Xlo»...OXn)-prl zp[(Xl...gn) ][yp(Tn) yp(X1°X2"°°Xn)
. _— = -1
Du fait que : Izp(Xl...Xn) |

s Cz (cf. lemme IV.5) et comme :
degz P
a P



=252~

des zp+deg Yp g deg x et pE€ {l,2,...,po} on en déduit immédiatement que la
proposition IV.3. est une conséquence de la proposition IV.6.

Démonstration de la proposition IV.6. :

On vérifie la premi&re propriété de la proposition en raisonnant par récur-
rence sur le degré de x .

n
) — 1 oy
a) si deg x=1 : —-[x(T )-x(X. oxzo ..OXh)] = E-kfl{x[Ule..Uk(Vk+l) x(Xk)]]
on obtient le résultat cherché par application de la loi des grands nombres sur

les groupes de Lie moyennables (cf. [6])

b) si deg x>2 :
Supposons le résultat &tabli pour les polyndmes de degré inférieur ou égal
a deg(x)-1 . On a : P
0

x(uov) = x(W)+x(v)+ X yp(u)zp(v) oli wval yp >1, val zp > 1

p=1
+d <d
deg yp eg zp eg x P,
On a : x(Tn) = X x[U Upe oo Uy l(Vk)]+ I Iy (Tk)z [Ule.. U, ( k+l)]
k=1 p=1 k=1
. n __ Po n-1 o
x(Xl...Xn) =X X(Xi)+ r Iz y X X Xk)z (Xk+1
1 p=1 k=1
d'ol il résulte en notant Ib ={lsp< P, / deg z, = 1} et
o
' ={1,2,...,P}~N1I que :
L po 0} po
x(Tn)-x(XIXZ...in) 1 n o _
Tos = - Zem [x(V )+x(Ul(V2))+...+x(Ul...Un_l(Vn»] - Jepx T x(X;)
n n n 1
1 n-1 . _
+ T . —dé_g;(—{ X y (T )zp[Ul...Uk(Vk+l)]-yp(X1.X2..Xk)zp(XkH)]
p€I n k=1
Py n-1
(E) + I “degx Ly (Tk)[z (Uy...U (Vk+l )-z (Xk+1)]
PEL n k=1
o —
z (Xk+ ) n-1
1
+ T A== 3 [y(T)y(XX X1
pETI n%®8¥ k=1
Py

Examinons successivement les termes du deuxi®me membre de cette égalité.

o) Comme degx 22 , la suite : [ x(V )+x (U V2)+...+x(Ul..Un_l(Vn))]

gX

P.
~—-—)0

ndegx 1 n -»+ o
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Y) Pour p € I' on a d'aprés le lemme IV.5. en notant :
o
Azp = sup Izp(u)l u € S 1] {Xl""’ Xk}
1 n-1 —_ -
;EEEE kil [yp(Tk)zp(UlUZ...Uk(Vk+l))-yp(X1X2...Xk)zp(Xk+l)] <
2Az n-1 degy.
< degx ¢ k P
n%€8 yp k=1
1 n-1 degy
Or si p €1 : degy_ < degx-2 et donc : 1lim ~dorx T k P.o
Po P n-+0on®®* k=]

I1 en résulte que p. s. :
1

lim £ ly (T )2, (U U (V1 D)=y, X,- z_ (X . 1)
n p€ETI’' ndeex k 1 e Xk P v
Py
n
§) Pour p € IP posons : I‘n(zl) = -rl-l- > [zp(}(k)-zp (f;)] .

o k=1

D'aprés la loi des grands nombres la suite GT (z ))n>l L3 Lo

n-1 n-2
— l
z Y(T) [z_(U,..U (V. .))]-z ( ) = pX kﬂ' (Z)
degx o) kW tZp U U Wiy p Fk+1 degx 2,

[y, (T -y (Tk)]

1

- —EEEE— TI(ZP)YP(TI) degx Tn(zp)yp(Tn_ ) .
by, (T )=, (T |
La suite de v.a. degy -l est bornée (conséquence des lemmes IV.4 et
k P

IV.5). Il en résulte que, puisque, degx > degyp+l et puisque

p.s . .
@ (z ))nzl ———— 0 que la suite :

1 n-2

_;EEEE k§2 kwk(zp)[yp(Tk+l)_yp(Tk)] L2 .0 .

I1 est clair de plus que les suites : T (z )y (T ) et

1
degx

1 p-s
~degx fn(zp)yp(Tn_l) 0

donc pour tout p € Ip , la suite :

1 n-1 - .5
_degx kzl p(Ty) Lz, (U Uy U (V)2 (K )] £=—0

il en est de méme de la suite :
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n—-1
; é Ip [ kfl yp(Tk)[ zp(Ul...Uk(Vk+l)-zp(xk+l)]

ndegx
o

M) Considérons la suite :
n
l - - -
degx z [yp(Tk) yp(xl‘“xk)]n>l
n k=1
< deg(x)-1 et donc par hypoth&se de récurrence, la suite :

0 : d
n a egyp

yp (Tk) 'YP (Xl e -x-k)

degy
n P

P.s |

—p

On-en déduit immédiatement (puisque degx a.degyp+l) que la suite :

n
e T T pP.S. . .
;32§§ f [yp(Tk) yp(XlXZ...Xk)]l1>l ——— > 0 et donc aussi la suite
z (Xk ) n-l
l — -—
b3 L X 5 y(T)v &,...X)] .
beT degx o el X

o
Les &tapes o, B, Y, S,M montrent la premiére assertion de la proposition IV.6.

Démonstration de la deuxiéme affirmation de la proposition IV.6. :

On utilise plusieurs lemmes .

Lemme IV.7.

Les notations étant les mémes que dans la proposition II.6., Vx €d¥

tel que wvalx > 1 on a:

x(T )-x(X,.X,...X)
n 1°72 n
ndegx - Tn,l(x) * Tn,Z(X) * Tn,B(X) on
Kx b
. 3 3
a) Tn,l(x) est une v.a. telle que : ITn,l(x)l < ol Kx,p est une
constante.
b) Tn 2(x) est une v.a. qui est combinaison linéaire finie de termes de
b ]
la forme : k.-1 k-1
] n-1 1 p-1 s - ]
b3 T ... b3 y(T, ) [z(U,U0,...0, (V )=z( )] oti(x,y)€E«
ndegx k1=1 k2=1 kp=1 kp 172 kp kp+l xlkp+l

avec : degz = valz =1 ; valy > 1 et degx > degytp

c) Tn 3(x) est une v.a. qui est combinaison linéaire finie de termes de la
’
forme :
1 N S B L N
T ¥ o I [y(T, )-y(X,.X,...X, )] o y €8,
nde8% ko1 k=1 Kk =1 k' T 172 ka

1 2 P
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degy = valy = 1, degy + p & degx .

Démonstration :

elle se fait aisément par récurrence sur le degré de x en utilisant 1'ex-
pression (E) et le lemme IV.5. et en appliquant 1'hypothése de récurrence & yp s
p€Ip, = {p;1<pc< P, Idegzp =11} .

Notons ‘Sn la tribu engendrée par les v.a. (Vk)l <k <n

Lemme IV.8. :

Soit (yn) une suite de v.a. réelles telle que pour tout n > 1, Yy

est 'ﬁn—mesurable et telle que : |y | < An| oli A est une constante et q

un entier positif. Alors si x € & est un polyndme tel que :

n
degx = valx = 1 et si Zn = kf] ak(n)yk [X(UIUZ'"Uk(vk+1)—x(xk+l)] oli les
(ak(n))1 <k<n sont des nombres réels tels que :

n
b3 [ak(n)]zk2q = O(na) avec o >0 .
k=1
Alors il existe une constante B telle que _pe?
Ve >0 , P(IZnI > &) < 2 e T

La démonstration de ce résultat est pratiquement semblable 3 celle du lemme 4
de [ 9 ]. Elle fait appel 3 1'inégalité de Bernstein :

-te tZn)
e

P(Zn >¢eg) e E( Ve >0, Vt >0 et au fait que :

0 exponentiellement vite

1[0y U (Ve D] = (V) .
k> + o

Etudions maintenant pour x €& de valuation supérieure ou &gale 3 1 :
Ix(Tn)-x(Xl...Xn)
degx

P >e] ot T = VIUI(VZ)"'UIU2°"Un—1(V ) .

i n

D'aprés 1'inégalité triangulaire et le lemme IV.8 :

X(Tn)_x(il”'iﬁ)

ndegx

P > el < PUT, (1 > D+RAUT, H () >P+RUT, 301 > F)

Examinons successivement chacun des termes du 2&me membre de cette inégalité :
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1) on a : P(IT )| > E) =0 dés que : n > x,u
n,l 3 e

2) Pour étudier P(ITn 2(x)l > %) il suffit de considérer :
bl

k.-1 k -1
1 n-1 1 P €
Plgege I I I yM [ z@..00, N-2@ Dl >E&)
n k.=1 k=1 k_=1 4
1 2 P
avec x, y€h , degz = valz = 1 , valy > 1 , degx > degy+p

et oll C, est une constante choisie pour que : P(ITn 2(x)l > %) soit majoré par
b

une somme finie de tels termes.

k,-1 k_ =1
n—-1 1 p-1 n-p
Toor o r () (200, )2 @ DI I al @)
k,=1 k,=1 k =1 j=1
1 2 P
[z(Ul...UJ( ) z(XJ+1)]
ou n-1 n—-1 n-1
ai(n) = pX T ses X 1
=il 3o=ivl j =] +2
1 273 17
nop 2 .2degy 2degy+2p-1
Ona: X 3(n)] 3j = 0(n ) comme d'aprés le lemme IV.5 on a :
j=1
.degy . . .
Iy(Tj)I < Cy j » par application du lemme IV.8, on obtient :
1 pe1 Kl K _ i
P(l X T pX y(T, d[z( U,...U (V )-z( )1 > =)
degx 2 W I o kp 1P, Vi xkp+l c,
1 2 P
B e2n2degx )
< 2 exp [- lg2 exp[-Bl e n] ol B, est une constante > 0

n2degy+2p—1

3) Pour étudier P(ITn 3(x)I > %) , 11 suffit de considérer :
b

k,-1 k=1
n-1 1 p-1 e A
P(l ) )X b3 [y(T, )-yX,...X_ )]l >=— ) o2 y €
degx gl el k-l k, 1 ka ,

degy = valy = 1 et degy + p < degx

ol C2 est une constante positive choisie pour que : P(ITn 3(x)l:>-§-) soit
b
majorée par une somme finie de tels termes
k.-1 k .-1
n-1 1 p-1 n-p _ _
pX )X p [ y(T, ) X, I a'(n T.)-y(X;...X.
o E o y kp -y (X, Xk )] = E J( ) Iy( 37y (X J)]
1 2 P J
n-1 n-1 n—-1 n 2 +l
ol : ag(n) = X T ... X 1 ona: X [ag(n)] = o(n“P
LPR I Dt A S B =l
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Par application du lemme IV.8 :

o k1 k-l
LT g T G@ & TN > )
P( ce y -y . > =
S R ke T €,
P
_ Bz e2n2degx )
£2exp [ B TYS ] € 2 exp [—B2 n £7]
n

ol B2 est une constante > 0

d'oll le résultat (ii) de la proposition IV.6. .



1))

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

L.

R.

C.

P.

-258-

BIBLIOGRAPHIE

AUSLANDER, L.W. GREEN :
G-induced flows. Amer. J. Math t.88 1966, p. 43-60

AZENCOTT :
Ecole d'été de St Flour , 1978, L.N. n° 774, Springer Verlag.

CHEVALLEY :
Théorie des groupes de Lie. Publications de 1'Institut Mathématique de

1'Université de Nancago (tome 3) (1955).

CREPEL :

Théoréme des grands écarts sur IR . Séminaire de probabilités, Rennes 1978

Grandes déviations et applications statistiques — Séminaire d'Orsay, Astérisque

no

YO

68.

GUIVARC'H :
Une loi des grands nombres pour les groupes de Lie. Journées sur les marches

aléatoires. Astérisque n° 74, 1980.

GUIVARC'H :
Croissance polynomiale et périodes des fonctions harmoniques.

Bulletin S.M.F. n° 101, (1973).

GUIVARC'H, M. KEANE, B. ROYNETTE :

Marches aléatoires sur les groupes de Lie. L.N. n* 624 (Springer Verlag)

LEPAGE :
Théoréme des grands &carts sur les groupes nilpotents simplement connexes

Séminaire de probabilités - Rennes 1978.

10) A. MALCEV :

On semi-simple subgroups of Lie groups. Amer. Math. Soc. Transl. n°® 33, 1950.

11) PICHON :

Groupes de Lie. Hermann.

R. SCHOTT

U.E.R. Sciences Mathématiques
E.R.A. n° 839 du C.N.R.S.
UNIVERSITE DE NANCY I

C.0. n°® 140

54037 NANCY CEDEX



