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PROCESSUS PONCTUELS BINOMIAUX NEGATIFS

G. GREGOIRE

Université de Grenoble

Ce texte présente les idées et résultats essentiels d'un travail
concernant les processus ponctuels binomiaux négatifs. Pour des résultats
plus précis, des démonstrations et d'autres développements concernant le su-
jet, le lecteur pourra consulter [2] et [3].

L'objectif est de définir et étudier une classe de lois de pro-
babilité généralisant aux processus ponctuels les lois géamétriques et bino-
miales négatives habituelles. lLes processus ponctuels envisagés ici sont des
éléments aléatoires a valeurs dans 1l'espace Mp des mesures de Radon ponctuel-
les sur un espace X localement compact & base dénombrable ; pour la théorie
générale de ces processus ponctuels, voir par exemple KALLENBERG ([4]),
KRICKEBERG ([5]), MATTHES et al. ([6]) ou NEVEU ([7]).

BARNDORFF-NIELSEN et YEO ([1]) ont appelé processus binomiaux né-
gatifs des processus ponctuels sur R? qui sont des processus de Cox ol 1'in-
tensité aléatoire est définie par un processus de loi gamma. Notre approche
est différente et conduit, en particulier, a des lois cylindriques de dimen-
sion unité qui sont des lois binomiales négatives usuelles.

Considérons une urne contenant (n+l) types de boules - les boules
de type 0,1,2,...,n, en proportions p, Qyr Aoreeerd, = et effectuons des ti-
rages avec remise. La loi du vecteur N = (Nl' ”"Nn) ' Ni désignant pour
1 £ i < n le nambre de boules de type i obtenues avant le r-éme tirage d'une
boule de type 0, admet pour fonction génératrice :
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La loi ainsi définie sur N" est appelée loi binomiale négative et notée
ﬂJ{&,p;ql,...,qn). Les marginales de cette loi sont des lois du méme type.

Généralisant ce modéle de tirage, nous construisons le processus

N
ponctuel €& = X 5T ol les T j sont des variables aléatoires indépendantes
i=1 i

et de méme loi v, sur X et N est une variable aléatoire entiére indépendante

0
des Ty et de loi binomiale négative de paramétres r et p. Les lois cylindri-
ques de dimension finie de ce processus d'échantillonnage mélangé sont toutes
des lois binomiales négatives du type défini ci-dessus. La fonctionnelle de
Laplace associée d la loi de £ a pour expression :

~£(x) -
¢ (£) =[1 + [ (1T v(dx)] ,

ol v est la mesure finie y = %\)0, g = 1-p. Or nous constatons que, pour
toute mesure de Radon V sur X, ¢ définit une loi de processus ponctuel dont
les lois cylindriques de dimension finie sont encore binomiales négatives.
Nous définissons donc la loi binomiale négative de paramétres v et r comme
la loi associée d ¢ et nous la notons Mv,r) .

Iorsque v est infinie, la loi l’sjf(v,r) ne peut pas étre considérée
came la loi d'un processus d'échantillonnage mélangé, mais on peut vérifier
qu'elle posséde localement cette propriété. Il s'ensuit qu'elle admet une
représentation comme loi de processus de Poisson mélangé donnée par :

JoByotan,

oll ¢ désigne la loi I'(r,1) et PQ v la loi du processus de Poisson de paramétre
la mesure 2v. Nous utilisons de maniére intensive cette représentation. Elle
nous permmet, par exemple, de calculer simplement les mesures d'intensité et
de covariance d'un processus ¢ de loi Mv,r) :
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E(€@)) = (@)
Cov(£(A),E(B)) =dv(mB) +v(A) . v(B)] ,

ol A et B sont des boréliens bornés de X. Nous montrons aussi que les lois
3c‘f(v,r) sont indéfiniment divisibles et de représentation canonique associée
donnée par :

$(6) = expl- [ (e By Baw)
p

= [ e *
¥—IOP2\)IT dg ,l‘lp-Mp\{O}.

Etudiant les probabilités de Palm associées aux lois Wv,r)
nous montrons qu'elles ont une propriété de stabilité intéressante, 3 sa-
voir : la loi de Palm P* associée 3 la loi Mv,r) ne dépend pas de x et
n'est autre que la loi $Jﬁv,r+1) .

Lorsque X =]R+ , décrivant les processus ponctuels de la maniére
suivante :

g =Z%. , 0 S Tl S T2 S...S TJI.S Ti+1 S..' '
1

et appelant variables inter-occurrences les variables Ui =T,

i+1 ~ Tjr nOUS

donnons deux exemples.

Le premier est celui d'un processus de loi M\) ,X) avec y = am,
a > 0 et m la mesure de Lebesgue. Un tel processus est stationnaire, non
ergodique et la loi du vecteur (Tl’ .. .,Tk) admet pour densité :

_TI(ktr) k 1  kir
le,...,Tk(tl""’tk) = Tm @ (ﬁj{t;") P 0ty sis by

Les variables Ui sont équidistribuées et de loi définie par la densité :

1
1+au

r+l
) ,ue]R+ .

gU(u) = ra(

Le deuxiéme exemple est celui oll v est la mesure sur R, définie par

v(o,t]) = eAt—l : A étant un paramétre réel positif. On a alors :
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et les U sont indépendantes et de lois respectives I'(1,r+i-1) . Remarquons
aussi que la loi &“Ev 1), c'est-a—dire la loi géamétrique, n'est autre que
la loi du processus de naissance de Yule.
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