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UNE DEMONSTRATION DE L' INEGALITE DE BORELL

A. EHRHARD

Université de Strasbourg

RESUME
A partir de 1l'inégalité de Brunn-Minkowski sur la sphére euclidienne
on donne une démonstration détaillée d'une inégalité de type Brunn-
Minkowski pour les espaces de Gauss due a Christer Borell.

(C. Borell : Invent. Math. 1975 p. 207-215).

On rappelle d'abord l'inégalité de Brunn-Minkowski sur la sphére.

Dans la premiére partie on démontre l'inégalité de Borell dans Rd en
s'appuyant sur un lemme de Poincaré et on donne une application simple &

1'évaluation d'une loi gaussienne.
Dans la deuxiéme partie on démontre le lemme de Poincaré.

La troisiéme partie ainsi que la quatriéme sont consacrées a la géné-

ralisation en dimension infinie.
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O - RAPPELS

01 - L'inégalité de Brunn-Minkowski sur la sphére

On utilisera les notations suivantes :
Sz-l est la sphére de centre O de rayon r de dimension (n-1) dans R" ; on
la munit de la mesure uniforme et de masse 1 que l'on note 0:_1 et de la
distance géodésique notée 8:_1 : pour (x,y) e.(s:'l)z, Bz—l(x,y) est la

longueur du plus petit arc de grand cercle sur S:_l joignant x & y.

Pour toute partie A de S:_l et pour tout réel positif h, on définit Ah par :
= {x e s /Jyen : " x,y) <.
Ay r 4 r reh=

n_
Pour tout X5 appartenant a Sr 1et pour tout p positif, on pose :

1

_ _ n- n-1
B, = B, (x) = {x €s /3, (x5 x) < o}.

p p

L'inégalité de Brunn-Minkowski s'énonce alors :

Inégalité de Brunn-Minkowski :

A tout ensemble mesurable A de S:_l on associe le nombre positif p = p(Aa)

tel que :
n-1 _ n-1
Or (p) = Or (Bp)
On a alors :
n-1 n-1
> : >
Vh 20 or (Ah) o, (Bp+h)

Cys . . - s o1 .
Pour A fermé l'égalité n'a 1lieu que si Ah est égal a s"" ou si A est
L

lui-méme une boule de rayon p sur S;_l.

02 - Le volume de la sphére de rayon 1 de dimension n-1 dans R" est :
n

212

n
F(Eﬁ
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1 - L'INEGALITE DE BORELL EN DIMENSION FINIE

*
1.1 - Soit le 1'espace euclidien de dimension d, d € IN , muni de la tribu
. /B d .

borélienne (R) et de la mesure canonique de Gauss notée Yd ;
on pose :

B() =y, (I, .D;
on note :

d
G, =xer / ||x]| <1}

on a alors :

Théoréme 1.1. (Inégalité de Borell)

Soit A une partie borélienne de IRd, on lui associe le nomhre g, € R tel que :

Yy(B) =8 (a).

On a alors :

Vtzo P Yy A+ t@d 2d(o+ t).

1.2 - L'outil principal pour la démonstration du théoréme 1.1 sera le

lemme de Poincaré (lemme 1.2)

+
On considére IRm comme étant le produit lRm = th b4 an 2 n =0, m=m(n)

=n+d+ 2, 4 fixe.

. . . d P
On note Hm la projection canonique de IRI'n sur R . On simplifie les nota-

L

tions introduites en O.1 en posant :

+d+

gt a+l _ Sn ot 0n+d+1 - Gn

vn~ /o
Pour toute partie borélienne A de Rd on définit \)d n Par

’
= -1 n

\)d’n(A) = on( Hm’d (a) sn)

La fonction d'ensemble V a.n est une mesure de support
4

d
supp Vg4 o = {xe & /||x]| = n} .
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On a le lemme

Leme 1.2 NaeR@d : 1im v, = vy @).

n-»oo
Le lemme 1.2. sera démontré en 2.

1.3 - Démonstration du théoréme 1.1

A est une partie borélienne de m@ et 0 un réel tel que :
YqB) =9 ().

On va montrer que pour tout réel f < o on a :
Vezo: yy(@m +t0q) 206+t.

On fixe B, B < o et on pose :
(]_°°r B]) ’

de sorte que 1l'on ait :

VtzO:Yd(B+t(9d) =0 B+ t).

En appliquant le lemme 1.2 on a :
-1
; = > !
lim o ( Hm'd(A)(\ Sn) @) >0 B,
n>oo
et par suite en réappliquant le lemme & B on a :

. -1 . -1
:.li:l; on(IIm,d(A) N s) > rlrl»: Gn(]'[m’d(B) N s ).

D'ol 1l'on déduit qu'a partir d'un rang n, on a :

1

’

_ - -1
(1) Yn 2 ng : o (M @0 s) > on(Hm’d(B)ﬂ 5).

L'ensemble H;ld(B)(\ Sn est ou bien vide ou bien une boule sur Snon peut
’
donc appliquer 1l'inégalité de Brunn-Minkowski (0.1) & partir de (i), on

obtient :

1

. - -1
(11) o (0@ Ns 3 > o (L ® Vs 1.

En comparant la distance géodésique sur Sn et la distance euclidienne dans

m . . ,
R , on obtient 1l'inclusion :

-1 -1
(M 5B N S C T g (vt O N s -
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Ce qui entraine avec (ii) :

-1 -1
+ > .
on(nm,d A t@d)n s ) on([Hm'd(B)H s, 1)
On remarque alors qgue pour n assez grand devant B et t on peut écrire :

-1 =
(Hm,d(B)r1Sn)t - IIm,d

(B + r(t,n,B) 0 PNs_,
il suffit de poser :

r(t,n,B) = ¥ n cos [ (Arcos B//H) - t//H] - BR.

On vérifie que :

lim r(t,n,B) = t.
n--co

On a donc :

Va,n @+ t(9d) 2 Vg (B + r(t,n,B)@d).

Soit en faisant tendre n vers 1l'infini :

Yq(a + t(Od) > Y (B + ¢ c9d) ;

le théoréme est démontré.

1.4 - Une application simple et directe du théoréme 1.1

Le vecteur (Xn) est un vecteur gaussien centré a valeur dans

n€N
*© 2
1l , avec, pour tout n € N, E Xn =1.
[e o]
On note B la boule unité de 1 .

On a alors la proposition suivante.

N
Proposition 1.4. Pour tout ensemble mesurable A de R et pour tout réel g

tel que : 1
P(X¢A)=1—‘C; e 2dx,_
V21
on a @ _lx2
Vtzo:P{x¢A+tB}s—1——f:+t e 2 ax.
V2l
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1.5 - Démonstration de la proposition 1.4

Sous les hypothéses de 1.4, il existe un tableau numérique

= i k=1,.. ; € i
L (Lk,n i k 1,.., n ; n €N n gm I[Z=1 [Rk, et une suite
Y = (Yn)n € de variables aléatoires gaussiennes de loi &/’(0,1) » 1ndépen-

dantes, tels que :

n
Ynsm,xn= 2 LY .
On définit une application Ln de R" dans!Rn en posant :
m k
Vx e R, L_(x) = () L,.x,,ke{t,..., n}).
n M ek J
j=1
On désigne par Hn l1a projection canonique de RN sur R". On a alors pour
tout ensemble A mesurabie danslréN et pour tout réel o tels que

P(X €2) = #(a) :

P {Hn(X)énn(A)} > 9(a).
D'ol on déduit :
-1
P{Hn(Y)e Ln (Hn(A))} 2 9(a),

puis en appliquant le théoréme

-1
P {Hn(Y) €L (I () +t (on}z @ (0+t) .

On a donc :

P {nn(x) € T_(a) + t.Ln((On)} > Plo+t) .

Comme la condition

2
E Xk =1
entraine :
k k 5 1 k 5 1
Max ) L x X5 S . Max YoLio2 () xD2 <1,
xe@ x€@
n n

On a :

L (@n) C I (s,
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et donc :
P{Hn(X)G-Hn(A + tB)} > @ (a+t) ;

en faisant tendre n vers 1'infini on obtient la proposition.

2 - DEMONSTRATION DU LEMME 1.2

Nous allons montrer que la mesure vd n definie en 1.2 est absolument
’
continue par rapport a la mesure de Lebesgue dx et que, fd n désignant
4

sa densité,ona uniformément sur tout compact :

n>o

On conserve pour cela les notations introduites en 1.2 et on considére

le paramétrage ($,Q) ol on a :

a 2 2 I 1
Q={\= (x,8) ; xR P Xp Fet XA <N -5<0 4., 8 < T
0<8 .4 <2 nr .,
d(A) = x = (Xll---, xd+n+2)'
X =%
X. =X
d
d y
— 2 2. 2
Xq41 = [n X] teet xd] . cos 61 ee.. cOS Gn cos 6n+1
_ 2 2.2 ,
xd+2 = [n x; +..+ Xa] cos 91 .o cos en sin 6n+1
: L
. k =[n —(x2 +..+x2a)]2 cos O, ... cos 0 sin 0
a+nt 1 1 n+1-k n+2-k
: L
: _ 2 2 2 .
Xqine2 = [n (x1+...+ x< al sin 61.

(®,92) est une carte representant un ouvert dense de Sn'

L'élément d'aire normalisé de S, au point ®AA) ot A = (n, ) s'écrit :
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1

T ((n+d+2)/2) ¥ | ¥ .2

ac (d(\)) = det ( =) d 6 dx
n 21.[(n+d+2)/2 X,1 BKk 8)\1
et on a :
dv (x) = d0 (#(x,0)). I
@ i tlxllg < n)
_E<e e <E d
2 1,.., 'n 2
0 < en+1 <21I.
On va calculer det (%%L- g%LO.
k,1 k 1
On remarque que :
Vk, 1 sk<a; V1,1 <1 <n+1 : 2] 2% _ ¢ .
ox a6
k 1
On a :
X X
(gcp %9-)=8k1+ ]; l2'
*x | %1 ’ n-(x+. . +x°d)
00 3%, _ 2 2 2 2
aek 861) = 3k’l.[n'(x1+..+x d)] cos 61... cos ek—l'

D'ol on déduit :

od od 1
| 53) = det (Id + (x, x.),_. ._J)
Bkk Bkl (a) n—(xf+..+x2d) j'1<i,j<d

det (
k,1

X [n—(xf+..+ x2d)]n+1 cos an... cos2 en.

On pose alors :

P(A) = det (=g xj)lsj,iSd - AId(d))

A o) sristi .
P(A) est le polyndme caractéristique de (xi xj)lsi,jsd

Comme :



-173-

1'équation :

% %
(x xj)lsi,j<d 3 =\ ;
l a
s'écrit :
o xj X X, ai = Aaj.
Ce qui s'écrit encore :
2
2 xj z X, a, = A z X, a,.
Les valeurs propres de (xi xj)lsi,jsd sont :

A =0,
qui correspond au sous-espace propre de dimension n-1 défini par

9 x; a5 = o},
et :

On en déduit :
Py = D3 ¥ ta- ] x?).

D'oll on a :

1 n
det(Id(g) * 7~ ®3 %9 1q,9<d) T 2
n-||x|]3 n-| |x| |3
et det (%9—- %%— ) s'écrit
k,1 k R
det(%%—- %%—0 =n [n—||x||3]n cos? By--- cos? 8-
k,1 k 1
On a par suite :
2
dvd,n _ T((n+d+2) /2) n(n+1)/2 L -l lelld] n/2
dx (n+d+2) /2 n
21
X |c052ne ... cos B _| a8 a# I
100 n RERL-

t1xl]? < n}

I I
- 20057

0 < en+1 < 2l
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La derniére intégrale représente le volume de la sphére unité de dimen-

+
sion (n+1) dans mp 2, on a donc :

dv n/2
d,n (x) = - T((n+2+4d) /2) n(n+1)/2 [1- ||xl|2/n] T

ax 127 ((n+2) /2) {1x]1? < n}

En faisant tendre n vers l1l'infini on obtient :

dav ' /

S (x) = (2m Y2

. 2
lim —ax exp(—||x|| /2),

n-»oo

la convergence étant uniforme sur tout compact de R@ ceci achéve la dé-

monstration du lemme.

3 - L'INEGALITE DE BORELL POUR UNE MESURE DE GAUSS SUR UN ESPACE LOCALE-
MENT CONVEXE ET SEPARE

On définit d'abord les espaces de Gauss (E,|) (définition 3.1). On
montre ensuite (Théoréme 3.2) l'existence dans E de 1l'espace autorepro-
duisant gkﬁu) associé a la mesure gaussienne U . Le théoréme 3.2 est du
a4 C. Borell (C. Borell : Gauss-Radon measure... Math. Scand. 38(76)).

La mesure | étant de Radon on note H, la mesure intérieure définie par :
Yace u, (@) =sup { p(x) ; K compact, K < CA}.

3.1 - Définition d'un espace de Gauss

Définition 3.1

E est un espace vectoriel topologique localement convexe et séparé

(e.v.t.l.c.8) U est une mesure de Radon sur la tribu borélienne de E :

on dit que (E,ll) est un espace de Gauss si de plus pour tout £ € E',

£(y) est une mesure de Gauss sur R.
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3.2 - Théoréme d'existence de l'espace autoreproduisant associé a U dans E.

Si (E,u) est un espace de Gauss d'aprés la définition 3.1 on a :
' 2
E'C L™ (E,u)

on pose alors :

2
By = ET U (B

Si Y4 a un barycentre b dans E on note uo la mesure définie par :

it

HA ()

5 H(. + b).

On a alors le théoréme suivant :

1

Théoréme 3.2. Si (E,U) est un espace de Gauss alors :

(a) Y a un barycentre b dans E

(b) pour tout § e Eé(u), E(uo) a un barycentre noté A(f) dans E

(c) 1l'application A qui a tout EélEé(U) associe son barycentre A(£) dans

E est injective et Eé dans E.

On pose alors :

Ko = mw) = AEyW)

L 2
et pour tout (h,g) élément de iﬁgun :

<hlg> = M. Alg w0 a Ho (%) -

On désigne par 6 l'injection canonique de gngJ) dans E.

(a) (gﬂﬁu), <.|.>) est un espace Hilbert et O est faiblement continue.

(e) sSi y:ng désigne la promesure gaussienne canonique surgﬁg(u) on a :
()

e(Y%(u)) = Hy- N

3.3 - Démonstration du théoréme 3.2

La démonstration du théoréme 3.2 s'appuie sur les lemmes 3.4 et 3.5

que l'on démontre d4'abord.
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3.4 - Supposons les points (a), (b) et (c) du théoréme 3.2 vérifiés pour
(E,p) .
Pour tout h e %(u) on note :

uy () = u.-h) .

On a alors le lemme

Lemme 3.4 :_W, = exp (./\"h - |]h|[2/2) Hye

3.5 - Sous les mémes hypothéses que 3.4, on a le lemme :

Lemme 3.5 : Soit G un sous-groupe additif de E, de mesure strictement

positive (ie de mesure 1) alors :

e cet e .

3.6 - Démonstration des lemmes 3.4 et 3.5

3.6.1 - Démonstration du lemme 3.4 : il suffit de démontrer que les mesu-

res uh et [ exp (A_1 h —| |h| |2/2) uoj ont méme transformée de Fourier.
On en a d'une part, pour tout £ dans E' :
1 2
fexp (-1 <g|x>)duh(x) = exp (-1 <g|h>) exp [- 5 U (€T,

et d'autre part, pour tout £ dans E' :

fexp(~i <E|x> + A'ntw -||n]|%/2) a0

exp(—.l |h| |2/2) exp [- -;— f(€+ i Awlh)2 du0]=

exp(-1 <E|0>) exp [~ 3 1y €D 1,

car pour tout h 6%(11) et pour tout £ dans E' on a :

fon'n0? ey = |8l 12 et [ <€l A7Mno0 gt = <glm

On peut donc conclure.
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3.6.2 - Démonstration du lemme 3.5

On a par hypothése :

G =1
donc aussi :

uOFMG)=1.
La mesure uo étant symétrique :

Uo (= (=bHG)) = p,(b+G) =1,
on a par conséquent :

o ((-b+6) N (b+6)) = 1.
On a donc :

(-b+G) N (b+G) # @
ce qui implique :

2b € G.
De plus par le lemme 3.4 on a :

Vhedbw : u_ (-b+e) = 1.

On a donc :

Ho ((h-btG) () (-bt6)) = 1,
d'ou :

(h-b+G) () (-b+G) # & .
Ce qui implique :

Yhedw) : nee.

Le lemme est donc démontré.

3.7 - Démonstration du théoréme 3.2

3.7.1 - On suppose d'abord E complet et on montre (a) et (b).

Si E est complet 1l'enveloppe convexe de tout compact de E est compacte ;
par conséquent, U étant de Radon, pour tout € > 0 il existe un compact
convexe K tel que :

(1) H(K) > 1- g.
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On munit E' de la topologie de Marckey T(E',E) de la convergence unifor-

me sur les parties faiblement compactes et convexes de E ; on a alors :

(ii) l'application de E' dans R qui a tout £ € E' associe le réel

u(£2) est T(E',E) -continue.

En effet d'aprés (i) la convergence suivant T(E',E) revient & la conver-
gence en probabilité des variables aléatoires & valeurs réelles & (u) ce
qui, pour des gaussiennes, implique la convergence dans L2(u).

On conclut ensuite par le théoréme de Mackey :

(a) 1l'application de E' dans R qui a tout & ¢ E' associe le réel u(§)
est T(E',E)-continue donc :

’

Jtper | Neer :u@ =<gpy, o

b est le barycentre de u .
(b) pour tout £ € Eé (1) l'application de E' dans R qui a tout n e E'

associe le nombre réel u(§. n) est T(E',E)-continue donc

Neer), J1A@ ek |Nnekr' : pjE.n =<n| MEY>L, o

A(E) est le barycentre de g(uo).

3.7.2 - Cas général (a) et (b)

Soit F le complété de E et j l'injection canonique de E dans F ; on pose :
Vo= 3.
La mesure VvV est gaussienne et de Radon sur F.
On pose :
Fi (V) = F— W
On applique le théoréme a (F,v), on définit l'application A de Fé(v) dans
F comme dans le théoréme et on pose :
%(v) = Im(A) = A(F (V).

Par les lemmes 3.4 et 3.5 on a :

V(E) =1,
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donc vV a un barycentre b dans F et b € E.
Par suite b est le barycentre de u, (a) est démontré.
Comme on a :
Jug) = vy
en réapliquant les lemmes on a :
VE c Eé : A€ E

et ceci montre (b).

3.7.3 - On démontre maintenant les points (c), (d) et (e) du théoréme 3.2

(c) L'espace E est un e.v.t.l.c.s., il est donc séparé par son dual.

(d) L'espace :%g(u) est muni du produit scalaire :

V(h.g) c gg(u)2 : <h|g

e 47 0 aug o

>
Hw

-1

-1
<A " h, A g>E. .

L'espace éﬁf(u) est donc un espace de Hilbert puisque Eé en est un.
De plus pour tout & dans E' on a :

Vhe%(u), <E|6(h)> = <AE|n>

o

Donc l'application 6 de 1l'espace de Hilbert (gﬂﬁu), <.1.>) dans E est
bien faiblement continue.
(e) On vérifie que pour tout cylindre fermé A dont la base est de dimen-

sion finie on a :

0 (y ) () = u. (n).
) °

Soient § = (Ej, j=1,...,n)€=,(E')n et M un fermé de R" ; on considére :

A= {xeE |E(x) € M} .

On a :

0 @) = {a é%ﬂ(u) | <alAg>, e M}
Fw
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et

-1
@) = offo, t<hg, | Ag>Y, D 0

Y @
P4

0//“’(0, f «Ej & dugl j'k) (M)

Uy (A) .

3.8 - Compacité de la boule de l1l'espace autoreproduisant

Avec les mémes notations que pour le théoréme 3.2 on a le corollaire

suivant :

Corollaire 3.8 : soit © (u) = {he %(p) LJ_I_hlJ% < 1}; on a :
- @(u) est compact dans E

-Yeer s uh = fefay = max (E®) :x €O} -

Démonstration du corollaire 3.8

On reprend la démonstration du théoréme 3.2 pour les points (a) et (b),
avec les mémes notations on a :

FKa) = Fw ¢ E.

On en déduit :
Ow =0w).
On montre alors que @) est compact dans F.
Comme il existe dans F un compact convexe symétrique en O, K tel que :
- V(K) > 0,
On pose :
G =U(k, nem)

et on a :

v(G) > O.
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Mais G est un sous-espace vectoriel de F on a donc d'aprés le lemme 3.5. :
Gwv) ¢ G-
Or(p(v) est faiblement compact car § et faiblement continue et pour tout
n, n. K est faiblement compact car compact ; on considére alors 1l'applica-
tion NK de G dans m+ définie par :
Vx € c, N () = inf {A >0 |x €A K} .
NK est continue pour la topologie faible restreinte & G donc NK admet un
maximum sur ©@ (v) qui est compact pour cette topologie, c'est-a-dire :
3 noe N, (9(\)) Cno°K-
Donc (9(v) est compact.
Pour tout x dans iﬁf(u) et pour tout £ dans E' on a :
-1
<E x> = <E|x> = X dy.-
Elx>g g E|x>gg JEA Uo
en découle :
2
uo(g ) = <E,AE> ghgr

et on a bien :

Max (<AE , x>, ||x||% 1) = ||Ag]] .

4. - L'INEGALITE DE BORELL DANS (E,u) ESPACE DE GAUSS

L'espace E est un e.v.t.l.c.s., yu est une mesure de Radon gaussienne
sur E,Zm?désigne l'espace autoreproduisant associé & (E,py). On reprend

les notations de 1.

4.1 - L'inégalité de Borell s'énonce alors :

Théoréme 4.1 (Inégalité de Borell) : A tout ensemble A, -mesurable dans E,

on associe le réel g tel que :

p(a) = d(a)

on a alors :

Ve20 ua+t©@ W) > gt)

l'égalité ayant lieu si A est un demi-espace.
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4.2 .- On démontre d'abord un lemme topologique

Soient K un compact dans E et(;:(K) la famille des cylindres fermés
idans E qui contiennent K et dont les bases sont de dimensions finies ;
on a :
Lemme 4.2 : Pour tout compact K' dans E on a :

NE+x' ; FEFMK) =K + K'.

4.3 - Démonstration du lemme 4.2

C'est un corollaire immédiat du théoréme de Hahn-Banach. Pour tout
X n'appartenant pas & K + K' on trouve Fe‘.q—(K) tel que :
KCF et F((x-K') =4¢g.
En effet si x ¢ K + K' alors il existe un voisinage convexe de O, u,
dans E, tel que :
K+ k' +uwN{x}=9¢.
Ce qui s'écrit aussi :
x +uw ) x - k") = @.
On considére :
K+ u-= L}(y +u; yeK) .
C'est un recouvrement du compact K dont on extrait un recouvrement fini :

3 n, ](yl,..., yn) € X' : KC UI11=k(yk + u).

D'aprés le théoréme de Hahn-Banach pour tout j & {1,...,n} il existe un
demi-espace Fj tel que :
(yj + u)c:Fj et Fjﬁ (x-K') =@ .

On prend alors F = L’?=j Fj. Le lemme est démontré.
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4.4 - Démonstration du théoréme 4.1

On peut supposer :
- o< <+ oo,
Soit B € J-o,0 [; comme p est de Radon il existe un compact K, KC A,
tel que :
w(K) > @(B).
On montre :
Ve>0:pu®+t OW) >0 (B+ t).
On désigne parqr(K) la famille des cylindres fermés dont les bases sont
de dimensions finies et qui contiennent K :
Féq(K)(=)3n €N, 3& = (Sjj=1,...,n) & (E')n, 3 M fermé, MC(Rn :
F={xcE'| £(x) €M} etF D K.
Par le lemme 4.2 on a :
NE, Fed ) = k.
Soit FEH(K), F = {x € E/ £(x) € M}; pour tout j & {1,..,n}
Ej O 0 est une forme linéaire continue sur %car 0 est continue. Si L
désigne le sous-~espace vectoriel engendré par les formes linéaires
(£ 06, je{1l,..n}) dans 1'espace de Hilbert%on a par 1'inégalité de
Borell dans R :
Ve =0, vgy ©7 ) + £ N 1) > BB + 1)
On a donc pour tout t > O et pour tout F & q:' (K) :
(1) W+ tOW) 2 uE + t(OWNL)) > g + t).
Comme la mesure U est de Radon on a :
(ii) inf {pEF + tOW) ; Fe?(x)} = uNE+tOm) ; Fé.q(K)] .

La boule (O (u) étant compacte on applique le lemme 4.2 :
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(1ii) ulNE+tOW) ; FEF®I = uk+t OMm).
En prenant 1'infimum en F dans (i) on obtient avec (i) et (iii) :
WK+t Yw) 2 8B+ t),

ce qui achéve la démonstration.
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