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HYPERGROUPES OPERANT TRANSITIVEMENT SUR UN ENSEMBLE

Yves SUREAU

Université de Clermont I

Ce travail fait suite a une thése de troisiéme cycle [2], que ’on désignera en abrégé par [ HM],
ou I’on étudiait les hypergroupes de multitransformations transitifs ; cette notion généralise aux
hypergroupes une théorie originale des groupes de permutations présentée par M. Krasner (cf. [1]).

Soit M un ensemble et H un hypergroupe noté multiplicativement ; si ¥ est une application
de H x Mdans #(M)- (@}, (I’ensemble des parties non vides de M), pour tout couple
(¢,m) € Hx Monnote a.m = { (( @, m))et pour tout sous-ensemble de H » M de la forme

K x P,onnote ¢ ((K,P))= K.P = U a.m. On dit que H opére sur M si on a une
(a,m) € KxP

telle application vérifiant, pour tout couple (@,8) ¢ H xH ettoutm ¢ M, (af)m = o.(f.m)

(on notera souvent @3 .m au lieu de (@ 8).m). Un hypergroupe H opérant sur M est appelé un

hypergroupe de multitransformations dans M, et I'on note (H, M). Enfin, (H,M) est dit transitif si

et seulement si, pour toutm € M,ona Hm = M (on aalors, pour tout o« ¢ H,

aM = a.(HM)= (aH).M = HM = M). On ne s’intéresse ici qu’au cas ot (H,M) est transitif.

L’essentiel de I’étude de (H,M) est de trouver des relations entre des sous-ensembles de M et
des sous-hypergroupes de H et de donner des propriétés sur ces sous-ensembles, ces sous-hypergroupes
et sur les relations qu’ils ont entre eux.

Un sous-ensemble non-vide M’ de M est dit clos dans M pour Hsih’ = { o ¢ H; o.M = M’}
est non vide et si pour tout couple (a,5) € h> x Htelque M’ C a.(g .M’) et
M-M* C a.(f.(M-M’)) (M-M’ désigne le complémentaire de M’ dans M), on a

afMN af (M-M) =@ (s0it M = af.Met af . (M-M’) = M-M’ puisque (H,M) est
transitif).
On.démontre dans [HM] que h’ est sous-hypergroupe clos de H et ’on dit que h’ est le sous-
hypergroupe de stabilité de M’. Puis on introduit une notion plus maniable : un sous-ensemble M’
clos dans M pour H est dit pré-conservatif dans M pour H s'il vérifie pour tout o € H,
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a.M’ NM # @ > a.M = M. Ces sous-ensembles sont étudiés dans [HM] . On donne tout de méme
ici dans un premier paragraphe, une nouvelle caractérisation de ces sous-ensembles intéressante
pour la suite de ce travail.

Dans un deuxiéme paragraphe, on développe I’étude, esquissée dans [HM] , des sous-ensembles
conservatifs dans M pour H : ce sont des sous-ensembles M’ clos dans M pour H tels que pour tout
couple (e, ) € Hx H,onait « M’ N B.M’ # @ sietseulementsi @« h’ = 8h’ (ouh’estle
sous-hypergroupe de stabilité de M’). On démontre dans | HM] que dans ce cas, h’ est un sous-
hypergroupe inversible a droiie dans H, el I'on donne ici les principales propriétés de ces sous-
ensembles et de leurs sous-hypergroupes de stabilité.

L’étude des sous-ensembles conservatifs, M’, partout clos dans M pour H, c’est-a-dire qui
vérifient pour tout o € H, a.M’ N a (M-M’) = @, constitue une des parties essentielles de
[HM]. On les appelle ici ultra-clos dans M pour H car leurs sous-hypergroupes de stabilité sont
ultra-clos a droite dans H (cf. [ 31). On sait (cf. [HM]) qu’ils sont caractérisés par les deux
propriétés suivantes :
l)pourtout o € H, «a. M’ N a (M-M)= §
2)pourtout « € H, a MN M %« @ > .M = M.

On renvoie a [HM] pour toutes les propriétés de ce type de sous-ensemble.

Enfin, dans le dernier paragraphe, on introduit d’une part une notion de sous-ensemble
ultra-conservatif, par rapport a un sous-hypergroupe h de H, dont le sous-hypergroupe de stabilité
est h-conjugable (cf. [4 1), et, d’autre part, une notion de similitude (c’est-a-dire d’une bijection ¥
entre deux supports M et N vérifiant certaines conditions de compatibilités avec les hypergroupes
de multitransformations opérant sur eux) qui permettent d’aboutir a la démonstration de «bons
théorémes d’isomorphismesy .

§ 1 - Une caractérisation des sous-ensembles préconservatifs.

Si (H,M) est un hypergroupe de multitransformations dans M transitif, M’ un sous-ensemble
non vide de M, alors :

Théoréme 1. 1. I y a équivalence entre :

i) M’ est pré-conservatif dans M pour H

ii) pour tout o € H, @ .M’ N M’ 4 B siet seulement si
a.M=Me ao.M-M)= MM

i) =ii).

Soit a € Htelque « . M’N M’# @ (untel a existe car HM’ = M) ; par hypothése on a
donc M’= o.M’ et, puisque (H,M) est transitif, M-M’C o« .(M-M’). Il s’ensuit donc
MM Za . (MM) C a.(a(M-M)etM =a M- a.(aM),et comme M’ est closdans M pour H,
on déduit aa .(M-M’) = M-M’etlon conclut les égalités o .M’ = M’et o (M-M’) = M-M’.

cq.fd.

i) o ii).
M’ étant non vide, la condition o .M’ N M’ # § » o .M’= M’ permet d’écrire
= {acH; a.M =M} ={aecH; a.MNM # @ et, (HM) étant transitif, il s’ensuit
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hx ¢.

Soit « € h’etsoit § € Htelsquel'onait M’ = o (8 .M)et M-M’ < o ( £.M-M)) ;
o étantdansh’,ona o.M’=Met o.(M-M’) = M-M’ (par hypothése), il s’ensuit nécessairement
BMNM 4@ soit .M =Met §.(M-M)= M-M. Ainsi on déduit M’= .M’ = o .(8 .M’) et
M-M’ = o (M-M’) = a.(B.(M-M’)) ;donc M’ est clos dans M pour H, et, comme par hypothése,
pourtout @ < Hyona o .M’N M’ # #sietseulementsi o.M’ =M’ on conclut que M’ est
pré-conservatif dans M par rapport a H.

cq.fd.

Enfin, remarquons que si M’ est pré-conservatif dans M par rapport a H, on a les propriétés
suivantes :

1) M’ = M’et, pour tout o« © h’, «a.M’= M’
2)h’.(M-M’) = M-M’ et pour tout @ € h’, o.(M-M’) = M-M’
3) (H-h’).M* - M-M’

4) pour toutm ¢ M’,h’.m = M’et (H-h’).m = M-M’.

§ 2 - Sous-ensembles conservatifs.

Dans ce paragraphe, (H,M) est un hypergroupe de multitransformations dans M transitif ;
M’, M, M”” ... sont des sous-ensembles de M et, s’ils sont au moins clos, h’, h”’, h*”’ ... désignent
les sous-hypergroupes (de H) de stabilité de M’, M, M*” ... respectivement.

Si M’ est pré-conservatif dans M par rapport & H et si M” est tel que # # M” — M’, alors,
pour tout o de Htelque oa.M”N M’%# #,ona o € h’. Eneffet, M” C M’ implique

a.M” Z aM,donc oM N M z§ et, M étant pré-conservatif dans M par rapport a H,
ona o.M =M ;soit a €h’.Onconclutaussia o.M~ M.

Si {a.M”} o c h® forme une partition de M’, on dit que o.M” ('@ < h’) est une classe
de M’ modulo M” et la partition induite sur M’ par M” est notée M’/p»». On consideére alors la
relation R sur h’ définie par :

« aRp sietseulementsi o.M”= B.M”» ((«,8) € h’x h’).Ilest trivial que cette relation
est d’équivalence sur h’ et qu'’il existe une bijection canonique entre M’ /\» eth’/p (& (a.M” /50

on fait correspondre la classe de @ modulo R).

Sih” = {a¢ € H; «a.M” = M”} est un sous-hypergroupe inversible a droite de H
(et donc de h’) on peut considérer h’/h” et définir dessus une relation d’équivalence ~  par
« a h”/h” v B h”/h” siet seulementsi «.M” - [ .M” » ;on a alors une bijection canonique

entre (h’/h), ~ eth’/p. Un cas particulier intéressant de ce genre de situation est le cas ot la

relation v est 'identité. On est donc amené a poser la définition suivante :

Définition 2.1. M’ est dit conservatif dans M par rapport & H si et seulement si

1) M’ est clos dans M pour H

2)(V a €H)(VBEH [aMnNBMz f ah’ = (h’]

s’il h’a pas de confusion possible sur M et H, on dit simplement que M’ est conservatif.

On peut remplacer la condition 1) par
1) M’ est pré-conservatif dans M par rapport ¢ H
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Pimplication 1°) => 1) étant évidente, il suffit de montrer que 1) et 2) impliquent 1°). M’ étant clos,
h’estnonvideetsi 8 estdansh’,ona g h’= h’, g.M’ = M’et par la condition 2) :
aM'N M # @ < o h’= h’;la suite d’implications
oh’=h= oM = M= a€h = a MNM# § permetde conclure & ’équivalence
a.MNM #@ & o.M = M.D’u le résultat, et, compte tenu du théoréme 1 précédent,on a :

Proposition 2.1. M’ est conservatif dans M par rapport a H si et seulement si :
M # 4

2)(Va € H) [(a M'NM’# §) &>(a M’ =M’et o.M-M’) = M-M’)]

3) (V(a,B)c HxH) [eMnB.M# g<> ah’=(h’]

La propriété suivante, utile pour la suite, est évidente :

Si M’ et M” sont conservatifs et tels que M” C M’ alorsonah” C h’ et M” est conservatif
dans M’ par rapport a h’.

On trouvera dans [HM] page 13, 14 et 15, les démonstrations des deux théorémes suivants :

Théoréme 2.1. Si M’ est conservatif
1) {o .M’} o € j estune partition de M

2) h’ est inversible a droite dans H.

Théoréme 2.2. Si M’ est pré-conservatif (*) dans M par rapport a H, si M”, tel que M  M’, est
conservatif dans M’ par rapport a b’ ; alors Uapplication de M’ 5y dans b’y »» qui d la classe

a.M” (a € h’) fait correspondre la classe de a modulo h”’ est une bijection.

th}

On est ici dans le cas ot la relation R précédemment définie est la relation d’équivalence modulo h™.

Définition 2.2. Soit M’ conseruatif, A partir de (H,M) on définit «de fagon naturelle» (H, M ;) par :
a(BMpge) = (a ﬁ-M’))/M’ = ((af )-M) g
pour tout a et B de H.

Proposition 2.2. Si M est conservatif dans M par rapport a H et si M’ est une réunion de classes
de M modulo M” telle que M”C M’ ; les assertions suivantes sont équivalentes :

1) M’ jpp+» est conservatif dans M ;pq»» par rapport a H
2) M’ est conservatif dans M par rapport a H.

Démonstration.
1) = 2).Pour tout o de Htelque o.M’n M’# @, on a la suite d’implications suivantes :

aM N M # ¢ => (a .M’)/M” n M’/M” # a

(*) dans [HM] on supposait M’ conservatif ; mais la démonstration reste la méme avec M’ pré-conservatif seulement.
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5 a (M) N My # 8
> a (M) = My et a (Mg - Myp) = My - My
= (aM)ppr = M et (a (M-M)pps = (M-M) pp
= oM = M et o (M-M) =MM.
Ainsi: K’ = {a €Hsa (M) = My»} = h et
aM N GME P Da My N M) # # = aK = K =ah” = gh.

2) = 1). On procéde de fagon analogue pour tout o de H tel que

a.(I\r}’/M”) n (M’/Mvs) # ¢ : a.(M’/M”) n NI’/M” # ﬂ = o MN M % ¢ =)

=>(oz M =M et « (M-M’) = M'M’) =) (( a .M’)//M” = M’/M” et

(04 .M'M’)/M” = M-NI’/M”) => [(X .(M’/M”) = M’/IVI” et a .(M/M” - M’/Mn)z I\(I/M” - M’/M”] .
Ainsi: K’ = {a€H; a. {M’/M” ] = M’/M” }=h et

a. (M pp) 0 BV p) £ = aMnN M% @ =ah’= Bh = o«K'= BK.

Proposition 2.3. SiM’, M” et M’” sont tels que M’ est pré-conservatif dans M par rapport a H,
M’ et M’ sont conservatifs dans M’ par rapport a h’et M>> C M = M’ alors :

1) il existe une bijection canonique entre (M’/1+»3) et M’y

/0 1y
2) (0,

et b’y » sont isomorphes

//(’l ”/’h ”3)

3 ,, M’ 9
)y

o) et (h’, M’/M») sont isomorphes (cf. définition 3.3).
M”’

En effet :

1) est évident si I’on remarque que M*” est conservatif dans M” par rapport a h”
(BM”Nn M” % § > M’ nM’#4 § =M= M” ;donc .M C M” ...)

2) est un résultat bien connu et 3) est évident compte tenu de 1) et 2).

Proposition 2.4. Soit { M} ; ¢ 1 une famille de sous-ensembles conseruatifs dans M par rapport

a H telleque M’ = 2 I Mt soit non vide. Alors, M’ est pré-conservatif dans M par rapport a H
i €

et est conservatif dans M* par rapport a hi (Vi € Detlona h’ = n I kL.
i

La proposition -1 de [HM] démontre que M’ est pré-conservatif dans M par rapport a H et que

h> = n hiSoitic¢Iet(a,B)€hix hi; a( n M)n g( n M) # @ implique
i €1 j el j €l
«n oz.Mj) n(n B.Mj) # @,dou « hl - ghi (Vj € Det, h) étant clos dans

j el jel
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H(Vj ¢ I)il ensuit @ ( N hi) =hi N ( N ahl) =hin( N ghi)=g( N ki
jel je jol il
A i

et la proposition 2.1 achéve la démonstration.

Proposition 2.5. Soit h un sous-hypergroupe inversible a droite et clos de H. Une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il existe un sous-ensemble M’ de M conservatif dans M par rapport a H tel que
h’ = h est qu’il existe un élément m de M tel que :

1)m « h.m

2)(Va ~H)(YBEH) [ahmn Bhm# fe>ah N Bh #g)]

Onaalors M’ = h.m.

La condition est évidlemment nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante, il suffit de montrer
d’aprés la proposition 2.1, que M’ = h.m est pré-conservatif ; car la condition
chm 0 pghm# $=ah NFh #6 implique, puisque h est inversible a droite dans I1,
I’équivalence a.M* N .M’ # @ < o h = B h. Les conditions imposces sur m et h permettent
d’écrire que 'on a (H-h).m N h.m = @ et la proposition -2 de [HM] permet de conclure.

Si M’ et M” sont conservatifs, on désigne (quand il existe) par [M’, M’ le plus petit sous-

ensemble conservatif dans M par rapport & H contenant M’ et M” et par [h’, h”| le sous-hypergroupe
engendré par h’ et h” (on sait qu’il existe, car ici h’ et h” sont inversibles a droite et clos dans I1.

cf. |3]);etona:

Théoréme 2.3. Si M’ et M” sont conservatifs dans M par rapport a H et tels que M'N M” # §,
pour tout mde M’NM” ona [M’,M”] =[h’,h” |.m.

SiM™ = [M’, M”] existe, il est trivial que 'ona h’ < h*”,h” = h’” et donc
[h,h>] = h;dou0 M U M” < [h,h”].m C [M’,M”]. Ilreste & démontrer que
[(h’, b’ |.m est conservatif dans M par rapport & H. On sait (cf. [3]) que [h’, h”jest inversible
a droite et clos dans H ; d’autre part, on a trivialement m € [h’,h” J.m ;enfin, on établit la suite
d’implications suivante ((¢ , ) € H x H):

a [k, h”]m n [h,h”]l.m# ¢

= a[h’,h”h”m N g[h’,h”]h”.m # &

= a[h,h”]M”n B [h’,h”|M”% @ (carm € M’n M”)
= a[h’,h”|h” N B[h’,h”]h>” # @ (car M est conservatif)
= a[h,h”] N g [h,h”]#B (carh”C [h’,h”])

et la proposition 2.5 conduit au résultat

Définition 2.3. Soit M’ conservatif et soit A un sous-ensemble non vide de M et
K = 1{acH; a.MNA# 0 }Onpose AM’={m €M; (3 a€K) [m € o M]};

en d’autres termes, on pose ~ AM’ = U o M’
a €K

On remarque que I'ona M’ = M’M".
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Théoréme 2.4. Soient M’ et M” conservatifs tels que M’ N M” # § ; les applications
M; M”/M”

> Ry — R a2 —— Mpppo gy définies par

M jpp> ~—sagh sl AR o A @08 VMg gy
ou «asest un élément de h’tel que a’ € a .M sont des bijections.

On définit de méme des bijections entre

MMypges 7R s B g et M oy

On renvoie a [HM] théoréme -6.

Lemme 2.1. Si M’ et M” sont conservatifs et tels que M'NM” # # ona (ij) €{’ "})
DM UM’ C MM

2) MM = Kihi.1° N M>) = hiM

3) MM - hihj.m pour tout m € M.

Démonstration :
1) est trivial puisque M> N M” # @.
2) l’inclusion hip) M NM”) = hiMi MM est évidente. Montrons l'inclusion inverse :
Pour tout « de Htelque aMiN M! # ¢ ona:
ahl (M’ n M) n hi.(M’ N M”) # @;ils’ensuit « hiMi N hiMi# ¢ ;doncil existe f de
ahl et Bi de hl tels que 6.Mi n ﬁi.Mi # @ ;dou ﬁhi = ﬁihi= hi, soit B € hi. Or on a
g h = ohl (car hJ est inversible a droite) ; on déduit ahl C hihj, soit
aMi = ghl (M’ N M) C hihi. (M’ n M”). Ainsi on conclut 2 MMl < hihi. (M’ N M™).
3) d’apreés 2) on a Mim - hihj.(M’ NM”) ; on peut donc écrire
MM = hihhi).(M’ n M?) =hibl.(W.(M° n M™)) = hikM -
hihi(h.m) =hihhim = hikim (Ym € Mj).

N.B.: Enfaisanti = j,ona M’ = h>M’ = h’.m pour tout m de M’.

Lemme 2.2. Si M’ et M*’ sont conservalifs, alors on a
MM” C [M,M”] et M”M’ C [M’, M”] lorsque [ M’, M*’] existe.

En effet, pour tout a de Htelque a.M” NM’ # @ ona

a. M, M”] n M, M”] # § soit a.[M,M”]= [M’,M”] d’out

aM”C [M’,M”]. Ainsiona M'M” C [M’, M” ]. Une démonstration analogue conclut a
MM C M, M”].

Théoréme 2.5. Soit M’ et M”’ deux sous-ensembles conservatifs dans M par rapport a H. On pose
hb2 = {a €H; aM'M” = MM”} et h21= {a € H; a.M"M’ = M"M}.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

89
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1)M’M” - MM’

2) M, M”]1=M'M"

3) M, M”|=M"M’

4) M°’M” est conservatif dans M par rapport ¢ Het M'NM” # ¢
5) MM’ est conservatif dans M par rapport a Het M’0NM” # ¢
6)Rh” =h’h’ et M’ NM” # ¢

7R, h”)=hh” e M'OM” £ ¢

8)[h,h”]=h"h’ et M’'N M” # ¢

9)h1’2 =l et M0 M7 9 (h1’2 et h21 sont non vides)
10) K12 = pm” etM O M7 £ ¢

1I)K%L = pheet M M7 £ §.

Démonstration :

Les équivalences 6) ¢>7) ¢> 8) sont connues (cf. [ 3 ]), le théoréme 2.3 et le lemme 2.1
donnent les implications 8) = 3),7) = 2)et6) = 1). Enfin, les implications 1) = 9),2) =, 4)
et 3) =5) sont triviales. L’'implication 4) = 2) est évidente car, M’M” conservatif et
M’ N M” 4 @ impliquent M © M'M” et M” = M'M” d’ot1 (cf. lemme 2.2) I’égalité
M’M” = [M’, M”’|. De facon analogue,on a 5) = 3).

On va démontrer 2) =>10) = 6) ; et de fagon analogue, on aura 3) = 11) => 6). Enfin,

les implications 9) =>1) => 6) achéveront la démonstration du théoréme. En résumé, on aura le
diagramme suivant :

7)¢& > 6) ¢ > 8)

U 78 U
4)¢=2) 1) 3)&>5)
l 0 U
10) 9) 11)

2) »10). [M’,M”] = M’M” implique M'nM” # @, donc [M’, M”] =h’h”. (M’ N M”)
et, pour tout @ € h’h”,ona a . (M'M”) NM'M” # # et comme M’M” est conservatif, on a
a € hl2 sainsi h’h” C hl’z. Montrons I'inclusion inverse.

Soit v € h12 ona y.(M'M™) = M’M”;or M” est inclus dans M’M” ; d’out

v.M” C M’M” et, M” étant conservatif,ona ¥ .M” N M’ @ soit

h>. (M’ n M”) nh>. (M’ N M”) ¢ @ ;ils’ensuit ¥ h”.M” N h>.M”# @. Ainsi, il existe

a€ yh”et € h'telsque oh” = h”etil s’ensuit
vy € yh” - «h” - Bh” C h'h”, d’od Pinclusion h12 < hh”.

10) = 6).h” est inversible a droite, donc h> C h’h” ; d’autre part, puisque M’ N M” est non vide,
il en est de méme de h’ N h” (cf. proposition 2.4) et 'on a

h” = (" Nnh”)h” C h’h” - h12 ;ainsi hh> C h12- hh”. Pour conclure I’égalité

h’h” = h”h’, on va démontrer par I’absurde que A= h’h” - h”h’ est vide.
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Supposons donc A non vide ;etsoit [ € A.Si . M N M” # @, alors
fh’.(M> N M”) n h”.(M’ n M) # @,d’ot B h’M” N h”>.M’ # @ ;donc il existe
vEBh’telque <y h” = h”etl'ona v € h”, etdonc
B€Bh = yh® C h”h’, cequiest absurde ;donc .M’ N M” = f et,si
Bh>n h» # @,ilgensuit Bh’ (M’ N M”) N h”.(M’n M”) ¢ #, dou
BM N M”# @ ;ce qui contredit le résultat précédent. Doncona B h’ N h” = 4.
D’autre part, puisque M” C M’M”, ona
BM” Cc BMM’ C hl2MM” - M'M”, ce quiimplique B.M” 0 M’ # # etdonc
Bh”. (M’ n M”) Nk’ (M’ n M”) # f,dot  Bh”>M N KM £ § ce qui entraine
Bh”h> N h* # @, et,h’ étant clos dans H, il est donc nécessaire d’avoir B h” N h’ # #.
Les résultats précédents conduisent a 'inclusion fh> C H-h”.
Orh”h’ € h’h” implique fh”h> C B h’h”, onadonc
Bh”h> € Bh’h” C (H-h”)h” = H-h” (la derniére égalité résultant de la cloture de h”).
Mais, BSh” N h’> # @ donneVlinclusion h> C Bh”h’;ils’ensuit h®° < H-h” ;ce qui
contredith’ N h” # @.Menrésulte A = @, etdonch’h” = h”’h’.

9) = 1).D’apréslelemme2.1ona M'M” = h’h”. (M’ n M”)et M”M’ = h”h>. (M’ N M”);
il sensuit h> € h12 et h» — h2l et, comme hl:2 - h2’1,ilen résulte
a) ’h”. (M’ n M”) = h”h’h”.(M’ N M) et, h” étant inversible a droite,
h”h’(M> n M”) C h”h’h”. (M’ n M”) = h’h>. (M’ N M™)
b)h”h’ (M’ n M”) = h’h”h’. (M’ n M”) et, Kh”. (M N M”) < h’h”h’ (M’ N M”) =
= h”h’. (M’ n M”).
Ainsi a) et b) conduisent au résultat :

MM” = h"(M'n M”) - bR N M”) = MUM.

1) = 6).Onavuque MM” = M”M’ implique M> N M” % @ ;le lemme 2.1 permet d’écrire
h”.(M’> n M”) = M'M” = M”M’ = h”h’ (M’ N M”) ;ainsi, quel que soit o« C h’h”,il
existe B ¢ h”h’ telque o . (M NM”) n .M N M”) # @ ;il sensuit

aM N BMz fdou ah -pfh etdonc o €ah’=gh> C h”h’h> = h”h’;
il enrésulte P'inclusion h’h” C h”h’. De fagon analogue, on démontre 'inclusion inverse

h”h’ < h’h”; d’oiilerésultat h’h”> = h”h’.

§ 3 - Sous-ensembles ultra-conservatifs -

Dans ce paragraphe, on se donne (H,M) un hypergroupe de multitransformations dans M
transitif. M’, M” ... et N°, N”... sont des sous-ensembles de M, et ’ils sont au moins clos,
h’,h” ... etk’, k” ... désignent les sous-hypergroupes (de H) de stabilité de M’, M . ..
et N°, N” . .. respectivement.

Définition 3.1. Soit M’ ultra-clos et h un sous-hypergroupe de H. Si, pour tout o« € h, o.M’est
un sous-ensemble ultra-clos dans M pour H, on dit que M’ est ultra-conservatif pour h par rapport
a (H,M), ou, si aucune confusion n’est possible sur (H,M) que M’ est ultra-conservatif pour h.
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Sih est le sous-hypergroupe de stabilité d’un sous-ensemble N de M, on dit alors que M’ est
ultra-conservatif pour N par rapport a (H,M) ou simplement pour N (s’il n’y a pas d’‘ambiguité sur (H,M).

M’ étant ultra-clos, on rappelle que h’ est ultra-clos a droite dans H.

Théoréme 3.1. Si M’ est ultra-clos et si h est un sous-hypergroupe de H tel que k> 0 h £ {,
il y a équivalence entre :

i) M’ est ultra-conservatif pour h

it) h’ est h-conjugable(*)

i) = ii). Par hypothése, pour tout o € h, a.M’est ultra-clos ; donc pour tout B & h,ona
B (aM) n (M- aM) = fet, M étant ultra-clos, on a aussi

aM' N a(M-M) =g etM- a.M’ = «.(M-M);on en déduit

BaM N Ba.M-M) = g.

D’autre part, pour tout o € h,ettout y ¢ htelque ~va N h’ # @ (un tel v existe
car h’ et h sont non disjoints) , on a les inclusions M’ C ya MetM-M’ C ya .(M-M’) ;
le résultat précédent permet de conclure a I'égalité M = yoa.M’,d’oui I'on déduit ya . h’
etdonc ya C h’N h;ainsi, pour tout « ettout y deh,ona,soit ya C h’n h,soit
ya C h-(th N k).

il) =i). h’est h-conjugable ; pour tout a € h,ilexiste doncun @ ¢ htelque

@a = h n h’, eth’ étant ultra-clos a droite dans H, on sait (cf. [4]) que o h’@ est aussi

un sous-hypergroupe ultra-clos a droite dans H (et donc, cf [3], inversible a droite et clos dans H).

D’autre part, on vérifie pour toutn € a M’ :

1) n€ah’@ .n(carah’@ .nCeaM’ et (H-ah’@)nC M- a.M’).

2) pour tout § € Hettout v € H,on ala suite d’équivalences yah’@.nN fah’@an#0 &
yah@(aM) N B ah’@ (a.M) £ & yaM N fa M4 o Yo h’N Bah’~ @

(car M’ est ultra-clos) <> Yyah’an B a h’a # 8.

Ainsi, d’aprés la proposition 6, page 24 de [HM], o.M’ est ultra-clos dans M par rapport a H.

(c.q.f.d.).Etl’'onale

Corollaire : Si h est un sous-hypergroupe de H tel que M’ soit ultra-conservatif pour h et
h N h’# §,alors, pour tout o € h, le sous-hypergroupe de stabilité h, de o .M’est égale a
o h’@ .ie: hy= {BE€ H; B.(aM)-= a.M’} = akb’&.

Définition 3.2. Soit (K,N) un hypergroupe de multitransformations dans N transitif . Une application
bijective y :M + N s’appelle une similitude de (H,M) dans (K,N) s’il existe une application

6 :H ~ Ktelle que :
1) pour toutm € Mettout a € Hona Y(am)= 60(a)l y(m)

() pour la notion de conjugaison voir [ 4 ]. On rappelle seulement que h’ est h-conjugable si et seulement si on a
I'une des trois conditions équivalentes suivantes (h’ est closeth N'h’ # @).

1) pour tout xde h il existe X € htel queXx C h Nk’
2) pour tout x et y de h, on asoit xy € h Nh’, soit xy C h-(h Nh?)
3) pour tout x de h, il existe Xde h telque XX C h N h’.
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2) pour tout o’ € Kilexiste o € Htelque pourtoutm € M,ona
a’(Ym)) = 0(a)(y(m)) = Y(a.m)

La premiére condition impose une «compatibilité» entre 9 et y . Quant a la seconde, si R est
la relation d’équivalence définie sur (H,M) par « @ R § si et seulement si pour toutm ¢ M,

am = [(.m> etsiT estlarelation définie de la méme fagon sur (K,N), elle exprime que 6
induit une bijection entre H /R €t K /T Remarquons que la bijection inverse -1 est une similitude de
(K,N) dans (H,M) ; en effet, si 0 estla bijection induite par 6 telle que le diagramme

H_ % .k

r l l t (our et t sont les surjections canoniques)
Hg TK/T

commute, on peut définir une application (’: K - H, vérifiant les conditions 1) et 2) de la
définition 3.2, de la fagon suivante : pour chaque classe de H modulo R, on choisit un représentant
etpour tout o’ € K,onprend 0°(a’)égale au représentant choisi pour la classe définie par
(0 1, t) ( «). (L’application 6’ dépend bien évidemment du choix des représentants des classes
de H modulo R et n’est généralement pas unique). Enfin, il est utile de noter que 0(a)T 6(p)

équivaut 3 a RB , et que le composé de deux similitudes est une similitude. On notera quelquefois
dans la suite (¢, 6) la donnée d’une similitude  a laquelle est associée ’application 6.

Définition 3.3. Une similitude ({, 6 ) de (H,M) dans (K,N) est appelée un isomorphisme si 0 est un
isomorphisme d’hypergroupes de H dans K.

On a besoin pour la suite du lemme technique suivant :

Lemme 3.1. Si {hi ¥, €1 est une famille de sous-hypergroupes ultra-clos a droite d’un
i

hypergroupe H, alorsona | ?I h; # 9.
[

En effet, pour tout o € Hettouti € I,ona « (H-h;) = H- a h;;d’autre part, h; étant

ultra-clos a droite dans H, est inversible a droite dans H (cf [ 3]), il s’ensuit
a€ah; (Vi € I);etlondéduit « §/H-[ n ahi]= U (H-ah)-=
i oI i el
= U a(H-h) = a( U (H-h))= a(H - N hy.
i €1 i €1 i €1
Si n hi est vide, alors o (H- N h)= oH = Het donc a ¢ H, ce qui est absurde ;
iel i€l

donc N hy £ 4
i1
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Théoréme 3.2. Soient M’ et M” conseruatifs dans M par rapport a H tels que M” soit ultra-conservatif
pour M’ par rapport a (H.M) et M°M” = M”M’. Il y a équivalence de
i) la bijection  V:M'M”p1 > M’jppo y gy définie par

iV (mM”/Mn) = m(M’n M”)/M’ Aam> (Ym € M’) est une similitude de

(h’h”, M’ ”/M”) dans (h’, M’/M’ A M”)

Th”T

ii)h’h” = h ’(h”)*h: en posant (h”)*h’ T 2 h’

ou T € h’est tel que Fr RN R” (¥

Remarquons que M'M” = M”M’ implique M’ N M”# @eth’h” = h>h’ (cf. théoréme 2.5).
D’autre part M” étant ultra-conservatif pour M’ par rapport & (H,M), h” est h’-conjugable, M* st
ultra-clos et donc h” est ultra-clos a droite dans H. 1l s’ensuit que pour tout 7 deh’, Th”7 est
ultra-clos a droite dans H (cf. [ 4]) et donc (cf. lemme 3.1 et [4]) (h”)*ha est non vide et est un

sous-hypergroupe ultra-clos a droite dans H ; dans la suite de cetle démonstration, on note
9" * - " *
()" = (W)

Si R désigne la relation d’équivalence sur (h’h”, M’M”p1») définie par @ R, si et sculement
si pour tout m € M’M”/M” , am =f3.m,ona oRp sietseulement sipour tout 7 deh’,
a.( 7.M”) = B .(7.M”),s0itencore aT h”T.(7.M”) = [ 1Th”F .(7.M”) el, comme M esl
ultra-conservatif pour M’, on déduit 'équivalence : a R ¢> ( V 7 ¢« h)(a7h” T=grh"7 ).

Or rh” 7 et(h”)® sont ultra-clos a droite dans H, ce qui implique d’une part

a (H-(h)*) = H- Py @ Th”T etd’autre part o (11-(h™)*) = 11- a(h™)*;ce qui
©
démontre légalité o (h”)* = Qh’ a th” T |, on conclut donc aux implications suivantes :
€
= v o n "= 9\ ¥ = a9\ ¥
aRpB >72h’ a Th’F r e Brh”F = a(h”) B (h)

5 (V 1eh) (a«@)* th”F = B0™)* Th”F) > (V71 h)
(ath”7 = §7h”7 ) = « R . Ainsi,sur (0'h”, M’M”/p;») on a établi I'équivalence
aR Ij =) a(h”)* = ‘3 (h”)*.

R induit donc sur h’h” la relation d’équivalence modulo le sous-hypergroupe (h”)* (qui est
inversible a droite dans h’h”).

Enfin, comme M” est ultra-conservatif pour M’ par rapport a (H,M), h” est h’-conjugable ;
donc h’ N h” est h’-conjugable et il s’ensuit que M’ N M” est ultra-conservatif pour M’ par rapport
a (h’,M’). En effet, M’ 1 M” est conservatif dans M’ par rapport a h’ (cf. proposition 2.4) ct, pour
tout o « h’, lintersection o . (M’ N M”)N o (M- (M’ N M”)) est vide, ainsi M* N1 M" est
ultra-clos dans M’ pour h’ et le théoréme 3.1 permet de conclure. De plus h’ N h” est ultra-clos a
droite dans h’. Par un raisonnement analogue a celui fait ci-dessus, si T est la relation d’équivalence

(*) On sait (cf. [ 4] que pour tout 7 € h’ donné, I’ensemble des 7’ € h’telsque +’7 <~ h’ (1 h” constitue une
classe (h’ N h™) 7 ; donc le soushypergroupe +h”7 =7 h”(h’N h”) 7 est indépendant du choix de 7 tel
que Tr — h’N h”
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sur (h’, M’z ) définie comme P’est R sur (hh”, M’M” /pp72), et si 'on pose
(0’ N k)% = (N h”)* ona aTP @ah’ N h”)* = (h N h7)*
Mais, pour tout T € h’, Th”T  peut s’écrire
T’ Nh”)T U 7(h”-(h’ N h”))T et,commeh’est closdans M, on a
T(h”-(h’ N h”)) € h’(Hh’) = Hh> puis 7(h”-(h’N h”))T C (Hh’)T € (H-h)h’= H-h’,
ondéduitdonc: T(h’N h”)T=h"N 7h’N h”)T = h> N Th”F etlon conclut a
) ¥ _ 9 9 = — h° 29\ ¥ (I ) ’
k> n h”)" = -rgh’ @ n Th”T) =h'n (h”)". A1n51,sur(h,M/(M, n M”))
on a démontré I’équivalence o T g <=>a(h’ N (h)*) = g(h’ N (h”)*) et T induit donc sur h’
la relation d’équivalence modulo le sous-hypergroupe h* N (h”)* (qui est inversible a droite dans h’).

i) = ii). Soit @ € h’h”; ¢ étant une similitude, il existe une application 6 :h’h” > h’

telle que pour tout 7 € h’, 0 (a). ¥ (T M \) = ¥ (a.( 7.M”/pp)- D autre part, 6 (o)
étant un élément de h’ est aussi un élément de h’h” et donc 6 (0 (« )) est défini, et pour tout T de
hona 0 (0 (a)).( 7.(M* 0 M”)ppr ) = 60 (0 (2)(V( TM")pp) =

YO (0L TM ) = Y((0 (@) )M ) = (0 (@) T )M M) pp o o =

0(a). (TN’ NOM”)\> 4 M) 5 ce qui démontre larelation 6 (8 (2)) T 6 ( ), soit

0 (a)Ra (cf.remarques suivant la définition 3.2) etdonc a(h™)* = 0 ( a)(h”)*.
Ainsi, pour tout @ € h’h”,ilexiste 6 (a) € h’ tel que ah”)*= 0 (a)h”)* et, puisque
(h”)”est inclus dans h”, on déduit h’h” = h’h”(h”)* € h’(h”)* € h’h”, soith’h” = h’(h”)".

il) =1i). Par hypothése, h*h” = h’(h”)* ; si pour chaque classe de h’h” modulo (h)” on se donne un
représentant a’ © h’, I'application 6 : h’h” > h’ qui a tout élément « € h’h™ fait corres-
pondre le représentant @’ € h’ choisit pour la classe de @ modulo (h”)* vérifie les conditions
1) et 2) de la définition 3.2. En effet, quel que soit 7 € h’,etpourtout @ € hh”,ona

o (T M) = [a ()] L (7 M) = [@0) ] (7M7) = @0 7MY ) doi
les égalités  Y(o (7 M) = U (@ 7M7) = €L T AMY) ey ) =

=0 () (T.(M"n M”)/M’ M) =0 (Y (T ‘M”/M”»’ ce qui assure la condition 1).
Pour assurer la condition 2), il suffit de remarquer que pour tout ~ § € h’h”, I'égalité

6 (0(B)) = 6(B) est vérifiée et en particulier pour 8’ € h’ona 0(6(B)) = 0(B"),
dou O(B’)T 6(6 (B)),soit B’R 0(p) etilsensuit B°. Y(T.M”/p») =

0(B°). ¥( T.M”/M”) = Y (B T'M”/M” ).

N.B. (1) h’et h” étant clos dans H, et, (h”)* étant inclus dans h”, h’h” = h’(h)* équivaut a
h” = (hv n h”)(h”)*.

(2)Si 8 est lisomorphisme d’hypergroupes défini entre h’(h”)*/(h,,)* eth’p- n ()"
par o ’(h”)*/(h”)* = a’h’N (h”)%) M |h)* (¢, 0) estunisomorphisme entre

(h’(h”)*/(h”)* . M’M”/M”) et (h,/ha n (h”)” ’M,/M’ n M”).
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