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PROPRIETES DE CONSISTANCE ET FORCING

J.-C. LABLANQUIE

Université de Clermont II

De nombreux auteurs ont déja remarqué les analogies existant entre : méthode de Henkin,
propriétés de consistance, modéles booléens et forcing. Dans cet esprit, Barwise a démontré le
théoréme de compacité en utilisant le forcing ; Keisler [2] a donné un traitement général du forcing
qui lui permet de donner une nouvelle démonstration du théoréme d’omission des types et de
retrouver le forcing de Cohen. Ressayre [3] a étudié les modéles booléens et signalé I'étroit rapport
les liant aux propriétés de consistance. Stern a obtenu par forcing des théorémes d’interpolation pour
des langages & plusieurs types d’objets ([ 4] et [5]) et sa méthode est trés proche, elle aussi, des
propriétés de consistance.

Dans ce papier, nous nous proposons d’étudier les rapports existant entre propriétés de
forcing ([1] ) et propriétés de consistance [2]. De maniére précise, nous montrerons que les pro-
priétés de consistance sont en fait des propriétés de forcing particuliéres et le théoréme d’existence de
modéle de Keisler [1] apparait alors comme un corollaire du théoréme d’existence de modéles
génériques. Nous savons, d’autre part, (cf. [1]) que la notion de propriété de consistance permet de
démontrer le théoréme de complétude et divers théorémes d’interpolation et d’omission de types aussi
bien dans L, Lw que dans L. De plus, dans L, elle permet de retrouver le théoréme de compacité.

Le forcing apparait donc comme une généralisation de la méthode d’adjonction de constantes de
Henkin utilisable dans un trés grand nombre de situations en théorie des modéles.

I - Préliminaires et rappels.

Soit L un langage du ler ordre avec égalité qui se compose d’une infinité dénombrable de
variables v, v], ..., des connecteurs —, A, V ,des quantificateurs 3 et V ,du symbole

d’égalité = , et d’un ensemble fini ou dénombrable de symboles fonctionnels et prédicatifs (les
constantes sont considérées comme des symboles fonctionnels d’arité nulle).
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La logique infinitaire L wyw s’obtient a partir de L en permettant les conjonctions et

disjonctions dénombrables, donc si ¢ est un ensemble fini ou dénombrable de formulesde L, |

A% et V@ sontdesformulesde L , E
Considérons maintenant un ensemble dénombrable C de constantes non dans L et soit K le
langage obtenu a partir de L par adjonction des constantes de C. Nous noterons K 1@ la logique
infinitaire associée a K en permettant les conjonctions et disjonctions dénombrables.
Si ¢ est une formule de K, CE nous définirons ’ensemble sub(¢ ) des sous-formules de
¢ dc la maniére habituelle.

Ftant donnée une formule v de K, 1 ,la formule ¢ — est définie de la maniére suivante :

si ¢ est atomique, ¢ - estlaformule — ;

(= ¢) — estlaformule ¢ ;

\v4
( A = est la formule L2
¢ @ p€?
Y/ gp) — est la formule " -
\p « & c

(Vxyp) — estlaformule 3 x —y¢ ;
(3x¢) — estlaformule Vx —¢

Si M est une L-structure et si R est un symbole non logique de L, nous noterons RM Pinter-
prétation de R dans M. Les K-structures seront de la forme (M, a.) C ot M est une L-structure
c t

et a, est I'interprétation de la constante c. Nous dirons que (M, a ) est un modéle canonique
c

€ C
pour K si et seulement si M = {a,:c € C}.

Un fragment de K , (@ est un ensemble K 4 de formules de K W tel que :

(1) Toute formule de K appartient a KA $
(2) Ky estclospour —, 3, v et les conjonctions et disjonctions finies ;
(3) K est clos pour les sous-formules ;
(4)Si v(x) € Kp etsi 7 estunterme,alors ¢ (1) € Ky.
(5)Si ¢ €Kp,alors ¢ = € Ki.
Nous allons maintenant définir les notions de propriété de forcing, partie générique, modele
générique. Pour ce faire, nous suivrons a quelques détails prés H.J. Keisler (2 |. La différence

provient essentiellement du fait que les connecteurs A , A et le quantificateur V sont des
symboles primitifs.

Définition 1. Une propriété de forcing pour K est un triplet P = <P, <, f> tel que :
(i) <P, < > est une structure ordonnée ;
(ii) f est une fonction qui a tout p € P, associe un ensemble f(p) d’énoncés atomiques de K ;
(iii) Sip < q,alorsf(p) C f(q);
(iv) Si o et T sontdes termes sans variablesde K etsip € P :
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(@)Si (o= 1) € f(p),ilexisteq 2 p telque ( 7=0) €1f(q);
(b)Si(0=17) Sf(p)etsi ¢ (o) € f(p),alorsilexisteq = p telque ¢ (1) € f(q);
(c)llexistec € C etq 2 p telsque (c =0 ) € f(q).

Les éléments de P sont appelés les conditions de P .

Définition 2. Soient # une propriété de forcing pour K et K 4 un fragment de K wyw »nous

définissons alors pour tout p € P et tout énoncé ¢ €K A larelation p w— ¢ (p force ¢ )dela
maniére suivante :

Si ¢ est un énoncé atomique, p — ¢ si et seulement si ¢ € f(p) ; p— =¥ sietseulement siil
n’existe pas de conditionq > ptellequeqi— ¢ ;pi— V& siet seulement siil existe ¥ € &
telquepi— ¢  ;pi— A ® sietseulement sipour toutq > pettout ¥ € & il existe

r > qtelquerg—v¢

pi— 3 x ¢ (x) sietseulement siilexistec ¢ Ctelquepi— ¢ (c);

pi— V x ¢ (x)si et seulement si pour toutq 2 pettoutc € C,ilexister 2 ¢ tel que

ri— ¢ (c).

Nous dirons que p force faiblement ¢ et nous noterons pi—=* ¢ si et seulement sip — — — ¥

Lemme 1.1. Soient £ une propriété de forcing et K 5 un fragment de K w alors :

(i) Sip sqetsipt— ¢ ,alors qi— ¢

(ii) Nous ne pouvons avoir simultanément p— ¢ et pt— =¥

(ili) Sipm— ¢ alors pr—*y¢

(iv) p*—* -y sietseulementsi pt— — ¢ ;

(v) p+—* A® sietseulementsi pr— A® ;

(vi) pm+—F V xo(x)sietseulementsi pt—V x ¢ (x);

(vii) p — A% sietseulementsi p —" ¢ pourtout ¢ € @;
(viii) p — V x ¢(x) si et seulement si p — ¢ (c) pour tout ¢ € @.

Définition 3. Soient £ une propriété de forcing et K 4 un fragment de le 3 une partie G de P
est générique (pour K 5 ) si et seulement si :

(i) Soient p et q deux conditions,sip € Getq < p,alorsq € G;
(ii) sip€ Getq € G,alorsilexister € Gtelque:p < ret q< r;
(iii) pour tout énoncé pde K5 ilexistep € G telque :p I— poup +— —o.

i et seulement si (M, a est un modéle
cec” M, c)c €C

canonique pour K et tout énoncé ¢ de K 4 qui est forcé par un élément p de G est valide dans (M,ac)c cc’

(M,ac)c cC est un modéle générique pour une condition p € P si et seulement si (M,ac)c €

Un ensemble générique G engendre (M,ac)c

est engendré par un ensemble générique contenant p.
Nous dirons qu’une L-structure M est un modéle générique si et seulement si il existe une
assignation {a,:c € C} dansM tel que (Ma,) cC soit un modéle générique pour une
c

condition de P.
Théoréme 1.2. (Keisler [2]). Si  est une propriété de forcing et si K A estun fragment dénom-

brable de K alors pour tout p € P, il existe un modéle générique pour p.

(.010) ’
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Corollaire 1.3. (Keisler [ 2]). Soient § une propriété de forcing, K A un fragment dénombrable

de K wy etp ¢ P. Alors pour tout énoncé ¢ deKp, p I— @ si et seulement si ¢ est

valide dans tous lcs modéles génériques pour p.
Donc si Tp = {p ¢ Kp / p+=F¢ } ctsi ¢ estunénoncédeKpy tel que ']‘pg= Y, nous

avonsalors: Y € Tp‘

11 - Propriétés de consistance et Forcing.
Dans ce paragraphe nous allons montrer que la notion de propriété de consistance,
(Keisler [1]), n’est en fait qu’un cas particulier de la notion de propriété de Forcing et nous

montrerons que le théoréme d’existence de modéle (Keisler [ 1]) résulte directement du théoréme
d’existence de modéle générique.

La notion de propriété de consistance que nous allons donner est un peu plus générale que
celle de Keisler [1].

Définition 1. Soit S un ensemble d’ensembles finis ou dénombrables d’énoncés de K, @ Nous

dirons que S est une propriété de consistance si et seulement si, pour tout s ¢ S, les conditions
suivantes sont vérifiées :

(Cy) - Pour tout énoncé ¢ de lew , o fsou —p#¥s;

(Co)- Si — ¢ ¢ s alorsilexiste s € S telque s — s et ¢ — € &

1]

(C3)-Si /7 2 s,alorspour tout ¢ € @, ilexistes’ € Stelques C s’ et ¢ < s
(C4) -Si Vo< s, alorsilexiste p &« P ets’€ Stelsques — s'et ¢ C &
(Cg)-Si Vx g (x) € s, alorspourtoutc € G, il existe s’ € Stelques = set ¢ (¢) ¢ §;
(Cg)-Si 3 x p(x) © ¢, alorsilexistec ¢ Cets’ € Stelsques - s’et ¢(c) ¢ s
(Cv) - Soient 0, © des termes sans variables de K, alors :

(a)Si(o=71)€ s,ilexistes’ € Stelques - s’et (T=0) © & ;

(b)si(o=7) €s,si p(0) € setsi ¢ (o) estatomique, il existe s> « S tel que

s —set @(T) € 8

(c)ilexistec € C ets’ € Stelque s C s’ et(c= 0) ¢ 5.
Théoréme 2.1. Soit S une propriété de consistance ; nous désignons par f I’application de S dans
I'ee<emble des ensembles d’énoncés atomiques de K qui a tout s € S associe f(s) ’ensemble des
énoncés atomiques de s. Alors :

(i) & = <8, C,f> estune propriété de forcing.

(ii) Pour tout s ¢ Settout ¢ € s nousavons: s > ¢
Preuve : (i) Trivial.
(ii) On raisonne par récurrence sur le rang de v noté rg(yp), ot rg(y) est un ordinal défini par :
Si ¢ est atomique rg(¢) = 0,rg( —¢) =rg(p )+ 1irg(he) = U rg(p) + 13

pt o
rg(Ve) = U rg(o)+ 1 irg(3 xp) =rg(e)+ Lirg(Vx ¢) =rg(v)+ 1.
ped
Sirg(p) = Oetsi ¢ € s,alors sw— ¢ car ¢ ¢ f(s) donc s —

Supposons le résultat vrai pour touts € S et tout énoncé de rang inférieur ou égal & @ et soit ¢
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un énoncé de rang « * 1, appartenant a s.

Si ¢ estdelaforme V V¥ ;s0its D 's, V ¥ € g doncilexistes” € S,s” 2 ¢
et Yy ¥ telque Y € s”:alors s” — ¥ car rg(¢) < @ doncilexiste 8" O s”
et —y ,doit y— V¥ | Parsuite s — V¥

Si ¢ estdelaforme AW :soients’ O s el Yy € ¥ | A W C g, done il existe
s D § et Y € s”;maisalors s” £ ¥ car rg(¥) < o ;doncilexiste s’ O §”
telque s #— ¢ .Parsuite st— A ¥ ;donc s ¥ A ¥

Si ¢ estdelaforme 3 x ¥ (x),ladémonstration est semblable au casot ¢ est de la
forme V V¥ .

Si ¢ estdelaforme Vx ¥ (x),la démonstration est semblable au casott ¢ est de la
forme A W¥.

Si ¢ estdelaforme —y ;alorsrg( ¥) < @ .On distingue alors plusieurs cas :
oubien ¥ est atomique, alorssis’ O s, — Y€ s, donc Y ¢ s etdonc 8= Y
donc si— — ¢ dou s — Y
oubien Y estdelaforme —0 ,alorssi s D s, — — 0 ¢ s, doncilexiste s 7
telque (—0) — €& s”,donc 6 € s”, par conséquent s” —= 0 carrg(0) <o ; donc

. . *
§%— =m0 ie. s”w— ¢ . Par suite s p— o.

oubien ¥ estdelaforme V O ;supposons que s >~ ¢ ,alors s < —V @  doncil existe
8 O s telque s'i— V © et par conséquent, il existe 0 € ©  telques’w— 0, ;
mais — (VO) ¢ ¢, doncilexiste s” O § telque (VO) — € s”, ¢’est-a-dire

A —=0) € §” ;parsuite, il existe 8 O s telque — 9 € ¢’”, mais alors
e d 1 ©

* .
8V - 00 soit encore s

999

b— =0, carrg(—0) < a ;deplus si— 0 —ets © &7,

999

donc 8’ — 0 . Contradiction. En conclusion si— ¢ ,d’ou s — @

oubien Y estdelaforme A © ;supposonsquesi==< ¢ ,alors si< — A ©  doncilexiste
D stelque s'w— /O ;or - A © € ¢ parsuite il existe s” 2 s’telque (A O) — ¢ s
c’est-a-dire ( 0 €V@ —0) € s”,doncilexistes™ O s” et 0, € O tel que

-0, € 7y alors 7y F =0 carrg(m0,) s @ dou §w— =0
Mais g— A O et 8 D s’ et 90 € ©  donc il existe s4) 5 ¢ el que
s(4) w— Ug-Or 87— =0, et & C s4), donc sM— 6, . Contradiction.
Ainsi si— ¢ ,donc sn—F ¢

oubien V¥ estdelaforme 3Ix 0(x) et alors le raisonnement est identique a celui du cas ot ¥
est de la forme VO

oubien ¥ estdelaforme Vx 0(x)etleraisonnement est identique a celui du casou V¥ est
de laforme A © .

Théoréme d’existence de modéle 22. (Keisler). Si S est une propriété de consistance et si s € S,
alors s a un modéle.

Preuve : Soients ¢ S et & = <S, T, f> la propriété de forcing associée a S. Appelons K 5

A
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le plus petit fragment de K ww contenant s ; s étant dénombrable, K 5 est dénombrable. Donc il
existe un modele générique (M, ac)(.
M,a,
M,a0) ¢
générique contenant s et qui engendre (M, a )

¢

e ¢ Pours; alors pour tout énoncé ¢ de Ky,

= ¢ sietseulementsi ¢ est forcé par un élément de G out G est un ensemble
cc De plus,si ¢ € s,5 — ¢ (théoréme 2.1),
donc s )— — — ¢ et par conséquent (M, ac)ﬂ ccET ¢ ,dou (M, ac)c cc est un

modéle de s.

La notion de propriété de consistance permet de démontrer le théoréme de complétude pour

L wyw et divers théorémes d’interpolation pour L 1@ (Keisler [ 1]).

On peut également I'utiliser pour démontrer la complétude de L et donc le théoréme de
compacité. Pour ce faire, étant donné un systéme d’axiomes pour L, il suffit de vérifier que S est une
propriété de consistance ot S = {Z : I ensemble consistant d’énoncés de K et dans z
n’occurrent qu’un nombre fini de constantes de CJ.

(Z est inconsistant si et seulement si il existe une formule ¢ de K telle que Zt—¢ A = y).
Les théorémes d’interpolation de Craig et Lyndon dans L se démontrent de la méme maniére que les
théorémes d’interpolation correspondant de L wyw

I1I - Propriéié de consistance associée a une propriété de forcing.

Nous avons vu  dans le paragraphe précédent que I’on pouvait associer une propriété de
forcing & toute propriété de consistance. Maintenant nous allons associer une propriété de consistance
a toute propriété de forcing. Ensuite, nous montrerons que si © est une propriété de forcing, S la
propriété de consistance associée & et S la propriété de forcing associce a S, alors le forcing
dans P est «essentiellement» le méme que celui dans & et que, dans le cas ou P est le forcing
associé¢ 4 une théorie T et a un ensemble @ de formules, les propriétés de forcing & et & ont
exactement les mémes modéles génériques.

Dans ce qui suit, K, est un fragment dénombrable fixé de lew .

Si ¥ =<P, s . f> estune propriété de forcing, pour tout p ¢ P, nous noterons sp
I'ensemble des énoncés de K 5 forcés par p et nous appelerons S(P ) ’ensemble de tous les Sp’

pour p P.

Lemme 3.1. S(f) esl une propriété de consistance.

Preuve. La vérification est immédiate.

Maintenant. considérons une propriété¢ de forcing ¢ , la propriété de consistance associée :
S(# ) et & la propriété de forcing associée a S( ).

Théoréme 3.2. Pour tout ¢noncé ¢ de K A, nous avons :

pi— v dans & siet seulement si sp"— v dans § .

Preuve. On raisonne par récurrence sur la constructionde ¢ .

-Si o est atomique s

P

si et seulement sip = ¢

,donc s_W— ¢

I— ¢ sietseulementsi ¢ € s p

p

Si ¢ estdelaforme — y.Supposonsquepi— ¢ alors ~—V € 5
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donc 5 #—* _ y (th¢oréme 2.1)donc s #— = V.

P
Réciproquement, si Sp b= ¢ alors, supposons que p#-£ ¢ , il existe donc q 2 p, tel que q— ¥
mais alors - sq et sq —"y (théoréme 2.1) ; de plus sp (- sq carp < q et

Spi— - Y donc 5 — =y et 5 — ¥ ,contradiction. Par suite P ¢

-Si ¢ estdelaforme VV etsipr— V¥ alorsilexiste ¢ € ¥ etp — ¢ donc

Sp"" oV par hypothése de récurrenceet s, — V ¥ ie. s — ¢ . Réciproquement,

p p
si Sp— ¥ il existe Y € ¥ tel que 5p — ¢ etdoncpi— ¥ par hypothése de

récurrence, d’oit pi— V¥ .

-Si ¢ estdelaforme 3 x Y(x),leraisonnement est analogue.
-Si ¢ estdelaforme ~ W .Supposonsquepi— ¢  alors ¢ € Sp ets, #— ¢

p
(Théoréme 2.1) donc 5p — A Wet par suite s, y— AV (Lemme 1.1)ie. s

p p
Réciproquement si sp *— ¥ ,supposonsquep < ¢ alorsilexisteq 2 pet Y € ¥

tel que, pour toutr > q,ruw4 ¢ :donc q — = Y et <Y < sq.Mais alors

Sq — — V¥ (Théoréme 2.1) et donc Sq -V .Enoutre Sp (- Sq car p < q et

de plus Sp — AV ,doncilexistes € S() telques D 5 ets y— Y .Etant donné

que sg = — v etque 5 C s,s— =¥ cequicontredits y— ¥ .Parsuitep — ¢

— ¢

-Si ¢ estdelaforme V x ¥(x) leraisonnement est analogue.

Considérons maintenant une théorie T dans le fragment K 5 et un ensemble ¢ de formules de
LA qui contient toutes les formules atomiques et qui est clos pour les sous-formules. Nous noterons
¥ (T, @) (cf.[ 2]) la propriété de forcing ( P, < ,f ) ou P est I’ensemble des parties finies de ¢ (C)
qui sont satisfaites par un modéle de T (2(C) désigne I’ensemble des énoncés de la forme
@ (5 - cp)oun € w, (X715 - Xp) €% etcy,...,c, sont des éléments de C), < est la relation
d’inclusion C et, pour tout p € P, f(p) est ’ensemble des énoncés atomiques de p.
Nous allons montrer que si 8 est la propriété de forcing associée a S(P (T,2)) alors 8
et v’ (T, ¢ ) ont les mémes modéles génériques.
Lemme 3.3. Soient p une conditionde (T, 2)et ¢, ¢ 1, 99, ¢, desénoncésde 2(C),
alors :
(i) SiTUpPkKy ,ona:p —g¢ ;
(i) Sip*¢; pourtouti, 1 < i < n, alors:
pY (@, ¢,  estune condition de & (T,2).

La démonstration de ce résultat est analogue a celle du lemme 2.5 de [2]

Théoréme 3.4. Les propriétés de forcing # (T, 2)et 8 ont les mémes modeles génériques.

43
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Preuve. Tout d’abord, soit M un modéle générique pour §* (T, 2 ), il existe donc une assignation
¢ > a, de constantes dans M telle que (M, HC)C ¢ C soit engendré par une partie générique G
pour & (T, ¢ ). Posons alors :

G = {s © S(P(T, 2)) ilexistep ¢ G tel que :s - Sp} ,

il est clair, en utilisant le théoréme 3.2, que G’ est une partie générique pour £ qui engendre

M, ac)C CC ;donc M est un modéle générique pour <

Réciproquement, soit M un modele générique pour & , il existe une assignation ¢ > a,,
de constantes dans M telle que (M, ac)c e soit engendré par une partie générique H pour .
Considérons une énumération sans répétitions : ¢ 1 P25 Ppos e de tous les énoncés de K .
Par récurrence, nous allons construire pour tout entiern, 1 < n Zw ,des conditions p, de

(T, 2) satisfaisant a :

i) 5., « H:

(i) Spy ' ¥n OU oy = = oy
(iii) si ¢ © p, alors spn+ — v
(iv) spll ‘: Spn+ 1

Pour py prenons une condition p ¢ P telle que Sp € H et vérifiant :s_ »— @) ou

p

sp = - ¢ (ceci est possible car H est générique pour & ). Supposons p, construit, alors si
* 3
¢ ©  p, .nousavons p, t--¢ (Lemme 3.3), donc Sp — o (Théoréme 3.2)
n
mais H étant générique, il existe s H tel que sp ~ setsi— ¢ ;deplusp, est fini, par
n

conséquent, H étant générique, on peut trouver s’ < H tel que s sg'et s ¢ pour tout

Py =
¢ € pp etvérifiant : W—¢ | ou s’ — ¢, | .Prenons alors pour p,, , | une

condition p telle que s’ = s . Les p, ainsi construits vérifient (i), (i), (iii) et (iv), mais de plus il est

p
facile de voir que si ¢ « pp Y - Y py , alors sp 1»—— ¢ . Posons alors
n +
qy = P Y. Y p, (1 < n_w),d’apresce qui précéde Sp e —¢  pourtout ¢ + q

donc: p, .1 pourtout ¢ q, (Thcoréme 3.2);par conséquentp, . ; < q, est
une conditionde ¢ (T, @) (Lemme 3.3), donc q,, aussi. Soit :
Q= {p ¢ P/ilexisten, 1s n < w ,telque:p C qn}‘
Il reste a vérifier que Q esl une partie générique pour > (T, ) qui engendre (M, a,,) Cc Iest
c

clair que Q satisfait aux conditions (i) et (ii) de la définition de la partie générique car
9y € 9y 4+ 1 Si ¢ estun énoncé de Kas alorsil existe unentiern, n > 1,telque ¢ = .
donc s, j—¢ ous I— — ¢ ,disonspar exemple s

Pn Pn p
(théoréme 3.2), et par conséquent q, #+— ¢ carp - q,.Ainsi Q est générique pour ¢ (T, ©).

[ ,alorspnu-— v
n
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De plus, Q engendre (M, ac)C car, par construction des Py, €t qy > pour tout énoncé ¢ de KA R

cC

si sp ¥ alors q,, — ¢ .Donc M est bien un modéle générique pour ®(T,2).
n
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