ANNALES SCIENTIFIQUES
DE L”UNIVERSITE DE CLERMONT-FERRAND 2
Série Mathématiques

DAVID NUALART

MARTA SANZ

Caractérisation des martingales a deux parametres
indépendantes du chemin

Annales scientifiques de |’Université de Clermont-Ferrand 2, tome 67, série Mathéma-
tiques, n° 17 (1979), p. 96-104

<http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1979__67_17_96_0>

© Université de Clermont-Ferrand 2, 1979, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 1’Université de Clermont-
Ferrand 2 » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit
contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1979__67_17_96_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

_98-

CARACTERISATION DES MARTINGALES A DEUX PARAMETRES INDEPENDANTES

DU CHEMIN
David NUALART et Marta SANZ

Universitat Politécnica de Barcelona

Le but de ce travail est de développer le rapport entre des différen-
tes notions de martingale pour les processus 3 deux paramatres, en particulier,

les martingales fortes et les martingales indépendantes du chemin.

1. Notations et définitions basiques.

L'ensemble de paramétres sera D= [0,1]? muni de 1'ordre usuel
2L z' = xS.x' et ySy', o z = (x,y) et z' = (x',y').

si zXz', nous noterons par (z,z'] le rectangle {(&,n)/x<E<x',y<n<y'}.
Nous &crirons aussi R = (0,z] .

Soit W = {Wz,z €D} un processus de Wiener i deux paramétres, défini sur
un espace probabilisé complet ( S'Z,F P) et, pour tout z€ D, soit Fz la tribu en=-
gendrée par {Wz,,z'< z} et par les ensembles négligeables de [ . On dira qu'un
processus est adapté@ s'il est adapté a la famille { Fz}

Fo= Y Foyyr F F

z ,‘% (x,y )’ 4 = x' >0 (x',y)

z€ D" Nous poserons

, o z = (x,y). Dorénavant nous suppose-

rons que les preccessus sont intégrables, adapt@s et nuls sur les axes.

On peut donner les suivantes définitions de martingale:

Définition 1.1.- M est martingale=si

E[Mz/leanz ,!,Lz2<zl.
1 2 3
si z€ 2', on indiquera par M(z,z’'] l'accroissement du processus M sur

[] ] 2 3 - -
].f rectangle (z,z'] , c'est a dire, la variable M M(x',y) M(x,y')+ Mz'
ou z=(x,y), z'=(x',y"').

Définition 1.2.- M est une i-martingale (i=1,2) <= E{ M(z,z'] / F:}zo,
pour tout z< z'.

Cette définition correspond 3 la propiété de martingale en chaque
coordonnée et l'on sait que M est martingale si et seulement si M es 3 la fois

1 et 2-martingale.
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Pour caractériser les martingales qui se représentent comme des intégrales sto-

chastiques par rapport a W il est int8ressant de donner des conditions plus fortes

de martingale.

12
Définition 1.3.- M est une martingale forte == E {M(z,z'] / FzVFz} =0,

pour tout z<z',

Nous rappelons les théoremes de représentation comme des int&grales sto-

chastiques pour ces types de martingales:

Théoréme 1.1.- (Wong-Zakai [5] ). sSoit Lw l'ensemble des processus &=

{ ¢z,z €D } adapt@s et mesurables, tels que [ E(b;dz < ,et soit wa l'ensemble
D

des processus ¥ = {¥(z,z'), (z,z') €DxD} mesurables et tels que (1) ¥(z,z') est
szz,-mesurable, (2) ¥Y(z,z')=0 sauf si x ', y &', (3)ffDxDE( ¥(z,2'))%dzdz < ea.

Alors, si M est une martingale de L? , il existe des processus ¢e¢ | w et el

uniques, tels que pour tout 2€ D on a

M, = J'Rz Oa) aw  + ”szaz Y(a,a') aw aw , .

(briévement on &crira M = d.W + VY.WW).

Théoréme 1.2.~ (Cairoli-Walsh [1] ). Une martingale M de L? est forte

si et seulement s'il existe un processus ¢e| W tel que M = Q.W.

Théoreéme 1.3.- (Cairoli-Walsh [2] ). Si M est une 2-martingale de L? ,

alors il existe un processus o= {a(z;s),z €D, s€ [0,1] } avec les propiétés:

(i) a(z;s,w) est BIDOP B([0,1] ) F -mesurable,
(ii) a(z;s) est F(s y) “mesuzable, si z=(x,y) et x <s,

a(z,s) = 0 si x >s,
(iii) E fDa’ (z;11aK o2,

tel que

M, = fR a(z;s)dW,_ , pour tout (s,t) €D.

st

Le processus a(z;s) s'appelle la 2-dérivée de M, et on peut donne un ré-

sultat semblable pour les 1-martingales.
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2. Martingales indépendantes du chemin.

Nous allons introduire la propiété de variation indépendante du chemin

pour les martingales.

Soit Y 1l'ensemble des courbes I' de D, partant de (0,0), croissantes et
continues. Etant donnde une courbe I' de Y et une martingale M de 1? on peut cons

sidérer la martingale restréinte a la courbe, c'est a dire,

r
o= Uy Fooy Me to,n

oi T={z), Ae[ 0,11]}.
Soit A{ le processus croissant associé i Mr .
Définition 2.1.- Une martingale M de L? est indépendante du chemin

(i.d.c.) si \} z €D, la variable AE

est indépendante de la courbe I' €y d'extré-
mité z. )

Cette définition équivaut 3 l'existence d'un processus unique {Az} z¢ D
intégrable, croissant et continu sur toute courbe ey , tel que M; -Az est une mar-

tingale.

Nous avons le résultat suivant:

Proposition 2.1.- (Cairoli-Walsh [1] ). Si M est une martingale forte de

I? alors M est une martingale i.d.c. dont le processus croissant associé est

Ast = fR ¥ (z)dz, ¥ (s,t) €D, ¢ &taut donné par le théoréme 1.2.
st

L'objet de ce travail est de résoudre la reciproque de cette proposition

dans certains cas particuliers.

Nous donnomn d'abord quelques résultats auxiliaires:

Lemme 2.1.- Soit M = {Mz} , ep UNe 2-martingale de 1?2 , alors

D

i
Me =2 r Mgy

alz;s)aw_ + f_ o (z;s)dz. ¥ (s3t) €D,
st z R

st

ol z = (x,y), et a(z;s) est le processus donné par le théoreéme 1.3.

Ce lemme n'est qu'une version de la formule 4'It8.
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Lemme 2.2.- Soit M une martingale de I’ i.d.c. Le processus A= ,{Az} 2 €D

tel que ¥ - A est une martingale vaut

Astg'rR

[@2 (z) +fR ¥ (x',yix,y')dz' ]dz.
st 2

(En conséquence, A est croissant et continu sur D).

Démonstration: Nous posons:

M =IR <l>dez +ffR xR ‘l’(z,z')dwzdwz, = 52 (z;s)dwz = 61 (z,t)dwz,

st st st st 1:(st. Rst
ol
51 (z;t) = &(2) +IR ‘l’(z',z)dwz,,
Xt
62 (z;s) = &(2) +IR ¥(z,z')aw , .
sy
Soit
A (s,8) =f & (z:;t)az,
1 st !
A (s,t) = fR & (z;s)dz.

Du lemme 2.1 on en dé&duit que.M’ - A est une 1-martingale et ¥ = Az une 2-mar-
S 1 . E—

tingale.

La propiété d'indépendance du chemin de M entralne alors que Ax = Az =

A, donc
By =f éi(z;t)az =/q

& (z;s)dz.
st 2

Rs‘t.

Si on développe ces intégrales et on applique le Lemme 2.1 on obtient:

A=t [#@ +f ¥ yixyynazt laz+2f [ 8 zy)¥z,zan, laz
st z - st xt
st

=f_ [#(2) +f_ ¥ «x',yix,yVaz'laz+2/_ [f S (z,x")¥(z,z")aw_, ] az.
Rst Rz Rse = Rgy 2 z

Notons par

(1) =IR [IR S (z,y')¥(z',2)aW_, ]az,
st xt !
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(2) = fg [ 2 52 (z,x")¥(z,2")aW_, ]dz.
st sy

Nous avons (1) = (2) = 0. En effet, le terme (1) est une 2-martingale
(i1 suffit d'appliquer Fubini), et pour t fixé ses trajectoires sont a variation
totale bornée par rapport a s p.s. Quant & (2), 1 est une 1-martingale et pour
s fixé ses trajectoires sont a variation totale bornée par rapport a t p.s. En

conséquence, puisque (1) = (2), ce terme est une martingale dont les trajectoires

sont 3 variation totale bornée par rapport a chaque coordonnée, donc (1) = (2) = O.

Proposition 2.2.- Soit M une martingale de I2. M est i.d.c. si et seu-

lement si les processus $(z) et Y¥(z,z') donnés par le théoreéme 1.1, vérifient

les équations intégrales suivantes:

(a) fylﬁi(Z,y')?(z',z)dy =0, p.s., ¥ x'€[0,x] , z*' €D p.p.
0

(b) fx'éz(z,x')W(z,z')dx =0, p.s., ¥ y'elo,yl , z' €D p.p.
0 )

Démonstration: D'aprés la .démonstration du Lemme 2.2, M est i.d.c. si et seule-

ment si (1) = (2) = 0. Il suffit donc de montrer que (1) = 0 &gquivaut 3 la con-

dition (a) et (2) = 0 équivaut a la condition (b).
En effet:

(1) =fRst[ fot & (z,y")¥(z',2)aW,, laz = fRst[ szy' § (z,y")¥(z',2)8z law , = o,

d'aprés Fubini. Cela équivaut a

J E(S 8 (z,y")¥(z',z)dz)? dz' =0,
R R 1
st sy’

donc
61 (z,y")¥(z',z)dz = 0, p.s., ¥} 2'€R_, P-P-,

sy’

et en conséquence
]

b'4
IO 6‘(z,y')?(z',z)dy = 0, p.s.,V'x e[x',1] , z'e D, p.p.

On démontre (b) de fagon analogue . 0O
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Théoreme 2.1.~ Soit M = {Mz} zp Une martingale de ? i.d.c. (M=

d.w + Y.wWW). Chacune des conditions suivantes suffit pour que M soit une martin-

gale forte (c'est a dire pour que ¥ =0 ):

(1) ¥(z;2z') ne dépend pas de x dans [0,x'] ( ou de y' dans [0O,y] ).

(2) ¥(z;2') ne dépend pas de x' dans [x,1] (ou de y dans [y',1] ).

(3) ¥(z;2') est Fz-mesurable (ou Fz,-mesurable) et ¢ = 0.

(4) ¥ gex? [0,1] ,{ S, fmam, (s,t)epl  (ou { [, f(y)aM,, (s,t)eD})
' st st

est une martingale i.d.c.

Remarques.-
Les conditions (1) et (2) généralisent le résultat de Cairoli-Walsh

([1 1) qui suppose que ¥ ne dépend que de x' et y.
La condition (3) donne en particulier que si M = Y.WW est i.d.c. et

Yest déterministe alors M est identiquement nulle.

Démonstration.-

(1) D'aprés la Proposition 2.2. on sait que

)
¥lyiz) (S5 8 (zix)ax) = 0, [2.1]
o]
pour tous z' €D, y' €[ 0,y ] presque partout.

Fixons y €[ 0,1 ] et montrons que ¥(y,z') = O p.s. et presque partout z'eB.

Avec une modification convenable du processus Y¥(x;z'), on peut supposer

que [(2.1] est vrai M x' €[0,1] , Y weQ My €lo,y] . alors,

fer (z;s)dx = fs ®(z)dx + [5 [fR Y(z;u,v)dw . lax =
0? 0 0 sy v

s
= fo d(z)dx + fRsyu W(y;u,v)dwuv.

g U Y¥(yiu,v)&  est une martingale de 1} par
sy
rapport aux tribus { Fsy} «[0,1] ’ dont le processus croissant associé est
14

Le processus Ns = f

<N> s = fR ¥ (yiu,v)dudv.
sy
Pour achever la démonstration il suffit de voir que la martingale Ns
a ses trajectoires 3 variation bornée dans [0,1]., ce qui entrafne ¥ = 0. En

effet, la variation de cette martingale coincide avec la variation de la mar-
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tingale restreinte 3 l'ensemble A = {s¢ [0,1] / y', ¥(yis,y'5w ) # 0} , et

V‘s €A, nous avons Ns = - fs $(z,w)dx.
0

(3) Dans ce cas la Proposition 2.2 donne lieu a:

‘i'(zsu'v)dwuv] ¥(z;z')ax = 0, \} 2'eD, Yye [0,1] p.p. et p.s.,

¥ (z;z') &tant Fz-mesurable on peut appliquer Fubini:

i) [ fu ‘Y(z;u,v). ¥(z;z')dx] dw__ = 0, et en conségquence,
Rx'y 0 uv

% v(z;,u,v) ¥(z;,2')dx = 0, \ye [0,1] , M(u,v), 2'€D p.p. et p.s. .
0 N

O'est 3 dire, on peut fixer ye [0,1] et weQ de telle fagon que

f1 ¥Y(z;z ) Y(z;z )ax =0, ¥z;, z €D p.p.
0 1 2 1 2

Notons -‘l’g;-,(x) = ¥(z;2;), ‘i’zz (x) = ¥(z;z2). On peut toujours supposer
1

2
‘1’21, ‘!’zz er? {o,1] .

Soit l'espace vectoriel fermé H = Z_‘le / (‘*l’zx ’ ‘i’zz) = 0, Y22€6D P-P)»
C1? [0,1] . H est un espace de Hilbert séparable tel que ses générateurs sont

orthogonaux deux a deux: (‘1’z , ¥ ) =0, pour tout z;, 2z, €D pP.p. Cela entraine
1 Tz,
que ¥, (%) = 0, Y¥e1€D p.p.

(2) Dans ce cas la Proposition 2.2 donne

1% o(z) ¥lzsyax =-S5 [ f Y(ziv)aW ] ¥(ziy')ax =
’ (o}

0 Rer

X'y

==/ [ % ¥(zsw) ¥Y(z;y') ax] aw
x'y O

Le premier terme est un processus a variation totale bornée par rapport

a x', tandis que le dernier est une martingale par rapport a x', donc

. ‘ _
Jr ' [/~ ¥(ziv) ¥(zsyax Jaw = 0.
x'y O
D'ocu a N
7 ¥(z;v) ¥(z;y')ax =20, WYu,v,y'e [0,1] p.p. ,
o

et on peut se ramener au cas antérieur.



(4) On sait que Ns

Ne = Jr

=S
t 'R,

£f(x) & (z;t)dwz = f

st
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£(x)dM, est une martingale de 1? i.d.c. D'autre part

R £(x) ﬁz(z;s)dwz.
st

De la propiété i.d.c. s'en déduit

fRBt

et en conségquence

0

£ @& (ziv)dz = [ £ (0 (z58)az, ¥eer?[o,1],

st

st & (z:t)dy = I8 (z3s)ay, Vxcel0,1] p.p. .

0

Notons par &(z) le processus & (z) = ¢3 (z) + IR ‘Pz (x',yix,y')dz.

z

On sait que le processus croissant associé i M est (voir Lemme 2.2)

A, =
st R_@’t
d'ol

0
Nous avons donc

0

Ceci montre que ;45 £

3. Applications.

&(z)az = J_ & (zit)az,

st

ft 82 (z)ay = ft 81 (z;t)dy, ¥x e€lo,1] p.p. .
o

It & (z)dy = 'Itsg (z;8)dy, et &8(z) = & (z;s) p.p. -
o™ . -

est une martingale forte . O

Nous appliquerons finalement le Théoréme 2.1 a la caractérisation du pro-

cessus de Wiener i deux paramétres.

On connait le résultat suivant:

Théoreme 3.1.- Si Ms

gale, alors Mst

Remarquons que si Mzst - st et Ms

t. est une martingale forte et M; £ " st est une martin-

est un processus de Wiener 3 deux paramétres.

£ sont des martingales, alors Mst est une

martingale i.d.c. avec processus croissant As = st.

t

On se pose le probleme suivant: Si Mst et Mzt - st sont des martinga-
s

les, peut-on dé&duire que M_

t

est un processus de Wiener a deux paramétres?
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En utilisant le Théoréme 2.1 nous pouvons résoudre cette ques-

tion dans certains cas particuliers, le cas général restant ouvert.

Théoréme 3.2.- Soient Mst' M;t - st des martingales, avec

M= d.Ww+ Y.WW. Si le processus Y vérifie les conditions (1) ou (2) du

Théoréme 2.1, alors M_, est un processus de Wiener a deux paramétres.

Théoréme 3.3.- Soit Ms une martingale; si ¥¢ er? [o0,1],

t

. £
2_ s 2_ 2 ;
( fRstf(x)sz) t fo £ (x)dx (ou ( fRstf(y)sz) s fo £2 (y)dy ) ,est une

martingale, alors Ms est un processus de Wiener i deux parametres.

t
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