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FONCTIONS-SPLINE ET ESPERANCES CONDITIONNELLES DE CHAMPS

GAUSSIENS

J. DUCHON, UNIVERSITE DE GRENOBLE

Introduction

Soit [Xt, t € T) une fonction aléatoire gaussienne centrée,

K(t, t') = E[tht,] son noyau de covariance, ﬁﬂ c RT 1l'espace hilber-
tien autoreproduisant associé, et A fini < T. Pour chaque w ¢ §, 1l'en-
semble {uef : uta) = X (W), ae A} est un sous-espace affine fermé

de 3& qui a un élément unique de norme minimale, soit [tr——xﬁ(w)]. I1

est facile de voir qu'alors on a XQ = IE(Xt I Xqs@ € A). En d'autres

termes, on obtient 1l'espérance conditionnelle de X connaissant les Xa
(c'est & dire la meilleure approximation, au sens de la moyenne quadra-

tique, de X par une fonction des Xa] en minimisant la norme dans gL.

Or, il existe des méthodes d'interpolation des fonctions dans les-
quelles on choisit de minimiser non pas une norme, mais une semi-norme
quadratique, par exemple Ivlm = [f IV[m]|2]1/2, sous des contraintes
telles que : v(a) = f(a) donnés pour a € A fini <R, On obtient ainsi

des fonctions-spline qui, dans ce cas particulier, sont de la forme

2m-1

+

2 Aa(t-a) + V(t) ol v est un polynéme de degré < m-1 et

aEA Aa ak = 0 pour k = 0, 1, «ess M-1. Voir par exemple le livre de
sfﬁ. LAURENT [6] et sa bibliographie.

Le but de cet article est de présenter des situations probabili-
stes dans lesquelles on obtient des sortes d'espérances conditionnel-
les comme fonctions-spline, c'est a dire en minimisant une semi-norme
quadratique. Le formalisme englobe, d'un c6té, les "fonctions aléa-
toires intrinséques généralisées” de G. MATHERON [7], de 1l'autre des

types récents de fonctions-spline & plusieurs variables [1], [2]. Le

résultat généralise ceux de G.S. KIMELDORF et G. WAHBA' [31, [4], [5].
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Définissons d'abord précisément ces "sortes d'espérances condi-
tionnelles” : soit (Q, &, P) un espace de probabilité, «/V’l'ensemble
des fonctions réelles P-négligeables sur Q, LP(d) = LPw@, &, P)
celui des fonctions réelles a-mesurables sur @ dont la puissance
p-iéme est P-intégrable j; soit d'autre part 53 une tribu sur Q, non

nécessairement contenue dans (L, et ufo(»g) 1'ensemble des fonctions

réelles 33 -mesurables sur .

Définition

Posons pour toute X ¢ [RQ :

()]
Ef X = {27 4%@) 1 2-x e L (A) et [ (z-X)P =0 VB e B nlL)
Proposition
2 . 1 °0 . .

E, X est non vide si et seulement si X e L () + LB, si

I [ . - . .
Z elEZZ X, alorlei X=2+ X 0ZL°%L). si7Zedl%L) avec
7-x e 2@y et fq | Z-x|%dP = inf {fQ|Z—X|2dP 1 72 e L0,

- Z

Z-X € J:Z[Ct)}, alors 7 ¢ lEi’_!3 X. Enfin, dans le cas ol & < (L et

L
. oW [é
X € 11((1.] on alE(";:X =IE£ X, espérance conditionnelle usuelle.

Démonstration

Si [EE:X est non vide, on a X = Z - (Z-X) ¢ o‘(:c’[\?)) + 081[&).

Réciproquement, si X = X' + X” ol X' € o‘Cﬂ[(‘ll et X" eolio[o%], 1’espé-
rance conditionnellelE%nu X' existe et contient Z' ¢ 061[2 n )
qui vérifie fBX' = fBZ' VBe @ n (L. Alors ' + X" elEiX.

Soit Z, 7' EIE%iX. On a Z-2' € 850(333 et Z-2' = Z-X - (2'-X) €
L@, donc z-2' € L (AR ), avec fB[Z-Z']dP =0, VB n @,
donc Z-Z' est P-négligeable.

Soit 7 ¢ X°(B) telle que 7 - X ¢ £%(A) et fgli—x|2 P <

fQIZ-XIZ P, Vzed°P) telle que Z-X ¢ L2@). Appliquant cette
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B’ B e 3 n az, et faisant tendre t vers 0, on
obtient [ (Z-X) dP = [ (Z-X) 15 dP = 0, d’od Z elEgX. O

inégalite a Z = Z + t 1

Soit E un espace localement convexe séparé, E' son dual, N un sous-—

espace vectoriel de dimension finie de E, et 35 un sous-espace semi-

hilbertien de E d'’espace nul N, c'est & dire un sous-espace vectoriel

de E, contenant N, muni d’'une semi-norme ||.|| (vérifiant ||u|| = O
<=> u € N) telle que J6/N avec la norme utN+—| |u| | soit hilbertien

et que 1’'injection % /N o E/N soit continue. Supposons en outre que

80 soit dense dans E. Alors ||£||* = sup {E(u) : ||u]] = 1} définit
une norme sur NO, orthogonal de N dans E’ (N0 ={E eE": EMV) =0
V v enh.

Soit @ un ensemble (sans structure pour l'instant) et X une ap-

plication (w, &) +> Xg(w] de € x E' dans R, linéaire en £. Soit encore

Eqs voes gn € E' avec la propriété suivante : si v € N et 51[v] = e

. gn(v) = g, alors v = 0. (On peut dire que {61. vees gn} contient un
Soit enfin €gr vers Ep eIRQ-

Q. 1a tribu sur Q engendrée par les Xg, E e N°, et par

€ . en 3 et gB la tribu sur Q engendrée par X + Egr sors X + £ .

1’ g4 En n
On voit que (sauf si N = {0}) B n'est pas une sous-tribu de &
Soit P une probabilité sur (Q, &) ayant les propriétés suivantes :

1°) Pour chaque £ € NO, X, est une v.a. gaussienne centrée de variance

2
2 _ 2 . 2
E |xg| = jglxgthl dP(w) = ||E]]} -

2°) € cees € sont des v.a. gaussiennes centrées de variances respec-

1'
2 .
tives E|e,|” = B, = 0, c'est a dire de loi N(O, /B)), deux & deux indé-

pendantes, chacune étant indépendante de chaque Xg, £ € NC.

Remarquse
Il est possible de construire ), X, €r ers €y et P a partir de

la donnée de E, N, % et Bﬂ. I Bn (2 0), de la maniére suivante :
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on considere la probabilité cylindrique gaussienne canonique sur 1'es-
pace hilbertien HC/N, elle se transforme en une probabilité

sur E’*/N par l'injection /N o E'*/N. puis en une probabilité u
sur E'* (muni de la tribu engendrée par N°) 3 on peut alors prendre

Q

E'* xIR" et P = u ® N(O, JET) ® ... ® N(O, JE:J. Ensuite, on posera

w= (e, z,, v, sz et X_(w) = e'*(gl. gglw) = 2z, .

1 3 i

Nous allons nous intéresser aux "espérances conditionnelles”.

[EGL(XE; | X£1 *E,, sees X o* en] =IE2X£. c'est & dire a estimer

1 [
X en fonction des données X, + ¢

,» les € représentant des erreurs
=1

i

d'observation.

Théoreme

Pour chaque w e @, il existe Z(w) unique € 9% tel que :

||Z[w]||2 + g

2
(W) + gl - g; (Z(w)]|
i i

1
— |X
q By '€

< ||u||2+ r21—1--|x (w]+e[w)-£(u)|2
11 By 1 1

; *
Vue 3 (7). Ensuite, £(2) € Eg (X | xg1 t e e X«Sn + g ),
V'E e E'.

Démonstration

I1 résulte de la théorie des fonctions-spline [6] que :

1°) pour tout z = [21, veus zn] € IRn, 11 existe 0 € B unique vérifiant

2 2 2 2 99
o] €+ ) lz, - &)< ||u]|®+ }— |z
. 1-?1.._ i 1 i=1 Bi i

2
g, ]

i
Y ue % (existence et unicité de la fonction spline)

ve

2°) pour tout E € E', il existe A = (x1. e ln] isn unique tel que

= ® gt

(*] Comme les Bi peuvent &tre nuls, on convient ici que‘%

©,0 = 0.
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2
1 Ai gill-le

g._

ne~-1o
ne~-13
ne-13

n
s} - -2
I oraggpenetfe- §oagegll, I By A < e~
i=1 i=1 i=1 i
n 2 n n a]
) BiA, - Vi eR™ tel que £E- Y X, E, € N (existence et unicité
i=1 1 i:’l 1 1
de fonctionnelle approximante optimale au sens de Sard) ; enfin,
n
3°) on a z Ay %yt g(g), c'est & dire qu'on obtient la fonctionnelle
i=1

-

approximante optimale en appliquant la fonctionnelle & approcher a la
fonction-spline. La démonstration n'est faite dans [6] que pour des Bi
tous nuls ou tous > 0, mais ce n'est nullement essentiel. D'autre part,
il faudrait munir HB d'une structure hilbertienne : on peut prendre par

n
exemple la norme |||u|||2 = ||u||2 + ) |£i(u)|2 ; et remarquer qu’alors
i=1

E' ﬂﬁ' puisque m@ est dense dans E.
Le théoreme se présente comme une interprétation probabiliste de

cette propriété. On remarque d'abord que
n n n
2 2 2
- . &, . A, = X, - A, (X L)
||€ iz1xl gl + 12181 N E X izq N g, * |

n
de sorte que Z vérifie IE |X_ - E[Z)|2 <E ng - 2 )\i(Xg + e.]|2
2 . i

3 .
n i i
V A eR" tel que £ - Y )\i Eie N°® , ou encore
i=1
)
E [(X, - &z)) . a, (X, +€,)1 =0,
& 1= 106 1

n~10

n
Vo e R" tel que ) o, Ei e N°. Comme £(Z) =
i=1 i
E(Z) est 28 -mesurable. D'autre part, le vecteur

n
A€io%y T .21 % Ei)
AN
1=1

. (X + E.),
y i Ei i

ne~-13

(X, - &(2), Ya, (X, +€)) =[x n _ -
: PR (E'Z A8y 1
1=1

est gaussien centré, donc l'orthogonalité de ses composantes implique

1

n
leur indépendance : Xg - £(Z) est indépendant des 2 cxi[xE +ei) ol
n § i=1 i
z oy Ei e N° » qui engendrent la tribu @ n g . On a donc pour tout
=1

i
Be Bnl :E [(xg - £(2)) 1] = E (X, - E(2)) . P(B) = 0, c'est-a-~

3
dire fB[XE - g(Z)) dP = 0, autrement dit

E(Z) € E§B X

2 Xe “Eg X | e, *
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Remargue

On voit que gréce au fait que "tout est gaussien”, Z est la meilleure
estimation (au sens de la moyenne quadratique) de X non seulement parmi
les fonctions linéaires des données, mais méme parmi toutes les fonctions

des données.

Exemple 1 : Fonctions-spline polynomiales et primitives

du mouvement brownien

Les fonctions-spline polynomiales (sur [0, 1] par exemple) de degré

2m-1, relatives & un ensemble fini A de "noeuds” ¢ [0, 1], sont par

2m-1

N + V(t) ol

définition les fonctions de la forme o(t) = ) A (t-a)
aeA
m-1 St ) Ay a" =0 (k=0,1, ..., m-1). Elles sont caractérisées
aeA
par la propriété variationnelle suivante : fé |G[m)|2 < fa If[m)|2 si

v eP

f = g sur A. L'espace semi-hilbertien 9& est ici 1l'espace de Sobolev

= [[3 v[m)|2]1/2. Le modéle pro-

Hm(O, 1) muni de la semi-norme lvlm
babiliste correspondant peut &tre construit de la fagon suivante : on
considére la mesure de Wiener W du mouvement brownien, sur C[0, 1], on

la transporte sur Cm_1[0, 1] par l'application "primitive (m-1)-iéme"

Tm-1 ol Tf(t) = fz f(s) ds, enfin on la restreint a la tribu engen-

m-1 . On peut alors poser

drée par les £ ¢ C [0, 1]’ orthogonales a Pm

-1
m=-1 m-1 A . ,
Q=2=C [0, 1] (ou C [0, 1] x R s'il est nécessaire d'introduire
des "erreurs"” € ac A) et Xg[w] = E(w) pour & € Cm_1[0, 1]', avec

P = wo(Tm—1]—1 (éventuellement composée avec une probabllité gaus-

sienne sur RA). Le fait que l'espace semi-hilbertien associé soit
H"(0, 1) muni de la semi-norme I'Im se déduit facilement de cteci, qui
est bien connu : 1l'espace hilbertien autoreproduisant associé au mouve-

1/2
ment brownien est {u € H'(0, 1) : u(0) = 0} muni de |u|1 = (f; |u'|2]
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Exemple 2 : fonctions-spline homogénes sur[Rd

et champs aléatoires intrinseques

Appelons fonctions-spline homogénes de degré 6 (réel > 0), d'espace

nul N, relatives a un ensemble fini A cle, les fonctions de 1la forme :

(%) O(t) = } A Ky (t-a) + v(t)
aeA

otv € N et z ka pla)l = 0O \fp e N, et on a posé Ke(t] = lt|e si @

n'est pas un entier pair, sz(t] = |t|2k Log |t]| pour t # O, KZK(DJ = 0,

On peut montrer [2] que si N = Pm_1 od m< %-, et si A contient un sous-
ensemble Pm“1-unisolvent, il existe une fonction unique de la forme (x)

prenant des valeurs imposées aux points de A. Il s'agit bien de fonctions-
spline : si on pose

1
loc

~8

PED = e P®Y s aed] et [ (1% Jam|? @t < =)

/2

(c’'est un espace de Hilbert pour la norme ||u

28 acy12400]
g, = tﬁRdlrl ® lato)|“d)

du moins si s <-§]. et
DA = fue RN 0% e PRY Vo =m )

avec la semi-norme ||u]|m " (f q ITIZS |[Dmu]“[TJ|2 dT]1/2. alors la
’ R

fonction ¢ ci-dessus a la propriété variationnelle suivante :
||o||m,5 < ||F||m'5 pour toute fonction f prenant les mémes valeurs que
o sur A (avec s = Q%Q - m).

Le procédé d'interpolation par des fonctions de la forme (x) commute

avec les translations, rotations et changements d'échelle, d'ol le nom

de fonctions-spline homogénes. (Cela peut se voir soit sur la semi-norme
||.||m s’ qui est multipliée par |X|c si un changement de variable

t > At est effectué ; ou sur la forme explicite (%), compte tenu de

2K IZK Log |t| *+ un polyndme

De|® = a8 161 et ae®F Log || = |A%F |t

de degré 2k < 2m-1).
Plus généralement, on peut considérer, au lieu d'un ensemble A de

~

points dele. des distributions & support compact Hys o eees Hoo et étu-
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n
dier les fonctions (ou distributions) de la forme 0 = ) Xi P Ka +V
n i=1
ol veP et 2 A, U, € P° . Dans ce cas, on peut avoir 6 2 0. Si

m-1 121 i"i m-1 B+

les Ui appartiennent & 1'espace de Sobolev H_.ﬁ_-[ﬁd], 0 appartient

6+d

a Hl%c , et si de plus {u1, vees un} contient un sous-ensemble Pm_1—

unisolvent, alors le systeme linéaire obtenu en écrivant ui[OJ =z

canre (1 =1, ..., n) détermine X1, cens An et V, et on a encore la

6+d
* 2 Z ] S S -
proprieté variationnelle llcllm,s Ilfllm‘S pour toute f ngc telle
que Y, (f) = y,(0) (i =1, ..., n), avec s = b+d _ m.
i i ’ ’ ’ 2

Les modéles probabilistes associés sont des "fonctions (ou
distributions) aléatoires intrinseques”" : des applications (w, W) +—=

Xu[w) de § x E' dans [R,linéaires en Y, avec E = un espace de distribu-

d f+d _ B+d o
tions sur R~ (ici E = ngc , E' = Hcom% ) telles que les Xu, U e Pm_1

soient des v.a. (gaussiennes) centrées, de covariance E[Xu Xv) =

<u * Ke, V>,



L1l

L2]

£3l

L4]
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