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OPTIMISATION STOCHASTIQUE : méthodes de descente

J.B. HIRIART-URRUTY , Université de Clermont-Ferrand

Résuné
On développe une version stochastique des mé&thodes de descente en optimi-
sation. La théorie des multispplications permet dans 1le caé déterministe de
démontrer la convergence des méthodes de type descente ([{] [é]‘CH IV). Pour
les méthodes stochastiques, on se servira de ce mé&me formalisme pour obtenir

des théoremes de convergence.

Introduction

Le probléme est celui de la minimisation d'une fonction f sur un ensemble
C ; on ne sailt pas calculer f parce que par exemple sa forme analytique est
inconnue. Pour tout x € C, on n'a seulement accds & des observations bruitées
solt de f (x) soit de f' (x). Les algorithmes construits générent des variables
aléatoires Xn et 11 s’aglt de prouver que des ‘sous-suites de {Xn (w]} conver-
gent vers des polnts stationnaires de f.

Dans ce qui suit, le domaine des contraintes C est fixé& et connu, c’est-a-
dire que si C se met sous la forme {x / fi (x) 0 1=1, ..., m}, les
fonctions fi sont supposées certailnes.

Pour la construction de 1'algorithme de descente, on opére de la fagon
sulvante : supposons que 1l'on ait calculé les n premiers itérés : X1, vees Xn 3
11 s'agit & présent de choisir une nouvelle direction En mais 11 faut que ce
soit une’direction de descente stochastique"” dans un sens & définir. Le nouvel

itéré Xn+ dolt 8tre pris dans la direction Hn tout en restant dans C st 11

1
faut que le gain acquis en passant de Xn a Xn+1 solt suffisamment grand pour
assurer une convergence. En particulier i1 n'est pas question de calculer exac-

tement le point qui minimise f dans cette direction compte tenu du fait que les

observations de f sont bruitées.
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Le problame général

C &tant un convexe fermé de [R', soit f : R + [ une fonction finie et
continue relativement & C en tout point de C, inf-compacte sur C (c'sst-a-dire
que {x €C/ f (x)¢ A} est compact pour tout A). Considérons le nrobléme
d'optimisation

(P) Trouver z* tel que : *e Cat f (") = Inf ff(x) /zecC}

Posons #* = Inf {# (x) / x € C}

7n suppose que 1 Vx, Yy €C f' (z;y - x) extate (f' (x ; d) désignant
la dérivée directicnnelle de f en x dans la direction dl.

L'inf-compacité de f sur C eritratne‘que l'ensemble M des solutions de (fP)
n'est pas vide. Une condition ndcessaire pour que x € M est que x solt un point
atationnaire, c'est-a-dire 1

et Vyec ' (X3 y-%x) 30
Cette condition est en particulier suffisante lorsque f est pseudo-oonvexe sur

C. Désignons par F l'ensemble des pointa'atetionnaires.

Procédure déterministe (cf. A. Auslender)

Soit D une multiapplication de C dans R" , Gr (D) désigne son graphe dans
C x R, considérons @ : Gr (D) + K définie par :
VxecCc, YdeD (x) a[x: d =sup {a20]| x+adec}
{Tn}n €M est une famille de multiapplications de Gr (D) dans [R. A tout couple
(o, {Tn}n e’ On fait correspondre la méthode d'optimisation suivante.

Partant d'un élément Xy € C , on construit la suite {xn} de C de la fagon sui-

vante :
L wn—pdirgction d € D (x )
(ALG) n x" .
(xn.dn] m—sX o1 % Xt % dn avec o_ = Min (an.a (xn. dn])

st a € T [xn, dnJ
On voit que D désignes la multiapplication des directions de déplacement

possibles tandis que Tn permet d'obtenir la multiapplication des points de

déplacement sur ces directions.
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Suivant qu'il s'agit d’'un probléme d'optimisation sans contraintes ou
avec contraintes, l'ensemble des directions D (xn) possibles & partir de Xn
est connu ou est l’ensemble des solutions d'un programme (linéaire par exemple).
Les types de choix de Tn pour construire Xn+1 conduiront & des méthodes et a
des théoraémes différents.

Procédure stochastique

Dans le cas stochastique on n’aura que des évaluations stochastiques des
directions ou bien & des solutions de sous-problémes ol les données (fonctions,
gradients) sont bruitées. D'autre part, pour les polnts de déplacement sur la
direction choisie, 11 est pré-FéraBle de prendre des pas simples ou faciles a
calculer cqomme par exemple :

T, (x, d) ne dépend pas de (x, u/, ne dépend que de n :

T, (z, d) = [A An,Z] ol _{An,,‘} et {An,Z} sont deux suites de réels positifs.

n,1°?

Dans la premidre famille d’algorithmes étudiée (ALG 1), on considérera ce

chotx des T .
n

I - ALG1

I.1. Dans ce paragraphe, on suppose que C est borné, f est G-dérivable sur C

(c'est-a-dire dérivable au sens de Gateaux), f' comtinue sur C relativement & C.

THEOREME 1

Sous les hypothéses suivantes :
a) hypothdses relatives d la multigpplication D

( %1) D est une multiapplication bornée (i.e. transforme les bornée en

bornés) |
( %2) D est une multiapplication fermée en ?f:'pour tout ¢ F
(t.e., 82z + & Yp €D (z) yp > Y, alors y € D (x))
(%) Vzec VdeDp(s)<f (w,d> s 0
Vad¢F, VdeD (x) <f' (x),d> < o
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b) hypothéses sur le choix de la direction d;

s eees &

Sotent X, X 1 -1

1?72
les n-1 directions utilisées. Appelons 65::_1 la tribu engendrée par

{ex,) )

eees X les n premiers itérés stochastiques ; 3
n

N

(d

- } 5 le probléme est de choisir une nouvelle

i € <l,n> ? i € <1,n-1>
. . N
direction dn'

n-1

(31) d; est p.s. bormée et E < f'(Xn), d:; > sm on m est une

variable aléatotre positive telle que | A g E(m ) <+
n=1 ?
(@2) ﬂdn €D (Xn)’ &’)Z_l—mesurab’le, a 501 : R~ lR__* telle que :
n
Ve > 0, pour mpN(e) < £'(X (w),d (w) > = e =>(E n=lg F1x),d >)(w) s @)l=e)

: n
(.93) En désignant par o (X, d ) =Swp {a20 | x + L d:; € c}

o (X, d) 2 a >0

e) hypothéses sur les pas de descente :

©o

ny
Tn (Xn" dn) = [kn,l’ An,zj avee An,l >0 n-_z—l )‘n,l =+
M2 0 o O

Dans ces conditions, presque sflrement, il existe une sous—suite de {Xn (w}

qui converge vers un point de F.

Remarques sur les différentes hypothéses

a) Les hypothéses relatives a D sont faites, comme dans le cas déterministe,
pour assurer que :
si x_ + X, d +~det < f' (x ), d >> 0 alors x € F.
b) Les hypothéses sur d: sont faltes pour exprimer que :
En moyenne conditionnelle, d: est une direction de descente, moyennant un
terme résiduel L dd aux effets du bruit dans la recherche de d:.
Le fait que d: solt une ”d'irectjlon de descente stochastique" est précisé
par 1'hypothése (@2] qui relie d: a un élément dn de D (Xn].
c) Le choix du pas de descente a 1l'avantage d'8tre simple et de ne pas nécessiter

de calculs. Les hypothéses expriment que le pas doit 8tre suffisamment grand
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pour avoir une amélioration sensible dans la direction donnée et qu’'il doit
tendre vers O pour obtenir une convergence. Pour que, & partir d'un certain
rang ce solt effectivement un pas )‘n € Tn [Xn. d:) qui soit utilisé, nous
sommes amenés a falre 1'hypothése (@SJ : pour les choix de d: que nous
explorerons, cette hypothése sera facile & vérifier. Remarquons que si

dm(w]=0pour w € £ , alors X (w) = X (w) pour w € Q .
n o n+ n o

1

Démonstration

x N % n
= = A s A
Xae1 = X, * @, d aveca = Min (An. a (Xn, dn]l et An € [n.1 n.;

f étant G-dérivable de G-dérivée f', on a le développement suivant :
= x ’ '\" v (Y - ’ v
() FIx 0= F XD +a [<f (X)), d >+<f (X)-F (X),d 3]
ou X_ est un élément du segment [X s X+ o E]
n n’ n nn

’ - _ ny
Appelons 6n 1'expression < f (Xn] £ (Xn], dn > .

- . v v Y - —_— .
len-xn|| o I1d || . d étant borné p.s., [1X -X_ || —2=0 p.s. ; de méme,

puisque f' est continue, f' (i%] - (Xn] est borné p.s. et converge vers O
p.s. I1 s'en suit que :

§ est borné p.s. et § =———>»0 p.s. D'00 E (6§ ) =0
n N e N e

Dans 1'égalité (1), prenons l'espérance conditionnelle par rapport a 1la tribu(b:_,]:

@:_1 &n 4V %2'1 6]
n

E FUIX ) -F(X)=a" [ﬁ 1 o f x), d¥ > + E
n+1 n n n n

D'aprés 1'hypothése [@1]. nous avons 1l'inégalité :
n n n
&, o %

n X n
(2) E f (Xn+1] - f [Xn] < @ E T toe, E 6n.

De plus, Ve >0 nous avons :

® &
(3 E" £ X, )FX) S a¥ @ el T ap . vaXe "y
{En-1<fr(X ),d >< @, ()} .
X n-1
+ E 5 .
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D'aprés 1'hypothése (@23, 11 existe dn €D (XnJ tel que, pour n > N (e)

I ST &,

ny
{<frix).d>s -eb {7 < frx.d> s @ -e)}

Il découle ainsi de la relation (3)
9)"
n-1 %
(4) E f (Xn+1] f (Xn] < o %q(—e) I{<f'(xn)’dn>§-e}

®" ‘
% n-1 T+ a: E‘g:_’] s

+ Q E

n n n

ax=Min(>\,a(X,dN)]avec)\ 6[)\ ,)\_J.
n n n n n n,1 n,2

' ny -
Comme An’z-—ﬁsga—o et que o [Xn. dn) > o >0, a partir d'un certailn rang

En sommant & partir d’un certain rang n, = Max [no. N (g))

n
E(f(XnJ)-E(fan1)] smzn Mg $20-€d PL<FIOXD0d > € -e) + A E(8 ) + A E (7))
1

Le premier membre de cette inégalité étant borné uniformément en n, on en

déduit que :

- )‘m [‘-P,'(-e] P» (<+"(Xm), dm> & -€) +E (Gm)] < + o

ne~-18

n=n

1

Comme la série de terme général Am est divergente et que E (Gm) s 0, il

s'en suit que :

Ve > 0 lim inf P (< f' (X ), d > < -¢€) =0.
e n n
D'aprés ce qul précéde, pour tout entier k, 11 existe N tel que :
, 1 1
P(<F (X J),d >« -—k—J< m
" " 2
—> [ P X dd )os-—) <
k=1 " "k
=> P (limsup (< ' (X_), d >g - —%— )) = 1 d'aprés le lemme de
k-eo L™ \
Borel-Cantelli
L} ™~ ’
(5) D'ot < ¥ (Xn ), dn >‘|<T—>D p.S.

k Kk
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C étant borné, D (C) est un borné (puisque D est une multiapplication bornée)

{x [w]}°° est une suite bornée, de méme {d [w]}°° ; d'aprés la relation (5).
N k=1 Ny k=1

p.s. 11 existe une sous suilte (Xn (w), dn (w)) telle que :
1 1

%, (WX (W)

dnl (@) gz—==d (@) et < ' (X (), d (w) > = 0.

st X (w) ¢'F , d (w) e D (X (w) (puisque D est une multiapplication fermée
en x ¢ F).
On aurait alors :

< f' (X (W), dw > < 0 d'od la contradiction.

Ainail, avec une probabilité 1, 11 exlste une sous-suite de {Xn (w]} qui
converge vers un point de F.
Concernant la convergence de la sulte de variables aléatoires {f (Xn]} ’

nous avons le résultat suivant :

THEOREME 1 bis

Qutre les hypothéses du théoréme précédeﬁt, supposons que :
f! est Hldérienne d'ordre p > 0 sur C, c'est—-d-dire que :
Vo yec |l @-f wlls &lle-ylP
et que :

[- -}

A p+1 o
né (ng) < +

Dans ces conditions f (Xn) eonverge p.s. vers une vartiable aléatoire f, 4
valeurs dans f (F). Si de plus F = M, f_ = f* p.8. et p.s. toute valeur
d'adhérence de {Xn (w} est une solution du probléme (P).

Démonstration

D'aprés 1'inégalité (2) de la démonstration du théoréme 1, nous avons :

n n n
(bn-1 {‘bn-'l ® ®n-1

x
E f (Xn+1] s f (Xn] ol E T +a E §_ .
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- ) N
. = ’ - ’ R
On a : Gn < f [XnJ f (Xn). dn >

)P (| vy P ~p+1
Par suite |6n| <k [a:] Hdnllp+ sk (a:)p aP*

D’ol, pour n 2 n

o
%n n
ENTT X ) F X)) A T e g P
n+1 n n,2 n n,2
n g 2 "
f LXn] 38t02V4 -mesurable, bornée inférieurement. {f (X )}n eN est "presque
une surmartingale et comme Y A E [n ) <= et que 2 )P EP+1 < o,

n,2 n,2

n=1 n=1

11 est classique alors que f (Xn) converge vers une variable aléatoire ﬁ”
avec une proﬁabilité 1. D'apres le théoreme 1, il est facile de voir que
f_(w) € f(F) p.s. Supposons maintenant que F = M. On a vu que p.s. 11 existe

une sous-suite {Xﬁ (w)} de {Xn (w)} qui converge vers un point X (w) de F,

K
donc de M.
ko0 _
f étant continue, f (Xn (0)) — f (X (0)) = £%.
k
Par suite :
. %
p-S. f [Xn (w]]-'n.T> 'Fw ((.0) = 'F .

Soit X (w) une valeur d'adhérence de la suite {Xn (w)}. Appelons {Xn (w)}
) 1
une sous-suite de {Xn (w)} quil converge vers % (w) . Supposons que % (w) ¢IM 3

alors : f (% (w)) > £* . Mais f étant continue, on aurait :
Um £ (X (@) = £ (X () > £F
1 nl

d’oll 1la contradiction avec le fait que f (Xn (w)) -T;;;a-fx.

Remarques

a)l on peut prendre par exemple pour intervalle [A 1’ A é] 1’intervalle suivant :

1

[-n- —] avec 6 €JO 1] Dans le cadre du théoréme 1.bis, si f' est

Lipchitzienne sur C, les hypothéses sur le pas sont satisfaites avec (56]2 » ].
b) A chaque itération n, on peut prendre un pas gléatoire An pourvu que An soit

%n

-mesurable et que A (w) € [} S A ] p.s. ; les théorémes énoncés restent
n-1 n n,1" n,2

encore vrais.
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I.2. Les résultats précédents sont établis dans le cas ol C est borné. Consi-
dérons maintenant le cas ol C est un convexe fermé (en particulier pour C = |Rn,
on envisage le probléme de 1'optimisation sans contraintes).

Soit donc.C un convexe fermé, f G-dérivable sur C, inf-compact sur C.
La direction d: que l'on déterminera ne sera pas nécessalrement p.s. bo;née

car C n'est pas Eorné ; on fera donc une hypothése différente sur d:.

THEOREME 2
Outre les hypothéses du théoréme 1, nous supposons que :
« ' est H¥ldérienne d'ordre p > 0 sur C

et que

c L0, P E GNP < 4w

« (Xn) converge p.s. vers une variable aléatoire f .

. J wne sous-sutte d € D (X ) telle que < £ (X_ ), d > O p.s.
n ny, ng g >0

k Kk

. p.8. I wne sous-suite de an (w)} qui converge vers un point de F.

Démonstration

Les démonstrations des deux premiers points sont analogues a celles faites
pour C borné. Pour conclure, 11 ne reste plus qu'’a montrer que p.s. la suite
{x, (w} est bornse. Soit 2 = {w | 1im sup [IX (w)]| = + =} et supposons
N->oo

que P (2 ) > O (hypothése dont on veut montrer 1'absurdité).

Pour w € @ J une sous suite de {Xn (w)} telle que ||Xnk(mll|-1;;:-+ w,

Cela entraline, d'aprés l'inf-compacité de f, que f (Xn (w)) e t® s c8 qui
.o k
 est absurde puisque f [Xnk (m))13;7>fm (w).
Remarques

a) les hypothéses du théoréme précédent sont vérifiées en particulier dans le

contexte suivant :
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£ Lipschitzienne sur C , ||d || , < +wet J (A 1<+ w,
n'' 2 n,2
L n=1
b) Naturellement, comme dans le cas du théoréme 1.bis, si F = M, f = £ p.s.
et p.s. toute sous-sulte convergente de {Xn [w]} converge vers un point

solution du probléme (P,

I.3. Nous allons & présent calculer effectivement une direction de descente et
vérifier ainsi les hypothéses des théorémes de convergence : examlnons d'abord

le cas ol C est borné (théorémes 1 st 1.bis).

A. Méthode de FRANK et WOLFE

C est un convexe compact non vide ; la multiapplication D des directions
de descente est alors définie par :

VYxec Dix) ={x-x/Xx€C<+ (x), x>=Mn< £ (x), z>}
zeC

Les hypothéses déterministes relatives & D sont vérifiées. D est une multiappli-
cation bornée et :
Vxec VdebD (x) <f' (x),d> 0.

Si x ¢ F, 3 2 € C tel que < f' (x), % - x> < 0=Vd e D(x) <f'(x),d>< 0.

Désignons par 62 la fonction d’apﬁui de C, c'est-a-dire : Gétxx] = Sup < X, x* >

_xeC
d €D(x) € d =x -x avec < f'(x ), x > = - &% (- £ (x ))
n n n n n n n Cc n
< -f' (x ), x> =688 (- f' (x)).
n n (o n

Anei D (x ) = 9 8% (- £ (x)) - x ¥

et si on suppose que X +';, on a :
(x%) Lm D (x )C 3 5; (- £ (X)) -x=D (.

La multiapplication D est donc fermée.

o) 9 sé (u) est 1e sous-différentiel de sé en u .
3 Gé (u={x€ec/<x,u>= Sup <z, u>}
zeC -

(xx) 1im A = {x / x = 1im x oux € A}
——/ N n n n
N0
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En fait, la résolution du programme pour calculer une direction de descente
se fera avec une donnée brultée Yn.au lieu de '’ (Xn] 3 la v.a. Yn est cal-

culée @ partir d'évaluations stochastiques du gradient de fenz=X.

gD
Ecrivons Y = f' (X ) +Z avec E -1 = _oq.
n n n n
Ainst : d"'=3'<-x avec<Y‘,')\'< > = - 8% (-Y)
n n n n’ “n c n

n Ny
Il est clair que dn est borné., De plus, si nous considérons o (Xn. dn). nous

avons :
a (X (w), d (w) =1 si d (w) #0
n n n
@ (X (), d (W) =+osid (W =0 —> al(X,d)3z1.
n n n n n

D(X) = 9685 (-F (X)) -X e w — DI(X (w)) est une multiappli-
n C n n n .

_ n
catton (P‘)n% 1

d, €D [Xn) telle que d, soit 352_1-mesurable (d'apres le théoreme de sélec-

-mesurable & valeurs convexes compactes. On peut donc choisir

tion mesuraﬁle de KURATOWSKI-RYLL-NARDZEWSKI)

d =X -X avec < f' (X)), X >
n n n n n

X ’
- GC (- f (Xn]]

'5--'x"-x avec <Y,')\f>=-6x(-Y]
n n n n" “n C n

:&ﬂ
Comme E " 1 Y'n = - f' (Xn) et que GT: est convexe, 1'inégalité de Jensen sur

les espérances conditionnelles entralne que :

n
'Sbn-1 v 0
E <Y,d >s<f"(X),d >
n n n n
n n
®
——3 énh'1 <f (X)), d >s<f (X),d>-e"VeE, >
n n n n n n
®
Comme E -1 En=0, on a aussi :
n n
I'I'1 N ~ ) '{Bn"l — 4"
(1) E <f'(X),d >s<Ff" (X),d >-E < Z,d -d >
n n n n n n n

D'autre part GE est Lipschitzienne de coefficient de Lipschitz

k =sup {||x|| 7 x € c} . Par conséquent :
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n
& S )

(2) ENMt e (x), d° >e<f (x),d>+ke™ |1zl
n n n n

n

Solent {Yi} une suite de v.a. d'observation du gradient de f en

i=1 RN NN p
n
X = Xn ; on suppose que les Yi gont conditionnellement indépendantes (le

conditionnement étant relatif & la tribu &n )

n-1
&ﬂ C&n
- - 2
Plus précisément Yi = f' (X ) + ai avec E " 1 Ei =0etE" 1 ||§i|| < o2
n n n n n
P P
n n
Posons Y = —— ¥ Yi , soit E =—-;— ) £§ .
n Pn 121 n n i=1
& & 2
na:e"'Z =g et eV |E|I?s 2
n n Pn

Pour vérifier les hypothéses (91J et [92] du théoréme 1, 11 suffit que :

- 5
n,2
Z» ——le < + ©» gt que P ————+ @,
n=1 Pn n o me
n
En effet, dans ces conditions, m = k E n-1 ||5n||:2 et 1'inégalité (2) implique
que : &
Pour n 2N, (e), sur < f' (X)), d >& -¢, E 1< (x ), d > <P (-€)
~M ’ n’ n ’ n n ST

C.Q.F.D.

B. Méthode du GRADIENT PROJETE

La méthode étudiée 1ci n'est pas la méthode du gradient projeté telle qu’elle
a 6té définie par ROSEN ; 11 s’agit d'une adaptation & 1'optimisation avec con-
traintes de la méthode classique du gradient.
Définition de la multiapplication D :

Vxec D (x) = {xB - x} ou g~ Pe (x -8 f" (x))

On suppose que B € [31, Bé] avec 62 > 31 > 0.

Vérifions 1les hypotheses relatives & D :

D'aprés les propriétés de 1'opérateur de projection PC’ on a :

Vyec <y-;8,x-8+"(x]-;<-3"* £0

Puisque x € C, on a alors :
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<x-;<-8,x-8f' [x]-;8>\<0

-B < ¥ (x],x-;3>+||x-78||2\<0
=— < f' (x), ?B-x >\<-% ||x-§'8||2\<--%;— ||X";é||2
Par suite :

Vxec, VdeD (x) <f (x),d> < 0.

D’autre part : x € F <> X ;B VBC[B1. 82]

=—> Vxef® VdebD () < f' (x),d>< O

Montrons que la multiapplication D est fermée en x € F°,

Soit x. * xetd €D (x) telqued +>d. Posonsd =x, -x_ ol
n n n n n B_n n
xBn = P C(xn - Bn f [xn)) avec Bn € [81. BZ] . I1 existe une sous-suite
{ Bnk} de {Bn} telle que BnI;T::B et B € [81, 82] 3
d =P.(x -8B f (x ))-x =P (x-B f (X)) -%
nk C ne Ny N e Ko [

Ainsi d €D (X).

Vérifions maintenant les hypothéses relatives a d:

Yn étant construit & partir d'observations du gradient de f en x = Xn’
on construit d: de la fagon suivante :

. |
d’ =X -X aec X =P (X -8 Y)ouB € [8,, 8]

Soit d € D (X ) définle pard =X - X od X =P_. (X -8_f' (X))
n n n n n ] n C 'n n n

I1 est clair que d: est bornée,%z_ -mesurable et que a (Xn (w), E’n (w)) > 1.

1

Par ailleurs :

- X - - X - 2
<F X)), d o >=<f X)X - X > § B ||xn X |1 (1
De mé&me :
n 1 2
< Yn: dn > & - Bn ”')\(n - xnll
En décomposant Yn = ' (XnJ + 5 ,ona:
v 1 ¥ 2 = -X = X -
< X)) do>s - ||Xn-xn|| +<E L X -X >+ <E,X 3(“>
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Comme l&ln —7n|| < ”En”’ il s’en suit que :

, Vel Y Ly IP.<E o« % 1z |I2
< frx ), d> s 5 len xnll +<ELx -X? +82 ||...n|| (2)

Nous falsons les mé&mes hypothéses que dans la méthode de Frank et Wolfe en ce

qui concerne sn , & savoir :

P © A
8 = 1 an:l Z-._EL?_.<+-° P >+ =®
S O n=1 A "
Notons K = sup {||f' (x)|| 7 x e C}
Sur {< £’ (XnJ, dn > s-¢}, ona Hdn” > —é—-
La relation |[3('n— Xn||2\<2 (H)?n--)(n||2+ HXn-)'(\'nHZJ entralne que :
sur {<+ (Xn). d > < - e}
11X - x |P .
~ 2 N = 112 2
S L A [P . SRR G Y | P S TP T
2 K
La relation (2) entraine alors que :
. {< & (x). d ><-€} E2-1'<~.[ ) "\:>< '52 1 8 g2
sur Ade dy S - s f Xn,dn \-ZBKZ"'[-B;‘*Z]'p—-
S n

< ?1(—53 pour n >N1 (e)

D'autre part, d'aprés 1l'inégalité (2)

0 n
n-1 Y ' n-1 2
< ’ > L =2
E £ X1, d > s 8 E RN
n ®
_ n-1. 2 ’ o
mn-B~2 E ||3n|| et ZAH’ZE(wn)< +
n=1
Remarques
o n ieme
1°) Dans les méthodes de calcul de dn précédentes, a la n itération, on

considerse Pn observations. Par exemple, soit :
1 1+
[l n1 }‘n,z] ={-n—-} P, = [(1og n) P:I ol p>0et [x] désigne
la partie entiérs de x. Dans ce cas, }‘n 2 et P, vérifient les hypothases
requises.

2°) On peut utiliser les méthodes précédentes dans le cas ol on ne peut estimer
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directement le gradient de f en x = Xn mais ol 1'on estime une "approxi-
” ’ - ’ < .
mation” notée Df (X ) de ' (X ). soit ||Df (x ) - ¢ (x )| & h. s 11

suffit alors que hn vérifie les conditions suivantes

im h =0 et ] A, h <+ .
Mo 1 n=1 ’
3°) La méthode du gradient projeté est susceptible de multiples variantes. On
peut prendre B_ v.a. ﬂbn -mesurable a valeurs dans [b B‘] . D'autre
n n-1 1° 72
part, la projection sur C peut se faire suivant une métrique variable.
Plus précisément :

‘dn = PC (Xn - %1 An Yn] - Xn

ol An est une matrice 052_1-mesurable prise dans . db ol b désigne
& - {A réelle symétrique définie positive / m I & A& m I[x]}.

1
La projection s'effectue donc au sens de la métrique ||-||n =< ., A;1[.] > 2

I.4. Nous allons donner dans ce sous-paragraphe des exemples de direction d:
vérifiant les hypothéses du théoréme 2. Considérons, par exemple, le cas ol

C = an (optimisation sans contraintes).
A. Exemple

Soit f convexe, inf-compact, G-dérivable de G-dérivée f' vérifiant :
(L) Iy>o0 [0 o - |l <y |lx -yl

L'hypothése de convexité fait que 1l'ensemble F des points stationnaires est

1'ensemble M des points solutions du probldme (J°)

(%)

A & B au sens de la relation d'ordre dans l'ensemble des matrices réelles symé-
triques, définies positives

ASB &> <x, Ax> & < x, Bx> Vx
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v n
= U - A A
xn+1 Xn + An dn ol An est an_1 mesurable, & valeurs dans [n,‘l' n.Z—J
(-] (-}
et z An 4= Z [An 212 < + o _ La multiapplication D est définie par
n=1 n=1 ’

D (x) = {- ' (x)} et la direction d: est donnée par :

n n
N , g#p1 _ can-1 2 2
g =-Y =-[f (xX)+E] aec E" £ =0etE e 1% <o

Les hypothéses relatives & D ont 8té vérifiées dans 1'étude de la méthode du
gradient projeté (§ I.3.B). De plus :
gbn

ENT < fx),d > = - HEAR S )ll2 <0
n n n

Dans ce cas, L 0 et qq (-e) = -¢ (hypothése (532])

Soit x* €Mj;onatf (xx) =0
2 X2 ' n X N2
(O |Ix 4 - xX|€ = ||xn - x| |c v 2< Ad, X - x> ||An dnll
% - X% -2< A F X)), XxS> - 2<h £, X x>
n n n n n n n

+

' 2 2 '
||An £ (xnlll + ||Angn|| + 2 < AFUXLE >

La convexité de f, l'hypothése (L) sur la G-dérivée font que :
a |

-1 ' 2 2 2
(2) E n ”ng _ xx” < Hxn - x*H 1+ v An,Z] + )‘n,Z a2

D'ol :

2 2 2 2
3 e x-S e dlx =MD ey S I o2

2 n,2

On en déduit que {Xn} est uniformément bornée dans L2 et par conséquent que :

Sup lld:||L2 < + o ., On a donc vérifié 1'hypothése relative a d: du théoréme 2,
n

pour p = 1, a savoir que :
I )
n=1 n,2

edlal® e,

On peut donc déduire du théor2me 2 (+ remarque b) que p.s. toute sous-suite

convergente de {Xn-(wl} converge vers un point de M.
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Dans le cas présent, on peut améliorer ce résultat car il découle de

1'inégalité (2) que ||Xn - x*ll converge p.s. Par suite si M = {xx}, on a :
X
Xn converge p.s. vers x .

Comme dans le cas de la méthode du gradient projeté, on peut prendre comme
direction :

d = - An Yn ol An’ 352_ -mesurable, peut &tre un estimateur de

1
[f" [an]—1 dans la mesure ol ce dernier existe ou bien An est fonction des

itérés et des directions précédentes.
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II. ALG 2

Dans 1'étude de la famille d'algorithmes ALG 1, nous avons utilisé un choix

particulier de multiapplications {Tn}n cm Un autre choix fondamental est
défini comme suit :
. ieme ., . . v »
Xn étant le n itéré stochastique et dn la direction choisie, posons :

n ny
Qo (01 = F (X +ad) pour o€ [0, o x . d].

Veemw T =T et T (X, d:] - {*e [0, & (x, dﬁ)] / @ %) = Inf @ (a)]
a € [p, a (Xn, d:)]
En fait, on n'a pas acces a e [Xn, d:) et dans le cas stochastique ol 1l'on
n'a due des évaluations aléatoires de f en x = Xn ou de f' en x = Xn’ on est
amené & modifier le choix de T. Nous ferons une hypoth&se analogue & celle de
Kushner et Gavin ([i] , Dﬂ] pour une méthode de direction admissible (hypothése
vérifiée, du moins dans le cas convexe pour des procédurss tronquées de recherchs

dans une direction donnée).
'\‘ '\I . L)

la condition (%%J explicitée dans 1'énoncé du théordme de convergence.

Le nouvel itéré Xn+1 est donc obtenu par :
' "

X =X +0d ou ofe T (X s dm].

n+1 n n n n

%
o mesurable .

Soit donc C convexe fermé, ¥ G-dérivable sur C; inf-compact sur C.

Rappelons que 1l'ensemble F des points stationnaires est définie par :

F={xec/<# N, y-x>»>0 Vyec} .
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THEOREME 3
Sous les hypothéses suivantes :
e) hypothéses relatives 4 la multiapplication D : ( jgl) -( ﬂz) - ( ﬁs) _
(théoréme 1)

b) hypothése sur la direction d;: :

n " —x .
3 dn €D (Xn), \’bn_l-mesurable, i ¢, : B> R tel que :

‘%n
Ve > 0, pourn 20 (e) < £UX (W), d (0) >s=e=>E" "< f1(x),d ><pl-

c) hypothése sur le pas de descente :

n

Appe lons (ﬁ): la tribu engendrée par {( X;) (d,)

i €<1,n>? 1 € <1,n>}'

Xn+1

la condition ( ‘g)

. EO‘,:

, ) n, X N . e
= Xn + oX dn avee o mesurable, o € [0, a (Xn’ dn)_] vérifiant

£, ,)sf(X)+s avec s >0et nél E(s)<+e

7 P, : R*> R tel que :
[e] $n

E® f (Xn+1) sfx)+ ?2\(-n) +8, Dp.8. sur

{<rr ), d: > < -n}

Dans ces conditions, p.s. toute valeur d'adhérence de {Xn (v} - et i1 en existe

au moins une — est un point de F.

Remarques sur les hypothéses

'Comparétivement au théoreme 1 (et au théoréme 1.515], nous remarquons gue
les hypothéses sur‘ {d:} sont affailblies gréce a une "meilleure” recherche du
nouvel 1téré stochastique dans la direction d:.

D’'autre part, 1'’hypothése [33] ta (Xn, d:] >0 , si elle est véri-Fiég sur
certains exemples (§ I.3), ne.l'est pas toujours : dans les exemples ou elle

n'est pas vérifiée, c'est le choix de ALG 2 qu'il faut prendre.

La démonstration du théoréme 3 est paralléle & celle de Kushner-Gavin ([3]. [4]3
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Elle est adaptée & notre formalisme et & nos choix de direction.

Démonstration

D'aprés la condition (%%J, nous avons :

-k o
(1) E" fF(X _ )SFf(X)+s et ) El(s)<+w,
n+1 n n n
n=1
Soit X, le premier itéré ; supposons le non aléatoire X, = x, € C ; f étant

1 1 1

bornée inférieurement, il s'en suit que : f [Xn) converge p.s. VErs une v.a.
notée f_ (la convergence a également lieu dans L1].

De plus ; pour n > M (e).

20
n
(2) E f (Xn+1] f (Xn) < [(PZ ° ?1] (-e) I{<F'(X ).dw> < ? (-e]} * Sn
n n 1

D'aprés 1l'hypothése (b)), pour n 2 N (g), sur { < f? [Xn), dn > & - e}, on a
\rjsn

n-1 , 4 . . -X +X .
E < f [Xn), dn > g ‘P,] (-e). En conséquence ; 4 LPS t: R7~> R tel que :

n
Bt L " :
P [<+ [Xn], d, > < ¢ (-e)} 2 Py (-€) sur f<f (Xn), d, >< - el
f [Xn] canverge dans L1 3 {f (Xn)} est uniformément bornée dans L1. L'inégalité
(2) implique que :

3" G

n-1 n-1
E X ) - F X)) g (P, e @) () I{<¥,(Xn],dn>6_€}¥g(—e) + E s,

D'ol, en sommant & partir d'un certain rang o (e) > Max (N (), M (g)), on a :

Ve >0 Y P {<fx),d >s-¢e} < +
& n n
n=1
— < f (Xn). dn > «EJEL————a 0

n->o

On termine ensuite comme dans le cas des théorémes 1 et 1.bis, 1'inf-compacité
de f et la convergence p.s. de f [Xn] (d’aprés 1'inégalité (1)) font gque p.s.
la suite {Xn (w)} est bornée. Ainsi, p.s. toute sous-suite convergente de

{Xn (m]} et il en existe, converge vers un point statlonnaire.
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Conclusion

Dans le cadre des problémes d'optimisation stochastique avec contraintes,
nous avons donné un formalisme des méthodes de descentes stochastiques. Lorsque
les contraintes sont connues (et c'est le cas dans notre approchel), on peut
aussi définir d'autres méthodes permettant de résoudre ces problémes d’optimi-
sation stochastique ; par exemple : l'analogue stochastique de la méthode
d'accumulation des contraintes.

Dans le cas ol les contraintes sont stochastiques, c'est-a-dire lorsque
les fonctions définissant les contraintes sont bruitées, les méthodes précédentes
sont inapplicables. Pour résoudre de tels problémes, des méthodes du type péna-

lisation et du type dual sont en cours d'étude.
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