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POLYNOMES ET DERIVEES A VALEURS ENTIERES

A est un anneau intégre de corps des fractions K. On dit qu’un polynéme f, a coef-
ficients dans K, est a valeurs entiéres, si f(a) est dans A pour tout élément a de 4. Ces polynomes
forment un anneau que J.L. Chabert (5) (6) et moi (3) avons étudié. Par ailleurs D. Brizolis (2)
g’est intéressé aux polynomes dont les dérivées successives sont a valeurs entiéres. Nous voulons
donner ici une exposition originale de ces résultats.

On montre d’abord que si A est Noethérien on peut faire une étude locale. Si A est
intégralement clos on peut donc se limiter au cas d’un anneau de valuation discréte ; au § 2 on
montre que les anneaux de polyndmes, dont un nombre fini de dérivées sont a valeurs entiéres,
sont denses dans I’anneau des fonctions continues sur la complétion de A. Ensuite on étudie le
spectre de ces anneaux de polynome et au § 4 on décrit les inclusions entre les divers idéaux
premiers du spectre. Au § 5 on généralise cette étude aux fractions rationnelles  valeurs
entiéres, et au § 6 on envisage le cas ot toutes les dérivées successives doivent étre a valeurs
entiéres ; ensuite on généralise un résultat de Straus (8) pour déduire la structure de 4-module
de cet anneau de polynéme (§ 7), onen déduit qu’il n’est pas Noethérien (§ 8). Dans un
dernier paragraphe on étudie les polynomes & plusieurs variables qui sont & valeurs entiéres.

§ 1. Définitions, localisation
Soit A un anneau intégre, K son corps des fractions. On note A g I'anneau des polynémes
a valeurs entiéres :
Ag= (fe KIX1]| fa) < 4}
On a les inclusions :
A[X] < Ag © K[X]
Par ailleurs, si f € K[X]etf est de degré n, on définit les polynémes f, f‘m, - j{"‘], par :

J n
1X5Y) = 100+ Y7 + P2 200+ . ™)
Si K est de caractéristique 0, alors f™ = n!f{" est la n®™€ itérée de la dérivée de f.
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On peut toujours poser j( n) = n!f{"J , et donner comme définition :
Définition 1.1
Ag(k) est 'anneau des polynomes a valeurs entiéres dont les k-premiéres dérivées sont a
valeurs entiéres :
Agk) = {f € KIX] | (), f(A)....f®a) < 4}

C’est en effet un anneau car :

k
o™ = L (iy 6™ o f= f0)
i=o (k) |
et f’= f( 1)
Mais on trouvera avantageux de travailler aussi avec les «dérivées divisées» f[ k1
Définition 1.2

Ag[k] est I'anneau des polynomes :

k
Ag) = {f € K[X] | fea), fa), My < 4}

C’est aussi un anneau car on établit sans peine les formules :

L) gkl = fl.
k
(b) (g = Zi=0 filgh-i]

Ou bien siir, on fait f["J =f, f[U: f.

La formule suivante pourra aussi nous étre utile :
o) [ex - a)"]“‘l %) x-a"F
On a les inclusions :
A[X] © Ag(k+1) <  Agk) ... < Ag
L v v
ASn” 1] © Aglkl

Proposition 1.3

@©

ona Alx] = N, ada
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Preuve : Si f est de degré n, alors
n
fX) = Zk= . o). x*
Mais on pose :
Définition 1.4
o= N
452 = 0, asw
Ag> est distinct de A [X] en général :

Exemple 1.5 : Soit A4 un anneau de valuation discréte , on note m son idéal maximal, ¢ une
uniformisante, v la valuation, et on suppose que A/y est de caractéristique p > 0 (ainsi v(p)>0).

On choisit des représentants Gy5 8] 5 N ] de A modulo m. Alors
f= 1 WL x.app

est dans Ag™ (car dans Ag et f* € A[X]) mais f ¢ Aglp], donc a fortiori f ¢ A[X], car :

Pl 1/t l'l'{\;'l (X-ap + (X-ay)/g o geA[X] donc f[PJ(ao)tA.

ifo
Ainsi l'inclusion 4 S[k] c A s(k ) est stricte en général, comme d’ailleurs I’'inclusion
A s[k*'l] c4 S"‘J
Exemple 1.6 : Soit A un anneau de valuation discréte, avec les notations précédentes
-1 k+ 1 s
f=1/t ﬂfio (X -a;) + 1 egt dansAS[k] mais n’est pas dansAS[k+ 1

Apreés avoir introduit ces anneaux, on montre qu’on peut procéder a une étude locale.
On utilise la notation Ag. pour désigner I'un quelconque des anneaux 4 k)’ A sl et A s®

Théoréme 1.7
Soit A un anneau intégre Noethérien et T une partie multiplicative de A, alors
T14) = T!
(T"A) 5 (A S°)
Preuve : Si fe (T4 )S' alors f et ses dérivées (en nombre fini égal a son degré) sont a valeurs
entiéres sur T'IA, comme A est Noethérien, le A-module des valeurs prises, par f et ses
«dérivéesy, est de type fini, il existe donc un dénominateur commun ¢ € T a ces valeurs prises,

d'oi tf € 4 .. Réciproquement, si f e T1(4 g)»alors f(4) <4 < T14 donc
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(T'IA) cTly [cf. (4) proposition 4] et il en va de méme des «dérivées» de f.
prop
Si maintenant A4 est un anneau de Krull Noethérien on rappelle :

Proposition 1.8 : Si tout idéal premier de hauteur 1 de 4 a un corps résiduel infini alors
Ag = AlX].

[cf. (4)]. On a alors a fortiori A[X]= A4 s et pour faire une étude locale de A il suffit de
considérer les idéaux premiers de hauteur 1 de corps résiduel fini.

§2. Théorémes de densité

On suppose ici que A est un anneau de valuation discréte de corps résiduel fini. On note v
la valuation, m I'idéal maximal de A4, Ala completion de A4 et I?, m , 0 les completions corres-
pondantes. Un polynome a coefficients dans K (ou méme dans I?) peut étre considéré comme une
fonction continue de A dans I? etsife A s alors f(/'l‘) c4 ;on note § (1:1‘, A ) ’anneau des

fonctions continues de 4 dans 4. On note ¢ une uniformisante.
Proposition 2.1 : Pour la topologie de la convergence uniforme, As est dense dans € (4, A).

Preuve : Comme A est complet et de corps résiduel fini, Aest compact et par généralisation du
théoréme de Stone-Weierstrass [(1) V§ 5. Exercices] KIX] est dense dans I'anneau des fonctions
continues de 4 dans K€ (/’l\, /1‘) est un ouvert dans cet anneau et bien siir K[X] est dense dans
K[X], donc
A g™ K[x] 6 (A, A) est dense dans -6(,'1‘, A).

{cf. aussi (7)].
| Théoréme 2.2 : Pour tout k, 4 SDigest dense dans (4, 4).

Preuve : Il suffit de montrer que 4 ok est dense dans A ofk-17° SigeA olk-17> o1 note

g'= gn‘]et on approche g parg; = g-h g*ou h eAS[kJ'
On choisit h tel que v[h0%x)] > n, n élevé, ¥x e A et ¥i <k ainsi

gUIJ(x)z gl (x) - Ziao h[‘?x)g*u?x) € A, ¥ j<k donc g; eAka-I] , et

k-l fGy [k [k
gln"}x) = gn‘](x)-h[kj(x)glo}x) - Z i-ohﬁ}x)b; ?x) ol g"foj= g ] et

T
Zi_o W™ Te)a b ca, ¥rea

On choisit aussi k tel que h [ k](x) = ] (modm ), ¥x € A (et ceci grice au lemme suivant), ainsi

Rkl )= (1+ tlagoua, €A etgl[k}x) =t axgn‘J(x) +by.
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On itére le procédé, on fait go=g; -h g 1* (une fonction h oi1 n est suffisamment élevé)
o 8m=8m-1- 1 &m.1 On arrive a g, tel que gﬂ,‘n] (x)= t™ cxg[k](x) +d, otcy,d, € 4,
donc gnfka(x) € As[k] pour m assez grand, et g, est «proche de g» : v[g,,, (%) - gx)]= n,
¥y €A,
Lemme 2.3 : Pour tout entier n et tout entier k on trouve h dans A L tel que
v[hU0l(x)]>n, vx € A et ¥j <k
mais h[¥Jx) = 1 (modm), ¥ix € A.

Preuve : Soient 0 = Qo5 Q] 5 e , a,, un systéme de représentants de A modulo m N et soit

m
oM )k
f=M_ (X-a

Onaf{sz.l'l.(X-aj)k + Zloz ga
jAi
ou chaque g, est de la forme :
k.
£ =b°,ll;n___0 (X -a) B2 by € A
Zk' = mk
i*®

autrement dit, gas’obtient a partir de l'[j #i (X - aj)k en remplagant certains facteurs (X - aj) par
(X - a;) et en le faisant précéder d’un coefficient bq.

Six = g modulom™ , on a donc

(% -a.)f
vigg(x) > v [Misi(x-ap) ]
De plus chaque terme (x - a]-) est distinct modulo m™ et différent de 0, pour tout x =a;,ilya
une bijectiono des indices 0, 1, ..., 1, ..., m surlesindices 1, 2, ..., m, telle que :
- .= . Y . é
x a] aox(j) + rx’] ou v(rx,]) n
donc finalement :
f{k] (x) = I'I]- £o ajk + Ty + Za ga(%)
ou ofr,) et vg,(x) > v [II- a-k] et v [I'l- a~k] =B ne dépend pasde x.
x 8o i#o % ji# 0 Y% ’

it ] = ¥
autrement dit : fp‘ (x)/nj,(oa'k 1 (mod m), ¥y

Onfait h = I, (x-a,-)’y .
jeol

. k.
h répond au lemme. Si en effet j < k, hl/] est une somme de produits H;na o (X- aj) ] qui se
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déduisent a partir de l'l] Ai (X- aj)k en multipliant d’abord par (X - a;), puis en substituant
certains facteurs (X - aj) par (X - a;) , ce faisant, la valuation du produit est supérieure a 8
d’au moins I’entier n.
Corollaire 2.4 :As(k ) est dense dans '@(f/l\, /’1‘).
§3. Spectre premier
On veut déterminer le spectre de AS. On traite le cas oi1 A est un anneau de Krull Noethérien.
- 11y a d’abord les idéaux au-dessus de (0), on les retrouve dans K ® 4 A S mais
AlX] QAS' C K[X] donc K ®, AS' = K[X] ; cette fibre est bien connue !

- y a ensuite les idéaux premiers au-dessus d’un idéal p "de corps résiduel infini ou de hauteur
au moins 2. On les retrouve dans AS' ® 4y , c’est-a-dire (Ap )S' [théoréme 1.7] . Mais Ap

est un anneau de Krull dont tous les idéaux premiers de hauteur 1 sont de corps résiduels infinis,
donc (Ap ) 5= 4y [X] [proposition 1.8]. Cette fibre aussi est bien connue.

- Enfin il y a les idéaux premiers au-dessus d’un idéal p de hauteur 1 et de corps résiduel fini.

On les retrouve dans (4 P ) = Dans ce cas Ap est un anneau de valuation discréte de corps

résiduel fini. On peut donc exploiter les résultats du paragraphe précédent.
On suppose donc A4 local, on reprend les notations du § 2. On écarte 4 & qui sera

étudié au § 6. Alors AS' est dense dans G (2, ;1\ ), on s’intéresse donc aux idéaux premiers de
4 (/f, /i‘) au-dessus de m . Ce sont les idéaux premiers de A (fi‘, .;1‘) ® /i‘/ﬁ-,‘ soit ‘é(/,l\, A/fn )
c’est-a-dire I’anneau des fonctions localement constantes de A dans A/m . Comme 12 est

compact, les idéaux premiers de cet anneau ¢orrespondent biunivoquement aux points de 4:
atout o € ff, correspond I'idéal des fonctions nullesen o« [(1) IT § 4 Exercices] .
Ainsi :
Proposition 3.1 : Les idéaux de © (,:l‘, /1\) au-dessus de I'idéal maximal m de A, sont en bijection
avec les points de A;a €4 correspond T}, :
To ={f €6 A4 |fa)ei}

Ces idéaux découpent dans AS‘ des idéaux premiers m,, comme AS‘ est dense dans & (4, 4),
ces idéaux sont distincts :

Si o # B,ontrouvef € 6 (4, A) tel quef(¢) € M maisf(p) £ @ ,doncg € AS"
«proche de f» et tel que g() € M mais g(B) ¢ m.

Réciproquement, tous les idéaux de 4 S s au-dessus de m , se relévent dans € (/i', ﬁ).
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1l suffit d’établir qu’ils sont tous maximaux, car alors les idéaux premiers Ag. ® A/ m
sont tous maximaux et minimaux et se relévent dans 6(,4, fi‘) ® A /m

[cf. (1) II§ 2. proposition 16]

Proposition 3.2 : Tous les idéaux premiers de AS' au-dessus de m sont maximaux et de corps
résiduel A4, .

Preuve : Sif €4 sfk) on fait g=1/t l'Il -0 - a)k oita,, ay, ..., a, est un systéme de
représentants modulo m. On voit queg € A s(k) [ou g €4 GlhIf if €A4 S"‘]] Si '.U? est un

idéal premier de A , au-dessusde m,ona donc tg€ X et (f a;)€ Em pour un indice i.

S.

Théoréme 3.3 : Les idéaux premiers de A k) etA S[k]sont en bijection avec les points de A ;
a o € A correspond T, = {f EAS' | fl@)€ m }

Note : Ce résultat est dii aussi en partie a J.L. Chabert (5) et D. Brizolis (2).

§4. Inclusions

Si A est un anneau de Krull Noethérien, les seules inclusions qui ne se raménent pas a
des inclusions entre idéaux premiers d’un anneau Ay [X]sont entre les idéaux premiers au-dessus
de (0) et ceux au-dessus d’un idéal premier de hauteur 1 et de corps résiduel fini. On peut donc
encore supposer A local, et on garde les notations précédentes. Mais avant d’étudier les inclusions
il nous est utile de remarquer que A k) etAd ok] me sont pas intégralement clos, a la différence

de A gdont tous les localisés sont des anneaux de valuation discréte de rang 1 ou 2 [cf. (3) (5)
et (6)].

|Lemme 4.1:Sif EAS et k est un entier (0 <k < < ), on trouve un entier n tel que f* € A4 S[k]
Preuve : Pour calculer (j")u 1 on regarde le terme en Yl de

X+ Y)=[fX) + YP(X) + .o+ Y™ ff’"J(X)] B (ol m est le degré de f) donc (f)[7] est une

somme de termes de la forme ( h) i= 0 (fhJ ) ifioni<jet Li n; = j. Les polynémes

(f[‘]) i sont en nombre fini (i < k, n; < k) on trouve un minimum aux valuations de leurs
valeurs. Il suffit que la valuation de ( Z) soit élevée pour que (e )[ j)] soit a valeurs entiéres,
¥j < k. Sip est la caractéristique de A/fn , vu(p) > 0, il suffit de faire n = ps ou s est suf-

fisamment élevé, car h < m.
Proposition 4.2 : Pour tout o de A, les anneaux (4 S')'“a ne sont pas intégralement clos.
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Preuve : Soit @y Qps oees @

f=1/t 1} (X-a).

1 =0

n un systéme de représentants de A modulo m et

On trouve n tel que f* € As[k] < As(k ) et afortiori dans un localisé (car f € AS), par contre
f n’est pas méme dans (AS(I)) mg - En effet fla) € Aetf(a) £ A.Sion avait f € (As(l))mo: ,

on aurait f = fg/g ou fg € AS(I) ,8 € AS(U mais g(®) £ m , on devrait avoir (fg)’(@) € A,
mais (fg)(@)= f(e)g’(@) + fL{Yg(Y or g’(a) € A, c’est donc impossible.

Les idéaux au-dessus de (0) de AS' sont ceux de K[X7 , ils sont de la forme :
F=f{hfea_ | heK[X
f={rfeag | neK[X]}
ou f est un polynéme irréductible de K [X] (défini 4 une constante multiplicative prés).
IThéoréme 43:S1i a € ,:1\, alors f C msi et seulement si f@) = 0.
Preuve : Si d’abord f(®) = 0, alors pour tout h, hf(¥)= 0 donc hf(¥) € m et hf€ m, . Ainsi
fe My -
Pour la réciproque, on considére d’abord le cas de AS. Sif(a) # 0, on peut supposer sans

modifier f: mais en multipliant f par une constante, que f@) €4, f(a)£ m . Peut-étre que f n’est
pas dans A S mais tdf € A[XIpour d assez grand. Comme f est une fonction continue de A dans

I%, v[f(x)] =0, ¥x€a+ ¥ ot o+ M7 est une boule de centre @, et ou r est assez grand.
Soit g la fonction de € (A, A), définie par: g(x)=1 si x€ a+ fr
glx) = t9six £a+ "
Comme Ag est dense dans ¢’ (4, A), on trouve h € AS ,telque v(h(x)-g(x)) >d, ¥x € A4
ainsi :v(h(x)) =0 Vx€a+ m
et v(h(x))=d Vxf a+ W
donc hf € A mais h(@)f()€m. Ainsi hf € f mais hf £ m_ .
Pour traiter maintenant le cas de A S il suffit désormais de considérer (hf)" o1 n est suffi-

samment élevé de fagon a ce que (hf)" € Ag. [lemme 11.

§5. Fractions rationnelles
On s’intéresse maintenant aux fractions rationnelles :
Définition 5.1
Soit 4 un anneau intégre de corps des fractions K, I'anneau Ap des fractions rationnelles a

valeurs entiéres est I’anneau :

Ap = {fekX) | fa) < 4)
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Bien sirr A RE K(X)etA R NK[{X]=A S Si K est de caractéristique O, et si f est un polynome,
™ est 1a n®T® itérée de la dérivée. On peut alors définir la dérivée d’une fraction f /g P&
fg-18°) gz et les dérivées successives par itération.

Définition 5.2 :
L’anneau AR (k) est I’anneau des fractions rationnelles :

Apay = {f €KX) | fALF00),...f M) = 4
et AR“’ = (oo AR(k)
Onabien Sﬁ.l',As(k)= AR(k) n KLX] s ASQ=ARCJ']K[XJ, et AR(k+1) CAR(k)

L’étude des fractions rationnelles se complique du fait qu’on ne peut plus localiser :
Exemple 5.3 : Toute fraction rationnelle a valeurs entiéres sur Z est en fait un polynéme :

Zp= Zg, mais pour tout premier p , 7 +1 < est une fraction rationnelle a valeurs entiéres

1 is 1 _
sur Zp, donc I pX € (ZP)R mais i px f(ZR)p

OnaZp = Zg, carsif /g € Zp etque f /g €St sous une forme irréductible, on sait que sig

A
n’est pas une constante, g a une racine dans au moins une completion Zp (un premier p au moins

est décomposé dans le corps de décomposition de g). Si o dans Z est trés proche de cette racine,

et si vp dénote la valuation p-adique, alors vp(g( o)) devient trés grand, mais comme f n’admet
pas cette racine (car f /g est irréductible) vp(f(a)) reste borné ; ainsi on peut faire
vp(g(a)) > vp(f( o)) pour @ € Z doncf g @) £ ZP , a fortiori f&) Jg(e) £ Z.

Néanmoins, si on suppose que A est un anneau de valuation discréte de corps résiduel
fini, on peut facilement déduire le spectre de AR () (0 £k < = ) des paragraphes précédents.

En effetA A stk SApk) S (4, 4) donc A p (k) et dense dans (4, A) et les idéaux my
de ‘C (A, A) découpent des idéaux distincts dans AR (k) 11 est clair encore que sif € AR (k)

k+ 1 o~
alors 1/, H?g of-a) Tl AR (k)> donc que si T est un idéal premier de AR (k) 2u-dessus
de m , l'l(f-ai)k+ I¢ tAR(k)C T, ainsi l’un desf-aiest dans T et est de corps
résiduel fini isomorphe 4 4, . Comme pour 4 k) tout idéal premier de AR (k) du-dessus de m

se reléve dans ﬁ(/i‘, A ). Avec les notations des paragraphes 3 et 4 :
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Théoréme 5.4 : Les idéaux premiers au-dessus de m de AR(k ) correspondent bijectivement

aux point de A, aa €4 correspond Ty = {f EAR(k) | fex)€ ﬁ}

Quant 2 la fibre au-dessus de (0), elle se déduit du lemme suivant :

‘:,emme 55:0na Ap(k) ® 4 K = T K[X]ou T est la partie multiplicative de K[X]

ormée des polyndmes sans racine dans A. .
Preuve : Si f /g €A r(k) et que f /g ©8t sous sa forme irréductible alors g n’a pas de racine dans A.
Sinon pour @ proche de cette racine, v(g)) devient grand tandis que v(f(a)) reste borné (car f
n’a pas la méme racine) [cf. Exemple 5.3] , on aurait donc f(a) /&) £ A. Ainsi
f /g € TIK[X]. Siréciproquement f /s ¢ T! K[X], doncg 1t a pas de racine dans A, alors
v(g()) reste borné quand o décrit A (donc a fortiori quand @ décrit A), les dérivées successives
(f g )i) jusqu’a (f /g )(k) peuvent toutes étre mises sous la forme h]- / gk olth j est un polynome,

n
donc pour n assez grand, ¢ (f/g) € AR(k).
On a donc encore :
Proposition 5.6 : Les idéaux premiers au-dessus de (0) de A r(*) sont en correspondance

biunivoque avec les polyndmes irréductibles de K[X]ayant au moins une racine dans A (définis
a une constante multiplicative prés). Au polynome f correspond I'idéal

f €

f= {g €App) | g=hf, REKX))

et f C my siet seulement sif(® = 0.

De tout ce qui précéde on peut déduire facilement :

'Théoréme 5.7 : Les anneaux 4 CE A sn‘] LA r(*) ne sont pas Noethériens.

Preuve : Tous ces anneaux (k= 0, k< © ) ont une infinité d’idéaux du type My . Aucun de
ceux-ci n’est de type fini : Si f}, fy .... f,, engendraient my on aurait

f1(2); fa(e), ..., (@) € M , mais donc pour B proche de @ , f;(B), ..., f(B) € i

donc my < mg . Or tous les idéaux My sont maximaux.

§6. Dérivées a l'infini

On s’intéresse maintenant  la fibre au-dessus de m de A §® et de AR., . On suppose encore

que A est de corps résiduel fini, p désigne la caractéristique de A /m 3 sif €A §* (resp. ARQ )

alors 1 /t ﬂ?._. o(f- a,-)p € A s® (resp. AR'” ), donc, comme pour A sfk) [proposition 3.2],
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tous les idéaux de A g (resp. ARQ) au-dessus de m sont maximaux, de corps résiduel A /m
et se relévent dans € (4, A). Ils sont donc encore de la forme m, , mais ne sont pas tous
distincts.

Théoréme 6.1 : L":s idéaux de 4 & etde A R® au-dessus de m sont tous maximaux, de corps
résiduel A /m €t ils sont en nombre fini.

C e théoréme est di efsentie]lement a D. Brizolis (2).

Preuve : Si o,B € 4 etsif GAR,,ona:

fiB)=fla)+ B - a)f() + ... + (B-a)"/n! f(")(a)+ -

De plus, on établit par induction,
(-}

ond) = vp) Y. v=1 [mpY]
otl [n /pYJ désigne la partie entiére de n /pY donc bien sir, v(n!) < n v(p).
Si o(B-a) > 2uy(p) alors
v [(B- a )t/n! .f(")(ot)] > nop)

[-
et la série Zn -1 (B- a)t/n! f(“)(a) est convergente dans Mdonc f(®) € @ siet
seulement gi f(B) € @ . Si donc my et Mg sont les idéaux correspondants 2 @ et B dans
f(z‘i‘, A) alors my N AR@ et mg n AR“’ sont confondus ; m, N AS{D etmg N Asa

sont confondus a fortiori.
Une étude un peu plus fine établit :

2r Ly ‘

v(n!) = v(p) n, Y| <vp)n 1, Yy =nv(p)

P) Lvep [rY] < olp w1 1, P)ip-1 )

Sidoncv(p) € p-1,et v(B-a) > I,onaf(B)€ M  si et seulement sif(®) € M, dansle cas
ou f est un polynéme (et que la série n’a qu’un nombre fini de termes non nuls.). On voit donc
quesiv(p) < p-1,ily a au-dessus de m exactement autant d’idéaux premiers dans A g = que

d’éléments dans 4 /m s autrement dit m, =mg siet seulementsiB E @ (mod m). Cest le

résultat qu’établit D. Brizolis (2) dans le cas de Z, montrant qu'il y a dans Z g exactement

p idéaux au-dessus d’un premier p.
Si par contre v(p)> p, on peut avoir M, £ mg mémesia B (mod m). Soit

en effet «, gy, .., a, un systéme de représentants modulo M contenant a , et fle polynéme
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f= ,p(X -P (X -ap)P ... (X -a,)P. Alors f est dans AS et méme dans Asca car

v(p) > p doncf’ € A[X]. Deplus fl@) = 0 € M mais f(B) € M siet seulement si (quand
B=a (modm))onay(B-a) = 2.0On voit donc que, par exemple sur I’anneau des

entiers de Q(R/p), il y a maintenant pidéaux au-dessus de p-
§7. Une base de AS°°

On adapte ici un résultat de Strauss (8) au cas ou 4 est un anneau de valuation discréte :
On montre que A _,, est un A-module libre dont on construit une base (comme le fait Strauss

pour Z). Ceci nous permettra de montrer que A n’est pas Noethérien.

s

S’agissant de 4 (dont la définition utilise les dérivées usuelles), A est de caractéristique

O,etsif € AS°° estsdedegrén :

f=Ap+ X+ MXX-D+ .+ MXX-1)...(X-n+1)
ot Ay, Ap,.. Ay € K etcommeen particulier f € Ag alors f(0), f(1), ....f(n) € A
donc wv();) > -v(n!)pouri=0,1,..n, ainsi les valuations des coefficients des polyndémes
de degrénde A g sont minorées.
Lemme 7.1 : Soit f,, f7, ..., f, .. une suite de polynomes de A g ol f,, est de degré n et
tel que, parmi les polynémes de degré n de A T son coefficient directeur a une valuation

minimale. Alors cette suite forme une base du 4-module A go "
Preuve : Bien siir toute combinaison linéaire, a coefficients dans 4, des polynomes f; est dans
A 5 Siréciproquement g € A S et que g est de degré n, on peut toujours écrire (de fagon
unique) :

g=kyfy +kyfy + .t kpfy,,ou k; € K, i €{0,1,...,n}
d’aprés le caractére minimal de la valuation du coefficient directeur de fn, ona v(kn) > 0,
soitk, € Aetdoncg-k,f, € AS°D . A son tour, k,,_; € A et ainsi de suite, k; € A4,
vi€{o1,..,n}.
Lemme 7.2 : Soit k un entier et n le degré d’un polynéme f de A[X] vérifiant f / ¢k €A &
Alors vf [n /N] ) > k,ou [n /N] désigne la partie entiére de n /N €t N le cardinal de A -
Preuve : Soit Qs @], ooy A ]> UN systéme de représentants modulo m et f répondant aux

conditions du lemme. Sij € { 0,1,..,N-1 } on note mj la multiplicité de la racine aj de f



modulo m, donc :

m.
f=(X-a)Jgj+thi ohgihi€AX] et gj(a,-o# 0 (mod m)

Dérivant m; fois, on a

j{m’) - (mj)!gj+ (X-ﬂ,)kj + ‘m".'lj ol h) e“mn leAIXJ ﬂj .hj(mj)/mjo’)

et donc : f’"'i)(aj) = (m)lgfa)+ timy!lfa).

Si donc v(mj!) = rj, alors vbhj)(ai)] = rj , et comme ]I mf) (‘j”'k €A,0one rj 2k,

Ainsi m; = mou m est le plus petit entier tel que v(m!) = k. Comme ceci est vrai pour tout j

ona:

[= ﬂj-v;lo (X -aj)'"g +th obgh € AX)]
doncn = deg(f)> mN et v([n/y] HER P
Théoréme 7.3 : Si A est tel que v(p)«< p-1 (od p désigne Ia caractéristique de A/, ) alors une
base du A-module AS" ¢st donnée par les polyndmes f, = 1, f; = (X -a,) .....
fy=(X-ag) (X-ap)...(X-ap.p), fye1® X-00) (X-ap) .. (X-ap_1); oo
fon =(X-8,% (X-a1) ... (X -ap 1 P/y 0(2D), ..
fmN = (X-ax)™ (X -ap)™ ... (X - apy_1 )™y v(m)
fuNe1 = X-ap)™* IXap)™ ... (X-apn )™y v(m), ....
Preuve:SoitgunpolynémededegréndmAS. » 8" a,‘X'i+... +a, , on a un entier k
tel que tkg € A[X], bien sir k > - vfa,) etplrlillwnk‘ v([n/N] .') .Soitm = ["/N] ,
le coefficient directeur de f,, a pour valuation -vfm!) et donc -vfm!) £ v(a,). Ainsila suite
fp 31 5+ fp répond aux conditions du lemme 1 si f, eltdlmA! . Bien str il suffit d’établir
quefyuy € Age (carsik < N, alorsfpyey = n;'_':(x-ai) fimi): Comme vfp) & (p-1) et
vm!) <m "(P)/p-l alors yfm!) < met fp 5 € Ag. Ensuite

ZN-I |
FmN = Lo, m/pm) (X -a)™ T i (X-ag7  donc

N-1
FmN= fm-1N X,—.o("‘/t"’"") Miyi (X-a)
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N-1
et comme ™/ o(m) € A alors ™/ v(m) Zi: 0 (Hj,( j(X- aj)) € A[X]et donc

N € ASQ , 8i, par induction, on suppose que f(m- )N €A @ On vérifie que f,, , fiy

sont bien siirs dans AS o (pourm=o,m=1).

Remarque : En général 4 5=’ et les A-modules 4 g(k) U A k] sont des A-modules libres sur A

quand A est un anneau de valuation discréte, avec des bases de polyndomes de degré croissant
(cf. lemme 1). Si A est un anneau de Krull Noethérien, on peut, grice au théoréme d’approxi-
mation, construire une suite de polynémes fo 5 fp s fys e de K[X] telle que

fo f s e fn’ . €4 s et que la valuation du coefficient directeur de fp, soit minimale (parmi
les polynémes de degré n), pour toute valuation essentielle de A dont le corps résiduel a un
cardinal plus petit que n (en effet ces valuations sont en nombre fini). Si une valuation essen-
tielle a un corps résiduel comportant plus de n éléments, et sig est dans A S (a fortiori dans
tout anneau AS') et de degré inférieur ou égal a n, alors, pour cette valuation, v(g) = 0. Sinon
on peut construire immédiatement a partir de g, un polynéme a coefficients dans le corps
résiduel de cette valuation, de degré inférieur a n, mais partout nul, c’est-a-dire avec plus de

n racines ! Tout polynéme de A s peut donc s’écrire

n
g = Z i=o % fi (ott n est le degré deg) etou v( %) > (), si v est une valuation de
corps résiduel ayant moins de i éléments, et v(;) = - v(f}), si v est une valuation de corps

résiduel ayant plus de i éléments.

Ainsi on peut toujours décomposer A g °n tant que A-module, en somme d’idéaux

fractionnaires de A. Si A4 est factoriel, comme cette décomposition est de la forme
A s €, o I, f, oulesidéaux I, sont définis par des cor1ditions :
@ € I, sietseulement siv(@)> -u(f,)

ne mettant donc en jeu qu'un nombre fini de valuations essentielles de A, on voit qu’alors

A s est libre avec une base de polynémes de degré croissant.

Proposition 7.4 : Si A est un anneau factoriel, les 4-modules A s sont tous libres avec une

base de polynomes de degré croissant.
Ce résultat généralise un peu celui de J.L. Chabert [(6) IV proposition 4.2] .
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§8.A g n’est pas Noethérien

1l résulte du fait qu’il y a une infinité d’idéaux premiers de A stk au-dessus de m que
A k) n’est pas Noethérien [Théoréme 5.7]. Mais pour AS o il faut changer d’argument !

On se sert de la base facilement établie dans le cas ot v(p) < p - 1. On voit donc qu’en tout
cas si A est 'anneau des entiers d’un corps de nombre, alors 4__  n’est pas Noethérien car

une infinité de premiers p ne sont pas ramifiés dans A.

Proposition 8.1. : Soit A un anneau de valuation discréte tel que v(p)< p - 1, alors A g
n’est pas Noethérien.

Preuve : On considére la base fo’ f1, e fn’ ... du théoréme 7.3. Soit m un entier, on
note - k = v(fm , on a alors v(fs) > .k sis < m. Soit n entier n = pk +1 N,
on a alors v(fy) > v(f,)+ k + I, sii <n. On montre que f, n’est pas dans I'idéal

de A §® engendré par f;, fg, ..., fp,- On aurait sinon :

m
fn= Z g’fs ou g, € Asen

s=1
et g, = Z

Comme fl est divisé par fn dans K [X],si i > n,ona

i Mgfi ob Ay €A

gss Zi<n )‘i,sfi +fn hs ou hs € K[X]

Et fn (1' Z:-I hsfs) = Z

X divise f; dans K [X], on a donc finalement :

m

M B

s= 1 i<n

fn(I-Xh)=Z Nisfify  ou h € K[X],1€£s<m eti<n.

8,1
Mais alors on a, d’une part v(I - Xh) < O . (le terme constant est 1), donc

v[fn(l - Xh)] < o(f,) ; d’autre part v(fi f) = v(fn) + k+1-k donc

v [ Z Ais 5 fs] > u(f,). Une contradiction !
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Remarque : On conjecture que Aer n’est jamais Noethérien dans le cas o1 A est un anneau
de valuation discréte de corps résiduel fini. (si le corps résiduel est infini, A g = A[X]).

£ 9, Plusieurs variables

Trés briévement on veut maintenant indiquer que notre technique de détermination du
spectre se généralise a plusieurs variables. On note Ag‘ le sous-anneau de K[ Xpon X ]

formé des polynomes f tels que f(A™) < A. Si A est un anneau de valuation discréte de corps

résiduel fini, I’ensemble produit A™ est encore compact et Ag" est densedans I’anneau des

fonctions continues ¢ (A™, A ). On en tire :

Théoréme 9.1 : La fibre au-dessus de m de Ag" est en bijection avec les points de A™. A un
point &= (g, o, ..., G ) de A™ correspond I'idéal my = {f € A'S" | f(a) € m}

NV . m =
L'idéal Mgy est maximal et As/mg = A/m

Bien sir la fibre au-dessus de (0) de Ag’ est celle de K[XI, Xm].
Si p est unidéal premier de K[XI, e Xm] , on établit d’apres le théoréme 4.3 :
Proposition 9.2 : L’ idéal » ﬂAg1 de Ag’ est inclus dans My si et seulement si f(a)= 0
pour tout f € p .

Si « ¢ A™ onnote Fo lidéal (premier) de K[XI, ws Xpp] formé des polynomes

nuls en < . Bien sir K[XI, ooy Xm] /e = K(p ., o) donc sifGp, ., Gp) est de
- o

degré de transcendance d sur K, i, est de hauteur m -d et m, de hauteur m - d + I dans

A? (On note que dans ¢, est contenu un seul idéal de hauteur immédiatement inférieure.

Le spectre de Ag‘ est bien loin de celui d’un anneau Noethérien !).
On peut aussi introduire I’anneau A;’{‘ des fractions rationnelles a valeurs entiéres dans

K(X;, ..., X..). Bien siir A™ est encore dense dans (- (A™, A) et cet anneau a la méme
1 m R

fibre au-dessus de m que Ag" .
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