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DECOMPOSITIONS D'UN INTERVALLE REEL ET DES ENSEMBLES DE CANTOR

Ch. LEPETIT

Introduction

Cet article a pour point de départ 1'approche ensembliste des décom-—
positions des lois de probabilité uniformes sur des convexes bornés de m“.
Les facteurs d'une loi uniforme sur un intervalle réel ont été caractéri-
sés par T. Lewis ([ﬂ) au moyen de la répartition des zéros de sa fonction
caractéristique. L'analogie que présentent les décompositions ainsi obte-
nues avec les '"'décompositions en somme directe" ([Z], [i]) de 1'ensemble
IN des entiers positifs ou nuls, conduit 3 étudier les '"décompositions"
d'un intervalle réel, et plus généralement d'un convexe de R" , au sens

de la définition suivante :

Définition
E étant un sous-ensemble de ﬂfl, nous dirons que E est décomposable
et que le couple (A, B) de parties de R"™ constitue une décomposition en
somme directe de E si :
_ E=A+B,oiA+B={a+b;a€A,becB},
» la représentation de tout élément de E comme somme d'un é&lément de A
et d'un élément de B est unique.
Nous noterons alors A®B =E .
n n
Remarquons, que pour tout X € R , a0 € R
A®B=E ——> (A-a)®@B®-x_+a)=(E-x) ;
o o o )
on peut donc supposer sans perte de généralité (ce que nous ferons dans la

~

suite) que O appartient a4 1'un des deux ensembles (soit A) et est situé en



un point quelconque de E
D'autre part :

. A®B

.A@B

E = M A@XNB =)E, o A € R

]

E et A®B' = E «<—===> B = B'

Dans le premier paragraphe, nous &tudions les décompositions d'un
intervalle réel, décompositions d rapprocher du théoréme de Lewis [q
Leur connaissance permet en outre (paragraphe 2) de vérifier sous une
hypothése particuliére, la conjecture ensembliste :

(1) "un convexe C de R"” n'est décomposable que s'il est le "produit"
de deux convexes',

analogue de la conjecture probabiliste, de Gérard Letac (pour un cas

particulier, voir Dﬂ) :

(2) "La mesure uniforme sur un convexe fermé borné C de R° n'est fac-

torisable pour la convolution que si C est le "produit" de deux

convexes."

Notons ici que les décompositions d'une loi uniforme sur un cube
de R" &tant bien connues [voir [1] pour n = 1 et [3:[ pour n > 1] le
probléme des décompositions d'une loi uniforme sur un convexe borné de
R" serait complétement résolu si la conjecture (2) était é&tablie.

Plus précisément, on aurait :

c ol e est la mesure uniforme sur un convexe C

s'écrivant C = C, X ... X Cp X BJ, ﬂnx

Sia % B =y

1

ou les Cj sont des convexes ''indécomposables', alors



a = uC] ® ... uck X l] R... 1m

B =

c ®"‘®“cp®li®“‘®lﬁl

k+1

ol (1j’ 13) sont pour tout j =1, ..., m des facteurs de la mesure uni-

. | .
forme sur [O, ]j : 1j * 1j uEO,]].

Dans le paragraphe 3, nous étudions les décompositions des ensembles
de Cantor ; les résultats obtenus sont 3 rapprocher de ceux donnés par
Roland Berthuet (voir [6]) d propos de la factorisation en produit de

convolution de la variable aléatoire ayant pour répartition la fonction

de Lebesgue sur ces ensembles et décrite dans [5:| p. l4.

Nous noterons

- IN 1'ensemble des entiers positifs ou nuls

- o =\ {0}

- (m) 1l'intervalle d'entiers {1, ey m} , 81m € II‘I”t

(m) = (m+1) = CN* sim=+ o

§ 1 - Décomposition d'un intervalle réel

)

< + é 1 L ' ie s 2
(rt t € (N) avec N g + = @tant une sulte finie d'entiers r.> 2,
*t

tem+1) ¢

tout €lément x de [O, 1) s'écrit de maniére unique x =

atC{O, cens rt—l} et q, =r ... ¥, pour tout t € (N),

ONe] € [O, 1) et A+ = 9y St N est fini,

~

la suite (at) n'ayant pas tous ses termes égaux a rt-l a

t € (N+1)

partir d'un certain rang si N = + o ,



Ainsi si ( J] et JZ) est une partition de (N+1), les ensembles

o

A={ ) £ a, =0 si teJ, }
te(+1) Yt
%t

B = T 39 =0 si teJ }
t € (N+1) t

sont solutions de A® B = [0, 1)

On peut supposer, sans perte de généralité, que J, (resp. J2) est 1'en-

1
semble des entiers pairs (impairs).

Alors si la suite (rt) est infinie, les deux ensembles sont totalement
discontinus ; si la suite (r¢) est finie, 1'un des ensembles est fini,
1'autre est une réunion finie d'intervalles de méme longueur.

Nous savons montrer que, dans ce dernier cas, ce sont les seules

solutions.
Remarquons d'abord que :

Proposition
Si B contient un intervalle de longueur ¢ > O, alors
(a~e, ate) N A = @ pour tout a € A.
Par conséquent deux cas se présentent :
1. les deux ensembles sont totalement discontinus ;
2. 1'un des deux est un ensemble dénombrable de points

isolés (fini si E est borné).

Preuve de la proposition

Soient b tel que (b-e, b+e) C B ; a, et a, €A a, # a

D'aprés 1l'unicité, (b-e+al , b+e+a1) N (b-e+a

2 .
, » brevay)) =0 ;
et ceci implique

|al-a2|;e .



Dans le deuxiéme cas, nous avons :

Ihéoréme 1
1- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un intervalle réel I

borné soit décomposable est que I soit semi-fermé.

2- Si (K, A) est solution de K@ A = [0, 1) (resp. (O, l:]) alors

]
A=_.é_._

m

_ 1 B' 1 B'
'K_[O’E)+T (resp. (O’E]+ - )

ol m est un entier et A' et B' deux ensembles d'entiers tels que

A'®B' = {0, ..., m1} et 1e€A' .
3- Si (K, A) est solution de K@A = [0, +e ) (resp. (0, +=)) alors

aA'

. A

[0, a) + a B' [resp (0, a) + a B'")

]

. K

ol a est un réel positif et A' et B' deux ensembles d'entiers tels

que A'@®B' = N et 1 €A' ,

Remarque
Les solutions de A' ®B' = {0, ..., w1} [resp A' ®B' = IN] sont
connues ([2]), et nous retrouvons ainsi les décompositions données au

début de ce paragraphe

Preuve
Nous nous bornerons 3 traiter le cas ol I est ouvert en O, la dé-
monstration lorsque I est fermé en O étant analogue et ne présentant

aucune difficulté.



On note (ai) avec n g + » , la suite croissante des

ie{0,...,n-D}
j-1
éléments de A et pour tout j € {0, ..., n-1} on pose A, = \J {ai}
I i=0
Nous allons montrer par récurrence sur i que a, est un multiple de a,

tout en construisant K .

Proposition 1

L'intervalle (O, aj] est contenu dans K + A.j » pour tout j en par-

ticulier (O, ai] est contenu dans K

Preuve

O appartenant & A par hypothése, K est contenu dans I et inf K > O.
Or inf (K + ai) = inf K + a, , par suite a; § inf (K + ai)
Vixj et Vx e (0, aj) nous avons x < inf (K + ai), donc x ¢ K + a;
et par conséquent x € K + aj . Ainsi (O, aj)C: K + Aj .

En particulier (O, al)<: K et donc inf K= 0
Nous avons alors a-_i < inf (K + ai) Vi> j et comme aj ¢ K + aj

aj appartient donc 4 K + Aj

Notons T = (O, aJ

s

algébre de Boole des réunions finies d'intervalles de I

semi-fermés 3 droite

o
]

[H/H=T+a P oi PcWN est fini}

1
[H/HeD et HcKk}

o
]



Si Vs H) = a; alors Vi1 (1) > 5 H) +a, .
(v, (0, min (inf Ry (), y; () + aD]NOG )\ K\ 8)

est contenu dans K .

Si yj (H) < aj , alors (yj (H), min (inf Rj "), yj (H) + as aj)]
est contenu dans K

et a. >y. (H) + a .
3 yJ() i

Si n est fini et si v, (H) <1,

alors (yn (H), min (inf Rn (n, Y, (H) - al)] est contenu dans K .,

1

a et inf Rj H = yj (H) + a

Si Aj = a A} , avec A3 c N, alors yj (H) est multiple entier de

] .

N.B.- ces propriétés simples sont toutefois essentielles dans la preuve

du théoréme 1.

Preuves

Pl

se déduit immédiatement des définitions de yj (H), Rj (0, Mj (H)

appartenant a (R; .

Supposons y. (H) > a. alors (a., min . (H a. + a serait
pposons y, (H) > a, , (a;, min (y; (D, a; +a))]
non vide et contenu dans T + aj et Mj (H) ; or ceci est impossible

car d'aprés R

2,Mj (H)ﬂ(K+aj)=¢. Doncyj (H) < a. -

J

Mj"'l (H) = Mj (H) U(H + aj)l
Mj+l (H) contient donc Mj (H) U (T + aJ.) .

Si a. =y. (H alors T + a. = . (H . (H) + a .
57y @, § 05 @,y @ +a]

Par suite Mj+l (H) contient (O, yj (H) + a]] et donc

inf (I\ M, () >y, () +a .

7



Detinition 1

Pour tout j € (m), Mj est 1'application de Do dans A N1 définie

par
.

H - M., (H) =H + A.
J () J

Les applications Mj ont les propriétés suivantes :

Rl KN Mj (H) = H
R, Mj HN@L+a)=0¢ VLcK et Vizj .
Preuves

H et L étant contenus dans K et la famille {K + ai} étant une par-

tition:(H+ak)ﬂ(L+ai)=¢ Vi, Vk i#k

en particulier
KN@H+a)=¢ Vk, 1 €k

. (L + a) N+ a) = PsiizjetOskcg

Définition 2

Pour tout j € (n) yj est l'application de Do dans I \ {(O, a])}

définie par
H~> inf (I \ Mj (H)) si Mj (H) est contenu strictement dans I

H~> 1 si P% (H) = I (ce qui n'est possible que si

I=(0, 1)

Propriétés des yj

P, Soit R, (H) = M H) \ (0, v ()] ; alors inf R (H) > y; @

P2 yj (H) < aj et donc Y, (H) = a

1 .



(v; (@), min (inf R, (@), y; () + a))] est non vide .

Soit y un élément de cet intervalle:

y ¢ Mj (H) car Y; (H) <y g inf Rj (H);

y ¢ Mj (K\H \ (K\ H), sinon il existerait i > 1 tel que

y - a; € K\H or y - a; € yj (H) + a, - a; , donc

- . < . = a. . .
y - oa s yJ (H) et alors y a; € MG (H)
D'aprés Rl y - a; appartiendrait ainsi &8 H , ce qui est en con-
tradiction avec y - a; € K \ H.

D'oli (yj(H), min (inf Rj(H), Yj(H) + ali]f\(MB(K) \N(XK\H) =0¢.

Sia, >y, (), J) = (y; (0, min (y; (@) +a, inf Ry (@), a,)]
est non vide.

Soit y un élément de cet intervalle .

D'aprés P4 yé Mﬁ (K) \ (K\ BH).

D'autre part y < aj et donc y € M% (K) d'aprés la proposition 1.

D'oi ye K\ H, ce qui implique Jl<: K .

Supposons maintenant que nous ayons aj < yj (H) + a, ; et soit

y € J1 .

Nous avons alors :

a; € Y5 (H)+a]<y+al\<aj+a],

et doncy +a,€ T+ a, avec j > 1, puisque a. > y. (H) .

1 h| h| J

Cette appartenance est impossible car y appartenant a K , y + a

appartient 3 T + a, , or (T + aj) N (T + a]) =0 .

Si Yo (H) <1, alors J, = (yn (H), min (inf Rn (), Y, (H) + ars li]

2

est non vide et contenu dans I = Mh (K) .

4 J2 est alors contenu dans K \ H et par suite

Yo (H) + a, < 1. En effet y (H) + a, = inf (J2 + al) et

D'aprés P

JZ +a]c.l(+a lCI .



Ainsi (yn (4), min (inf R (4), v, (H) + al)_j est contenu dans K .

P Si A. = a_ A'! avec A' ¢ IN, alors M, (H) € D et donc y. (H) et
7 3 1 7] j ’ b ) yJ(

inf Rj (H) sont des multiples entiers de a, ; comme

1
inf Rj (H) > yj (H) , nous avons inf Rj () = }’j (H) + a

1

Définition 3

fj est 1'application de Do dans b définie par

H—*HU(T'*yj H)) .

Propriétés des fj
S Si A, = a, Aé , avec A;!| c N, alors fj (H) €D
S Si A, =a Aj avec AJ!C!Net si fj (H) < K

lors vy. (£. (H)) 2 y. (H) + a_ .
alors y, (£, () >y, () +a

Preuve

Sl immédiate d'aprés la définition

' -~

82 D'aprés S],fj (H)€DO.
M. (f. (H)) =M. (H T +y., (H + A.).
J(J()) J()U( yJ() J),
M, (£, (H)) contient domc (0, ..., ¥ (H) +al].
D'od . (£. (H >vy. (H) + a

yJ(J()),yJ() |
Lemme 1

Si HED et si A. = a,  A' avec Al C IN .
o ] 13 ]

10



u y

- ou bien fj (H) € D0 .

Preuve

D'aprés P2,

- ou bien a. =y. (H
u i YJ()

~ ou bien a. >vy. (H) .
J yJ (

. '
Si aj > yj (H), d'apreés P5 et P7 ,

min (inf Rj (H), yj (H) + a, aj) = yj (H) + a,

et (yj ), yj (H) + al:l c K, c'est-a-dire fj (H) < K’.

et ainsi d'aprés S, , fj (H) € Do .

1

Réciproquement, si f. (H) € D alors a. >y. (H) car a. =y. (H
proq s J() J JyJ() JyJ()

implique fj (H)gﬁ K .

Lemme 2

SiHe D , sin est fini, si A = a_ A' avec A'! ¢ IN et si
o n 1 n n

Y, (H) # 1. Alors fn (H) € Do .

Preuve

C'est une conséquence immédiate de P6 et P7 car

. . + _ + .
min (inf R (H), Y, (H) a]) Y, (H) a
Dans l'énoncé suivant, nous convenons

1-1

o - 1 _ 1‘]
fj (H) = H et fj (H) = fj (fj (H)) lorsque fj (H) € D0 .

11



Proposition Z

1- Posant Ko =T , alors la suite (1j’ Kj)jE:(n°l)

d'entiers positifs ou nuls et d'éléments de Do , et définie par

formée de couples

récurrence au moyen des relations suivantes ¢

1

1 i
l. = 1/ £, (K, c K K. = £.° (K,

existe, c'est-a-dire 1j < + «, pour j € (n-1) .,

De plus a. =y. (K.) .
plus a, =y, J)

. . . ~ 1
2 Si n fini, soit 1n = sup {1 / fn (Kn)<: K}

1

et K =f % (X ).
n n n—1

8

Alors, si I est borné, 1n < + w et Y, (Kn) = 1

si I est non borné, 1n + o

Corollaire
- A= a, A' ol A'c N et 1 €A
- si I est borné, I = (0, 1]
- = 5 ]
K—(O,al]+alB' oi B'C N
Preuve
1- Elle s'établit par récurrence sur j .
D'aprés la proposition 1, K0 = T est contenu dans K et 1] =0 .
Supposons que pour tout i € j-1 & m-2, 1i soit fini et
y; R =

Alors Aj— = a Aé— oi Al  C IN

12



La suite f} (Kj-l) d'éléments de K ne peut €tre infinie car la

. . 1 . .
suite associée u, . =Y. (fj (Kj-l)) est strictement croissante

(d'aprés le résultat S

Y5

Lorsque n

que,

Dl

Si I est non borné, alors Y, (fn

par conséquent, d'aprés le lemme 2, la suite fi (Kn-l) d'éléments

1,3 ]

2 "1+1,5 7 "1,j

u, . < a.). Donc 1, < + » . Alors, d'aprés le lemme 1,
1,3 ] ]

(Kj) = aj .

ul,n
aprés le lemme 2, alors Yy (Kn) =1 .
1

de K est infinie.

Le corollaire est immédiat en remarquant que

si n fini et I borné,
y (K)=1 ———>12=(,1] et K +A=1
si n fini, et I non borné,

lim £f' (K ) +A=1,
To>eo n n—1

car frlx (K _) +4 =00,y (ftl1 K __))] et lim y_ (fi(Kn_]))

1400

si n infini (et donc I non borné),
1,
our tout j , £.3 (K. ) + A, =>(0, y. (K.)
P ut §, £ K, ) + A, 200, v, K]

et comme lim y. (K.) =+ o ,
j++w J

1.
ona lim f£.J (K,_,) + lim A, =1.
oo J Jortw

13

+ al) et bornée (d'aprés

est fini, un raisonnement analogue au précédent montre

(Kn-l)) < 1 pour tout 1 et

étant bornée par | si I est borné, 1n ne peut étre infini.

+

oo



Enfin, il suffit pour obtenir le théoréme d'utiliser les propriétés de
la loi @ :

K=T@al B',A=a] B' ,K@A=I<——->T+al A'"®B') =1

-Si1I

o, 1j, a (sup A'®@B' + 1) =1,
ce qui implique a est 1'inverse d'un entier : a = —ér-;

1 1 .
alors comme (O, l] = (0, r_n-] @E {0, cees m—]}, on obtient

A'@3B' = {0, ..., m-1}.

- SiI-= (0, +«), quel que soit a (0, + =) T®a, IN.

1
D'oi IN = A' @B' .

]
—

§ 2 - Décomposition d'un convexe lorsque dim A

Soit A = aff A, enveloppe affine de A
et H = un sous espace supplémentaire de A .
- . . . . - >
A étant de dimension 1 il existe v tel que A = {A v ; AE m}

o o
Soit ACR tel que A=Av .

.. > + - + .
On peut choisir v tel que A = {A v, A& m.} et C soient

]
contenues dans le méme demi espace déterminé par H. Alors inf A = O.

Sous 1'hypothése ; "A est un ensemble dénombrable de points

isolés'", nous avons :

14



Théoréme 2

]..

Une condition nécessaire et suffisante pour que C borné soit dé-

composable est que

c=(, x [0 D V) U (c, x (0, 1] V)

- 1 est un reéel
- C1 et C2 sont deux convexes constituant une partition

de la projection D de C sur H parallélement 3 A -

(K, A) solution de K@ A = C vérifie alors

—.A:—L A'v
m

(Cy x [o,%)?) U(czx(o,;ll;] 3)+% B' v

1
~
]

- m est un entier

A' et B' deux ensembles d'entiers vérifiant

A'"®B' = {0, ..., m-1} et 1€ A"

Théoréme 2'

]_

2-

Une condition nécessaire et suffisante pour que C non borné soit
décomposable est que

c=(,x[0,=v)U(C,x 0, =7)

ol C] et C2 sont deux convexes constituant une partition de D .

Si (K®A) =C alors
-
v

- A=aA

- K (Clx[o,a);;)U(sz O,a] 3)+aB'3

15



- a est un réel

- A' et B' deux ensembles d'entiers tels que A' ®B' = N

et 1 € A",
Remarque
C, convexe de dimension n, n'est décomposable que si C est le

produit d'un convexe de dimension n-1 par un intervalle.

Preuve du théoréme 2

Soit A =x+ A C= U cnNna.
X X
Xx€D

> R _
C é&tant convexe, C N Ax =x + Ix v , ol Ix est intervalle réel.

D'autre part (K@A)ﬂAx=x@((K—x) N A) @A,

<4

Soit en posant (K - x) N A

K
X

o
K A .
X

(C]

VxeDdD, I
X

D'aprés le théoréme 1, si C est borné :

-1 est semi fermé, soit : I = [a ,a +1) si a €C
X X X x X X

=(a _,a +1x] siaxqu

X
° 1
- A= X A" avec 1 €A' et m entier
m X X X
X
° 1 °

A étant indépendant de x , inf A\ 0 est indépendant

X

. - .. ' {f A' = A
de x (soit 1x a mx) ainsi que Ax (soit x ) .

C étant convexe :

16



1'application f de D dans R X > a est convexe,
1'application g de D dans R X >a + lx est concave ;
et ces deux applications sont continues. Leur différence
(g - £f) (x) = 1x est aussi continue, c'est-3d-dire, puisque 1x =am

ol m € N et a constante, que 1X est constante. Ainsi m o =m Vx €D

L'application g : x > f (x) +1 , ol 1 = am est alors convexe et

donc affine. Ainsi a_ est constante et O appartenant a DN C , a = (0]

VxeD .
Par conséquent C(\Ax=x+[0, 1) v si x€¢C
->

=x + (0, i] v si x ¢ C
et KNA =x+[0,2)7+18 i xec

X m m
KNA =x+ 0, ~]v+31B" si xec

X m m

oi A'@®B' = {0, ..., m-1}

CNHetC. +1v=CNHE+1YV) .

D'ol le théoréme 2 en posant C1 9

Le théoréme 2' s'établit de la méme maniére & partir du théoréme 1-(3).

17



§ 3 - Décomposition des ensembles de Cantor .

4o )
soit E_ = {— ] a.rJ;aJ.=Ooul} l0<r<1/2,
* .
Pour tout J ¢ N = IN \ {0}, on note J(j) 1'ensemble des
parties de J.

Soit ¢ 1'application de P CN*) dans Er :

» _ .
ecmw - Lp(e)=-]—;’i R
jeo
Si J] et J2 sont deux sous-ensembles disjoints de IN* :

P(PCIN ® (P = ¢(PE, LI .

Ainsi, pour tout r, O < r < 1/2, si J, et J, constituent une partition

1 2
de ON° ¢

PPN @ PPE) =€, .
Réciproquement,

Théoréme 3

Lorsque r < 1/3 , si A®@B = Er , alors :

1-r ]
A={— =0 1
{ = ; ZJI ocJ rY aJ ou }

l-r ]
B={—— =0 1
{ = ngz aJ r on ou }

~ . .. L]
ou .Jl et J2 constituent une partition de IN



Nous donnons d'abord quelques notations et propriétés valables

pour tout r, O < r < 1/2,

- Pour tout entier p > 1, il existe Ap = CP((P(], ..es P)) tel que

E =A P E
r P r

I1 suffit pour établir cette propriété, de prendre J‘ = {l, ooy p}

»
J2 = {p-l-l, ooy + °°} et de remarquer que ?(pﬂ, ceey +° ) =D +33([N)

et @(p +0) =1 ¢(o) Vo € P(m™).

= On note
- pour tout J < [N* et tout 6 C [N*, e® PW) = {6 vUe'; e'efP(J)}

- pour tout p € [N"E et tout 6 € P(l, «veey P)

=D o= PO® P (P*l, ..uy + ®))

- Sp =Dp,¢

= % = Do ip}

U, o= [¢®@. 9@ U fpr1, ..oy +oD]

*
- pour tout k € IN et tout 8'€e P (1, ..., k-1),

“Veo' = (e U fx+1, .oy + <), (p(e' U K)

k
Propriétés
P, S =1P E
1 P r
P2 S = LJ Ok et par conséquent Er = L) 0
P k2p+1 p>1 P
P. E = U D
3 r

o cP(1,...,p) P°



p, {inf U 8€P(l,...,p)} = {0} U{sup v, o1 ;5 ksp 5 0'€ P1,..x-D}

0’

{inf \Y
9’

.8 ; kgp ; 0'€ ﬂb(l,...,k-l)} = {sup Up,e H 0€Tﬁ%l,...,p)}\{|}

NE =¢ VYken , VoePu, ..., k-1)

PS Vk,e' r
P6 La longueur de Up,e est indépendante de 6 : up = P
La longueur de V, o, est indépendante de 6' : v, = (1-2r) rk-]
b
P7 Lorsque r < 1/3,
@) +s +S)NE_C 8) + S
(@@ +5 +SINE S Q© +5
) +sS -S)NE_c 8) +S_ .
(@ +5, ~S)NE S §© +5
Preuve

I1 suffit de remarquer :

P fP(pH, ey t ©) = U k® Pr+1, voey + =)

2 k2p+1
p, P = U ©® Pp+l, cous + )
e € P(1,...,p)
ou encore Dp,e = P(6) + Sp et Er = Ap@ Sp
p, Pa, ... =0UU k®FPa, .., kD
ksp
[pt1,eest o} ®@ P, eep) = W UCU (etl,enn) @0, .00 km1)
ksp
P5 conséquence de P3 et P4
P6 immédiat
P si r<1/3 ,u_<vVv_=supvV
7 P kep

alors
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(o) + s, +5) N (p® +s)c v
ot 8' U {k+l, ..., + =}=0 U{p+l, ..., =}

(PO +5 =8I\ (PO +5)cV

Preuve du théoréme 3

Le lemme suivant en est le coeur.

Lemme
Si A®B = E_ avec L‘)(l) T A et (A, B) # (Er, {o}), alors
- A=A ®rP A

L B

1
&
]

*
oi p € N et A' ®B'

1
Er , avec <1>(l) € B'.

Preuve du lemme

-

1- Quel que soit k € (1\1"l s t.P(k) appartient soit 3 A soit i B.
Sinon il existerait a € A et b € B, a < ¢ (k) et b < '1’ (k),
or (k) = sup Vk,¢ et comme Vk,(?) N E = @ , on aurait
a < q (lk+1, ... 00}) ainsi que b. Par conséquent a + b serait
inférieur ou égal a 2 -.P({k+l, ... ©} ) et méme strictement
inférieur car AN B = {o} implique a # b.

Mais 1'inégalité a + b < 2 Y {k+l, ey + °°}= 2 rk est impossi-

ble car si r < 1/3 P (k) = —]-;-I; rk est supérieur ou égal 3 2 r

2- Si ‘\?(k):,A,alorsOkﬂB=¢.
I1 suffit de montrer que (k{\ (k) + Ok) N Er =0 .
¢ ' A k
pl) +0 < [2 PR, 2 9@ + 1],
I-r k k

or 2 i‘:(k) > fx(k)+rk car I")(k)=Tr > r
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et 2 cP(k) + rk < tF(k) + rk + Vk-l’ car cP(k) = l;_r rk < (1-2r) rk_2

i.e. 0 < r2 - 3r+l
Ainsi Lf(k) +0 < Vk-l,¢ .
3- Soitp € N' tel que PR €A Yksp et @p+l) ¢ A
(et donc € B) .
Alors quel que soit 8 € P(l, ..., p),
A®@B) Np =AND B .
(A® B) b,0 p’er)
Il résulte de la propriété précédente et de la propriété P2 que

BC Sp (remarquons que ceci implique p < + @ si B # {o}).

Soit x € (A®@B)ND H
p»©

=a+b = 6) + s oi s €8

X (P( ) P ’ P P

Par suite a = 8) + s - b et appartient donc & 8) +S - S
u P®) + s PP P®) *+5, -5,

I1 résulte alors de la propriété P7 que a CDp e °
t]

Ainsi x € A ND + B,

P,
Soit x € AND + B ;
pP,6
alors A+Betx€D + B, c'est-a-dire 8) +S +5S .
ors x € X b,0 , \P( ) P D
1 =~ P L3 -~ .

D apres 7 X appartient donc a Dp’e

Ainsi (A + B) N Dp g = A r\Dp g * B. Il est immédiat que ces sommes

] 9

sont directes.

- A= (P, ies D)@ P A", B=1P B' avec A' @B’ =E_.

Soit A < Sp défini par A N Dp

0,0 6=€{>(6)+Ape .

’ ’

D'aprés la relation E_ = ) D ,
r (P p9e
8¢ P(1,...,p)
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A@B=Er«—>M@BHW%£=D%e ve e P(1, ..., p) -

Soit encore A ®B =S Ye .
pP,6 P

Par conséquent A est indépendant de 6 ; soit A = A . De plus
qu pP,6 P ’ PO P ptu

Apc Sp ainsi que B ; soit Ap=rp A' et B=rP B', ot

A'®B' =E en utilisant § =r° E .
r P r
or A = U (D N4 .
o €eP(l,...,p) P’
Donc A = U LP(O) +rP A .

e € P(1,...,p)
Ainsi A = ©(P(1, ..., p)) ®F A,

ce qui achéve la preuve du lemme.

Partant d'une solution (A], B]) de A@B = Er » le lemme permet

d'affirmer 1'existence d'une suite finie ou infinie d'entiers

i i e
(pi)ie(N) et de couples (A", B )ic(N+l) vérifiant :
2i+1 Poiel 2i+2  _2i+1 _ P2i+1 _2i+2
- A = A ®@r A , B =r B
Poi+1
. Pi- . . P .
_ A21 - r 2i A21+l , B21 = A ®r 21 B21+] .
Poi
Solt en posant qo =1, qi_._1 = qi + pi+l s
1
A= @ P(PCa;_ys +ves a7
i€ (N) 1=l t
impair

1
B = @ { (G)(q._ 9 ee ey q.—l) .
i€ ) ‘? i-1 1
i pair
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avec J]
i €(N)

impair

-

U e, -

D'o A = Q(FWD), B = @Q(FPU,))

o qi—]}

ceey qi—l}
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