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FACTORISATION DES DISTRIBUTIONS DE CANTOR

R. BERTHUET

Introduction et définitions

Si ey est la mesure de Dirac au point y , nous posons u la mesure

~ - 1
sur R égale 3 > (eo + e]).

Si Ha est 1'application homothétie : x - Ha (x) = ax , nous notons
par Ha U , la mesure transportée de u par Ha'
Si r est un nombre réel strictement supérieur 3 2, la mesure Moo

définie par ur = nE] H(r-l) 1 u (produit de convolution), est appe-
(d

lée mesure de Cantor d'ordre r.
Nous nous proposons ici de caractériser tous les facteurs de Mo oo

au moyen du théoréme suivant :

Théoréme

Si o et B sont deux mesures positives telles que M = aBf avec
r> 1+ /2 alors il existe un nombre réel y et une partition (A, B) de
II‘I“b tels que

o =€ . I H,__ _ﬁ u
y neA (r=Dr

B=¢e__ . I H I VR
Y neB (r-1) r "

La démonstration repose sur les propriétés des supports des facteurs
les outils utilisés, trés élémentaires, ne semblent pas permettre de pas-
ser le cap de 1 + V2 , alors qu'on peut conjecturer que le résultat est

vrali pour r > 2.



Une étude de ces distributions est faite dans [1] ; le probléme de

la factorisation de la répartition uniforme (cas r = 2) est traité dans
[2].

Jémonstration du théoréme

Nous noterons S (v) (resp. I (v)) le support (resp. l'intervalle-
support) d'une mesure v .
La transformée de Fourier de Mo est donnée par :
A it(r-1)/2 b n
M (b)) = T e cos [t (r-1)/2 r J
nx1
*
L'ensemble des zéros de ﬁr est 1l'ensemble {-;_11—] (2k+1) " , k€ Z, n €N },
le point 7r/(r—1) étant un zéro simple.
. . ~ A A - AN A
La relation ur = gf se traduit par ur =@¢ . B ou a et B sont des
fonctions entiéres ([3]) et, par consé&quent, sans perte de généralité,
nous supposerons que
A ~
o [ﬂr/(r-l)] #0, B [ﬂr/(r-])] = 0.
La relation Moo= oBf se traduit également sur les intervalles—supports par

I (ur) =T (a) + I (B) ;3 comme I (ur) = I:O, 1_], il existe donc deux nom-

bres réels y et a (a > 0) tels que :

I (a) = [y, aty] et I (B) = [-y, 1-a-y]

Sans perte de généralité, nous supposerons dans la suite que y = O.

Lemme 1
Si W = oB et I (a) = [0, a], I (B) = [0, ]—a] alors les mesures

de probabilités o et B sont respectivement symétriques par rapport i

a 1-a .
2 et 3 s SO1t



H (o

-1 €a/2) T ®Eu

H . (B ) =B

1 €(a-1)/2 €a-1)/2 *

En effet, il suffit de remarquer que I*I_1 (ur €-1/2) = My 5_1/2 et
la preuve standard (voir par exemple [2:]) s'appuyant sur le théoréme de

factorisation d'Hadamard ([3]) permet de conclure.

Lemme 2

—

Si I (a) = [0, a] alors nous avons 1'in&galité suivante a <

2]
we

1'égalité étant réalisée si et seulement si B = H(r—l)/r u .

N
En effet B [nr / (r-l)] =0 implique

(1) o sin [(mr/(-1)) o] B (dx) = 0.

Ceci implique 1'existence d'un point X de S (B) tel que

Tr % < T
r-1 o r-1

(1-a)

1
r

soit a g
D'autre part, si a = 1/r , il est clair que (1) implique

A
B=p e, * 4 E(r—l)/r et, compte-tenu de B[nr/(r-l)] =0, que p =q = 1/2.

Nous supposerons donc dans la suite que a < 1/r.

Lemme 3

Le support S (B) de B est tel que S (B) ﬂ] % ¢ = [= p



En effet si x € S (B) (\] %‘, E%l [, comme o € S (a), alors

1 -1 _ . ..
X € S (ur), or S (ur) n‘] ol S [ @ , d'od la contradiction.

Lemme 4

Si b= oB , I (o) = [p, aJ avec a < 1/r alors si r > 1 + /2

nous avons S (B) N ] 1-a A ! s -] [f o]
2 r r

Le lemme 4 est le coeur du probléme. C'est une conséquence triviale

des lemmes 2 et 3 lorsque r > 3.

Tout d'abord, montrons que, si le lemme 4 &tait vrai pour r > 2,
la conclusion du théoréme serait vraie pour r > 2.

En effet, compte—tenu du lemme 1, le lemme 4 implique :

1 r-1 [=
(2) S(B)ﬂ]r a, —( |79
La relation u_ = oB devient, par la transformation Hr/(r—l)
p. I H__uw=(H _y o) (H _y B
w1 D r/(r-1) r/(x-1)
notée (3) Moy = ey 51 .

Nous avons alors S (oc]) - [O, —%g—l-] c [O, 1 [

S(Bl) < [’—%’:’?L]U[l’ i-l]

]

1
r—1

s (u)) < [0,

ar 1 - ar
Or (4) — + 1 <1.




Montrons que ceci implique que p est un facteur de B] . Pour cela, con-
PR, ~ s e - + . e
sidérons les opérateurs restriction R et R sur les mesures positives

sur R définis par :

R \)=\).1]_°°1[
’

R v=yv . l[]’+m[

Nous avons R v + R+ VvV = v et la relation (3) devient, compte-tenu
de (4) :
Rowowy =0 (R Bl)
+ +
RO owy =o (R Bl)
soit —— ., = a (R B8.)
2 1 1 1
1 _ +
T g My T e ROB)

Ceci implique a €, (R Bl) = (R+ Bl)
d'oll B, = u(2 R B,) -

Nous avons donc montré qu'il existe B. = 2 R B

2 telle que

1
i) 6] =u 82 soit B = (H(r-l)/r u) (H(r_])/r 62)

i) uw, o=a 8, soit u' = o @

1 1 72 r r r-1 82)

< (n

ol u_ est une mesure de Cantor d'ordre r.

~ < P - e 1
Nous sommes ramenés au probléme initial "décomposition de ui D

avec :

uﬁl) = (Hr a) (Hr-l 82) notée pil) = a(]) B(I)



u (]))

et He T (H(r—l)/r W) (Hl/r r

B = (H(r-l)/r IJ) (H(r-l)/r 82)-

Par récurrence il est facile d'obtenir le résultat suivant :
pour tout n > 1, il existe une partition (An’ Bn) de {1, 2, vuey n} s

*
noté [Nn s, telle que :

- (n)
= (I H e W)OE e
k=1 (r-1) r 1/r
o= (I H x W (H Ot(n))
ke.‘An (r-1)r 1/r
B= (1 H Low @ s
ke Bn (r-Dr 1/r
u(n) G B(n)
r
avec uﬁn) une mesure de Cantor d'ordre r et, la convention, si An =@
o =H n a(n)
1/r
our tout m > 1, A (W IN' = A
pour tout n > 1, A (VDN N
»
B i N an =B .
De plus il est clair, les mesures a(n) et B(n) ayant leur support
dans [0, 1:], que les suites (H 0 a(n), n31) et (H 0 B(n), n>1)
1/r 1/r

convergent faiblement vers e, s Ce qui assure la convergence des produits

infinis I H KMoet I H pot A= U An et
k€A (r=1)/r ke€B (r-1)/r n>1
B= U B . Ceci achéve la preuve du théoréme.
nzl



Preuve du lemme 4

(a étant la borne

Nous supposons 1 + V2 < r < 3 , 1 l

<
2
supérieure de l'intervalle-support de o) et B ( ]léé-, % [ ) > 0.

Ceci implique, compte—tenu du lemme 1, qu'il existe cinq nombres réels

b b;, b,, b!, b appartenant 3 S (B) tels que :

]
2’

1? 2’
i) s (8) < [0, b,] U [by, b]] U [b5 b]
ii) b=1-a, b; < Ur o, b] > (e=1)/r
.. Ve n o h
iii) b2 b bl s b2 b b1

Les relations My (] -, ———-[) 0 et b; € S (B) impliquent 1'exis-—

tence de deux nombres réels a,, a'

| 1 de S (o) tels que :

iv) S (a) & [0, a;] U [al, a]

+ b; > -1

1
v) a'! + b; ST » @ —

1 1

Si a > 5~ » comme 0 €S (B), alors S (a) r)] —lﬁ-, E:% [ =@
r r r
et par conséquent a, > E%l d'otl ; <a; .
r

De plus, v) implique a! < 2 ; en effet, si a'! > 2 alors
1 2 172

—

a - - .. .. .
+ b; > 7 + lfi d'ol une contradiction. Cecli implique, compte-tenu

du lemme 1, que a = a, + a; et a ([b, a;]) = 1/2.

Nous avons l'alternative suivante :

. ou bien bé > —15 , soit, compte-tenu de O € S (a), bé est supérieur
r

~ . r=1 . . .
ou égal a —5~ » ce qui implique

r



v (o, —1‘?2-]> = ([0, a!]) 8 ([0, b,]) = 45 ([0, B,])-

Compte—tenu des propriétés de W et du lemme 1, nous avons B (l}é,b;]) =

d'ol une contradiction.

. ou bien bé < ]2 3 or bé - (a; + bz) = bl - (a; + b;) > et nous
r

avons u_ ([a; + b2, b;]) = 0, d'ol une contradiction.

Nous avons donc établi que si 8 (] ];a ,-%[ ) > 0, nécessairement

1 < ; , soit, compte-tenu de v)
r

r—1 1 1

— g a, *bl g —*—— dlod rg1+/2.

Ceci achéve la preuve du lemme 4 et, par conséquent, du théoréme.
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