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FACTORISATION DES DISTRIBUTIONS DE CANTOR

R. BERTHUET

Introduction et définitions

Si E Y est la mesure de Dirac au point y , nous posons p la mesure

sur M égale à É (£0 + £1)’ °2 0 1

Si Ha est l’application homothétie : x -&#x3E; Ha (x) = ax , nous notons

par la mesure transportée de p par H .
a a

Si r est un nombre réel strictement supérieur à 2, la mesure pu
définie par p = B (produit de convolution), est appe-

n&#x3E; i 
( - ) r

n&#x3E;1

lée mesure de Cantor d’ordre r.

Nous nous proposons ici de caractériser tous les facteurs de ur ’
au moyen du théorème suivant :

Théorème

Si a et S sont deux mesures positives telles que p = aS avec

r &#x3E; 1 + 12 alors il existe un nombre réel y et une partition (A, B) de

.
tels que

La démonstration repose sur les propriétés des supports des facteurs

les outils utilisés, très élémentaires, ne semblent pas permettre de pas-

ser le cap de 1 + 12 , alors qu’on peut conjecturer que le résultat est

vrai pour r &#x3E; 2.
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Une étude de ces distributions est faite dans Li] ; le problème de

la factorisation de la répartition uniforme (cas r = 2) est traité dans

M.

)émonstration du théorème

Nous noterons S (v) (resp. I (v) ) le support (resp. l’intervalle-

support) d’une mesure v . .

La transformée de Fourier de p 
r 

est donnée par :
r

L’ensemble des zéros de û est l’ensemble 1 ’ (2k+ 1 ) rn , T1, n E IN* 1 ,
r r1

le point étant un zéro simple.
1% A 

La relation pr = aB se traduit par p 
r 

= ce . S ou a et B sont des

fonctions entières ([3]) et, par conséquent, sans perte de généralité,

nous supposerons que

La relation 03BCr = aB se traduit également sur les intervalles-supports par
I (pr) = I (a) + I (S) ; comme I (03BC) = [0, il existe donc deux nom-

r r

bres réels y et a (a &#x3E;, 0) tels que :

Sans perte de généralité, nous supposerons dans la suite que y = 0.

Lemme 1

Si p 
r 

= a8 et I (a) = [0, a], 1 (~) = [0, 1-aJ alors les mesures

de probabilités a et 8 sont respectivement symétriques par rapport à

a 1-a soit : 2 2 p sort : °
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En effet, ’ il suffit de remarquer que H 1 Cur E_~ / 2) ~r e-1/2 et

la preuve standard (voir par exemple [2J) s’appuyant sur le théorème de

factorisation d’Hadamard ([3]) permet de conclure.

Lemme 2

Si I (a) = o a alors nous avons l’inégalité suivante g r

l’égalité étant réalisée si et seulement si B = 

En effet B [TTr / (r-1)] = 0 implique

Ceci implique l’existence d’un point xo de S (S) tel que

soit a  
1
r

D’autre part, si a = 1/r , il est clair que (1) implique

S = p £0 + q e (r-1)/r et, compte-tenu de 
= 0, que p = q = 1/2.

Nous supposerons donc dans la suite que a  1/r.

Lemme 3

Le support S (~) de 8 est tel que S
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En ef f et si x 0 e S (P) H 1 1, &#x3E; r-1 r Il comme o E S (a) , alors
o J r r L

d’où la contradiction.

Lemme 4

I (a) = [0, a] avec a  1/r alors si r &#x3E; 1 + F2

nous avons

Le lemme 4 est le coeur du problème. C’est une conséquence triviale

des lemmes 2 et 3 lorsque r &#x3E; 3.

Tout d’abord, montrons que, si le lemme 4 était vrai pour r &#x3E; 2,

la conclusion du théorème serait vraie pour r &#x3E; 2.

En effet, compte-tenu du lemme 1, le lemme 4 implique :

La relation p r = a~ devient, par la transformation Hr~ r-1)

no tée (3)

Nous avons alors
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Montrons que ceci implique que p est un facteur de S 1 . Pour cela, con-

sidérons les opérateurs restriction R _ et R+ sur les mesures positives
sur M définis par :

Nous avons R .. v + R+ v = v et la relation (3) devient, compte-tenu

de (4) :

Ceci implique

Nous avons donc montré qu’il existe 82 = 2 R ~1 1 telle que

où p e s t une m e sure de Cantor d ’ ordre r.
r

Nous sommes ramenés au problème initial "décomposition de p(1)"p 
r

avec :
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et

Par récurrence il est facile d’obtenir le résultat suivant :

pour tout n &#x3E;, 1, il existe une partition (A , B ) de 2, ..., nl .
n n

noté [N* telle que :
n 

3’

avec li (n) une mesure de Cantor d’ordre r et, la convention, si A = 0
r 

’ ’ 
n

pour tout n : 1

De plus il est clair, les mesures a (n) et S(n) ayant leur support

dans [0, 1] , que les suites

convergent faiblement vers e o , ce qui assure la convergence des produits

Ceci achève la preuve du théorème.
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Preuve du lemme 4

Nous supposons 1 + F2  r  3 , 1-a  20132013 (a étant la borne
2 r

1-a ! F
supérieure de l’intervalle-support de a) et B ( 1 = , 1 ) &#x3E; 0.p p 2 

’ 
r

Ceci implique, compte-tenu du lemme 1, qu’il existe cinq nombres réels

b , b’, b appartenant à S tels que :

Les relations p ( 1 , ~ ) = 0 et (6) impliquent l’exis-

tence de deux nombres réels al, a’ de S (a) tels que :

comme 0 C S (S), alors

et par conséquent

De plus, v) implique a’  -r ; en effet, si a’ &#x3E;, y alors
1 2 1 Il 2

a _
, + b’1&#x3E;a 1-a 

d’où une contradiction. Ceci implique, compte-tenuI + 1 2 + 2 d’où une contradiction. Ceci implique, compte-tenu

du lemme 1, que a - a + a’ et a [0, a’]) = 1/2.
1 1 1

Nous avons l’alternative suivante :

. ou bien 1 2, soit, compte-tenu de 0 C S (a) , b’ est supérieur2 2
r

i r-1 .. -.

ou égal à Ce qUi impliqueou égal à 2 ce qui implique
r
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Compte-tenu des propriétés de  r et du lemme 1, nous avons S

d’où une contradiction.

. ou bien e t nous

avons p (j_a’ + b2’ bil) = 0, d’où une contradiction.

Nous avons donc établi ue si 8 ( 1-a 2, 1 r[) &#x3E; 0, nécessairement

1 2, soit, compte-tenu de v)
r

Ceci achève la preuve du lemme 4 et, par conséquent, du théorème.
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