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INTRODUCTION

Ce travail est né essentiellement de la lecture de trois articles : Choquet [7], Samuel [20], Inagaki
et Sugawara [16].

Dans le premier, intitulé “Convergences”, I'accent est mis, dans ’étude d’une topologie, sur I’appli-
cation R qui, 4 tout point, fait correspondre I’ensemble des ultrafiltres qui convergent vers ce point.

M. Samuel, dans son étude des compactifications des espaces uniformes, introduit et utilise une
topologie canonique sur I’ensemble T(E) des ultrafiltres sur un ensemble donné E, qui fait de T(E) un
espace compact.

Les auteurs du troisiéme se servent implicitement de la relation binaire suivante, entre ultrafiltres
sur un espace topologique : ‘“tout ouvert appartenant i [Pultrafiltre a appartient a I'ultrafiltre b . C’est
une relation de préordre.

Le graphe T de ce préordre est une partie “fermée et mi-ouverte” du carré cartésien de I’espace des
ultrafiltres. Il était naturel de le comparer au “prolongement par continuité” de I’application R de M. Choquet
a I’espace T(E). Il se trouve que le graphe de cette “extension continue” est identique a4 T. Nous I'avons

baptisé nasse de la topologie.

On connait la caractérisation particuliérement élégante des espaces compacts 4 I'aide des ultrafiltres.
Il nous paraissait dommage qu’il n’y en ait pas de semblables pour d’autres espéces de topologies et les
nasses nous semblaient un outil adéquat. La séparation ne posait pas de probléme. Ayant obtenu pour
la normalité une caractérisation trés simple, nous flimes encouragé par ce premier succés. D’autres essais
suivirent (régularité, semi-régularité, etc.) et bientdt est apparue une sorte de “table de Mendéléiev” des
topologies dont nous avons comblé quelques unes des cases blanches. La caractérisation des applications
continues, ouvertes, fermées ou propres faisait des nasses une espéce de ‘‘sténographie” commode pour
la description des notions topologiques.

Les généralisations dans diverses directions allaient de soi, pour ainsi dire. Une nasse de topologie
est idempotente et mi-ouverte. On supprime I'idempotence et on retombe en substance sur les prétopo-
logies de M. Choquet. On retranche encore la condition mi-ouverte et on retrouve les ordres topogénes
de Csdszdr [9]. On ajoute la condition de symétrie et on obtient une représentation utile des proximités.

L’objet de ce travail est de développer le langage des nasses et celui des tramails qui en est dérivé.

Un grand nombre de ces résultats (sauf ceux du dernier chapitre) ont été résumés dans trois notes
aux Comptes Rendus [13], [14] et [15]. Chaque chapitre est précédé d’une courte introduction qui donne
une idée de son contenu. Le dernier est consacré a I’étude de trois topologies naturelles sur ’ensemble
des topologies sur un ensemble donné ; on y voit que la plupart des propriétés topologiques habituelles
(compacité, séparation, régularité, normalité, etc.) ainsi que leurs négations ne sont pas stables (en un
certain sens précis).



Les références bibliographiques ne prétendent nullement fixer des points de priorité ni remonter
aux sources. Elles ne sont ld que pour la commodité du lecteur et renvoient, chaque fois qu’il est possible,
a des traités de préférence aux articles. On a cru bon également d’ajouter, tout au long du texte, de
nombreux rappels pour en faciliter la lecture.

Pour finir, nous aimerions faire ressortir les deux points suivants :

L’ostracisme qui frappait les espaces topologiques non séparés semble toucher 4 sa fin (grice a I’influence
de la Géométrie Algébrique sans doute).

On connait les différences entre les structures algébriques et les structures topologiques (notamment

en ce qui concerne les morphismes bijectifs). Il devrait étre clair a présent que les structures topologiques
font partie (abstraitement du moins) des structures d’ordre et de la théorie des graphes.

Je remercic Monsieur le Professeur Gustave Choquet qui s’est interessé & mes recherches.

Je tiens i remercier également Monsieur le Professeur Pierre Samuel qui a lu ce manuscrit et m’a
encouragé i le faire publier.



AVERTISSEMENT

D’une maniére générale, notations et terminologie sont celles de Bourbaki. Cependant, on désignera
quelquefois par AdhX et IntX P'adhérence et l'intérieur de X respectivement. Pour la composition des
graphes et des fonctions on omettra le signe o ; on écrira ainsi GH et fg au lieu de Ge H et fo g.

2 2
On dira qu’un graphe G (resp. une fonction f) est idempotent(e) lorsque G = G (resp. f = f). Dans
un espace topologique, ®(x) désignera le filtre des voisinages du point x.
Sur le modéle bourbakiste de ‘“‘quasi compact”, on utilisera le mot quasi pour indiquer qu’il s’agit

d’espaces non necessairement séparés. Une seule exception : 13 ou Bourbaki réserve I’expression ‘“‘extré-
mement discontinu” aux espaces séparés, on n’a pas cru utile de I’alourdir en lui incorporant le mot quasi.

Les renvois dans le texte sont généralement précédés d’un couple d’entiers m.n ol m désigne le
chapitre et n le paragraphe.






CHAPITRE 0
PRELIMINAIRES

On groupe dans ce chapitre des résultats qu’on utilisera par la suite et dont certains peuvent avoir
un intérét propre. Un premier paragraphe traite des graphes, d’abord sur les ensembles puis sur les espaces
topologiques ; on y développe en particulier un certain nombre de propriétés des limites inférieure ou
supérieure d’une famille de graphes suivant un filtre. Le second paragraphe a pour objet ’espace des
ultrafiltres sur un ensemble ; on y définit notamment I’extension d’un graphe aux ultrafiltres. Dans le
troisiéme on étudie les parties fermées du produit d’un espace d’ultrafiltres par un espace topologique.
On rassemble dans le quatriéme des propriétés des structures semi-uniformes dont on se servira au chapitre 3.

1. SUR LES GRAPHES

Soient E , F des ensembles, G une partie de E x F, A une partie de E et B une partie de F ; nous nous
servirons constamment par la suite de la remarque suivante :

-1
(A x B)NG = @ équivaut a G(A) N B = @ équivaut a A N G(B) = Q.

LEMME 1.— Soient E , F des ensembles et G une partie de E x F. Alors pour toute partie X de E
ona:

E;I(C G(X)) C CX.

En effet : xea(C GX)<——=GEX)NCGX)#FP<—>GX) L GX) —> x¢EX<—>xE(CX
cqfd

COROLLAIRE.— Soit G le graphe d’une relation binaire réflexive sur l'ensemble E. Alors pour toute
partie X de E

G(X) = X équivaut d E‘:(CX) = CX.

-1 -1 -1
En effet : si G(X) = X alors C X C G(C X) = G(CG(X)) € CX donc G(C X) = C X. Réciproquement,
on applique ce qui précede a H = f}l etY = CX. cqfd

LEMME 2.— Soit G une partie de E x E.
a) Si G est le graphe d’un préordre sur E alors pour toute partie X de E on a :

E;I(C G(X)) = C G(X).

n



b) Si pour tout x€Eona :
E}I(C G(x)) = CG(x)
alors G est le graphe d’un préordre sur E.
En effet :
a) CG(X) CE(CG(X)) = _Gl(Cé(X)) C CG(X) en utilisant le lemme 1 ; d’oti I'égalité.

b) xEG(y) <= x QE—(“;(CG(y)) < Z¢EGly)=—>x¢ _Gl(z)) < (z€G(x) = z€G(y))
< G(x) C G(y). Ainsi, puisque G(x) C G(x), on a X € G(x) ; et (2}(y) C G(y). D’ou le résultat. cqfd

LEMME 3.— Soient G une partie de E x E et D la diagonale de E x E. Les énoncés suivants sont
équivalents .

a) pour toute partie finie X de E on a
-1
GX) = X ou GX) = X ;
b)on a 1/ G =D ou bien il existe a€E et A non vide CE tels que 2/. G =DU ({a} x A) ou
3/ G=DU(A x {a)) ;
c) pour toute partie X de E on a

GX) = X ou E;I(X) = X.

En effet :
a) == b). Si G # D, il existe x et z tels que z € G(x) et z # x ; alors pour tout y # x soit t € G(y)
-1 -1

et considérons X ={x,t}; ona yEGX) et zEG(X) ; puisque G(X) =X ou G(X)=Xonat=you
t =z ; deux cas se présentent alors : 2/ pour tout y # x on a G(y) ={y}, d’oll en posanta = x et A = G(x) on
a bien G =D U ({a} x A) ; ou bien 3/ il existe un y # x pour lequel G(y) #{y} ; soit alors A = {y|G(y) #{y}};
siy #x, t€EG(y) et t #y on a nécessairement t = z ; de plus comme il existe y € A et y # X, pour tout
tEG(x)sit#xonat=2z;enposant a =z on a bien G = D U (A x {a)}).

b) ==>¢c¢). 1/ Si G =D alors G(X) = al(X) =X. 2/ Si G=DU({a}x A) alors a & X implique
G(X) = X, et a € X implique -GI(X) = X. 3/ De méme si G = D U (A x {a)) alors a € X implique G(X) = X,
et a & X implique _GI(X) = X.

L’implication ¢) = a) est immédiate. cqfd

LEMME 4.— Soient E , F des espaces topologiques et G une partie de E x F.

a) Si E est quasi compact et si G est fermé, pour toute partie fermée de X la partie G(X) est fermée
dans F.

b) Si E est régulier et F séparé et si pour toutes parties fermées X de E et Y de F les parties G(X)

-1
et G(Y) sont fermées dans F et E respectivement, alors G est fermé dans E x F.

En effet : .

a) Soit y € G(X) alors pour tout VE¥(y) on a VNGX) # @ donc G(V)NX # @ ; comme X
est un fermé dans un espace quasi compact, X est un quasi compact ; il existe donc x € X qui adhére

-1 -1
a tous les éléments de la base de filtre {G(V) | V€2 (y)} ; donc pour tout UEV(x) ona UNG(V) # @
soit (U_x_V) NG # @ ; donc (x, y) adhére & G et comme G est fermé, on a (x , y) € G donc y € G(x) C G(X).
Ainsi G(X) = G(X) est bien fermé.

12



b) Soit (x,y) € G alors pour tous U€ V(x) et VEV(y) ona (Ux V)NG # Q soit GU)NV #0
donc pour tout UE ¥(x) on a y €EG(U) ; E étant régulier, le filtre ¥(x) posséde une base formée de
parties fermées U pour lesquelles G(U) est donc fermé par hypothése ; donc pour tout UE ¥V(x) on a

-1 o -1
y € G(U) soit UN G(y) # @ donc x € G(y) ; or F étant séparé, la partie {y} est fermée et donc G(y) est

-1
fermé ; donc x € G(y), soit (x,y) €G. G est donc bien fermé. cqfd

REMARQUES. —

1/ On peut préférer 4 la démonstration directe de a) la démonstration qui s’appuierait sur le corol-
laire 5 de Bourbaki [4] I, 10, 2, p. 120 et la proposition 1 ibid. I, 10, 1, p. 113, en remarquant que G(X)
est la projection sur F du fermé (X x F) N G. Voir aussi Bourbaki [3] I, 10, exerc. 3 a), p. 109.

2/ On peut affaiblir les conditions de I’énoncé b) et supposer que E est quasi régulier et F accessible
(voir, pour les définitions, 2.2, VII et III).

CoROLLAIRE 1.— Soient E , F des espaces compacts et G une partie de E x F. Pour que G soit fermée

-1
il faut et il suffit que pour toutes parties fermées X de E et Y de F, les parties G(X) et G(Y) soient fermées
dans F et E respectivement.

COROLLAIRE 2.— Soient E ,F , G des espaces compacts, H une partie fermée de E x F et K une partie
fermée de F x G. Alors KH est une partie fermée de E x G.

DEFINITION 1.— Soient E, F des espaces topologiques et G une partie de E x F. On dit que G est

-1
mi-ouverte lorsque pour toute partie ouverte Y de F, G(Y) est une partie ouverte de E. (Voir Choquet [7]
p. 71).

-1
On dira que G est bi-ouverte lorsque G et G sont mi-ouvertes.

REMARQUE.— Pour qu’une application f : E —> F soit continue il faut et il suffit que son graphe
soit mi-ouvert.

LEMME 5.— Soient E , F des espaces topologiques et G une partie de E x F.
a) Si G est mi-ouverte, alors pour toute partie X de E on a
GX) € GX).
b) Réciproquement si pour toute partie X de E on a
G(X) € G(X)
alors G est mi-ouverte.

En effet :
— -1
a) Si y & G(X) alors il existe un voisinage ouvert V de y tel que VN G(X) = @, donc G(V) N X = @,

or E‘rl(V) est ouvert, donc E}l(V) NX =0, donc VN G(X) = @ donc y & G(X).

b) Soit Y une partie ouverte de F, alors CY est fermé ; comme G(C E}I(Y)) C CY (voir lemme 1)
on a Adh G(CC G(Y)) € CY ; ainsi G(Adh C G(Y)) C Adh G(CG(Y)) C C Y ou encore Y C CG(Adh CG(Y))
donc —GI(Y) C —Gl(C G(Adh C_GI(Y))) C CAdh C-(-SI(Y) = Int E}I(Y) ; et —GI(Y) est bien ouvert. cqfd
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COROLLAIRE.— Soient E un espace quasi compact, F un espace topologique et G une partie fermée
de E x F. Pour que G soit mi-ouverte il faut et il suffit que pour toute partie X de E on ait

G(X) = G(X).

LEMME 6.— Soient E ,F des espaces topologiques, G une partie de E x F et X une partie de E.
a) Si X est quasi compacte alors
G(X) C G(X).

b) Si X est ouverte alors
G(X) C G(X).
En effet .

a) yYEG(X) S<=>VxEX (x,y) £G <=> Vx€X FUKX)EV(x) I V() € Uy) (UX)x V(Y) NG=0
soit alors y & G(X), comme X est quasi compacte il existe une famille finie {U(x;) | 1 <i< n}qui re-

couvre X ;ainsiV=_0N  V(x)EVy), XCU=_U Ux)et(UxV)NG=0Q,doncVNGX) =0,
1<i<n 1<i<n

donc y ¢ G(X).

D) yEGX) <> IxE€X x,y)EG<E—=IxEXVUEVK) VEU(Y) UxV)NG+*Q
== VVEV(y) VNGX) # ) < yeGX). cqfd

DEFINITION 2.— On dira qu’un espace topologique E est concentré lorsque toute intersection d’une
famille non vide de parties fermées non vides de E est non vide. On dira qu’une partie X d’un espace topo-
logique est concentrée lorsque le sous-espace X est concentré.

Il est clair que pour qu’un espace topologique E soit concentré il faut et il suffit qu’il soit vide ou
qu’il existe un point de E vers lequel convergent tous les ultrafiltres sur E. Tout espace concentré est
évidlemment quasi compact.

LEMME 7.— Soient E ,F des espaces topologiques, A un ensemble ordonné, (G,),., une famille
croissante de parties fermées de E x F et X une partie de E. Si X est quasi compacte et A filtrant d gauche,
ou bien si X est concentrée, alors

AQA Gr(X) = (x?/\ G") (X).

En effet : D’une maniére générale le second membre est contenu dans le premier. Réciproquement,
-1
soit yE€ N G, (X) ; posons X, = G,(y), alors (X;),. est une famille croissante de parties fermées de
AeA

E et X, N X # @ ; donc dans les deux cas on a ( N X, ) NX+# Q;soit donc x un élément de cet ensemble,
AeA

alorsy € N Gy(x) = (A?A G,) € (A?A G,) ). cqfd

La définition suivante est due 4 Choquet [7].

DEFINITION 3.— Soient E un espace topologique, (A),.; une famille de parties de E, ¢ un filtre sur I
et g(¢) la grille associée au filtre ¢ (voir Choquet [8] ou encore plus loin 0.2, rappels, h). On pose
infA,= N Adh U A et supA = N Adh U A.
¢ Jeg(c) el (3 Jec el
Ce sont des parties fermées de E que I’on appelle respectivement la limite inférieure et la limite supérieure
de la famille (A),.; suivant le filtre ¢ (voir Choquet [7] p. 60-61). On dira que la famille (A ),.; possede
une limite suivant 1& filtre ¢ lorsque sa limite inférieure et sa limite supérieure suivant ¢ sont égales et
on posera dans ce cas

lim A, = inf A, =sup A, ;
[4 c (4
(voir Choquet [7] p. 87).

14



COROLLAIRE.— Soient E , F des espaces topologiques, (A),.; une famille de parties de E x F, ¢ un
filtre sur 1 et X une partie de E.

a) Si X est quasi compacte alors
sup (A,X)) € (sup A,) ().
b) Si X est ouverte alors
(i::f A) (X) C inf (A(X)) et (SIclp A,) (0 C sup (A(X)).
c) Si X est concentrée alors

inf (A(00) C (inf A) ().

En effet : Pour toute partie J de I on pose

G = U A,
el
alors on a
GX)=U AX) , infA=n G , A= NG |,
J( ) tel "( ) 2 ¢ Jeg(e) g Slclp ¢ Jee 1

inf (A(X)) = N
¢ J

G(X) et sup(A(X) = N GX)
eg(c) (3 Jec

(ou g(c) est la grille associée au filtre ¢ ).

Les résultats suivent alors des deux lemmes précédents. cqfd

REMARQUES.—

1/ Le lemme 6 est un cas particulier du corollaire, celui o la famille (A),,; est réduite 4 un seul
élément G.

2/ Le lemme 6 et le corollaire précédent ne peuvent étre améliorés, dans le sens suivant :

a) Soient E un espace topologique et X une partie non quasi compacte de E ; alors il existe un
espace topologique F et une partie G de E x F tels que

GX) ¢ G(X).

En effet : 11 existe sur X un filtre sans points adhérents dans X, soit & I’ensemble des fermés (dans

X) de ce filtre et soit u un terme n’appartenant pas 4 %. On pose F =% U {u}. Pour tout A €% on pose

s(A) ={B|BE% et BC A}U {u};soit @, le filtre sur F engendré par 'ensemble des s(A). Alors ©® = 0, UR(S)

est I’ensemble des ouverts d’une topologie dont on munit F. En posant G = AU, A x {A} on vérifie que
€

G(X)=F ¢ G(X) C &. cqfd

b) Soient E un espace topologique et X une partie non ouverte de E. En prenant pour F un espace
a un seul élément et en posant G = (C X) x F on voit que

G(X)=F ¢ G(X) = 0.

¢) Soient E un espace topologique et X une partie non concentrée de E. Alors il existe une famille
(X),e1 de fermés de E telle que X, N X # @ et (ﬁl X‘) N X = @. On prend pour F un espace a un
L€

seul élément et on pose A, = X, x F et ¢ ={I}. On voit alors que

inf (A(X)) = F ¢ (i{:f A‘) X)=0.

15



LEMME 8.— Soient E,F,G,H des espaces topologiques, (A),., une famille de parties de E x F,
(B)),.; une famille de parties de G x H, (C D1 Une famille de parties de E x H, X une partie ouverte
de F x G, ¢ un filtre sur 1, A = mfA B= me et C= me

Si pour tout €1 on a B, XA, CC, alors on a aussi BXA C C.

En effet : Soit (x,t) EBXA ; il existe y,z tels que (x,y)EA, (y,z2)€EX et (z,t)EB ; donc
pour tous UE V(x), VEV(y), WE(z) et TE(t) il existe JE¢ tel que pour tout tEJ on ait
UxV)NA #Q et (Wx T)NB, # Q. Comme X est ouvert et que (y,z) € X on peut choisir V et W
tels que V x W C X, de sorte que pour tout t€J on a (B, XA,)) N (U x T) # @ donc CNUxT)#0
donc (x,t)EC. cqfd

REMARQUE.— On ne peut améliorer le résultat précédent, dans le sens suivant :

Soit X une partie non ouverte de F x G ; il existe alors sur C X un filtre ¢ qui converge vers un point
(u,v)EX. Si I'on pose I=CX, E=F, H=G, A, = {(prg¢, pr0)}, B, = {(prgt, prg)} et C, = @, on
a bien pour tout t€1 B, X A, C C, cependant que (u,v)EBXA ¢ C = Q.

2. L’ESPACE DES ULTRAFILTRES

NoraTioNs.— Etant donné un ensemble E, pour tout ensemble & de parties de E on désignera par
T<&> l'ensemble des ultrafiltres sur E qui contiennent &. Pour toute partie X de E, au lieu de
T <{X}> on écrira T(X) et pour tout élément x de E, au lieu de T({x}) on écrira {X). Ainsi T(E) est
'ensemble des ultrafiltres sur E et X est l'ultrafiltre principal engendré par {x }sur E. L’application x —>'X
est une injection canonique de E dans T(E). On désignera par X I'image de la partie X de E par cette injec-
tion (il y a 1a un léger abus de notation). Ainsi E est 'ensemble des ultrafiltres principaux sur E. On désignera
en outre par A la diagonale de T(E) x T(E) et par § la diagonale de E x E de sorte que d ={(X,X) | x€E}.

S’il y a lieu, et pour éviter les confusions, on fera figurer I’ensemble de départ E en indice 4 upsilon
et aux- delta ; on écrira ainsi, par exemple, Tg(X) et T(X) pour représenter respectivement 1’ensemble
des ultrafiltres sur E et sur F auxquels X appartient ; &g et 8y représenterons respectivement les diagonales
de ExE et deFxF etc.

RAPPELS.— On sait que (voir Samuel [20] ou Bourbaki [4], I, 9, exerc. 27, p. 170) I’ensemble des
T(X) ou X parcourt € (E) est une base d’ouverts pour une topologie (canonique) sur T(E). Lorsqu’on
parlera de ’espace T(E) des ultrafiltres sur E on supposera toujours, sauf mention expresse du contraire,
T(E) muni de cette topologie. (Cet espace s’identifie au spectre (voir [6]) de ’anneau %R(E)).

Rappelons briévement les résultats connus suivants :

a) L’espace T(E) est stonien, c’est-d-dire compact et extrémement discontinu (voir, pour la défi-
nition, 2.2, XIII).

b) L’ensemble des parties a la fois ouvertes et fermées de T(E) est I’ensemble {T(X) | X € R(E)}.
Ainsi T(X) est toujours une partie compacte et ouverte de T(E).

c) L’adhérence d’une partie & de T(E) est égale 4 'ensemble de tous les ultrafiltres sur E plus fins
que Pintersection des ultrafiltres appartenant 4 & ; autrement dit

Adh d=T< N a>

aea

d) En particulier X = T(X). De plus E est I'ensemble des points isolés de T(E) ; c’est un ouvert
partout dense dans T(E).
e) Pour toute partic & de R(E) ’ensemble T < 2> est une partie fermée de T(E) égale xﬁz T(X).
€

Si &Lengendre un filtrea alors T<&> = T<a > sinon alors T< g> = Q.
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f) Pour tout filtrea sur E I’ensemble {T(A) | A €a} est un systéme fondamental de voisinages (ouverts
et compacts) de T <a >,

g) L’application s —> T <a > est une bijection canonique entre I'ensemble ®(E) des filtres sur
E et I’ensemble K(T(E)) des fermés (autrement dit, des compacts) non vides de T(E) ; I'application réci-

proque étant celle qui fait correspondre au fermé non vide & le filtre N a. On dira que T <& > repré-
sea

sente le filtrea . Pour qu’une famille (8 ),; de filtres sur E posséde une borne supérieure il faut et il

suffit que N T <a, > soit non vide ; dans ce cas, ce dernier ensemble représente le filtre borne supé-
tel

rieure de la famille ; par contre le filtre borne inférieure (ou intersection) de la famille est représenté par
Adh U T<a >.

tel

h) Soit g(a) la grille associée au filtrea . On a g(a) = . U b ;g(a) est 'ensemble des parties de
eT<a>

E qui rencontrent tous les éléments den . De plus, pour tout ultrafiltre b sur E, b Cg(a) équivaut 4 a Cb.
i) T(A N B) = T(A) N T(B), T(A U B) = T(A) U T(B), T(CA) = CT(A).

DEFINITION 4.— Soient E, F des ensembles et G une partie de E x F. On désignera par G I’adhérence
dans lespace produit T(E) x T(F) de la partie G ={(X,¥) | (x,y) €EG} de E x F. On dira que G est
Pextension de G aux ultrafiltres.

Pour toute partie & de R(E), G(&) désignera évidemment 1’ensemble des G(X) ol X parcourt .
Voici deux lemmes dont la démonstration est facile.

LEMME 9.— Soient E ,F des ensembles, G une partie de E x F, a et b des ultrafiltres sur E et F
respectivement. Les énoncés suivants sont équivalents :

a) (a,8)€E G ;
b) le filtre produit a x ® posséde une trace sur G ;
c) G(a)C &,

LEMME 10.— Soient E ,F , G des ensembles, H une partie de E x F et K une partie de F x G. Alors

-1

a)f—ll=H;
p) KA =K A

(I1 faut se souvenir que fI et K sont fermés donc que R i est fermé en vertu du corollaire 2 du lemme 4).

3. SUR LES FERMES D’UN ESPACE T(E) x F

Nous rappelons le résultat connu suivant :

LEMME 11.— Soient E un espace compact, F un espace topologique, G une partie fermée de E x F
et B une base de filtre sur E formée de parties fermées. Alors

G(n X)= n 6.
Xed
(C’est I’exercice 3b) de Bourbaki [3], I, 10, p. 109 ; voir aussi Bourbaki [4], I, 10, exerc. 11, p. 172).

COROLLAIRE.— Soient E un ensemble, F un espace topologique, G et H des parties fermées de l’espace
T(E) x F, (A),.; une famille de parties de T(E) x F, a un filtre sur E et ¢ un filtre sur 1.

a) Ona
G(r<a>) = xn G(T(X)).
3
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b) Pour que l'on ait G C H il faut et il suffit que pour toute partie X de E on ait

G(T(X)) CH(T(X)).
¢) Pour que l'on ait G C i1;1f A, il faut et il suffit que pour toute partie X de E on ait

G(T(X)) C irclf A, (T(X)).

En effet :

a) Il suffit de remarquer que I’ensemble des T(X) ou X parcourt a est une base de filtre sur T(E)
formée de parties fermées (voir 0.2, rappels, f)), que T<a > = N T(X) (voir ibid. e)) et d’appliquer

Xen
le lemme précédent.

b) La condition est évidemment nécessaire ; elle est suffisante en vertu de a).
¢) T(X) est un ouvert de T(E) donc (voir b) du corollaire des lemmes 6 et 7) on a

(inf A,) (TCX) € inf (ATCON

la condition est donc nécessaire en vertu de b). Réciproquement, si elle est satisfaite, on a pour toute partie
Xde E

GTX) Cinf (A (TX)N)= N Adh U A (T(X));
(4 Jeg(e) el

or T(X) est ouvert et compact dans T(E) (voir 0.2, rappels, b)) donc d’aprés le lemme 6 on a

Adh U A, (T(X)) = (Adn v A,) (T(X).

Donc pour tout J € g(¢) on a

G(T(X)) C (Adh v A,) (T(X)),

donc en vertu de b)
GCAdh U A ,

tel

donc

GC N Adh U A =inf A cqfd
Jeg(e) tel ¢

LeMME 12.— Soient E un ensemble, F un espace topologique et G une partie fermée de l’espace
T(E) x F.

a) Si G est mi-ouverte, alors
G = Adh ((E x F) N G).
b) Si F est compact et si G = Adh ((E x F) N G) alors G est mi-ouverte.
En effet :
a) Comme G est fermée par hypothése, il suffit de montrer que G C Adh ((g x F) N G). Soit (a,y) EG;
pour tout voisinage ouvert V de y ,a(V) est ouvert donc pour tout A€e T(A)N _d(V) est un ouvert

non vide de T(E) ; il existe donc (voir 0.2, rappels, d)) x €E tel que X ET(A)N E;l(V), donc il existe aussi
y' €EVtelque (X, y") €G ;ainsi (T(A) x V) N (E x F) N G # @ donc (voir 0.2, rappels, ))

(s,y) € Adh ((E x F) N G).
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b) Soit V un ouvert de F. Si a Ga(V) il existe un ouvert U de F tel que a G—GI(U) etUC V,car F
est régulier. Ainsi U N G(a) # @, or (voir a) du corollaire du lemme 11) G(a) = ﬂ G(T'(A)), donc pour
tout A€a on a UﬂG(T(A)) # @ donc (T(A) x U)ﬁG#(b donc (A x U)ﬂGaE(D soit G(U)ﬂAaﬁQ) ;
si 'on pose X = G(U) N E on a pour tout A€a X N A * (2) donc XEu Mais G(U) est ferme (voir a)
du lemme 4) donc a€ T(X) = Adh (G(U) N E) C Adh G(U) C G(U) C G(V) (voir 0.2, rappels, d), =T(X));
donc G(V) est un voisinage de o ; ainsi G(V) est ouvert. cqfd

CoRrOLLAIRE.— Soient E , F des ensembles et G une partie fermée de l'espace T(E) x T(F). Pour que
G soit bi-ouverte il faut et il suffit que

G = Adh(E x FY N G).

En effet : La condition est suffisante en vertu du b) du lemme précédent. Réciproquement, posons
A= E X T(F) et B = T(E) X F ;alors ANB = E xF; ; si G est bi-ouverte on a, en vertu du a) du lemme
précédent, ANG=BNG=G ; or ANBNGDAN B BN G (voir Bourbaki [4], I, 1, 6, proposition 5,
p. 24) car A est ouvert, donc ANBNGDANG,donc ANBNGDANG=G. cqfd

LEMME 13.— Soient E ,F des ensembles, G une partie de E x F et G son extension aux ultrafiltres.
a) G est bi-ouverte.
b) Pour toute partie X de E on a
G(T(X)) = T(G(X)).
c) Pour tout filtre a sur E on a
G(T<a>)=T<G(8)>.

En effet :
a) découle du lemme 12 ou de son corollaire.

b) G(T(X)) = GX) (voir 0.2, rappels, d)) ; é(i) Adh G(X) puisque G est mi-ouverte en particulier
(voir corollaire du lemme 5) ; or C(i) G(X) et G(X) T(G(X)) ; d’ou le résultat.

c) é{’l“ <e>)= N é(T(X)) (voir a) du corollaire du lemme 11), or en vertu de b) on a
Xea

G(T(X)) = T(G(X))
donc G(T'<a>) = xﬂ T(G(X)) ; le résultat découle alors du 0.2, rappels, e). cqfd
€a

REMARQUES.—

a) Soient E un ensemble, K un espace compact et f : E —= K une application de E dans K. Désignons
par G I’adhérence dans l’espace T(E) x K du graphe {(X,f(x))| x €E}. Alors G est le graphe d’une
application g : T(E) —=> K (K est séparé!) continue (le graphe G est mi-ouvert en vertu du b) du
lemme 12 et voir la remarque qui suit la définition 1). Pour tout a € T(E) on a g(a) = li:n f(x) (qui est

aussi la limite de f suivant Pultrafiltre a). L’application g est 'unique ‘“‘extension continue” de f 4 T(E) ;
C’est-d-dire explicitement que si g’ est une application continue de T(E) dans K telle que g'(X) = f(x)
pour tout XEE, alors g’ = g.

b) Soient E,F des ensembles et f : E ——> F une application de E dans F ; soit f ’extension
du graphe de f aux ultrafiltres, Alors f est le graphe de I'unique “‘extension continue” de f aux ultrafiltres ;
pour tout ultrafiltre a sur E, f(a) est I'ultrafiltre sur F ‘““image” de @ par f (c’est-a-dire I’ultrafiltre engendré
par f(a) sur F).
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LEMME 14.— Soient E un ensemble, F un espace topologique, (A),, une famille de parties de
T(E) x F et ¢ un filtre sur 1. ’

a) Pour toute partie X de E on a
(i?f A‘) (Y(X)) C inf A,((X)) C sup A(T(X) = (Slclp A,) (T(X)).
b) Pour que la famille (A),.; posséde une limite suivant le filtre ¢ il faut et il suffit que pour toute
partie X de E la famille (A (1(X))),.; posséde une limite suivant le filtrec. Et s’il en est ainsi on a
(iim A, ) (re0) = lim A(PCX)).

En effet :

a) il suffit de se rappeler que T(X) est ouvert et compact (voir 0.2, rappels, b)) et d’appliquer le
corollaire des lemmes 6 et 7.

b) La condition est nécessaire puisque si licm A, existe elle est égale a ir‘1f A, et 51‘1p A, par définition,
donc le résultat découle de a). Réciproquement, posons A = s:xp A, Si li‘m A, (T(X)) existe pour toute
partie X de E, on a

irclf (A(T(X))) = lim A(T(X)) = sup (A(T(X))) = A(T(X))

(la derniére égalité en vertu de a)). Or A est une partie fermée de T(E) x F, donc (voir le c¢) du corollaire
du lemme 11) ona AC i?f A,, donc la famille (A)),.; posséde bien une limite suivant le filtre c. cqfd

LEMME 15.— Soient E un ensemble, F et G des espaces compacts, (A),.; une famille de parties de
T(E) x F, A une partie fermée et mi-ouverte de F x G et ¢ un filtre sur L.

a) Ona

i Ci = sup AA,.
A(n:f AL) inf (AA) et A(upA)=sup AA,

b) Si la famille (A),., posséde une limite suivant le filtre ¢, alors la famille (AA)),.; posséde éga-
lement une limite suivant ¢ et l'on a

A (li:n A)= lim AA,.

En effet :
a) On remarque d’abord que inf A,, sup A, et A étant fermés, il en est de méme de A irgf A,)et de
(4

A (sup A‘) (d’aprés le corollaire 2 du lemme 4). D’autre part, pour toute partie X de E, on a
[4
(a (inf A)) (xx) = A ((inf &) (T )< A (inf (ALTCO)

(d’aprés le b) du corollaire des lemmes 6 et 7) et

A (inf (A‘(T(X)))) cn A (Adh U AL(T(X))) C N Adh U (AA) (T(X))
¢ Jegle) el ke gie) el

(car A est mi-ouverte, voir a) du lemme 5). Ainsi on a

(Ainf A.)) (XCX) C inf (AA) (XX,

donc (d’aprés le ¢) du corollaire du lemme 11) on a bien

A (inf A‘) C inf (AA).
¢ ¢
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De méme, on voit que pour toute partic X de E on a

A (sup AL) (T(X)) = sup (AA)) (T(X)) ,

donc (d’aprés le b) du corollaire du lemme 11) on a bien

A (sup AL) = sup (AA)).
¢ ¢

b) découle immédiatement de a). cqfd

4. SUR LES ESPACES SEMI-UNIFORMES

Si, dans la définition d’une structure uniforme (Bourbaki [4], II, 1, 1, définition 1, p. 189), on
supprime I'axiome de symétrie (Uj;) on obtient la définition d’une structure semi-uniforme. Pour cette
derniére structure, on conservera les définitions des mots entourages, systéme fondamental d’entourages,
topologie déduite et des notions de finesse et de compatibilité.

[La notion de structure semi-uniforme introduite par Nachbin [18] a été retrouvée et étudiée par
D. Tamari sous le nom de ‘‘quasi-ordoform structure” (voir Csdszir [9] qui 'emprunte & Tamari et préfére

\

le nom de structure quasi-uniforme qu’il donne i un systéme fondamental d’entourages plutdt qu’d
I’ensemble des -entourages)].

Nous préférons harmoniser ainsi la terminologie, si nous gardons le nom donné par Nachbin, avec
celle de Bourbaki. Cependant nous désignerons par la méme lettre une structure semi-uniforme (ou

uniforme) et l'ensemble de ses entourages. . .

Soit E un ensemble muni d’une structure semi-uniforme .. L’ensemble q des V ou V parcourt U
est ’ensemble des entourages d’une structure semi-uniforme sur E. La topologie %, déduite de U est
celle ou le filtre ¥(x) des volisinages de x est égal 4 I’ensemble des parties V(x) de E ot V parcourt U

La topologie ®_ déduite de U n’est pas nécessairement égale a @, .

LEMME 16.— Soit E un ensemble muni d’'une stmcj:zre semi-uniforme U. Soient G = v Qu V, 8, la
topologie déduite de U et 6_ la topologie déduite de .

a) Tout entourage V € U est un voisinage de G pour la topologie produit ®_ x B,.

b) Wadmet un systéme fondamental d’entourages fermés pour la topologie produit €, x B_.

¢) G est le graphe d’un préordre sur E et G est fermé pour la topologie produit 6, x 6_.

En effet :

a) Soit V€U ; il existe WE U tel que €V C V. Soit (x, y)E(jl; a;(x) est unsvoisinage de x pour
la topologie B_ et W(y) est un voisinage de y pour la topologie B, et W(x) x W(y) CWCV.,

b) Soit VE W et WE ‘ll tel que W C V. Soit W l’adhérence de W pour la topologie produit B, x %_.
Si(x,y) €W alors (W(x) x W(y)) NW # @ donc (x, y)EW CV ;donc wcCVv.

¢) Immédiat. cqfd

LEMME 17.— Etant donnés un espace compact K et une partie fermée de K x K graphe d’un préordre
sur K, il existe sur K une structure semi-uniforme U et une seule telle que

-1
a) les topologies déduites de U et de U soient moins fines que celle de K, et b) G = vﬂ V.
€U
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-1
Les entourages de cette structure sont les voisinages de G dans K x K. Si G est symétrique (G = G)
cette structure est uniforme.

En effet : Soit . une structure semi-uniforme sur K satisfaisant aux conditions a) et b). D’aprés le
lemme précédent, tout entourage de U est un voisinage de G pour la topologie de K x K. Montrons,
réciproquement, que tout voisinage de G dans K x K est un entourage de U. Soit V un voisinage ouvert
de G dans K x K ; si VE&U alors 'ensemble des UN CV ou U parcourt AU est un filtre sur CV ayant
une base composée de fermés (d’aprés le lemme précédent) ; comme CV est compact, ce filtre posséde
un point adhérent (x,y) € Cv ; de plus (x,y)€G (a cause de la condition b)) ce qui est impossible.

Y

Reste @ montrer que I’ensemble U des voisinages de G dans K x K est bien ’ensemble des entou-
rages d’une structure semi-uniforme sur K satisfaisant aux conditions a) et b). Or la condition a) est
clairement satisfaite et la condition b) I’est aussi car K est 2séparé. Il nous suffit donc de montrer que

pourztout voisinage ouvert V € U il existe un W € U tel que W C V ; or s’il n’en était pas ainsi, I’ensemble

des WN CV ou W parcourt U engendrerait un filtre sur CV ayant donc un point adhérent (x,y)€CV ;
donc (x,y) ¥ G ; or K est régulier, il existe donc des voisinages fermés A et B respectivement de lx etdey

dans K tels que (A x B) N G = @ et comme G est le graphe d’un préordre (par hypothése) G(A) N G(B) = Q.
-1
Ainsi les ensembles G(A) et G(B) sont des fermés (voir, par exemple, corollaire 1 du lemme 4) disjoints

-1
de K, il existe donc (K est normal) des ouverts disjoints L et M tels que G(A) C L et G(B) C M. L’ensemble
(A x CLYyU ((CM) x B) est un fermé de K x K et son complémentaire (faire une figure !)

W=(AxL)UMx ByU(CA) x CB)

2 -1
est un voisinage (ouvert) de G dans K x Ig ;doncWeU ;or(AxB)NW =@ (car WA) =LetWB)=M
sont disjoints) donc (x , y) n’adhére pas @ W, ce qui est impossible. cqfd

REMARQUE.— Ces deux derniers lemmes sont des généralisations de résultats classiques (voir Bourbaki
[4], 11, 1, 2, corollaire 2 de la proposition 2, p. 194 et II, 4, 1, théoréme 1, p. 225).
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CHAPITRE 1
SUR LA NOTION DE NASSE

Une nasse sur un ensemble est un graphe fermé et réflexif sur I’espace des ultrafiltres de cet ensemble.
Dans ce chapitre, on introduit et on étudie cette notion. Cela permet de représenter de maniére uniforme
les prétopologies (une généralisation des topologies due 4 M. Choquet), les mérotopologies (une autre
généralisation des topologies, “duale” de la précédente), les topologies, les proximités et les ordres topo-
génes sur un ensemble. On développe les propriétés de ces représentations ; ainsi, en particulier, toute
topologie est représentée par le graphe “fermé et mi-ouvert” d’un préordre (la “nasse’ de la topologie)
sur un espace d’ultrafiltres.

1. DEFINITION ET PROPRIETES DES NASSES

DEFINITION 1.— On appelle nasse sur un ensemble E toute partie fermée de I’espace T(E) x T(E)
contenant sa diagonale A.

REMARQUE.— Nous modifions ainsi la terminologie de nos notes [13] et [14] ; le mot “cotte” est
ainsi remplacé par le mot nasse, de sorte que “nasse” devient nasse mi-ouverte et ‘‘résille” devient nasse
bi-ouverte.

CARACTERISATIONS. —
1/ Pour qu’une partic G de T(E) x T(E) contenant A soit une nasse :

-1
a) il faut et il suffit que pour tout fermé & de T(E), G(&) et G(X) soient fermés (voir 0.1, corol-
laire 1 du lemme 4) ;

b) il faut que pour tout filtre a sur E on ait

G(r<s>)= N GA) et E‘:(T<a>)=Aﬂ G(T(A))
€ER €En

(voir 0.3, a) du corollaire du lemme 11) ;

¢) il faut et il suffit que pour tout filtre a sur E on ait

G(r<e>) = AQ. Adh G(T(A)) et E;'('r <e>) = Afzu Adh -GI(T(A))

(par application de a) et b) et de 0.2, rappels, b)).
[Cela corrige une erreur de notre note [13] p. 2702, lignes 28 - 30].
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2/ Pour qu’une nasse G sur E soit mi-ouverte :
a) il faut et il suffit que pour toute partic @ de T(E) on ait
Adh G(Q) = G(Adh &)
(voir 0.1, corollaire du lemme 5) ;
b) il faut et il suffit que l'on ait
G = Adh(G o)

(ou & est la diagonale de E x E, voir 0.2, notations ; on remarque que G § = (E x T(E)) N G et on utilise
0.3, lemme 12).

3/ Pour qu’une nasse G sur E soit bi-ouverte il faut et il suffit que Pon ait
G = Adh (6§ Go)
(car 6 G 6 = (E X E) N G et voir 0.3, corollaire du lemme 12).

REMARQUE.— Toutes ces caractérisations peuvent se faire sans appel & la topologie de T(E). Ainsi,
par exemple, la condition

Adh G(&®) = G(Adh @)

s’énonce aussi : “I’ensemble des ultrafiltres plus fins que l'intersection des images par G des ultrafiltres
appartenant & (I est égal 4 I’ensemble des images par G des ultrafiltres plus fins que l'intersection des
ultrafiltres appartenant 4 @ ; (voir 0.2, rappels, c)). Mais, comme on le voit, I"usage de la topologie de
T(E) permet de racourcir considérablement les énoncés.

2.. LE TREILLIS DES NASSES

DEFINITION 2.— Soit E un ensemble ordonné ; on dit qu’une2 application f de E dans lui-méme est
une fermeture lorsque a) f est croissante, b) f est idempotente (f = f, autrement dit f(f(x)) = f(x) pour
tout x € E) et c) pour tout x €E, x < f(x), (voir Bourbaki [2], III, 1, exerc. 13, p. 103).

NoTATIONS.— Soit E un ensemble ; on désignera par JU(E) ’ensemble des nasses sur E, par €r(E)
I’ensemble des nasses mi-ouvertes sur E (abréviation de “prétopologies” ; on verra pourquoi au 1.4) et
par 0XE) I’ensemble des nasses bi-ouvertes sur E.

On vérifie facilement les faits suivants :

1/ Sur I’ensemble 9WE), la relation ““A D B”, qu’on lira “A est moins fine que B”, est une relation
d’ordre. Pour cette relation d’ordre JUE) est réticulé achevé (on dit aussi treillis complet) distributif ;
(voir, pour les définitions, Bourbaki, ibid. exerc. 11, p. 102 et 16, p. 104). Si (G,),.; est une famille non
vide de nasses sur E, ses bornes inférieure et supérieure sont données par

inf G, = Adh (U G‘) et supG = N G,.
) vel ¢ el

2/ La borne inférieure d’une famille quelconque de nasses mi-ouvertes (resp. bi-ouvertes) est une
nasse mi-ouverte (resp. bi-ouverte). Par contre, la borne supérieure de deux nasses bi-ouvertes n’est pas
nécessairement bi-ouverte (ni méme mi-ouverte).

3/ Etant donnée une nasse G sur E, on désigne par p(G) (resp. b(G)) la borne inférieure de toutes
les nasses mi-ouvertes (resp. bi-ouvertes) plus fines que G. On a

p(G) = Adh(G ) et b(G) = Adh(8 G §).
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4/ p et b sont des fermetures sur SYE) (en particulier p(G)CG!)etl'ona bp =pb = b.
5/ Ainsi ®r(E) et ®(E) sont également réticulés achevés pour ’ordre induit, et I'on a

p (sup GL) =p (sup p(G,)) =sup, p(G) et p (inf G‘) = inf p(G,) ;
13 [} [} [} t

b (sup G¢> =b (sup b(GL)) =supgy b(G) et b (inf G‘) = inf b(G,) .
[3 [} L [ t

De sorte que %r(E) et B(E) sont également distributifs.

6/ Soient G, H des nasses (resp. nasses mi-ouvertes, bi-ouvertes) sur E alors GH est une nasse (resp.
nasse mi-ouverte, bi-ouverte) sur E (voir 0.1, corollaire 2 du lemme 4) et I’on a

p(GH) D p(G) p(H) et b(GH) D b(G) b(H),

(sans égalités nécessairement, comme le montre exemple suivant : E ensemble infini, x # y des éléments
de E, a ultrafiltre non principal sur E, G =AU {(s ,¥)}et H= AU {(X, o)}).

3. OUVERTS ET FERMES POUR UNE NASSE
DEFINITION 3.— Soient E un ensemble, G une nasse sur E et X une partie de E.
a) On dira que X est ouverte pour G lorsque G(T(X)) = T(X).
-1
b) On dira que X est fermée pour G lorsque G(T(X)) = T(X).
_1 ~
c) On dira que X est faiblement fermée pour G lorsque 8 G(T(X)) = X.

On désigne par wg I’ensemble des ouverts, par p; 'ensemble des fermés et par yj; ’ensemble des faiblement
fermés pour G.

PROPRIETES.— On vérifie facilement les points suivants :

' 1/ Chacun des ensembles wg , 0 et Yg est stable pour les réunions finies et les intersections finies ;
en particulier @ et E appartiennent 4 wg , ¢ et Ys. En outre, Yg est stable pour les intersections quel-
conques ; c’est donc I’ensemble des fermés pour une topologie sur E ; (voir plus loin 1.7 pour une appli-
cation).

2/ ¢ C ¥g-
3/ XE€ wg équivaut 4 X €y ot équivaut 4 CX € ¢, (voir 0.1, corollaire du lemme 1).
4/ Si GCH alors wy Cwg et wy Cyg et Yy CyYg.
5/ wGH = OJGUH = OJG ﬁ wH .
Plus généralement, on a le résultat suivant.

LeMME 1.— Soit (G,),.; une famille de nasses sur un ensemble E, soit w, I'ensemble des ouverts
pour G, et soit ¢ un filtre sur 1. Alors, on a
sup w, C Wi et inf w, = w6 5
[ e ¢ [ ¢ ¢

(les limites inférieure et supérieure des w, étant prises dans l'espace discret ¢ (E)).
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En effet : On a supw =N U @= U N w, ; si donc X appartient a cette limite supé-
Jece el Jeg(c) el

rieure il exizte J€8(¢) tel que pour tout tE€J X € w, donc G(T(X)) = T(X), donc (d’aprés 0.3, a) du

lemme 14) (inf G,) (T(X)) = T(X) donc XE€ wy ¢ - Dautre partinfw, = N U w,= U N w,
¢ c ¢ 3 Jeg () el Jece el

ainsi pour que X appartienne d cette limite inférieure il faut et il suffit (1) “qu’il existe J E¢ tel que pour
tout t€J on ait G(T(X)) = T(X)”. Or (d’aprés 0.3, a) du lemme 14) pour que (sup G;) (T(X)) = 17(X)
4

il faut et il suffit que (2) “slxp (G,(T(X))) = T(X)”. Or la condition (1) entraine manifestement la condi-
tion (2). Réciproquement, si la condition (2) est satisfaite alors {Adh U G(TX))|Jec f est une base
el

de filtre formée de fermés et dont I’adhérence dans T(E) est égale a T(X) ; comme C T(X) = T(CX)
est un compact de T(E) (voir 0.2, rappels) il existe J €¢ tel que Adh U G,(T(X)) = T(X) ; donc (2)
tel

implique (1). cqfd

4. NASSES ET PRETOPOLOGIES

RappELS .— Une prétopologie sur un ensemble E peut étre définie par 1a donnée d’un graphe RC E x T(E)
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

a) §CRet

b) pour tout xE€E, R(;) est un fermé de T(E). (Voir Choquet [7], p. 83). La relation (X,a) ER
se lisant ““Iultrafiltre & pseudo-converge vers le point x”, R(X) représente le filtre des pseudo-voisinages
de x.

- Si X —> X est Popération de pré-adhérence associée a la prétopologie, alors X={x|3eeTX)
(X,0) ER} ; (autrement dit, X est I’ensemble des points de E vers lesquels pseudo-convergent les ultra-

filtres auxquels X appartient ; voir Choquet ibid., p. 84-85) ; soit aussi X R(T(X))

NASSE D'UNE PRETOPOLOGIE.— Soit E un ensemble muni d’une prétopologie définie par le graphe
RCE x T(E). L’adhérence dans T(E) x T(E) du graphe R est une nasse mi-ouverte (voir 1.1, 2/, b))
que I’on appellera la nasse de la prétopologie.

Réciproquement, si P est une nasse mi-ouverte sur E, le graphe R =P § CE x T(E) définit une
prétopologie dont la nasse est précisément P ; ((Adh R) (X) = R(X) d’aprés 0.1, lemme 6).

On obtient ainsi une bijection canonique entre l'ensemble des prétopologies sur E et I'ensemble
%r(E) des nasses mi-ouvertes sur E.

Pour tout filtre & sur E on posera ¢(8) ={A|A€a}.

ProPOSITION 1.— Soit E un ensemble muni d’une prétopologie de nasse P. Alors
a) P est le graphe par rapport @ (& ,5) de la relation “o(b) Ca > sur T(E) ;
b) pour toute partie X de E on a
P = 10 ;
¢) pour tout filtre o sur E on a

Pr<e>)=r<gon)>.
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En effet : Soit R C E x T(E) le graphe qui définit la prétopologie.

a) p()C8 <=> VAEIVBEbANB#)<—> VACaVBEbIcET(B) IxEA(X,¢)ER
<—> VAE€as VBED RANTB)*P<—> VAEa VBED (T(A) x T(B) NR +# ¢ <—>
(a,b)EAdh R <> (a,b)EP.

b) S’il existe b € T(X) tel que ¢(B) Ca, alors bien entendu X Ea. Réciproquement supposons que
X appartienne a un ultrafiltrea , alors¢ ={Y | { C Y ¢a}est un filtre sur Eet pourtout YE cona XNY # @
(car si XNY = @ alors XCC Y doncXcCyYe a), il existe donc un ultrafiltre b plus fin que ¢ et auquel
X appartient ; alors @(b) C a (car si YEb ona CY & ¢ donc CCYEasoit YE a). D’ou les équivalences

suivantes a EP(T(X) <> IBET(X) (a,5)EP <> FBET(X) p(b)C 8 <> XE 8 <—>
8 € T(X).

c) “13(T<a>) = p _I}(T(A)) (d’aprés 1/ b) du § 1), ainsi, d’aprés b),
€a

P(r<e>)= N T@A) = T<p(@)>
Aea
(d’aprés 0.2, rappels, €)). cqfd

Réciproquement, si P est une nasse mi-ouverte sur E, alors pour toute partic X de E PI(T(X))_est
une partie 4 la fois ouverte et fermée de T(E) donc (d’aprés 0.2, rappels, b)) elle est de la forme T(X) ;
on vérifie alors facilement que l'opération X —= X est une opération de pré-adhérence qui définit
une prétopologie sur E dont la nasse est précisément P. Cela permet de définir d’une autre maniére encore
la bijection dont il est question plus haut entre prétopologies et nasses mi-ouvertes.

REMARQUES.—

1/ L’application p : IYE) —> Rr(E) (voir 1.2 le 3/ et 4/) permet ainsi d’associer & toute nasse
G sur E une prétopologic sur E de nasse p(G)CG. On a p(G) 8 = G § (autrement dit la prétopologie
associée 4 G est définie par le graphe (E x T(E)) N G).

2/ Considérons Pespace HK(T(E)) des fermés non vides de T(E) (voir Choquet [7] p. 87 et passim,
ou dans notre texte plus loin, 4.1, rappels), [cet espace s’identifie a “I’espace des filtres sur E” ®(E),
voir 0.2, rappels, g)]. Une prétopologie sur E définie par_le graphe R C E x T(E) peut ainsi étre congue
comme une application de E dans K(T(E)), x —> R(x) la nasse P de cette prétopologie peut alors
étre congue comme l’extension continue de cette application (voir 0.3, remarques, a)) a T(E). Explici-
tement, pour tout ultrafiltre a sur E on a

P(s) = lim R = N Adh U RX).
Aca X€A
En effet : b EP(a) &= VA€ VBE b (T(A) x T(B) N R#() <> VAE€aVBED
R(A) NTB)# O <> VAc€ab € Adh R(A) < be hm R(x) cqfd
Cela peut également s’établir a I’'aide de 0.3, lemme 15.

3/ Toute topologie étant une prétopologie on peut lui associer une nasse mi-ouverte. On verra plus
loin (1.6) que ce qui caractérise les nasses de topologies parmi les nasses mi-ouvertes c’est qu’elles sont
idempotentes.
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5. NASSES ET MEROTOPOLOGIES

DEFINITION 4.— On appellera mérotopologie sur un ensemble E la structure définie par la donnée
d’un ensemble w de parties de E, appelées les ouverts de la mérotopologie, stable pour les réunions finies
et les intersections finies (en particulier ) et E appartiennent & w). Toute partie de E dont le complé-
mentaire est ouvert est appelé fermé pour la mérotopologie. On désignera par ¢ I’ensemble des fermés.
p={XICX€eEw).

On désignera une mérotopologie par I’ensemble de ses ouverts.

NASSE D’'UNE MEROTOPOLOGIE.— Soient E un ensemble, X une partie de E, & une partie de ®(E) et
o un filtre sur E ; on désignera par [X] ’ensemble des parties de E qui contiennent X ; ainsi [(@] = R(E)
et si X # @ alors [X] est le filtre des surensembles de X dans E ; on posera3(s) =& N a ; en particulier,
si w est une mérotopologie dont 1’ensemble des fermés est ¢, p(s) désigne donc I’ensemble des fermés
appartenant a a (le risque de confusion avec la notation de 1.4 n’est pas grave comme on le verra au 1.6
suivant) ; cependant, au lieu de & {[X]) on écrira seulement &(X).

LEMME 2.— Soient E un ensemble et & un ensemble de parties de E. Le graphe G par rapport @ (s,5)
de la relation “8(a) Cb” sur T(E) est une nasse idempotente ((2} = G) sur E.

En effet : Puisque 3(a) Ca, on a bien A C G. D’autre part, (e« ,6)EAdhG <> VAE€a VBED
(T(A) x TB)NG#Q <—> VAEa VBED I8’ ET(A) I6'ETB) (') C»' —> VAEL(a)
VBED ANB# QP < L(s)Cb <> (a,5)EG, donc G est bien fermé ; c’est donc une nasse.

De plus £(s) C b et &(8) C¢ entrainent SC(s) C ¢ donc é =G. cqfd
Soit & présent w une mérotopologie sur un ensemble E ; le graphe M par rapport 4 (a,5) de la rela-

tion “w(a) Cb” sur T(E) est donc une nasse idempotente que I'on appellera la nasse de la mérotopologie.

PROPOSITION 2.— Soient w une mérotopologie sur E, o 'ensemble de ses fermés et M sa nasse.

a) La nasse de la mérotopologie p est égale a ﬁ
b) Pour toute partie X de E on a

MTX)) = T<wX)>.
c) Pour tout filtre a sur E on a

M(T<8>)=T<w(a)>.

En effet :
a) Pour tous ultrafiltres a et § on a w(es) C b < ¢(5) C a, d’oul le résultat.

b) S’il existe b € T(X) tel que w(6) Ca alors bien entendu w(X) Ca. Réciproquement si w(X) est
contenu dans un ultrafiltre a alors pour tout Y appartenant 4 la base de filtre ¢(a) ona XNY # @ (car
si XNY =0 ona XCCYEwX) donc CYEn), il existe donc un ultrafiltre b plus fin que ¢(a) et
auquel X appartient, soit b € T(X) et w(5) C a (d cause du a)). D’ou les équivalences suivantes

eEM(T(X)) <= FDETX) (5,0)EM <> FHETX) w(h) Ct < w(X)Ca <
e €ET<wX)>.

¢) Découle facilement du b), et du 1/ b) de 1.1 (voir 0.2, rappels, g)). cqfd

PROPOSITION 3.— Soient w une mérotopologie sur E ,p l'ensemble des ses fermés et M sa nasse.

aA)0On a wy = w et gy = .
b) M est la nasse la moins fine parmi toutes les nasses G pour lesquelles w C wg.
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En effet :

2) X€ 0w =3 X € w(X) == T< w(X)> = T(X) <> M(T(X)) = T(X) (d’aprésleb) de la
proposition précédente) <> X € wy . D’autre part pyy = wyp = ¢

b) Si GCM alors (d’aprés le 1.3, propriétés, 4/) w = wy C wg. Réciproquement, si w C wg alors
pour tout ultrafiltre « sur E on a

G = N GrAa)cCc N Gray = n T(A) = T<w(a)> = M(a),
Aea Acew(a) Acw(a)

donc G C M. cqfd

On désignera par IIY(E) I’ensemble des nasses de mérotopologies sur E. On a une bijection canonique
entre I’ensemble des mérotopologies sur E et 9L (E) ; les nasses appartenant 4 INYE) sont toutes idempo-
tentes, mais la réciproque n’est pas vraie (comme on le verra plus loin 2.2, XXII, contre-exemple). A toute
nasse G sur E on associe la nasse m(G) de la mérotopologie wg ; on obtient ainsi une application

m : IU(E) —> IYE) croissante ; de plus m=m et G Cm(G) (d’aprés la proposition précédente).
Ainsi m est une fermeture (voir 1.2, définition 2) sur I’ensemble ordonné @U(E),C)! et I'image de
IUE) par m est M(E).

6. NASSE D’'UNE TOPOLOGIE

Une topologie est 4 la fois une prétopologie et une mérotopologie de sorte qu’il lui est attaché deux
nasses ; mais ces deux nasses sont égales car, en effet, pour tout filtre a I’ensemble des adhérences des
éléments de a est égal 4 I'ensemble des fermés appartenant a4 a (p(a) = p(a) ! voir les deux définitions
de ¢(a) aux 1.4 et 5) ; on appellera cette nasse la nasse de la topologie (ou de I’espace topologique corres-
pondant) ; elle satisfait donc & toutes les propriétés des nasses de prétopologies et des nasses de méro-
topologies.

En particulier la nasse d’une topologie est mi-ouverte et idempotente, c’est donc le graphe d’'un
préordre fermé et mi-ouvert sur un espace d’ultrafiltre.

Réciproquement, si T est une nasse mi-ouverte et idempotente sur E alors 'opération de pré-adhérence

— — =1 - —
qui lui est associée X ——=> X (o T(X) = T(T(X))) est idempotente (X = X) c’est donc une opération
d’adhérence et T est ainsi la nasse d’une topologie (voir, par exemple, Bourbaki [4], I, 1, exerc. 9, p.144).

On désignera par B(E) I’ensemble des nasses de topologies sur E. On a ainsi une bijection canonique

entre l'ensemble des topologies sur E et B(E) ensemble des nasses mi-ouvertes et idempotentes sur E.
On a

®(E) = Rr(E) N N(E).

Lorsque E est fini, Uespace des ultrafiltres T(E) = E s’identifie 4 ensemble E lui-méme de sorte que
il y a correspondance bijective entre les topologies sur E et les préordres sur E. (Ce résultat a été souvent
retrouvé et utilisé ; voir par exemple [11], [21]).

REMARQUES.— Les faits suivants découlent immédiatement des résultats précédents de ce chapitre.
Soient E un espace topologique de nasse T et a un filtre sur E :

a) dire que a converge vers x équivaut a dire que T<a>C T(;) ; dire que x est adhérent a a équi-
vaut a dire que I <e>NT(x) # @ ; en particulier si a est un ultrafiltre, dire que a converge vers x équivaut
a dire que @ € T(x).

b) T(E) est Pensemble des ultrafiltres qui convergent sur E ; donc T<a>N T(E) # @ équivaut
a dire que a posséde un point adhérent.

c) T(T <a>) est ’ensemble des ultrafiltres qui contiennent tous les ouverts appartenant 4 a ; c’est
un ensemble fermé de I’espace T(E) qui représente donc le filtre engendré par les ouverts de a.
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-1
d) T(T<e8>) est I’ensemble des ultrafiltres qui contiennent tous les fermés appartenant a a ; c’est
un ensemble fermé de I’espace T(E) qui représente donc le filtre engendré par les adhérences des éléments

de a. En particulier :l!(T(X)) = T(X) représente le filtre [i] (si X # Q).
~ —1~
e) Ainsi T(x) =T< ‘U(x)> représente le filtre 7(x) des voisinages de x ; T(x) = T({X}) représente
le filtre [{x}] ; TT(x) T(T< V(x)>) représente le filtre engendré par les voisinages fermés de x.

Mentionnons pour finir le résultat suivant.
PROPOSITION 4.— Soient E un espace topologique de nasse T, a un filtre sur E et e ={A|A€cd).
Alors on a
r<a>=CTCT<8>).
En effet : BET<a><——> 1Ch<—> VA€t AESh <—> yAc s CA¢ ) <—>
— -1 1
VAEab ET(CA) < vAaca s &T(MN(CA) <>1€ n CT(CTA)).

Aeg
or n CTCTAan=Cu TCrA)=CcT(u Crw)=CT(C n Tw)=CTCT<e>).
Aea Aea Aea Aea
cqfd

7. LES APPLICATIONS p ET m

ProrosITION 5.— Soit G une nasse sur un ensemble E.
a) Si G est mi-ouverte, alors pg = Yg.

b) On a vy = Vpo) = Yo-

En effet :

a) On sait déjad que ¢g C Y (voir 1.3, propriétés, 2/). Réciproquement, pour tolxlte partie )i de E,
G(T(X)) est de la forme T(X) car G est mi-ouverte (voir 1.4) ; si donc X € Y5 on a § G(T(X)) = X donc
X X soit X = X, donc G('I‘(X)) = T(X) autrement dit X € ¢g.

b) Comme la nasse p(G) est mi-ouverte on a ¢,y = V() d’aprés ce qui précede. Mais p(G) §=G3d
(voir 1.4, remarques, 1/) donc Yp) = ¥g- cqfd

PROPOSITION 6.— Soit G une nasse sur un ensemble E.

a) Si G est mi-ouverte, alors m(G) €GB (E).

b) Si G est idempotente, alors p(G) € B(E).

En effet :

a) Si G est mi-ouverte on a ¢g = Y5, d’aprés ce qui précéde ; donc wg est 'ensemble des ouverts

d’une topologie sur E (voir 1.3, propriétés, 1/) d’ou le résultat.

2
b) Si G est idempotente, alors p(G) p(G) C p(G) = p(G) (voir 1.2, 6/) donc p(G) est idempotente ;
comme par ailleurs p(G) est mi-ouverte on obtient le résultat. cqfd

D’oli, en particulier, si G € IYE) alors p(G) EBV(E). Ainsi en partant d’une nasse G quelconque
sur E on peut construire deux nasses de topologies sur E, a savoir m p(G) et p m(G). La finesse respective
de ces topologies fait 1’objet de la proposition suivante.
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PROPOSITION 7.— Soit G une nasse sur un ensemble E. Alors m p(G) C p m(G).

En effet : Uensemble des fermés de la topologie définie par mp(G) est PmpG) = Ppc) = Vo) = Vo-
La topologie définie par p m(G) a pour ensemble des fermés Ppm(G) = l[Jm(G). Or G Cm(G) (voir 1.5)
donc Y C Y (voir 1.3, propriétés, 4/), d’ou le résultat. cqfd

On donnera plus loin (2.2, XXII, contre-exemple) un exemple ou il n’y a pas égalité entre m p(G)
et pm(G). :

8. NASSES ET PROXIMITES

Soit R CR(E) x R(E) ; on dit aussi que R est (le graphe d’) une relation binaire sur ’ensemble (E)
des parties de E. Suivant un usage courant, on écrit quelquefois ““’A R B” au lieu de (A, B)E R, et
“non A RB” au lieu de (A, B)¢ R. On désignera par R* le graphe par rapport 4 (A, B) de la relation
“non ARC B” ; autrement dit, A R* B équivaut a4 non A R CB.

LEMME 3.— Soit R une relation binaire sur %(E) telle que AN B # Q implique A R B. Alors le graphe G
par rapport @ (a,5) de la relation suivante “pour tous A€ aet BED ona AR B” sur T(E) est une nasse

sur E. Si de plus R est symétrique alors G est symétrique aussi (_d = Q).
En effet : Si a € T(E), pour tous A€Eaet BEaona ANB #* @ donc ARB, ainsi (a,a) €G ; donc
A CG. D’autre part (a,6)EAdhG <> VAEa VbHEB Ja'€T(A) I6'ETB) (' ,1)ECG =—>

VAEa VBED ARB <> (8,0)EG ; donc G est fermé ; c’est bien une nasse. Si R est symétrique,
alors ARB <> ﬁ R A donc G est bien symétrique. cqfd

RAPPELS.— On appelle proximité (ou relation de proximité) sur un ensemble E toute relation binaire
R entre les parties de E qui satisfait aux axiomes suivants :

a) R est symétrique (A R B équivaut a BR A) ;

b) AN B # @ implique ARB ;

c) pour tout ACEonanon QRA ;

d) ARB et BC C impliquent ARC ;

e) ARBUC implique ARBouARC;

f) si non A R B alors il existe une partie X de E telle que non AR ” X et non X R B.

(En vertu de b) on a alors A C X et BC CX).

Cette notion est due & Efremovi (que nous n’avons pu consulter en russe) que cite Cszdsir [9], p. 66.
Notre systéme d’axiomes (a 4 f) est équivalent au systéme d’axiomes (D, & D) de ce dernier, comme
on peut le vérifier.

La relation A RB se lit “A est proche de B” et la relation non A RB se lit “A est éloigné de B”.
De sorte que R(A) est ’ensemble des parties de E proches de A.

A toute proximité sur un ensemble E on associe une topologie sur E dont les ouverts sont les parties A
de E pour lesquelles “pour tout x € A, {x} est éloigné de CA”. On dit qu’une topologie (ou que 1’espace
topologique correspondant) est proximisable lorsqu’il existe une proximité dont elle est la topologie associée.
On sait (et on I’établira plus loin 3.5, théoréme 3, d’une maniére nouvelle) que les topologies proximi-
sables sont précisément les topologies uniformisables.

LemME 4.— Dans la topologie associée d une proximité sur E, I'ensemble ¥ (x) des voisinages de x
n'est autre que l'ensemble des parties X de E telles que {x} soit éloigné de C X.
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En effet : Si X€ 9(x) il existe un ouvert A tel que x€ A C X donc {x} est éloigné de CxcCa
(axiome d). Réciproquement, si {x} est éloigné de C X, soit A la réunion des {y} qui sont éloignés de Cx ;
alors x € A C X (axiome b). De plus A est ouvert, car si y € A alors {y} est éloigné de C X donc il existe
une partie Y de E telle que Y soit éloignée de CX et {y} soit éloignée de CY, (axiome f) donc YC A
(axiomes a et d) donc {y} est éloignée de CAC CY (axiome d). cqfd

Si R est une proximité sur E alors on a
1/ R(@) =0 ;
2/ pour toute partie A non vide de E, R(A) est une grille qui contient la grille g([A]) (des parties B

qui rencontrent A) et le filtre associé & R(A) n’est autre que R*(A) ={B | non A R C B} (voir 0.2, rappels,
h), par exemple) ;

3/ R(A U B) = R(A) U R(B) (axiomes a, d et e).

(Si I’'on ajoute que R est symétrique et que R* C R* R*, pn obtient un systéme d’axiomes équivalent
au systéme (a a f), comme on peut le vérifier).

A présent, si a est un filtre sur E, on peut poser R<8>={B|VAE€a ARB}= N R(A) et on
Aca

remarque que R <a > est alors une grille (car AU B &€ R<a > équivaut 4 a C R(A U B) = R(A) U R(B)
qui équivaut 4 & C R(A) ou a C R(B) qui équivaut 8 A€ R<a> ou BER<a>), Le filtre associé a
cette grille n’est autre que R*(a) = U R¥*(A).

Aea

NASSE D'UNE PROXIMITE.— Soit E un ensemble muni d’une proximité (‘“‘un espace de proximité”) ;
le graphe S par rapport a (a, b) de la relation suivante sur T(E) ‘““tout élément de a est proche de tout
élément de b est une nasse symétrique sur E (voir lemme 3) que 'on appellera la nasse de la proximité
(ou de I’espace de proximité).

PROPOSITION 8.— Soient R une proximité sur I'ensemble E et S sa nasse.

a) S est idempotente.

b) Pour toutes parties A et B de E, AR B équivaut a (T(A) x T(B)) NS + Q.
¢) Pour toute partie X de E on a

R(X) = U a et S(TX))=T<R*X)>.
2 eS(T(X))

d) Pour tout filtre a sur E on a

R<a> = U b et S(T<e>)=T<R*a)>.
peS(T<e>)

En effet :
a) Soit b € S(a) et ¢ € S(b) alors pour tous A€a, BED et CE ¢, A est proche de B et B est proche
de C, donc A est proche de C (car sinon il existerait, d’aprés I’axiome f, X tel que A soit éloigné de Cx
2
et X éloigné de C ; or X ou C X appartient a I'ultrafiltre §) ; ainsi ¢ € S(a), donc SC S.

b) S’il existe a € T(A) et b € T(B) tels que (a, ) €S il est clair que A R B. Réciproquement si AR B
alors il existe un ultrafiltre a tel que A € a C R(B) (car R(B) est une grille 4 laquelle A appartient ; voir
0.2, rappels, h)) ; ainsi R<8> est une grille 4 laquelle B appartient, donc il existe un ultrafiltre b tel
que BEbB CR<a> ; donc (a,B6) € (T(A) x T(B)) N S.

JYERX) )< (TX)xTY)H)NS#FP<= TWNS(MXN#+#P<— YE (U( ) 0.

aeS(T(X
D’autre part (voir 0.2, rappels, h)) pour tout ultrafiltre a on a a C R(X) équivaut a R*(X) C a d’otr le
résultat.
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d) Pour tout filtre asur E ona R¥@@) = U R¥*(A) dou T<R¥(a)> = Aﬂ S(T(A)) = S(T'<a>)
Aea €

(voir 0.2, rappels, g), et 1.1, caractérisations, 1/ b)). Comme, par ailleurs, R <> est la grille associée

au filtre R*(a) on a bien R<a> = U b. cqfd
BeS(T<O>)

(Pour une démonstration de b) qui n’utiliserait pas les grilles explicitement voir plus loin au 1.9 la
démonstration de la proposition 10).

Réciproquement, soit S une nasse symétrique et idempotente sur E, alors la relation binaire suivante
entre parties de E

(T(A) x TBH NS+ O

est une proximité sur E, car elle satisfait manifestement les axiomes (a 4 ¢) ; quant 4 I'axiome f il est

également satisfait (voici pourquoi : si (T(A) x T(B))N S = @ alors, puisque §= S et Sl= S, on a
S(T(A)) N S(T(B)) = @ ; ce sont donc deux fermés disjoints de T(E) qui est normal, donc (voir 0.2,
rappels, f) et g)) il existe une partie X tel que S(T(A)) C T(X) et S(T(B)) C CT(X) = T(C X), donc
(MA)xTICXNNS =0 et (TX)xTB)HNS=0). La nasse de cette proximité n’est autre que S ; en
effet, si S' est la nasse de cette proximité on a (d’aprés le b) de la proposition 8), (T(A) x T(B)) NS = @
équivaut a (T(A) x T(B))NS' = @ ; de plus, S et S’ sont fermés dans T(E) x T(E) et les T(A) x T(B)
forment une base d’ouvert de cet espace ; donc S' = S.

On obtient ainsi une bijection canonique entre l'ensemble des proximités sur un ensemble E et
lensemble des nasses symétriques et idempotentes sur E (autrement dit, ’ensemble des graphes fermés
de relations d’équivalences sur T(E)).

(On verra plus loin (2.2, XXII, contre-exemple) qu’il existe des nasses de proximités qui ne sont
pas nasses de mérotopologies).

PROPOSITION 9.— Soient R une proximité sur E de nasse S et T la nasse de la topologie associée a
R. Alors T = p(S).

En effet : D’aprés le lemme 4, on a V(x) = R*({x)) et d’aprés le ¢) de la proposition 8, on a
T <R*({x})> = S(X). Puisque TX) =T <¥(x)> (voir 1.6, remarques, ¢)) on a T(X) = S(X), donc
T& =S8, donc (1.2, 3/) T = p(S). cqfd

9. NASSES ET ORDRES TOPOGENES

RappELS.— D’aprés Cszédsir [9], p. 25, on appelle ordre topogéne sur un ensemble E tout graphe
RCR(E) x%(E) qui satisfait aux axiomes suivants :

a) ODRQ® et ERE ;

b) ARB implique ACB ; )

¢) ACA'RB'CB implique ARB ;

d) ARB et A'RB' impliquent ANA'RBNB’ et AUA'RBUB'.

On définit R, par “A R, B <—> CB R CA” ; on vérifie que R, est également un ordre topogéne qu’on
appelle le complémentaire de R (voir Cszasar ibid p. 22 et 26).

On vérifie facilement que le systéme d’axiomes (a a d) équivaut au systéme d’axiomes suivant :

1/ R(Q) = X(E) ;

2/ pour toute partic A non vide de E, R(A) est un filtre moins fin que [A] (filtre des surensembles
de A) ;

3/ R(A U B) = R(A) N R(B).
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De sorte que pour tout filtre a sur E, R(a) = U R(A) est un filtre sur E (car si A€ R(A') et BE€ R(B')
Aecan

on a AN BER(A'NB’). Remarquons aussi que AN B # @ implique A R* B (car AN B # @ implique
A ¢ C B donc, d’aprés I'axiome b, non A R CB).

NASSE D’'UN ORDRE TOPOGENE.— Soit R un ordre topogéne sur E ; le graphe G par rapport a (a, b)
de la relation suivante sur T(E) “pour tous A€ aet BEb on a A R* B” est une nasse sur E (voir 1.8,
iemme 3) que 'on appellera la nasse de I'ordre topogéne R.

ProPOSITION 10.— Soient R un ordre topogéne sur l'ensemble E et G sa nasse.

a) Pour toutes parties A et B de E, A R* B équivaut a (T(A) x T(B) NG # @ ; et AR B équivaut
a G(T(A)) C T(B).

b) Pour toute partie X de E on a

G(TX)) =T<RX)> et R*X)= U a.
8 € G(T(X))

c) Pour tout filtre a sur E on a

G(r<e>)=T<R@(@)> et R*<a>= U b,
BeG(T<a>)

En effet :

a) S’il existe a € T(A) et b € T(B) tels que (2,b)EG il est clair que A R* B. Réciproquement
soit A R* B, alors le filtre R(A) induit un filtre sur B (car si XN B = @ alors B C C X alors CX € R*(A)
donc X ¢ R(A)) il existe donc un ultrafiltre b plus fin que R(A) et auquel B appartient, soit R(A) C b€ T'(B) ;
donc b C R*(A) (car X¢ R*(A) <> ARCX == (CX€ b <> X &b). On considére alors
Pordre R, complémentaire ; R (6) est donc un filtre qui induit un filtre sur A(car YN A =@ = AC Cy,
donc pour tout X € R*(A) on a non A R C X donc non CYRC X donc Y& R «(X) ; donc YE R (D)) ;
soit donc a un ultrafiltre tel que R (b) C 8 € T(A). Pour tous XE€a et YE D on a X R* Y (car sinon on
aurait XRCY soit CXER (Y)CR(b)Ca ce qui est impossible). Soit (a,b)E (T(A) x T(B) NG.
Par ailleurs A RB <> non A R* CB < (T(A) x T(CB) NG = ) <> G(T(A)) C T(B).

b) et ¢) se démontrent alors comme dans la proposition 8, par exemple. cqfd

Réciproquement, soit G une nasse sur E, le graphe R par rapport 4 (A , B) de la relation B € (QT( ) a
ae A
(ou, ce qui revient au méme, de la relation G(T(A)) C T(B)) est un ordre topogéne sur E (on vérifie faci-
lement les axiomes 1/, 2/ et 3/) dont la nasse est précisément G (car si G’ est cette nasse, on a

G'(T(X)) = G(T(X))
pour toute partie X de E, donc (voir 0.3, b) du corollaire du lemme 11) G' = G).

Comme il est clair que I'ordre topogéne associé 4 la nasse d’un ordre topogéne R n’est autre que R,
on obtient ainsi une bijection canonique entre l'ensemble des ordres topogénes sur un ensemble E et
l'ensemble 9UE) des nasses sur E.

On vérifie (facilement) les faits suivants : pour qu’un ordre topogéne soit parfait (resp. biparfait)
(voir Cszisir [9], p. 35 et 42 pour les définitions) il faut et il suffit que sa nasse soit mi-ouverte (resp.
bi-ouverte). Soient R et S des ordres topogénes sur un méme ensemble, G et H leurs nasses respectives ;
la nasse de I'ordre ‘“‘complémentaire” R, est G ; la nasse de 'ordre topogéne composé RS est GH ;
R C S équivaut 4 H C G. (Par exemple : A R B<—=CBR(CA < G(T(CB)) CTCA)= CT(A)
<= G(CT®B)) N TA) = ) <= G(T(A)) NCTAB) = Q) < G(T(A)) C T(B)). [Ces résultats,
annoncés dans notre note [14], ont été également établis dans Cszasir [10]].
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CHAPITRE 2
CARACTERISATIONS A L’AIDE DES NASSES

Dans ce chapitre, on utilise les résultats du précédent, notamment ceux du paragraphe 6, pour carac-
tériser simplement divers concepts topologiques et étudier les liens entre eux. Aprés quelques généra-
lités, on passe a I’étude de diverses espéces de topologies, classiques ou nouvelles, puis un long passage
est consacré a la paracompacité. Enfin, on donne des caractérisations des applications continues, ouvertes,
fermées ou propres.

1. GENERALITES

ProposITION 1.— Soient G,H des nasses de mérotopologies sur un ensemble E. Alors les deux
énoncés suivants sont équivalents :

a) pour tout Xx€E on a HG(;) = G(?c') ;

b) pour tout x EE le filtre engendré par wG(;) admet une base formée d’éléments appartenant
a Wy .

En effet : Soit ¥g4(x) le filtre engendré par wG(;) . alors G(X) = T<wc(;)> =T<VAx)>
(voir 1.5, proposition 2, ¢). De méme HGRX) = T < wy(¥5(x))>. Ainsi, dire que HG(X) = G(X) cest
dire que le filtre engendré par wy(Vg(x)) n'est autre que ¥V g(x) lui-méme, ce qui revient a dire que le
filtre V;(x) admet une base formée d’éléments appartenant 3 wy. cqfd

ProposITION 2.— Soient G, H, K et L des nasses de mérotopologies sur un ensemble E.

1/ Les deux énoncés suivants sont équivalents :

a) GHCKL ;

b) pour toutes parties A et B de E, s'il existe X € py(A) et Y € w (B) tels que XNY = Q alors
il existe X' € pg(A) et Y' € wy(B) tels que X' NY' = Q.

2/ Les deux énoncés suivants sont équivalents :

a) GHCKUL ;

b) pour toutes parties A et Bde E, s’il existe X€ px(A) et Y Ew (B telsque ANY =Qet XNB=0Q
alors il existe X' € pg(A) et Y' € wy(B) tels que X' NY' = Q.

En effet : Soient A et B des parties de E. Dire qu’il existe X € pg(A) et Y € w(B) telsque XNY = @
c’est dire que px(A) et wy(B) n’engendrent pas un filtre, ce qui équivaut a dire que

-1
K(T(A) N L(T(B)) = @
(voir 0.2, rappels, g), et 1.5, proposition 2, a) et b)), ce qui équivaut a

(T(B) x T(A))NKL = Q.
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De méme, dire qu’il existe X' € p5(A) et Y' € wy(B) tels que X' NY' = @ équivaut a dire que
G H
(T(B) x T(A)NGH = Q.

D’autre part, dire qu’il existe X € pg(A) tel que XN B = Q C'est dire que yi(A) et B n’engendrent pas
un filtre ce qui équivaut 4 dire que

-1
C . K(T(A)) N T(B) = @
ce qui équivaut a

(T(B) x T(A)NK = Q.
De méme, dire qu’il existe Y € w(B) tel que ANY = Q équivaut 2 dire que
(T(B) x T(A)NL =0Q.
Les résultats annoncés suivent alors, en remarquant que GH, KL et KUL sont des fermés de
T(E) x T(E) et que les T(B) x T(A) forment une base d’ouverts dans cet espace produit. cqfd
ProPOSITION 3.— Soient G, H, K et L des nasses de mérotopologies sur un ensemble E.

1/ Si E satisfait @ I'énoncé 2/ b de la proposition 2 alors pour toute partie F de E et pour toutes
parties A et B de F, s'il existe X € px(A) et Y € w(B) tels que XN Y NF = Q, il existe aussi X' € pe(A)
et Y' € wy(B) tels que X' M Y'NF = @ ; (autrement dit, si E satisfait & I’énoncé 2/ b de la proposition 2

alors tout ““sous-espace’ F de E satisfait 4 ’énoncé 1/ b de la proposition 2).
-1 -1
2/ Dans le cas particulier ou H= G, K =G et L =G, si tout ‘“sous-espace” ¥ de E satisfait a
Iénoncé 1/ b de la proposition 2 alors E satisfait a I'énoncé 2/ b de la proposition 2.
En effet :

1/ Soient A,BCFCE, XE€yg(A) et YEw(B) tels que XNYNF =0 alors ANY =0Q et
XN B = @ donc il existe X' €Epg(A) et Y' € wy(B) tels que X' NY' = Q.

2/ Soient A,BCE, XE wg(A) et YE wg(B) tels que ANY =@ et XNB =0 ; on considére
F=C(X0Y)=(CX)U(CY)€¢G ; on a donc A,BCFCE et XNYNF=@ ; il existe donc
X" €pg(A) et Y'E€ps(B) tels que X" NY'"NF=0 ;silon pose X =X"NFet Y=Y"NF on
a bien X'€pg(A), Y Eps(B) et X' NY' = Q. cqfd

PROPOSITION 4.— Soient H une nasse sur un insergble E , X une nasse sur un ensemble F et GCE x F.
On considére les deux énoncés suivants : (1) KG C GH et (2) G(wy) C wk .

a) (1) implique (2).
b) Si H et K sont des nasses de mérotopologies alors (1) équivaut a (2).

En effet :

a) Pour toute partie X de EA on a @(T()f)) = T(G(X)) (voir 0.3, lemme 13, b)). Ainsi, si X € wy
on a K(T(G(X))) =K G(T(X)) C GH(T(X)) = G(T(X)) = T(G(X)), donc G(X) € w .

b) Pour toute partie X de E désignons par a le filtre engendré par wg(G(X)) ou %(F) si G(X) = @ ;
de méme désignons par b le filtre engendré par wy(X) ou L(E) si X = . On a alors

KG(T(X)) = K(M(GX))) = T< wg(GX)N>=T<8e>;

CH(T(X) = B(T < wy(X)>) = G(T<b5>) = T<G(b) >
(voir 1.5, proposition 2, b) et 0.3, lemme 13, ¢)) ; si donc (2) est vérifié on a G(b) C a ,

donc T<8>CT<G(b)> , donc KG(T(X)) C GH(T(X)) , donc K& GH

(voir 0.3, corollaire du lemme 11). cqfd
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2. CARACTERISATIONS DE DIVERSES ESPECES DE TOPOLOGIES

On supposera dans tout ce paragraphe que E est un espace topologique de nasse T. On utilisera les
remarques de 1.6 sans références explicites. w désignera I'ensemble des ouverts de E et ¢ lU'ensemble de
ses fermés.

I — ESPACES DE KOLMOGOROFF.— On dit que I'espace E est un espace de Kolmogoroff (Bourbaki
[4], 1, 1 exerc. 2, p. 142) lorsque, quels que soient les points distincts x et y de E, il existe un voisinage
de I’'un au moins des points qui ne contient pas I'autre point.

PROPOSITION 5.— Les énoncés suivants sont équivalents :

a) E est un espace de Kolmogoroff ;
b) pour tous x ,yEE, XET®H) et y € T(X) impliquent x =y ;
©) 86 T4, la trace de T sur E x E, est le graphe d’une relation d’ordre sur E.

En effet : Dire que E est un espace de Kolmogoroff équivaut a dire que, pour x # y, ou bien X ne
converge pas vers y, ou bien y ne converge pas vers X ; d’ou 1’équivalence a <——> b. Comme T est le
graphe d’un préordre, on voit bien que b <> c. cqfd

IT — ACCESSIBILITE FAIBLE.— On dira que 1’espace E est faiblement accessible lorsque tout voisinage
d’un point contient ’adhérence de ce point.

PROPOSITION 6.— Les énoncés suivants sont équivalents :

a) E est faiblement accessible ;

b) pour tout xE€ E on a _"l!(;() C T(;() ;

¢) pour tous x,y €E, _"ll(?() N 71'1(37) # @ implique _1!(;) = _"ll(;) ;

d) pour tous x,y €E, ?671’1(;) implique ?(E_'ll(?) ;

e) 6 TS, la trace de T sur E x E, est le graphe d’une relation d’équivalence sur E ;

f) pour tous x,y €E, y € {x} implique x€{y} ;
g) pour tous x,y €E, y €{x} implique {x} ={y}.

En effet : L’énoncé b) traduit la définition des espaces faiblement accessible dans le langage des nasses

=1~ — ~
puisque T(x) représente le filtre des surembles de {x} et que T(x) représente le filtre des voisinages de
x ; de méme d) traduit f). Comme T est le graphe d’un préordre, on voit que d) équivaut a e). Il est immé-

-1~ -1~ J— —
diat que f) équivaut a g) qui implique c) puisque T(x) N T(y) # @ veut dire que {x} N{y} # @. D’autre
~ =1~ ~ ~ =1~ —_—
part b) implique d) car y € T(x) C T(x) implique x € T(y). De plus si I'on af) et siyE{x}et V est un
voisinage de x alors x €{y} donc y €V donc {x}C V ; de sorte que f) implique a). Enfin, supposons c)
~ =1~ -1~ -1 ~ -1 ~ -1 ~ ~ -1~

vérifié et soit y € T(x) alors T(x) N T(y) # @ donc T(x) = T(y) donc x € T(y) ; c) implique bien d). cqfd

[L’axiome d’accessibilité faible figure déja dans la “‘iittérature” sous des formes diverses, désigné par
différentes lettres].

III — AccessIBILITE.— On dit que I’espace E est accessible (Bourbaki [4], I, 8, exerc. 1, p. 156-157)
lorsque quels que soient les points distincts x et y de E, il existe un voisinage de x qui ne contient pas y
(et donc, un voisinage de y qui ne contient pas x).
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PROPOSITION 7.— Les énoncés suivants sont équivalents :
a) E est accessible ;

b) pour tout xEE on a :l“l(;) ={x} ;

c) pour tous x,y€E, :l!(;) N Tl'l(;) # @ implique x =y ;
AT =6;

e) E est un espace de Kolmogoroff faiblement accessible.

En effet : La condition b) veut dire que pour tout X €EE on a {x} = {x} et I'on sait que cela équivaut
a dire que E est accessible. 1l est immédiat que b) équivaut a d) ; de méme b) implique c). D’autre part,

si ¢) est vérifié, y € T(x) entraine y = x donc T(x) = T({x}) = {x}, donc b) est vérifié. Enfin, I’équiva-
lence de a) et de e) résulte de la comparaison de d) avec le c) de la proposition 5 et le €) de la proposition 6.
cqfd

IV — SEPARATION FAIBLE— On dit qu’un filtre converge strictement (Choquet [7], p. 81-82) lorsqu’il
est convergent et qu’il converge vers tous ses points adhérents (ainsi, par exemple, tout ultrafiltre convergent
converge strictement). On dira que 'espace E est faiblement séparé lorsque tout filtre convergent sur E
converge strictement.

PROPOSITION 8.— Pour que U espace E soit faiblement séparé il faut et il suffit que pour tous x ,y €E,
T(X) N T) # @ implique T(x) = T(Y).

En effet : La condition est nécessaire : supposons E faiblement séparé et soit T(;) N T(;l') # @ alors
le filtre ¥7(x) admet y pour point adhérent donc il converge vers y donc 2(y) C W(x) ; de méme ¥(x) C WXy)
donc ¥(x) = ¥(y) donc T(x) T(y) Réciproquement, si la condition est vérifiée, soit @ _un filtre qui
converge vers x et soit Yy un pomt adhérent a a, alors T<a>C T(x) et T<a>N T(y) # ¢, donc
T N T(y) # @ donc T(X) = T(y) donc T <a>C T(y) donc a converge vers y. cqfd

Remarques :

a) Tout espace faiblement séparé est faiblement accessible. En effet : supposons que I’espace E est fai-
~ _l ~ ~ ~~ ~
blement séparé et montrons qu’il satisfait a I’énoncé d) de la proposition 6 ;soit y € T(x), alors x € T(x) N T(y)
~ ~ ~ ~ ~ _l ~
donc T(x) = T(y) (proposition 8) donc y € T(x) donc x € T(y). cqfd

b) Tout espace fini faiblement accessible est faiblement séparé car alors § T § = T est le graphe d’une
relation d’équivalence (proposition 6 d) et proposition 8).

c) Tout espace accessible non séparé (il en existe ! ) est faiblement accessible et non faiblement séparé
(voir, plus loin, proposition 9).

[Cette notion de séparation est sans doute déja apparue dans la “littérature” sous une autre forme].

V — ESPACES SEPARES.— On sait que I’espace E est séparé si et seulement si tout ultrafiltre sur E
posséde au plus un point limite (cela se déduit, par exemple, de Bourbaki [4], I, 8, 1, proposition 1, p. 85).

PROPOSITION 9.— Les énoncés suivants sont équivalents :

a) E est séparé ;
b) pour tous x ,y €E, T(;) N T(;;) #* Q implique x = y ;
¢) E est un espace de Kolmogoroff faiblement séparé.
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En effet : L’équivalence entre a) et b) est immédiate en vertu du rappel fait plus haut. L’équivalence
entre b) et ¢) découle de la comparaison de b) de la proposition 5 avec la proposition 8. cqfd

VI — SEPARATION COMPLETE.— On dit que ’espace E est complétement séparé (Bourbaki [4], 1, 9,
exerc. 21, p. 167) lorsque quels que soient les points distincts x et y de E, il existe un voisinage fermé
de x et un voisinage fermé de y sans point commun.

ProposITION 10.— Pour que l'espace E soit complétement séparé il faut et il suffit que pour tous
hand ~ —1 ~
X,YyEE, TlT(x) N TT(y) # @ implique x =y.

—l ~
En effet : Cela résulte de ce que TT(x) représente le filtre engendré par les voisinages fermés de x.
cqfd

VII — REGULARITE— On dira que I’espace E est quasi régulier lorsque ’ensemble des voisinages fermés
d’un point quelconque de E est un systéme fondamental de voisinages de ce point (c’est ’axiome (Op;)
de Bourbaki [4], 1, 8, 4, p. 91). Un espace régulier est un espace quasi régulier séparé (ibid. p. 92).

PROPOSITION 11.— Pour que l'espace E soit quasi régulier il faut et il suffit que pour tout x EE on
ait ?T(;) = T(;(). Tout espace quasi régulier est faiblement séparé.

-1 ~
En effet : La premiére partie de I’énoncé découle du fait que TT(x) représente le filtre engendré
-1
par les voisinages fermés de X, ou encore de la proposition 1 ou 'on prend G = T et lH =T. La secl:onde
partie est conséquence de la proposition 8 et de ce que TX) N T(;) # @ entraine ; ETTX) et X € TT(;).
cqfd

Remarque : Les espaces finis sont une mine d’exemples et de contre-exemples pour I, I, I, IV,
V et VIIL

VIII — SEMI-REGULARITE.— Un ouvert A est appelé régulier (Bourbaki [4], I, 8, exerc. 20 a), p. 160)

lorsque A = A ; dire que I'ouvert A est régulier équivaut donc a dire qu’il est P'intérieur d’un fermé. On
dit que I'espace E est semivégulier lorsque les ensembles ouverts réguliers de E forment une base pour
sa topologie (voir ibid.).

ProrosiTION 12.— Pour que lespace E soit semi-régulier il faut et il suffit que pour tout x € E on
-1 -1 ~ ~

ait CT(CTT(x)) = T(x).
En effet : Dire que E est semi-régulier revient 4 dire que pour tout x €E ’ensemble des intérieurs

des voisinages fermés de x est une base du filtre des voisinages de x. On obtient alors le résultat par appli-
cation de 1.6, proposition 4. cqfd

Remarque : Le fait connu (voir Bourbaki, ibid.) que tout quasi régulier est semi-régulier, peut se
voir immédiatement en remarquant que T est le graphe d’un préordre et en utilisant 0.1, lemme 2, a)

car si E est quasi régulier TTX) = T(X) donc CT(CTT®) = CT(CTE) = C CTX) = T®.

IX — ESPACES ABSOLUMENT FERMES .— On dira que l'espace E est quasi absolument fermé lorsque toute
base de filtre sur E formée d’ensembles ouverts de E a au moins un point adhérent (c’est 'axiome (AF’)
de Bourbaki [4], I, 9, exerc. 19, p. 167). Un espace absolument fermé est un espace quasi absolument
fermé séparé (voir ibid.).
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-1 ~
PropPosITION 13.— Pour que l'espace E soit quasi absolument fermé il faut et il suffit que TT(E) = T(E).

En effet : Supposons que E soit quasi absolument fermé et soit ¢ € T(E) alors T(a) représente le
filtre engendré par les ouverts de a, T(a) = T < w(a) >, or w(a) posséde un point adhérent donc

T<w@>NTE) #Q soit T(@)NTE)#Q donc s €TTE)

Réciproquement, supposons que :FIT(E) = T(E) et soit & une base de filtre formée d’ensembles ouverts
et soit a le filtre engendré par &, alors T<EL > =T<e> =T(T<a>) et puisque T<e> # @ on

aT<8>NT(E) % Qdonc T<a>NTIE) # @ donc T(T< 8> )N T(E) # @ donc T<8 >N TE) # O
donc a posséde un point adhérent. cqfd

X — CoMPACITE.— On sait que ’espace E est quasi compact si et seulement si tout ultrafiltre sur E
converge (Bourbaki [4], I, 9, 1, p. 95), d’ou le résultat suivant.

PROPOSITION 14.— Pour que l'espace E soit quasi compact il faut et il suffit que T(E) = T(E).

Remarque : 11 apparait clairement, en rapporchant les propositions 11, 13 et 14, qu’un espace est
quasi compact dés qu’il est quasi absolument fermé et quasi régulier. Cependant il existe des quasi compacts
qui ne sont pas quasi réguliers comme on peut le voir sur des exemples d’espaces finis.

XI — NORMALITE.— On dira que I’espace E est quasi normal lorsque quels que soient les parties fermées
disjointes A et B de E il existe des ouverts disjoints U et V tels que A C U et B C V (c’est ’axiome (O'v)
de Bourbaki [5], IX, 4, 1, p. 81). Un espace normal est un espace quasi normal séparé (ibid.).

PROPOSITION 15.— Pour que l'espace E soit quasi normal il faut et il suffit que _TIT C T_Tl.

-1
En effet : On obtient le résultat par application de la proposition 2, 1/,au cas o G =L =T et
H=K=T. cqfd

PROPOSITION 16.— Pour que l'espace E soit quasi compact et quasi normal il faut et il suffit que
TTCcTsT.

En effet : On utilise les propositions 14 et 15. Ainsi, supposons que E soit quasi compact et quasi
normal et soit b E_TIT(n) alors il existe x et y tels que a € T(;) etbh e T(;;) donc?E_”I!( b C :l’lT(u) C ’_I‘IT(;)
donc YETTR) soit T NTE) # O ; il existe donc € T(X) N 1) (car T(t) = 1)) donc y € TR
et 'ZG_TI(;) C:I‘l(a) donc b ET 6—”1!(a). Réciproquement, si _TIT CTé :l‘1 alors :l"lT C ﬁl et T(E) C-fT(T(E))
C T8 T(X(E)) = T®E) donc T(E) = T(E). cqfd

Remarque : Parmi les espaces E finis (qui sont tous quasi compacts) il en existe qui ne satisfont pas

-1 -1
a la condition TTC TT et qui ne sont donc pas quasi normaux. Par une méthode analogue a celle de
la démonstration de la proposition 16, on peut retrouver simplement le fait que tout compact est normal.

XII — NORMALITE COMPLETE.— On dira que I’espace E est complétement quasi normal lorsque pour
tout couple de parties A, B de E telles que ANB =ANB = il existe des ouverts disjoints U et V
tels que ACU et BCV (c’est I'axiome c) de Bourbaki [5], IX, 4, exerc. 3, p. 96). Un espace comple-
tement normal est un espace complétement quasi normal séparé (voir ibid.).
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PROPOSITION 17.— Les énoncés suivants sont équivalents :
a) E est complétement quasi normal ;

HIT=TUT;

c) tout sous-espace de E est quasi normal.

En effet : L’équivalence entre a) st b) se dedult par application de la proposition 2 ,2/ au cas ol

G=L=TetH=K=T (ou encore, G =K = T et H= L = T) en remarquant que T U T Cc TT L’équi-
valence entre a) et c) est connue (voir Bourbaki, ibid.) ; elle découle aussi de la proposition 3. cqfd

XIII — DISCONTINUITE EXTREME.— On dit que I'espace E est extrémement discontinu (voir Bourbaki [4],
L, 11, exerc. 21, a), p. 179 ; nous ne postulons pas la séparation) lorsque pour tout couple d’ouverts U
et Vde E telsque UNV =0, ona UNV = Q.

-1 -1
PROPOSITION 18.— Pour que l'espace E soit extrémement discontinu il faut et il suffit que TT CTT.

-1 \
En effet : C’est une application de la proposition 2,1/ aucasou G=L=TetH=K =T. cqfd

XIV — DISCONTINUITE EXTREME COMPLETE— On dira que I'espace E est complétement extrémement
discontinu lorsque pour toutes parties A, B de E telles que ANB = ANB =0, on a aussi ANB = Q.

PROPOSITION 19.— Les énoncés suivants sont équivalents :
a) E est complétement extrémement discontinu ;

) TT=TUT;

¢) tout sous-espace de E est extrémement discontinu.

En effet : L’équivalence entre a) et b) se déduit de la proposition 2,2/ en prenant G = K = T et

- -1
H=L= Tl (ou encore, G=L =T et H=K = T) et ’équivalence entre a) et c) se déduit de la propo-
sition 3. cqfd

Remarque : On peut montrer que, lorsque E est infini, I’espace T(E) n’est pas complétement extré-
mement discontinu, voir Bourbaki [4], I, 11, exerc. 22 d), p. 180 (et, plus généralement, que tout espace
compact infini n’est pas complétement extrémement discontinu, voir [12], exerc. 6R,’ p. 98). Par contre,
sur tout ensemble infini E il existe des topologies non discrétes et complétement extrémement discon-
tinues séparées (en effet, il suffit de prendre un ultrafiltre non principal & sur E et un point u€E et de
poser T = A U{(U,a)).

XV — SEMI-COMPACITE.— On dira que 1’espace E est quasi semi-compact lorsque toute suite de points
de E posséde une valeur d’adhérerce (c’est la condition a) de Bourbaki [5], IX, 2, exerc. 14, p. 49-50).
Un espace semi-compact est un espace quasi semi-compact séparé.

ProPOSITION 20.— Pour que l'espace E soit quasi semi-compact il faut et il suffit que l'on ait
Adh(TE)N CE) = CE.

En effet : Supposons que E soit quasi semi-compact et soit ¢ un ultrafiltre non principal sur E ; alors
pour tout A€a, A est infini et il existe donc une suite (x,),.n dans E formée de points distincts appar-
tenants 4 A ; soit b le filtre élémentaire associé a cette suite (voir Bourbaki [4], I, 6, 8, définition 7, n. 72)
alors T<b>CTA)NCE et b possede un point adherent donc T<b>N T(E) # @ ; ainsi, pour
tout A€a, on a T(A) N T(E) NCE # ® donc a € Adh(T(E) NC E) et, comme CE est fermé, on a bien
Pégalité Adh(T(E)NC E) =CE Réciproquement, supposons que cette égalité soit vérifiée, soit (X,),.N
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une suite de points de E, soit b le filtre élémentaire associé et posons X, ={x, | m = n} ; alors

T<b> = ﬁ TX,) ;

si T<B>NE =+ @ alors a fortiori T<b >N T(E) # @ et b posséde un point_adhérent ; si par contre
T<5>CCE alors T<b> = T(X,) N CE (car, dans ce cas, si cET(X DN CE on a, pour tout r nE€EN,
¢ET(X,) donc e ET<B>) et X, est infini donc T(Xo)ﬂT(E)ﬂ CE#(D donc T<B>ﬂT(E)¢(D
donc b posséde aussi un point adherent cqfd

Posons, pour tout x €E, T*(;) = T(;) N C{;} et, pour tout ACE, T*(X) = U T*(;) et consi-
xeA
dérons la condition suivante sur ’espace E :

(*) tout sous-espace infini discret de E est non fermé ; (c est la_condition ) de Bourbaki [5], IX, 2,
exerc. 14, p. 49-50) . Remarquons que T(x) KU T"‘(x) et T(E) =EuU T*(E)

PROPOSITION 21.— Pour que l'espace E satisfasse d la condition (*) il faut et il suffit que l'on ait
Adn(T*(E)) D CE.

En effet : Remarquons d’abord les s points suivants : pour que le sous-espace A de E soit discret, il
faut et il suffit que I’on ait T(A) N T*(A) @ (car, dire que I'espace A est discret revient a dire que le
seul ultrafiltre sur A qui converge vers x clest X) ; d’autre part, pour que la partie A de E soit fermée,
il faut et il suffit que ’on ait T(A) N T*(C A) = @ (autrement dit, qu’aucun ultraflltre sur A ne converge
vers un point de CA). Supposons & présent que E satisfasse & (*) et soit a € CE alors, pour tout A€ a,
A est infini ; si donc TA)N T"‘(E) o0, A serait un sous-espace discret infini fermé ce qui est impossible ;
donc a EAdh(T*(E)) et I'on a donc bien CEC - Adh(T*(E)). Réciproquement, si I'on a cela, soit A un
sous-espace _infini discret de E alors T(A)ﬁT*(A) @ et, A étant infini, on a T(A)N CE =+ @ donc
TA) N T*(E) # @ donc T(A)N T*(C A) # @ donc A n’est pas fermé. cqfd

Remarques :

a) Tout espace quasi_semi-compact satisfait 4 la condition (*) puisque Adh (T(E)ﬂ CE) =CE
implique Adh (T*(E)) > CE.

b) Réciproquement, tout espace E accessible qui satisfait a la condition (*) est quasi seml-compact
car si E est accessible on a T(E) NnCE = T*(E) (voir aussi Bourbaki [5] ibid. et feuille d’errata n° 12,
p. 2 ; et Kelley [17], chap. 5, exerc. E, p. 162).

¢) Soit F un ensemble formé de deux points et muni de la topologie grossiére (la topologie la moins
fine), alors I’espace E somme topologique d’une infinité de copies de F satisfait 4 la condition (*) mais
n’est pas quasi semi-compact.

XVI — IRREDUCTIBILITE.— On dit que V’espace E est irréductible lorsque E n’est pas vide et que tout
ouvert non vide de E est dense dans E (voir Bourbaki [6], II, 4, 1, définition 1 et proposition 1, p. 119).

PRrROPOSITION 22.—

a) Pour que tout ouvert non vide de l'espace E soit dense dans E il faut et il suffit que l'on ait
TF = T(E) x T(E).

b) Pour que, dans l'espace E, lintersection de deux fermés non vides quelconques soit non vide,
il faut et il suffit que on ait TT = T(E) x T(E).

En effet :

a) Supposons que tout ouvert non vide de E est dense dans E, alors, pour tout couple (a, b) d’ultra-
filtres sur E, w(a) et w(b) engendrent un filtre ; donc T(a) N T(b) # @, donc (a b)e ”—l‘lT Recxproquement

soit TT T(E) x T(E) et soit A un ouvert non vide de E alors T(A) = T(T(A)) = TT(T(A)) = T(E)
donc A =E. Le b) se démontre d’une maniére analogue. cqfd
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XVII — LOCALEMENT FERMES.— On dit qu’une partie X de l’espace E est localement fermée lorsqu’il
existe un ouvert A et un fermé F de E tels que X = AN F (voir Bourbaki [4], I, 3, 3, définition 2 et
proposition 5, p. 41-42).

Entre deux définitions équivalentes, on peut adopter la suivante : on dit que I’espace E est submaxi-
mal lorsque tout ensemble dense dans E est un ouvert de E (voir Bourbaki [4], I, 8, exerc. 22 a) et b),
p. 161).

LEMME 1.— Pour que l'espace E soit submaximal il faut et il suffit que toute partie de E soit loca-
lement fermée.

En effet : Supposons E submaximal et soit X une partie de E ; posons A = XU CX, alors A =E
donc A est ouvert, or X = AN X donc X est localement fermée. Réciproquement, si toute partie de E
est localement fermée et si X est dense dans E, alors X = A N F ou A est ouvert et F fermé, doncE = XCF
donc F = E et X = A est ouvert. cqfd

C’est un renforcement d’un résultat connu (voir ibid. c)).
LEMME 2.— Pour qu’une partie X de 'espace E soit localement fermée il faut et il suffit que
-1
T(TX)) N T(T(X)) = T(X).

En effet : Soient A un ouvert et F un fermé de E et soit X = AN F ; alors T(T(X)) C T(T(A)) = T(A)
et -"_l!(’I‘(X)) C :I‘I(T(F)) = T(F) donc T(M(X)) n’r‘(T(X)) C T(A) N T(F) = T(AN F) = T(X). Réciproque-

ment, si T(T(X)) N T(T(X)) = T(X) alors, puisque T(T(X)) = TX) et T(T(X) = T<w(X)>, on a
T < w(X)>NT(X) = T(X) ; autrement dit, le filtre engendré par w(X) et {X} est égal au filtre [X] des
surensembles de X (dans le cas ol X # Q!) ; il existe donc A € w(X) tel que X = AN X, cqfd

PROPOSITION 23.— Les énoncés suivants sont équivalents :
a) toute partie de l'espace E est localement fermée ;
-1
b) pour tout filtre a sur E, on a TT<e>)NT(rT<a>)=T<a>;

-1
c) pour tous ultrafiltres a , b sur E on a T(a) N T(6) C{a, b} ;
d) T est le graphe d’une relation (d’ordre) 3 sur E qui satisfait é la condition suivante :

a3c3b —>c=aouc="0,
En effet : Si a) est vérifiée, alors, pour tout filtre a sur E on a

T(r<s>)NT(r<s>)= n (T(T(A))n"T’('r(A)))=An TA) =T<a>;
Aea €a

et pour voir que b) implique a) il suffit d’appliquer b) au filtre [X] des surensembles de X # (. Donc
a) <> b). D’autre part, si a et b sont des ultrafiltres sur E, en appliquant b) au filtre ¢ =a N bon
obtient aisément c) ; et réciproquement, si c) est vérifié, soit ¢ un filtre sur E, on a alors

-1 -1
TP <e>)NTr<e>)= U (T(a) N T(B)) C U {a,p}=T<ec>,
e ber<c> a,ber<c>
-1
Donc b) < c¢). Par ailleurs, si c¢) est vérifié, on a pour tout ultrafiltre a T(a) N T(a) = {a}en parti-
-1
culier, donc TNT = A et, comme T est le graphe d’un préordre, c’est alors le graphe d’une relation

d’ordre =3 ; de plus a =3 ¢ veut dire ¢ € T(a), et ¢ =3 § veut dire ¢ E_Tl( b) ; donc ¢) = d) ; la réciproque,
d) == c¢), est immédiate. cqfd
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PROPOSITION 24.— Les énoncés suivants sont équivalents :

a) toute partie de 'espace E est ouverte ou fermée ;

b) pour tout filtre a sur E,ona T(T <a>) = T<a>ou_'Il‘(T<a> )=T<e>;
¢) pour toute partie finie & de T(E) on a T(&X) = @ ou :r’(a) =q;

d) T est de l'une des trois formes suivantes :

1/ T=A ;ou 2/T=AU({;}X T<b>)0uxEEeth estun filtre sur Eyou 3] T = AU (T(X) x {u})
(ou a € T(E) et X CE).

En effet : D’aprés 0.1, lemme 3, on a d) = ¢) == b). De plus, b) == a) facilement
(pour toute partie X non vide de E on applique b) au filtre [X]). D’autre part b) = c) car toute partie
finie de T(E) est fermée donc représente un filtre sur E si elle n’est pas vide. Pour voir que ¢c) = d)
on utilise 0.1, lemme 3 et le fait que T est une nasse mi-ouverte donc que T = Adh((E x T(EDF\ T)
(voir~l.1, caractérisations, 2/ b)) ; ainsi, si T= A U ({8} x A) ou A est non vide, on doit avoir a € E donc
e = x et A fermé donc de la forme T < 6> ol b est un filtre sur E ; si, par contre T = AU (A x{a})
alors on doit avoir-A = Adh (AN E) donc A de la forme T(X). Pour finir, supposons que a) soit vérifié
et soit a un filtre sur E ; désignons par » et { respectivement les filtres engendrés par w(a) et p(a) ; alors
8 = w(a) Up(a) donc aussi @ = pU § par conséquent ou bien & = o ou bien a = § (car si a ¥ » alors
f ¢ o donc il existe XE ftel que X¢& v, soit YE p alors XNYEaet XNYE o donc XNYE § done
Y€Ef, donc o Cf donc a =) ; il suffit alors de se rappeler que

Tr<e>)=T<w@> et TT<I>)=T<p)>
pour conclure que a) == b). cqfd

Un espace qui satisfait & ces énoncés équivalents est appelé espace de portes (‘“‘door space”) par
Kelley [17] (chap. 2, exerc. C, p. 76).

Remarque :

1/si T = A I'espace E est discret ;

2/ si E est de la forme d) 2/ alors wy = bU C,(E) X ;
3/si E est de la forme d) 3/ alors ¢ = [X]UC . o.

Cela donne un procédé simple de construction de tous les espaces de portes.

XVIII — REGULARITE FAIBLE— On introduit ici un axiome de régularité faible qui intervient notam-
ment dans I’étude de la paracompacité et de la compacité locale des espaces non nécessairement séparés.

DEFINITION 1.— Soit & une partie de € (E). On dira que & est filtrante lorsque toute réunion finie
d’éléments de & est contenue dans un élément de .

LEMME 3.— Les énoncés suivants sont équivalents :

a) tout filtre a sur E, pour lequel w(a) posséde un point adhérent, posséde lui-méme un point
adhérent ;

b) pour tout recouvrement ouvert filtrant R de E, il existe un recouvrement ouvert ¥V tel que
lensemble ¥ = {V | VE®R }soit un recouvrement plus fin que R.
En effet :

a) = b) : soit R un recouvrement ouvert filtrant de E ; si EE®R on prend ¥ ={E};siEE R
alors I’ensemble {X | C X € R} est une base d’un filtre a sur B n’ayant pas de point adhérent, donc w(a)
n’a pas de point adhérent d’aprés a) ; soit alors ¥ ={Y |CY € w(a)} ; ¥ est un recouvrement ouvert
de E ; d’autre part, si CY € w(a), il existe XCCY tel que CXER, soit YCCX et, comme Y est

k) rYs .
fermé, on a YC Y C CX, donc ¥ est plus fin que R.
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b) == a) : soit a un filtre sur E qui ne posséde pas de point adhérent ; ={CA|AEa}est
alors un recouvrement ouvert filtrant de E ; il existe donc, d’aprés b), un recouvrement ouvert ¥V tel
que_¥ ® soit lglus fin que R ; alors, pour tout X €% il existe A€ atel que X C CA, soit ACCXE w(a);

or CX = CX C CX (car X est ocuvert) ; ® étant un recouvrement de E, on a xﬂ CX = @, donc w(a)
eV

ne posséde pas de point adhérent. cqfd

DEFINITION 2.— On dira que I'espace E est faiblement régulier lorsqu’il satisfait aux deux énoncés
équivalents précédents.

ProrosiTION 25.—

a) Pour que l'espace E soit faiblement régulier, il faut et il suffit que 'on ait TT(E) T(E)

b) Pour que l'espace E soit quasi régulier il faut et il suffit qu’il soit faiblement régulier et faiblement
séparé.

c) Pour que l'espace E soit régulier, il faut et il suffit qu’il soit séparé et faiblement régulier.

d) Pour que l'espace E soit quasi compact il faut et il suffit qu’il soit quasi absolument fermé et
faiblement régulier.

e) Soit A une partie de l'espace E tel que tout ultrafiltre sur A converge dans E ; alors A est quasi
absolument fermé ; si de plus E est faiblement régulier, alors A est quasi compact.

En effet :

-1 ~ ~
a) Supposons que E soit faiblement régulier et soit a € TT(E), alors T(a) N T(E) # @, or T(s) =T < w(a)>
donc w(e) posséde un point adhérent donc a aussi posséde un point adhérent, donc e € T(E), donc

"I'll'(ﬁ) T(g) Réciproquement si cette égalité est vérifiée et si a est un filtre sur E tel que w(a) posséde
un point adhérent, comme T < w(8)> = T(T <8>),ona T(T<a>)N T(E) # @, soit T<a>nN TT(E) *0Q,
soit T<a>nN T(E) # (@, donc a posséde un point adhérent.

b) La condition est nécessaire en vertu de la proposition 11. Réciproquement, si E est faiblement
régulier et faiblement separe, soit a Gjl‘lT(;), alors a € T(E), donc il existe y €EE tel que a E T(;), donc
y ye T(a) C TT(x), donc T(x) N T(y) # @, donc (proposition 8) T(x) T(y), donca € T(x) soit TT(x) T(;) ;
donc E est bien quasi régulier.

c) Découle de b).

d) Découle du rapprochement de a) avec les propositions 13 et 14.

e) Dire que tout ultrafiltre sur A converge dans E revient a dire que T(A) C T(g) donc cela entraine
— -1 —_ ~ p—
que T(A) = T(T(A)) C "llT(E) ; pour montrer alors que A est quasi absolument fermé il suffit de se placer

— — -1 ~
dans le cas ou A = E (car A est fermé!) et dans ce cas on a bien T(E) = TT(E) et le résultat suit dela
proposition 13. Dans le cas ou E_est faiblement régulier on a donc T(A) C T(E), donc tout ultrafiltre
sur A converge dans E donc dans A et A est bien quasi compact. cqfd

Remarques :
1/ Les résultats b), c), d) et e) peuvent évidlemment étre démontrés par voie directe également.

2/ L’énoncé d) généralise (et permet de retrouver) deux résultats classiques : 1/ tout compact est
régulier et 2/ tout absolument fermé régulier est compact (voir Bourbaki [3], I, 10, exerc. 10 d), p. 111).

3/ L’énoncé e) généralise également des résultats connus (voir Bourbaki [3], I, 10, exerc. 1 a), p. 109
et [4], 1, 9, exerc. 23 a), p. 168).
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4/ Si E est un ensemble infini muni de la topologie dont les ouverts sont I’ensemble vide et les complé-
mentaires des parties finies de E, alors E est (quasi compact) faiblement régulier et accessible mais il n’est
pas quasi régulier.

5/ Tout sous-espace fermé d’un espace faiblement régulier est également faiblement régulier (c’est
quasi évident d’aprés la définition) ; cela permet de déduire la seconde partie de 1’énoncé e) i partir de
la premiére. Cependant, si E est un espace séparé non régulier (il en existe !) alors I’espace F, obtenu
en adjoignant un point u & E ayant F = E U {u} pour seul voisinage, est faiblement régulier tandis que
son sous-espace (ouvert) E ne I'est pas.

XIX — COMPACITE LOCALE.— On sait que pour les espaces non nécessairement séparés il existe plusieurs
notions de compacité locale ; on en étudie une dans la proposition qui suit.

PROPOSITION 26.—

a) Pour que T(E) soit ouvert dans T(E) il faut et il suffit que tout point de E posséde un voisinage
V tel que tout ultrafiltre sur V converge dans E.

b) Pour que tout point de l'espace E posséde un voisinage quasi compact fermé, il faut et il suffit
que T(E) soit ouvert dans T(E) et que E soit faiblement régulier.

¢) En particulier, pour que l'espace E soit localement compact, il faut et il suffit que T(E) soit
ouvert dans T(E) et que E soit régulier.

En effet :

a) pour tout Xx€E, T(;) est un fermé de T(E) qui posséde donc un systéme fondamental de voisi-
nages de la forme T(X) (voir 0.2, rapgels, f) et g)). Donc, dire que T(E) est ouvert équivaut a dire que
pour tout x € E il existe V tel que T(x) C T(V) C T(E) ; d’ou le résultat.

b) La condition est suffisante en vertu du a) et de la proposition 25, €). La condition est nécessaire,

~ -1 ~ ~ ~
car alors T(E) est bien ouvert (en veriu du a)) et de plus si a € TT(E) alors T(a) N T(E) # @ or T(E) est une
réunion des T(V, ) ou V, est un voisinage quasi compact fermé de x ; donc il existe x tel que T(a) N T(V,) # O,

-1 ~
donc a € T(T(V,)) = T(V,) et, comme V, est quasi compact, @ converge donc ¢ € T(E) ; de sorte que
I'on a bien :IIT(E) = T(E) et E est faiblement régulier.

¢) Découle immédiatement de b) et de la proposition 25, c). ) cqfd

XX — CONNEXITE.— On a Wil = Wol = W T Wy N $r ensemble des parties a la fois ouvertes
-1 -1 -1
et fermées de E (voir 1.3, propriétés, 5/). Ainsi m (TT) = m(TT) = m(T U T).

—1
PROPOSITION 27.— Pour que l’espace E soit connexe il faut et il suffit que l'on ait m(TT) = T(E) x T(E).

En effet : Dire que E est connexe revient 4 dire que wy Ny = {0, E} et la nasse de cette méroto-
pologie n’est autre que T(E) x T(E), d’oui le résultat. cqfd

XXI — On dira que I’espace E est quasi éparpillé lorsque tout point de E posséde un systéme fonda-
mental de voisinages a la fois ouverts et fermés. Un espace éparpillé est un espace quasi éparpillé séparé
(voir Bourbaki [5], IX, 6, 4, définition 5, p. 128).

PROPOSITION 28.— Pour que l'espace E soit quasi éparpillé il faut et il suffit que pour tout point

_l ~ ~

x de E on ait (m(TT)) (x) = T(x).
—1 -1
En effet : Cela découle de la proposition 1 ot G = T et H = m(TT) en remarquant que T C m(TT)

(voir 1.5). cqfd
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XXII — LEMME 4.— Si l'espace E est accessible, alors wﬁ,l = .

En effet : Ona X € \//T—Tl=) ) T_T!(T(X)) =X<=35 T(T(i)) =X (voir 1.3, définition 3, c)).

~ — -1~ _— ~ _ ~ =
De plus, si E est accessible, alors x E T(T(X)) <= Tx)NTX) # ) < xE€ETX) <> x€X;
ainsi X € Y 1 ==>X = X <> X = X <> X€y,. cqfd

CONTRE-EXEMPLE.— Soit E un espace connexe normal, non vide et non réduit & un point (la droite
—1
réelle, par exemple) et posons G = TT. Alors G est une nasse symétrique et idempotente (car
—1 —1 | —1 -1
(T (TT) = T(TDHTCTTT)T = TT,
voir XI, propqﬁition ] é ). De plus m(G) = T(E) x T(E) (voir propositign 27) mais G # T(E) x T(E) (car
pour x EE G(x) = T(x) et il existe au moins un point pour lequel T(x) # T(E), E étant séparé et ayant

au moins deux points). Ainsi G est une nasse idempotente, une nasse de proximité qui n'est pas une nasse
de mérotopologie. D’autre part,

Pmp@) = Ppe) = Yo = ¢r
(voir 1.7, proposition 5) alors que
Pom©@) = ¥Yme) = {0, E}
donc mp(G) # pm(G).
Terminons ce paragraphe par ’énoncé suivant, facile 4 établir.
PROPOSITION 29.— Pour que, dans l'espace E, il existe une partie finie partout dense il faut et il suffit
-1 ~
que l'on ait T(E) = T(E).
(Utiliser, par exemple, le lemme 17 de 2.4).
Voici enfin un énoncé récapitulatif.

THEOREME 1.— T étant la nasse d’une topologie sur un ensemble E :

dire que cette topologie est équivaut a dire que pour tous points x et y de E on a
I.  de Kolmogoroff YETR) et XETG) =—>x =1y
II. faiblement accessible "—I‘l(;) N _:I!G;) *Q B —Tl(;) = _Tl(;)
III. accessible _Tl(;) ﬂ'_I‘l(;) +Q == x=y
IV. faiblement séparée TN Tl) # @ = TRX) = T(y)
V. séparée TN Th) # @ =>x=y
VI. complétement séparée -TIT(?(') ﬂ:I'lT(;) FQ —=>x=y
VIL quasi réguliére TTR = TG
VIII. semi-réguliére C "_I‘l(C_TlT(;(')) = T(X)
IX. quasi absolument fermée _TlT(g) = T(E)
X. quasi compacte T(ﬁ) = T(E)
XI. quasi normale '_l"lT C T’-l'l
XII. complétement quasi normale 7I‘lT =T U_'I!
XIII. extrémement discontinue Ti‘lc '_l‘lT
XIV. complétement extrémement -1 =
discontinue TT =TUT
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XV. quasi semi-compacte Adh(TE)NCE)= CE

XVL irréductible TT = T(E) x T(E)

quasi compacte et quasi normale —TlT CT$é "_l“l

XVIIL faiblement réguliére TIE) = TE)

XIX. localement compacte T(ﬁ) ouvert et E régulier
XX. connexe m(TT) = T(E) x T(E)
XXI. quasi éparpillée @mTT) &) = TE.

REMARQUE.— On obtient aussi, aisément, les équivalences suivantes :

E faiblement accessible <=——=> 6§ TT6 =8T6 <—> 5 T6=5T5 ;

E faiblement séparé < 6_T1T 6=8T6 ;

E accessible < 5TT6=5;

E séparé = 5TT6=5;

E complétement séparé <—> § i‘lT Tl!T 6§ =2.

On pourrait ainsi, plus généralement, étudier les espaces pour lesquels on a une relation du type

-1 —1 -1
6...TTT...6=6...TT...6.

3. SUR LA PARACOMPACITE

RAPPELS.— Soit E un espace topologique. On dit qu’un recouvrement R de E est uni (en anglais
“even”) lorsqu’il existe un voisinage V de la diagonale de E x E tel que le recouvrement {V(x)| x EE}
soit plus fin que R (voir Bourbaki [5], IX, 4, exerc. 16, p. 100 et Kelley [17], p. 155). On dit qu’une
famille (A)),.; de parties de E est discréte lorsque pour tout x €E il existe un voisinage de x ne rencon-
trant qu’un A, au plus (voir Bourbaki [5], IX, 4, exerc. 18, p. 101).

LEMME 5.— Soit (A,),; un recouvrement ouvert ponctuellement fini d'un ensemble fermé F dans
un espace quasi normal E. Il existe un recouvrement ouvert (U),, de F tel que U, C A pour tout LE 1

C’est un énoncé légérement plus général que celui de Bourbaki [5], IX, 4, 3, théoréme 3, p. 87, mais
il a la méme démonstration (puisqu’elle n’utilise pas la séparation de E et seulement le fait que le recou-
vrement (A,) est ponctuellement fini, voir ibid., remarque, p. 88).

DEFINITIONS ET NOTATIONS.— Soit & une partie de ®(E). On désignera par &, ’ensemble des réunions

finies d’éléments de & ; on a & C& et &, est filtrante (voir définition 1). On posera L* = xU X x X,
€X

ainsi, pour toute partie A de E, &*(A) désignera la réunion des éléments de & qui rencontrent A ; en
particulier, &*(x) désigne la réunion de tous les éléments de & auxquels x appartient (c’est I’étoile de 9
au point x). Soit R un recouvrement de E, on dira que % est un étoilement de R lorsque {¥*(x) | x €EE}
est un recouvrement de E plus fin que R (en anglais on dit “star-refinement” ou “A-refinement” ; voir
A H. Stone [22], par exemple).

Le résultat suivant est immédiat : pour qu’'un recouvrement R d’un espace topologique soit uni
il faut et il suffit qu’il existe un étoilement ouvert de R.

s

QUELQUES AXIOMES.— Considérons les axiomes suivants relatifs 3 un espace topologique E.

(A) Tout recouvrement ouvert de E est uni.
(A") Pour tout recouvrement ouvert de E il existe un recouvrement fermé plus fin et localement fini.

48



(B) Pour tout recouvrement ouvert de E il existe un recouvrement ouvert plus fin et localement fini.

(B') Pour tout recouyrement ouvert filtrant de E il existe un recouvrement ouvert plus fin et loca-
lement fini.

(B') Pour tout recouvrement ouvert filtrant de E il existe un recouvrement fermé plus fin et loca-
lement fini.

(C) Pour tout recouvrement ouvert de E il existe un recouvrement plus fin et localement fini.

(C") Pour tout recouvrement ouvert filtrant de E il existe un recouvrement plus fin et localement
fini.

(D) Pour toute famille localement finie (A),; de parties de E il existe une famille localement finie
(U)),e1 douverts de E telle que A, C U, pour tout (€.

(E) Pour toute famille discréte (A)),; de fermés de E il existe une famille (U)),,, d’ouverts deux
a deux disjoints telle que A, C U, pour tout (€L

DEFINITION 3.— On dira que l’espace E est pleinement quasi normal lorsqu’il satisfait a I’axiome (A) ;
(en anglais on dit “fully normal”, voir Stone [22] qui cite le livre de Tukey, épuisé et introuvable). On
dira que E est quasi paracompact lorsqu’il satisfait 4 ’axiome (B) (c’est I’axiome (PC) de Bourbaki [4],
I, 9, 10, définition 6, p. 109). Un espace paracompact est un espace quasi paracompact séparé (voir ibid).
On dira que E est collectivement quasi normal lorsqu’il satisfait 4 I'axiome (E) ; (en anglais on dit “collec-
tionwise normal”, voir Bing [1]). Un espace collectivement normal (voir Bourbaki [5], IX, 4, exerc. 18,
p. 101) est un espace collectivement quasi normal séparé.

ProrosITION 30.— Tout espace pleinement quasi normal est collectivement quasi normal.

En effet . Soient E un espace pleinement quasi normal et (A,),.; une famille discréte de parties de

E ; il existe donc un recouvrement ouvert (R de E tel que pour tout X € R, X ne rencontre qu’un A, au
plus ; comme R est uni par hypothése, il existe un étoilement ouvert %’ de R ; pour tout ¢ € I posons
U, = V*(A)) alors U, est un ouvert contenant A, et de plus les éléments de la famille (U,),.; sont deux
a deux disjoints (car si U, NU, # @ alors il existe VE ¥ tel que VN A, #Q et VN A, #F @ donc il
existe un élément X de R qui rencontre A, et A“ donc A = u). Ainsi E satisfait bien a ’axiome (E).
cqfd

Par ailleurs il est clair que fout espace collectivement quasi normal est quasi normal. Par contre,
on trouvera dans Bing [1] un exemple d’espace normal non collectivement normal.

LEMME 6.— L’axiome (C) est équivalent a l'axiome (C'). L’axiome (B) est équivalent & l'axiome (B').

En effet : Soit (R un recouvrement ouvert de I’espace E. Considérons le recouvrement ouvert filtrant

R, et soit ¥ un recouvrement localement fini plus fin que R. Alors pour tout V €% il existe une partie

finie Ry de R telle que VC U X ; posons W, ={VNX|XER} et W =vU Wy. W est un
€V

Xery
recouvrement localement fini plus fin que R. Si de plus le recouvrement % est ouvert alors %9 I’est aussi.
cqfd

Ainsi, en particulier, (A") =—> (B") > (C) < > (C) ; de plus (B) =—=> (C).

LeEMME 7.— Tout espace quasi paracompact est faiblement régulier.

En effet : Soient E un espace quasi paracompact et (R un recouvrement ouvert filtrant. Nous allons
établir que E satisfait a4 1’énoncé b) du lemme 3. Il existe un recouvrement ouvert 4l plus fin que R et
localement fini, donc, aussi, pour tout x €E il existe un voisinage ouvert V, de x qui ne rencontre qu’un
nombre fini d’éléments de U. Posons ¥ ={V, |x € E}, c’est un recouvrement ouvert de E ; nous allons

montrer que ¥ est plus fin que R . Pour tout x € E soit U, = {Ulueu et vV, NU # O} et U= U U;
Ueay

alors U, est fini et V, C U, ; mais U étant plus fin que R qui est filtrant, il existe X, € tel que U, C X,-

De plus V, C X, car,siy €V, il existe UE UtelqueyEUet V, N U # @ doncUEU,,doncy €U, CX,.

cqfd

4
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LEMME 8.— Tout espace E faiblement régulier qui satisfait a l'axiome (C) satisfait aussi d 'axiome (3").

En effet : Soit R un recouvrement ouvert filtrant de E ; il existe donc un recouvrement ouvert
% tel que ¥ soit plus fin que R (car E est faiblement régulier) ; il existe aussi un recouvrement @ plus
fin que ¥ et localement fini (axiome (C)). @3 est un recouvrement fermé plus fin que % donc plus fin
que R et localement fini car si un ouvert ne rencontre pas un élément B € @ il ne rencontre pas B non
plus. cqfd

Le lemme précédent est une légére généralisation du résultat Bourbaki [5], IX, 4, 5, lemme 6, p. 94,
et sa démonstration est une adaptation de celle de Bourbaki.

LemMmE 9.— Tout espace qui satisfait d l'axiome (B'') est quasi paracompact.

Ce lemme est une généralisation du lemme 7 de Bourbaki (ibid.), sa démonstration suit fidélement
celle de Bourbaki (ibid. p. 95), 4 deux détails prés : & la ligne 7 on remplace “plus fin que %9 par “plus
fin que %W’ et 4 la ligne 17 on remplace “de la forme W, ~ par “appartenant %% .

LemMe 10.— Tout espace quasi paracompact satisfait a l'axiome (D).

En effet : Soit (A)),.; une famille localement finie de parties d’un espace E quasi paracompact, il
existe donc un recouvrement ouvert R de E tel que pour tout X ER, 'ensemble Iy = {t| A, N X # @}
soit fini et il existe un recouvrement ouvert localement fini ¥ plus fin que R. Pour tout ¢ € I, posons
U, = ¥*(A));c’est un ouvert contenant A, Montrons que la famille (U),.; est localement finie : pour
tout x € E il existe un voisinage ouvert W(x) de x qui ne rencontre qu’un nombre fini d’éléments de ¥,

soit Vi, ... ... » Vo ;5 ainsi W(x) N U, # @ implique I'existence d’'un jtel que 1 <j<netA NV, # Q;

or ¥ étant plus fin que R il existe des éléments X, ..., X, deR tels que V; C X, pour 1 <j < n : ainsi

W) N U, # Q implique t€ U Ixj qui est fini. cqfd
1<j<n

LemMmE 11.— Tout espace qui satisfait aux axiomes (C) et (D) est quasi paracompact.

En effet : Supposons que l’espace E satisfait aux axiomes (C) et (D) et soit R un recouvrement
ouvert de E ; il existe donc un recouvrement & localement fini plus fin que R (axiome (C)) et il existe
une famille localement finie (U,),.q d’ouverts tels que AC U, (axiome (D)). Comme & est plus fin
que R, pour tout A € QA il existe X, € R tel que AC X,. Posons V, = U, N X, ;alors?¥ ={V, | AEX}
est un recouvrement ouvert localement fini plus fin que R cqfd

En groupant ces lemmes on obtient le résultat suivant.

THEOREME 2.— Les énoncés suivants sont équivalents :

a) l'espace E est quasi paracompact ;

b) l'espace E est faiblement régulier et satisfait a l'axiome (C) ;
c) lespace E satisfait a l'axiome (B") ;

d) l'espace E satisfait aux axiomes (C) et (D).

LEMME 12.— Tout espace pleinement quasi normal est faiblement régulier.

En effet : Soit E un espace pleinement quasi normal, on va montrer qu’il satisfait a ’énoncé b) du
lemme 3. Soit R un recouvrement ouvert de E (filtrant ou non) et soit U un étoilement ouvert de R et
soit ¥ un étoilement ouvert ~de U ; posons V= {9*(x) | x €EE}, c’est un recouvrement ouvert de E,
il suffira donc de montrer que ¥ est plus fin que ®R. Or, pour tout x € E, il existe U, € U tel que ¥W*(x) C U,
et, de méme, il existe X, € Rtel que U*(x) C X, ; ainsi ¥*(x) C X, (car, si y €W*(x) alors le voisinage
WH*(y) rencontre W*(x) ; soit donc z € WH(x) N VWH*(y) ; on a donc x EW*(z) et y E W*(2), mais
¥*(z) CU, donc y € U¥(x) C X,). cqfd
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LEMME 13.— Tout espace pleinement quasi normal satisfait a l'axiome (C).

En effet : Pour cela on peut utiliser des résultats de Kelley [17]. Ainsi ’axiome (C) n’est autre que
P’énoncé (b) p. 156, Paxiome (A) est I’énoncé (d) ibid. ; le lemme 34, p. 160 établit que (f) implique (b);
le lemme 33, p. 159 montre que (d) implique (e) ; et il est immédiat que (e) implique (f). Donc (A) implique
bien (C). cqfd

Ainsi (théoréme 2) tout pleinement quasi normal est quasi paracompact.

LemME 14.— Tout espace pleinement quasi normal satisfait a I'axiome (A').

En effet : Soit E un espace pleinement quasi normal et soit R un recouvrement ouvert de E. Comme
E est quasi paracompact, il existe un recouvrement ouvert localement fini plus fin que R ; comme E est
quasi_normal (proposition 30) il existe (lemme 5) une famille (Vy)y 4 localement finie (d’ouverts) telle
que Vi CU ; ainsi ¥V = {VU | U€ U} est un recouvrement fermé localement fini plus fin que R. cqfd

LeMME 15.— Tout espace qui satisfait a l'axiome (A') est pleinement quasi normal.

C’est, en substance, le théoréme 5.27 de Kelley [17], p. 155.

LEMME 16.— Tout espace quasi paracompact et quasi normal est pleinement quasi normal.

[Cet énoncé est une généralisation du théoréme 2 de A.H. Stone [22], cependant sa démonstration
est essentiellement la méme, en voici un résumé].

En effet : Soit U un recouvrement ouvert localement fini de E et pour tout x €E, soit V(x) un
voisinage ouvert de X qui ne rencontre qu’un nombre fini d’éléments de U. On pose A(x) ={U|UEU
et V(x) N U # @). Comme on suppose E quasi normal il existe (lemme 5) une famille (Vy)y ., d’ouverts
qui recouvrent E tels que Vy CU. On pose B(x) = {U|xEUEU} et C(x) ={U|UEA(X) et xE Vi)

On a A(x) = B(x) U C(x). On pose W(x) = V(x)N (u r;( , u)n Uﬁc( , C VU), c’est un voisinage ouvert
€ X € X

de x. Enfin % ={W(x)| x EE} est un étoilement ouvert de U, car si yE Vy alors W*(y) C U. cqfd

THEOREME 3.— Les énoncés suivants sont équivalents :
a) l'espace E est pleinement quasi normal ;

b) l'espace E satisfait a l'axiome (A') ;

c) l'espace E est quasi paracompact et quasi normal.

En effet : Cela découle des lemmes 14, 15, 16 et de la proposition 30. cqfd

REMARQUES.—

1/ Dans le théoréme 2, I’équivalence entre a) et b) est déja connue dans le cas des espaces séparés
(Bourbaki [5], IX, 4, 5, p. 94-95) et dans le cas des espaces quasi réguliers (Kelley [17], théoréme 5.28,
p. 156).

2/ Dans le théoréme 3, “a) <= c¢)” est une généralisation du résultat connu de A.H. Stone [22]
sur 1’équivalence des espaces paracompacts et des espaces pleinement normaux (c’est-i-dire des espaces
pleinement quasi normaux accessibles donc séparés).

3/ Tout espace quasi compact étant évidemment quasi paracompact, il existe des espaces quasi para-
compacts qui ne sont pas quasi normaux (voir 2.2, XI, remarque) et qui ne sont donc pas pleinement
quasi normaux.

PROPOSITION 31.— Tout espace quasi normal qui satisfait a l'axiome (D) est collectivement quasi
normal.
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En effet : On suivra le modéle de la démonstration de Bourbaki [5], IX, 4, 3, théoréme 3, p. 87-88.
Soit E un espace quasi normal satisfaisant 4 I'axiome (D). Soient (A,),.; une famille discréte de fermés
de E et (U),.; une famille localement finic d’ouverts tels que A, C U, pour tout ¢ € I. Munissons I d’une
structure d’ensemble bien ordonné ; on va définir par recurrence transfinie une famille (V,),, d’ouverts
telle que 1/ A, CV, CV, CU, pour tout t€L, 2/ V,NV, =@ pourt#Aet3/V,NA, =@ pourt<p.
Supposons les V, définis pour ¢ <+ de sorte que les trois conditions précédentes soient satisfaites pour
tous (, A <1. On pose E, = ‘27 VL ; F, est réunion d’une famille localement finie de fermés, donc (voir

Bourbaki, ibid., lemme 2, p. 87) F, est fermé ; d’autre part F, N A, = @ pour tout y = v (a cause de 3/);

ainsi G,, = CF,, est un ouvert contenant A,, De méme, la famille (A)), ., étant discréte donc localement

finie, H, = Cu A, est un ouvert contenant A,, Comme E est quasi normal et A,, fermé, il existe un
Fr

ouvert V, tel que A, CV, C —\77 CG,NH, NU,. Ainsi les conditions 1/, 2/ et 3/ sont satisfaites pour
tous ¢, A < 7. La famille (V,),.; ainsi obtenue est bien formée d’ouverts deux 4 deux disjoints. cqfd

[Nous ne savons pas, par contre, s’il existe des espaces collectivement quasi-normaux qui ne satisfont
pas a Paxiome (D)].

4. DISLOCATION

On va introduire et étudier la notion de partie disloquée d’un espace d’ultrafiltres qui servira a
caractériser les espaces quasi paracompacts et les espaces de Lindel6f. On utilisera sans références explicites
les rappels de 0.2.

DEFINITIONS ET NOTATIONS.— Soient E un ensemble et & une partie de R(E). A & on fera correspondre
la partie de T(E), appelée étendue de &, définie par
&)= v 7X);
Xex

c’est I'ensemble de tous les ultrafiltres sur E auxquels appartient 'un quelconque des éléments de &.

On dira que & est une dislocation de E lorsque les éléments de & sont deux a deux disjoints ; (en
particulier toute partition de E est une dislocation de E).

On dira qu’une partic & de T(E) est disloquée lorsqu’elle est égale & ’étendue d’une dislocation de
E. On appellera degré de dislocation d’une partie disloquée @ de T(E) le plus petit cardinal « pour lequel
il existe une dislocation & de E telle que

Card () =a et é(P) =E.

LemMe 17.— Etant données des parties X, Yy de T(E), pour que Pon ait é4(L) C ét(y il faut et
il suffit que & soit plus fin que ;. (En particulier é(&) = T(E) équivaut a dire que & est un recou-
vrement de E qui posséde un sous-recouvrement fini).

En effet : La condition est visiblement suffisante. Réciproquement, si ét(L) C ét(y), alors pour
tout XE€X, T(X) est un compact recouvert par les ouverts T(Y) ol Y parcourt & ; d’ou le résultat.
cqfd

Toute partie disloquée est évidemment ouverte. Les parties T(X) sont les seules parties disloquées
fermées. Ce sont aussi les seules parties disloquées de degré fini ; @ est de degré 0 et T(X) pour X # @
est de degré 1.

LEMME 18.— Soit Ol une partie disloquée de T(E) de degré infini a. Si @ = ét(&) alors Card (L) =«
si de plus & est une dislocation alors Card () = «.
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En effet : Soit & une dislocation de E telle que Card(Y) = a et ét(Y) = (. Supposons que ét(&L) = ét(Y)
et pour tout XEZ posons Yy ={YIYE Yet XNY # Q}; alors, d’aprés le lemme 17 et le fait que Y
est une dislocation, Yy est fini et pour tout YEQY il existe au moins un XEL tel que YEY,;on

désignera cet X 1a par f(Y). On obtient ainsi une application f : ) —=> & telle que f(X) soit fini pour
tout X €. Comme a est infini, on a a = Card(§y) = Card(f(Y)) < Card(&). Si &L est une dislocation,
on a de méme Card(%) < Card(%}) donc Card(Z) = . cqfd

Ainsi, le degré de dislocation d’une vartie & disloquée de degré infini est égal au plus petit cardinal
des parties & de R(E) pour lesquelles ét(&) = & ; c’est aussi le cardinal de toute dislocation & pour laquelle
(L) = A,

LemME 19.—

a) Toute intersection finie de parties disloquées est disloquée.

b) Soient @ une partie disloquée de Y(E) et A une partie de E. Alors € U T(A) et@& U A sont disloquée.
c) Soit & une partie dénombrable de R(E) ; alors ét(L) est une partie disloquée de degré < N,

d) Toute réunion dénombrable de parties disloquées de degré < N est disloquée de degré < No.

En effet :

a) Si & et QY sont des dislocations alors F ={XNY|XEX et Y € Y} est une dislocation et
(D) N ét(Y) = ét(3).

b) Soient & une dislocation et & = ét(%). Alors
y={XnN CAiXELIU{A} et % ={{a}la€Aetag xu XyuZ
[-¥. 4

sont des dislocations et ét(Y)) = A U T(A), ét(3) = QUA.
¢) Soit & ={X, InEN};onpose Y, =X, NC U X_;alors Y={Y, | n €N} est une dislocation
m<n
dénombrable et ét(I) = ét(Y).

d) Découle immédiatement de c). cqfd

CONTRE-EXEMPLE.— Soient F , G des ensembles infinis et E=F x G. Alors £ ={{x} x G| xE€F} et
o) ={F x{y} |y €EG} sont des dislocations de E ; & = ét(&) et @ = ét(YY) soat des parties disloquées
de T(E) (de degrés respectifs Card(F) et Card(G)) tandis que & U @ n’est pas disloqué si Card(G) > N,
(Nous en omettons la démonstration qui, sans étre difficile, est longue).

LEMME 20.— Soient E un espace topologique de nasse T et & une partie de %R(E). Pour que l'on ait
T(E) C ét(x) il faut et il suffit que 5% —-{f( | X €&, } soit un recouvrement (ouvert) de E.

En effet : Six € X alors T(x) C T(X) ; ainsi la condition est suffisante. Réciproquement, si T(E) C ét(),
pour tout xE€E, T(x) est un compact de TgE) recouvert par les ouverts T(X) ou X parcourt & ; donc il
existe X € &, tel que T(x) C T(X) donc x € X. ) cqfd

THEOREME 4.— Soit E un espace topologique de nasse T. Les énoncés suivants sont équivalents :
a) E satisfait a l'axiome (C) ;
b) T(E) posséde un systéme fondamental de voisinages disloqués :

) TEYNCE posséde un systéme fondamental de voisinages disloqués.
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En effet :

a) ==>b). Soit & un voisinage ouvert de T(E) Considérons & ={X | T(X) CA} ; comme @ est
ouvert, on a ét(L) = a'“T(E), donc (d’aprés le lemme 20) .‘33 est un recouvrement ouvert de E. Si E
satisfait 4 I’axiome (C), il existe un recouvrement localement ﬁm Y plus fin queS& Pour toute partie
& de Y posons

U =(n Y) nNC U Y.
4 Yes Yey, Yés
Alors U={Ug | ¥ partie finie de Y} est une dislocation de E ; U est plus fin que & ; enfir: ‘ﬁ est un
recouvrement de E car ¢ est localement fini (soit, en effet, V un voisinage ouvert de x qui ne rencontre
qu’un nombre fini d’éléments de Y et soit § = {Y | YEY et VNY # @} alors V est recouvert par les
U, ol & parcourt les parties de §). Donc (d’aprés les lemmes 20 et 17) on a

T(E) C ét(U) C 61(Y) C ét@,) C ét(X) = &
de sorte que @ contient bien un voisinage disloqué de T(g).

b) = a). Soit R un recouvrement ouvert filtrant de E ; alors (lemme 20) T(E) Cét(R). Si la
condition b) est remplie, il existe une dislocation & telle que T(E) C ét(&) C étuR) ; donc (lemme 17)
& est plus fin que R, qui est plus fin que R (qui est filtrant). De plus & est localement fini (car pour
tout x €E il existe XE&‘J tel que x € X (lemme 20) et & est une dislocation). Ainsi ’espace E satisfait
3 Paxiome (C') équivalent a I'axiome (C) (lemme 6).

b) == ¢). Soit & un voxsnage ouvert de T@)ﬂ CE s alors @ UE est un voisinage de T(E) ;
soit @ une partie disloquée telle que TE)C RC QUE et soit A=EN&. Alors @ C T(A) et

TE)NCEC@RNACBNTA)C(AUE)NTA)=QUA =& ;
or (lemme 19 a)) B N T(A) est disloquée, d’ou le résultat.

c) = b). Smta un voisinage ouvert de T(E) ;. alors T(E) N CEC & ; soit @ une partie dis-

loquée telle que T(E) NCEcCc®c. Alors T(E) CRUEC QL et ®UE est disloquée (lemme 19 b)).

cqfd

En rapprochant le théoréme 4 des théorémes 2 et 3, on obtient une nouvelle caractérisation des
espaces quasi paracompacts et des espaces pleinement quasi normaux.

Voici une autre application de ce théoréme.

ProposiTiON 32.— Soient K un espace quasi compact et E un espace satisfaisant a l'axiome (C), alors
lespace produit K x E satisfait aussi @ l'axiome (C).

En effet : Soit € I’ensemble des ultrafiltres convergents sur K x E. D’aprés le théoréme 4, il suffira
de montrer que € posséde un systéme fondamental de voisinages disloqués dans T(K x E). Désignons
par € I’ensemble des ultrafiltres convergents sur E, par q : K x E —> E la projection canonique et par
g=q4 : T(K x E) —> T(E) son extension aux ultrafiltres. Remarquons que pour tout XCE on a
RT(X)) = T(K x X), donc que I'image réciproque par g de toute partie disloquée de T(E) est une partie

disloquée de T(K x E). En outre, comme K est quasi compact, on a—gl(e' ) = €. Soit alors & un voisinage
ouvert de @ dans T(K x E) ; B = C & est fermé donc B' = g(®@) est fermé dans T(E) et &' = C B’ est
ouvert. Mais @' C @' donc, d’aprés le théoréme 4, il existe une partie disloquée @' de T(E) telle que

e Cc@C&. Ainsi Ci)=_gl(CD') est une partie disloquée de T(K x E) telle que @C®D C & cqfd

Cela généralise un résultat classique : le produit d’un espace compact et d’un espace paracompact
est paracompact (voir Bourbaki [4], I, 9, 10, proposition 17, p. 110-111).
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ESPACES DE LINDELOF .— On dit qu’un espace topologique E est un espace de Lindelof (Bourbaki [S],
IX, 4, exerc. 23, p. 103) lorsque tout recouvrement ouvert de E contient un sous-recouvrement dénombrable.

THEOREME 5.— Soit E un espace topologique de nasse T. Pour que E soit un espace de Lindelof il
faut et il suffit que T(E) posséde un systéme fondamental de voisinages disloqué de degrés <N,

En effet : SiE est un espace de Lindelof, soit Qun voisinage ouvert de T(E) etsoit r = {X | T(X) C =},
alors ét(X) =& DT(E) donc (lemme 20) “%s est un recouvrement ouvert de E ; soit q un sous-recou-
vrement dénombrable ; alors (lemmes 20 et 17) T(E) Cét(U) C @et (lemme 19 c)) ét(U) est disloquée
de degré < N, Ainsi la condition est nécessaire. Réciproquement, supposons la condition remplie et
soit (R un recouvrement ouvert de E ; alors ét(R) est un voisinage de T(E) donc il existe une dislocation
dénombrable & telle que T(E) C et(&’) C ét(®R) donc (lemme 17)& est plus fin que R, donc R contient
un sous-recouvrement dénombrable. cqfd

CoROLLAIRE.— Pour qu’un espace de Lindelof soit quasi paracompact, il faut et il suffit qu’il soit
faiblement régulier.
En effet : Cela découle des théorémes 5, 4 et 2. cqfd

Ce dernier énoncé généralise un résultat connu dans le cas séparé (Bourbaki [5], IX, 4, exerc. 23 ¢),
p. 103).

5. CARACTERISATIONS D’APPLICATIONS

Voici, pour commencer, un résultat simple sur les homomorphismes de graphes.

LEMME 21.— Soient E , F des ensembles, G une partie de E x E, Hune partiede F x Fetf : E —>F
une application. Les énoncés suivants sont équivalents :

a) pour tout (x ,y) €EGona (f(x),f(y)) €EH;

b) pour tout (x ,y) E—(l} ona (fx), f(y)) € i-ll ;

¢c) fGCHTf;

d) fG CHT.

En effet : I'équivalence entre a) et b) est immédiate ; il suffit donc d’établir 1’équivalence entre a)
et c¢). Or si a) est satisfait et si z € f G(x), alors il existe y € G(x) tel que z = f(y), donc (d’aprés a))

(f(x), f(y))€H, soit z€H f(x), donc fGCHf et c) est satisfait. Réciproquement, si c) est satisfait
et si (x,y)€EG, alors f(y) € f G(x), donc f(y) € H f(x), soit (f(x), f(y)) € H, donc a) est satisfait. cqfd

Le résultat suivant qui caractérise certains types d’applications entre espaces topologiques, comprend
quatre parties.

THEOREME 6.— Soient E ,F des espaces topologiques de nasses T,V respectivement, f une appli-
cation de E dans F et f son extension aux ultrafiltres.

I — Les énoncés suivants sont équivalents :

a) f est continue ;

b) fTCVHE;

) ITCcVi ;

d) pour tout (a,B)ET on a (f(a) , t:(B))GV H

e) fTézCV f‘«SE (ce qui revient a dire que pour tout X€E on a f’(T(;)) C V(f&))) ;
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£) 6, fTCo VE;

g) f&E_'l!C6F_\l’f'.

Il — Les énoncés suivants sont équivalents :
a) f est ouverte ;

b)fTDOVf;

c) fTég2 VIdg.

Il — Les énoncés suivants sont équivalents :
a) f est fermée ;

b) f '—I‘l 3_\11f' ;

¢) 85T D6V £.

IV — Pour que l'application f soit propre, il faut et il suffit que l'on ait f 8E = SFV f.

En effet : 1. a) ¢=3> b) Dire que f est continue cest d}re que f(«pv)IC ¢ donc (d’aprés 2.1, pro-
-1-1
position 4) c’est dire que T f C f V ce qui revient a dire que T f C f V (puisque f = f d’apres 0.2, lemme 10 a))

donc f T C V { par symétrie.

-1
D’aprés le lemme 21 on a b) < > C) d). (Remarquons que c) exprime le fait que f(wy) C wy
d-aprés 2.1, proposition 4).

Il est immédiat que b) == e). Pour voir que ¢) = b), on utilise 0.3, lemme 15 en remar-

quant que T, Vet f sont mi-ouvertes.
-l -1

On établit de méme que c) <> f) puisque f) s’écrit aussi T f 6 C f V &p et que f est mi-ouverte.

Enfin, d’aprés le lemme 21, g) est équivalent & fT 6 C V6Ff ce qui entraine fT o C_ V f donc
fréogcvi bg de sorte que g) == d) ; et, réciproquement, en remarquant que f 6 C 8Ff on voit
que d) == g).

— L’équivalence a) <> b) découle de 2.1, proposition 4, en posant G = graphe de f, H=T
et K = V. D’autre part b) == c¢) est immédiat et la réciproque c) == b) découle de 0.3, lemme 15.

III — S’établit de maniére analogue a II.
IV — On utilise la caractérisation des applications propres donnée par Bourbaki [4], I, 10, 2, théo-
réme 1 d), p. 117-118 ; on utilise la caractérisation I, g) des applications continues donnée plus haut

L =1 —1. . N
et on remarque que 'expression f 8g T D 8¢ V f signifie que si I'ultrafiltre a sur E est tel que f(a) converge
vers y alors il existe x € E tel que f(x) = y et que a converge vers x. D’ou le résultat. cqfd

REMARQUES.—

a) Si lapplication f: E —> F est continue et surjective et si de plus f est ouverte ou fermée
on peut montrer, & l'aide des résultats précédents, que I'image de la nasse T de E par Iapplication (f , f)
n’est autre que la nasse V de F.

b) Les caractérisations contenues dans le théoréme 6 peuvent servir de modéles 3 la généralisation
des notions d’application continue, ouverte, fermée ou propre au cas d’ensembles E , F munis de nasses
quelconques G, H respectivement. On obtiendrait ainsi plusieurs notions de continuité généralisée, rela-
tives aux énoncés de I, dont certaines sont necessairement identiques & cause du lemme 21.
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CHAPITRE 3
SUR LA NOTION DE TRAMAIL

On représente les structures semi-uniformes, les topologies et les proximités sur un ensemble E par
les ensembles des entourages de structures semi-uniformes sur I’ensemble des ultrafiltres sur E. Un tel
ensemble d’entourages est appelé tramail. Plus généralement, chaque structure syntopogéne est repré-
sentée par une base de tramail.

La considération du tramail d’'un espace uniforme permet en particulier de caractériser simplement
ses filtres de Cauchy, sa proximité associée, ainsi que la plus fine des structures uniformes, moins fine
que sa structure uniforme, pour lesquelles il est précompact, et suggére une construction nouvelle de son
séparé complété.

On introduit aussi la notion de Q-famille dans un espace topologique qui remplace 1’'usage des fonctions
continues réelles. Cela donne le moyen, entre autre, de caractériser la topologie uniformisable la plus fine
parmi les topologies moins fines qu’une topologie donnée g:e qui fournit une caractérisation intrinséque
des espaces uniformisables), de caractériser la “proximité de Cech” d’un espace topologique et de présenter
une nouvelle construction de son “compactifié de Cech”.

1. DEFINITIONS ET EXEMPLES

DEFINITION 1.— On appellera tramail sur un ensemble E tout ensemble ® de parties de T(E) x T(E)
qui constitue ’ensemble des entourages d’une structure semi-uniforme sur T(E).

Tout systéme fondamental d’entourages de cette structure sera appelé aussi base du tramail 8.

On dira que le tramail B est plus fin que le tramail B’ lorsque la structure semi-uniforme % est plus
fine que ¥’ (voir 0.4).

ExeMPLES.— Toute nasse idempotente sur E est une base de tramail sur E. En particulier la nasse d’une
mérotopologie, la nasse d’une topologie et la nasse d’une proximité sont des exemples de bases de tramails.
On verra dans la suite d’autres exemples.

2. TRAMAIL D’UNE STRUCTURE SEMI-UNIFORME

Etant donnée une structure semi-uniforme U sur l’ensemble E, a tout entourage V correspond par
application g, (x,y) —> (X,V), une partle ¥V de ExE dont l’adherence ¥ dans T(E) x T(E) est
une nasse bi-ouverte sur E, puisqu’en effet, v est I’extension de V aux ultrafiltres (voir 0.2, définition 4
et 0.3, lemme 13 a)). L’ensemble de ces nasses V lorsque V parcourt U est une base de tramail sur E (voir
en particulier 0.2, lemme 10b)) ; le tramail correspondant sera appelé tramail de la structure semi-iniforme U.
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Réciproquement, si % est un tramail sur E admettant une base formée de nasses bi-ouvertes, sa trace
sur E x E est un ensemble d’entourages qui (par transport a I’aide de g) définit une structure semi-uniforme U
sur E dont le tramail est précisément ¥ (0.3, corollaire du lemme 12).

On a ainsi une bijection canonique entre l’ensemble des structures semi-uniformes sur E et ’ensemble
des tramails sur E ayant une base formée de nasses bi-ouvertes, qui conserve la relation de finesse.

PROPOSITION 1.— Soient WU une structure semi-uniforme sur E, G son tramail et G= N V. Alors G
Ves

est une nasse idempotente et la nasse de la topologie déduite de U n’est autre que p(G).

En effet : G est bien entendu le graphe d’un préordre sur T(E) (voir par exemple 0.4, lemme 16 c))
et de plus, puisque ® admet une base formée de fermés, G est fermé dans T(E) x T(E). C’est donc bien
une nasse idempotente. D’autre part, soit T la nasse de la topologie déduite de U et soit ¥ (x) le filtre
des voisinages de x dans cette topologie. On a T(x) = T < ¥(x) > (1.6, remarque e)). Or

G =N VX = N TVE)=T<VE>
Ve Vet

(voir 0.3, lemme 13, c) et 0.2, rappels, €)). Donc T(;) = G(;) pour tout x €E, d’ou le résultat. cqfd
REMARQUES.—

-1 -1
a) La nasse de la topologie déduite de U est bien entendu égale a p(G).

b) Nous serions assez tenté d’appeler la nasse G “la ralingue” du tramail ‘6, mais nous suivra-t-on
jusque 1a!

LEMME 1.— Soit G une nasse idempotente sur un ensemble E. Alors I’ensemble © des voisinages de G

dans T(E) x T(E) est le tramail d’'une structure semi-uniforme sur E et G= N V.
Ve®

En effet : D’aprés 0.4, lemme 17, c’est bien un tramail et G = N V. G étant compact admet un

Veo
systéme fondamental de voisinages de la forme V] T(A,) x T(B,) qui sont des nasses bi-ouvertes
1<i<n
(1.1, caractérisations, 3/ et 0.2, rappels, d)) ; d’ou le résultat. cqfd

PrOPOSITION 2.— Toute topologie est semi-uniformisable.

En effet : Soit T la nasse d’une topologie sur E. L’ensemble des voisinages de T dans T(E) x T(E)
est le tramail d’une structure semi-uniforme sur E (lemme 1) compatible avec la topologie de E puisque
T= vn V. cqfd

€D

[Comparer avec Cszéasar [9], p. 171 et Pervin [19]].

3. TRAMAILS ET STRUCTURES SYNTOPOGENES

RAPPELS.— Cszisar [9], p. 61, définit une structure syntopogéne sur un ensemble E comme étant
un ensemble & non vide d’ordres topogénes sur E qui satisfait aux conditions :

a) pour tous R, R'€ 8 il existe R" €S tel que RCR" et R"CR" ;
b) pour tout R € 8 il existe R'€ 8 tel que RCR'R'".

TRAMAIL D’UNE STRUCTURE SYNTOPOGENE.— Soit & une structure syntopogéne sur E ; 'ensemble @3 des
nasses des ordres topogénes appartenant 3 $ (1.9) est une base de tramail sur E. Réciproquement, si 63 non
vide est une base de tramail sur E formée de nasses, I’ensemble § des ordres topogénes correspondant aux
nasses appartenant i @3 est une structure syntopogéne sur E. Cette correspondance est bijective. On appellera
tramail de la structure syntogéne $ le tramail ayant pour base 63. Pour que deux structures syntopogénes
soient équivalentes (voir la définition dans Cszasar [9], p.71) il faut et il suffit qu’elles aient le méme tramail.
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4. TRAMAILS ET ESPACES UNIFORMES

On supposera dans tout ce paragraphe que E est un espace uniforme et on désignera par U sa structure
uniforme, par 6 le tramail de sa structure uniforme, par T la nasse de sa topologie, par C I’ensemble de

ses ultrafiltres de Cauchy et on posera S= N V.
Veso

RAPPEL.— A la structure uniforme U on associe la relation binaire suivante entre les parties de E :
“pour tout VEU, (A x B)NV # @”. On vérifie que c’est une relation de proximité sur E (voir 1.8,
rappels ; les conditions a), b), c), d) et e) sont évidemment remplies ; quand a f), s’il existe VEU tel

2
que (AxB)YNV =0, soit WEU tel que WCV et soit X =W(A), alors (Ax CX)NW=0 et
X xB)NW=0).

PROPOSITION 3.— La nasse de la proximité associée a U n’est autre que S.

En effet : (AxB)NV # Q@ <— (T(A) x T(B) N v+ @ (voir, par exemple, 0.3, lemme 13b)).

On obtient alors le résultat a 1’aide de 1.8, proposition 8, b) du fait que S= N V., cqfd
Vea

PrOPOSITION 4.— Pour qu’un filtre a sur E soit un filtre de Cauchy pour U il faut et il suffit que tout
élément V de B soit voisinage de T<8> x T<a>,

En effet : 11 suffit de remarquer les deux points suivants :

a) pour que a soit filtre de Cauchy, il faut et il suffit que le filtre produit a x a soit plus fin que U ;

b) T<a> x T<8> posséde un systtme fondamental de voisinages de la forme T(A) x T(B) ou
A et B parcourent a (voir 0.2, rappels, f)). cqfd

On sait (ou 'on vérifie) que pour que I’espace uniforme E soit précompact il faut et il suffit que tout
ultrafiltre sur E soit un filtre de Cauchy (voir notamment Bourbaki [4], II, 4, 2, théoréme 3, p. 229
et exerc. 5, p. 239, qui ne postule plus la séparation dans cette nouvelle édition). D’ou le résultat suivant.

COROLLAIRE.— Pour que l'espace uniforme E soit précompact, il faut et il suffit que tout élément
de son tramail © soit un voisinage de la diagonale A de T(E) x T(E).

PROPOSITION 5.— Soit a un filtre sur E tel que T<a> x T <a>CS. Alors si x est un point adhérent
a a, a converge vers X.

En effet : Si x adhére a a, alors T<a>N T’g;) * Qv(l.6, remarques, a)). Soit bET<a>N T(;)
et c€T <8 > alors (b, ¢) €S donc ¢ € §(b) C S T(x) = T(x) (puisque, d’apres la proposition 1, T = p(S)) ;
ainsi T <@ > C T(x) d’ou1 le résultat (1.6, remarques, a)). cqfd

Cela généralise un résultat connu : tout point adhérent a un filtre de Cauchy est aussi point limite
de ce filtre (Bourbaki [4], II, 3, 2, corollaire 2, p. 208).

PROPOSITION 6.— L’ensemble ©* des voisinages de S dans T(E) x T(E) est le tramail d’'une structure
uniforme U* (compatible avec la topologie de E) qui est “la plus fine des structures uniformes moins
fines que U pour lesquelles E est précompact’.

En effet : ©* est le tramail d’une structure uniforme U* (lemme 1 ; S est symétrique !)etS= N V;
Veg*

la topologie déduite de U* ayant pour nasse p(S) (proposition 1) elle est égale a la topologie de E déduite
deU.

Soit W' une structure uniforme moins fine que U et pour laquelle E est précompact et soit ¥’ son
tramail ; alors ¥’ C B et tout élément de B’ est un voisinage de A (corollaire de la proposition 4), donc
la topologie sur T(E) déduite de la structure uniforme B’ est moins fine que la topologie canonique de
T(E), donc (0.4, lemme 17) %’ est ’ensemble des voisinages de S’ = Vﬁ ,V dans ’espace T(E) x T(E).

€%
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Or SCS', donc ¥' CB*, donc W C U. D’autre part ®* CB, car si V est un voisinage ouvert de S qui
ne contient aucun élément de B, alors G serait un filtre qui posséde un point adhérent appartenant au
compact C V, ce qui est absurde car les points adhérents 3 B sont ceux de S. Comme U* est précompacte
(corollaire de la proposition 4) I’assertion est établie. cqfd

[Comparer avec Bourbaki [5], IX, 1, exerc. 6, p. 22].

LEMME 2.— Les ultrafiltres de Cauchy sur E pour la structure uniforme 6 sont les images des ultrafiltres
de Cauchy sur E, pour U, par linjection canonique x —> X.

En effet : la trace de B sur E X E n’est autre que I'image de AU par cette injection. cqfd

PROPOSITION 7.—

a) L'adhérence de E pour la topologie sur YT(E) déduite de la structure uniforme G est égale a C.

b) La trace sur C de la topologie sur T(E) déduite de la structure uniforme © est moins fine que
la trace de la topologie canonique de T(E).

c) La trace de la structure uniforme ® sur C en fait un espace uniforme complet.

En effet :

a) SoitAcetteadhérence;aeA(=)VVE‘u.€’(u)ﬁE¢Q)<=>VVE‘UAEQ’(E)<=$
Vveldae UET(V(x)) (0.3, lemme 13 ¢)) <>V VEU IXEE V(x)Ea<——>a€C ; donc
X€

A=C.
b) Pour tout ¢ €C et pour tout VESE, V(a) est un voisinage de a pour la topologie canonique de
T(E) (proposition 4), d’ou le résultat.

c¢) Comme E est dense dans C (pour la topologie déduite de ) il suffit de montrer que toute base de
filtre de Cauchy sur E converge dans C (Bourbaki [4], II, 3, 4, proposition 9, p. 211) et pour cela (Bour-
baki ibid. 11, 3, 2, corollaire 3, p. 208) il suffit de montrer que tout ultrafiltre de Cauchy sur E converge
dans C. Ainsi (lemme 2) soit a €C et soit @ son image par l'injection x —>%X ; alors’a converge versa
dans la topologie canonique de T(E), donc aussi dans la topologie moins fine (voir b)) déduite de. cqfd

Soit R la relation d’équivalence sur E dont le graphe est égal & N V et soit E I’ensemble quotient

Vea
E/R de E par cette relation d’équivalence. L’image U de U par I’extension de l’application canonique «
de E sur E est une structure uniforme séparée sur E appelée structure séparée associée a U (voir Bour-

baki [3], II, 1, 4, p. 137 et non pas Bourbaki [4], II, 3, 8, p. 221-223). L’espace uniforme E ainsi obtenu
est la solution du probléme universel suivant : pour toute application uniformément continue f de I’espace
uniforme E dans un espace uniforme séparé F, il existe une application uniformément continue g et une
seule telle que f = ga (a elle-méme étant uniformément continue). On le vérifie facilement d’aprés la
construction de U. (Ainsi I'espace E est en quelque sorte_“I’espace uniforme quotient” de ’espace uni-
forme E par la relation d’équivalence R). La topologie de E est le quotient de celle de E par R.

THEOREME 1.— L’ensgmble C étant muni de la structure uniforme (induite) trace de la structure uni-
forme ®, I'espace séparé C associé a I'espace uniforme C n’est autre que l’espace séparé complété de I'espace E
(pour l'application canoniquei: E > E C Q).

En effet : On utilise Bourbaki [4], II, 3, 7, p. 216-219 en prenant pour définition du séparé complété
la propriété (P) du théoréme 3 ; nous montrerons que (€ , 1) est solution de ce probléme universel. Désignons
par j l'injection canonique x —> X de E dans C, par «a I'application canonique de C sur C et par i le
composé o j. Soit f: E —> F une application uniformément continue de E dans un espace complet
séparé F. Alors il existe une application f' : E—> F unique telle que f = i ; il est_clair que f' est
une application uniformément continue du sous-espace E de I’espace C dans F ; comme E est dense dans
C (proposition 7 a)) f' se prolonge par continuité a C tout entier, la fonctlon prolongée g’ est unifor-
mément continue (voir Bourbaki [4], II, 3, 6, théoréme 2, p. 215) et unique (Bourbaki, ibid., 1, 8, S,
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theoreme 1, p. 93). Ainsi il existe une application uniformément continue unique g : C —>F telle
que g =ga. Donc f=¢gj=gaj=giDe plus si g, : C —>F est une application uniformément
continue telle que f = g, i alors f = (g, @)j donc g, « prolonge f' donc g, =g’ = ga ; doncg, = g. D’autre
part C est complet (voir Bourbaki [3], II, 3, 2, p. 149). cqfd

COROLLAIRE.— Lorsque l'espace E est précompact, le séparé complété de E n’est autre que l'espace
compact quotient de l'espace T(E) par la relation d’équivalence définie par S.

En effet : Lorsque E est précompact, on a C = T(E) et ’espace séparé complété C est compact.
Comme d’autre part ’espace topologique quotient de 1’espace T(E) par I’équivalence S est compact (Bour-
baki [3], I, 10, 6, proposition 8, p. 97) et que sa topologie est plus fine que celle de C (proposition 7 b))
ces deux topologies sont identiques (Bourbaki [4], I, 9, 4, corollaire 3, p. 101). cqfd

REMARQUE.— Lorsque I’espace uniforme E est séparé, Iapplication canonique i : E —> C est un
isomorphisme de l’espace E sur le sous-espace uniforme i(E). Ainsi, si ’on part d’un espace uniforme
séparé (E,U) on peut lui associer canoniquement un espace (séparé) précompact (E ,U*) (proposition 6)
et donc (corollaire du théoréme 1) un compactifié quotient de T(E) par S. Sans se servir des fonctions
continues réelles, on peut donc établir I’équivalence des espaces uniformisables séparés et des sous-espaces
des espaces compacts (voir aussi Samuel [20]).

5. SUR LA NOTION DE A-FAMILLE

DEFINITION 2.— Soient E un espace topologique, A un ensemble ordonné et < I’ordre strict sur A.
On appellera A-famille dans E toute famille (U,),., d’ouverts de E telle que N\ < u implique U, C U,

On dira que la A-famille (U,), ., va de A a B lorsque A C B et que pour tout \€ A,ona ACU, CB.

Pour tout filtre a sur E, on désignera par a, '’ensemble des parties X de E telles qu’il existe A€a
et une A-famille qui va de A 4 X ; c’est un filtre sur E (comme on le vérifie facilement) qu’on appellera
le A-modifié de a (pour la topologie de E).

REMARQUES.— On a a, Ca. D’autre part, le A-modifié d’un filtre ne dépend que du type d’ordre
de A. Par exemple, si A =@ on a a, =0, =a. En partant d’une prétopologie sur 1’espace topologique E,
on peut associer a tout x € E le A-modifié (pour la topologie de E) du filtre des pseudo-voisinages de x
(voir 1.4) ; on obtient alors une prétopologie moins fine que la prétopologie initiale et qu’on pourra
appeler la A-modifiée de cette prétopologie. Si P est la nasse d’une prétopologie et T est la nasse de la
topologie de E, on désignera par P, la nasse de la A-modifiée de cette prétopologie. On pourrait déve-
lopper systématiquement, pour tout type d’ordre, I’étude des modifiées des prétopologies (et des topo-
logies) sur un espace topologique. Nous ne le ferons pas ici. Nous examinerons deux instances : A(_N)/T la
(— N)-modifiée de la topologie discréte, et TQ/T la Q-modifiée de la topologie elle-méme.

PROPOSITION 8.— Soient E un espace topologique de nasse T, ¥(x) le (— N)-modifié de Pultrafiltre X
et P la nasse de la prétopologie ainsi définie.

a) Pour tout X EE, on a PX) = (Adh u ('T‘r)“) ®) = Adh( U ane ()?))

b) Pour toute topologie quasi réguliére sur E de nasse V, si TCV alors PCV.

En effet :

a) Par définition P(X) = T <%9(x) > ;ainsi T(X) D P(X) équivaut & X ER®(x) qui équivaut a 'existence
d’une suite (U,),.n d’ouverts de E telle que x€U_,,, CU,  CU, CX pour m=1 ; ce qui entraine

pour tout n =1, x€U, CU, CU,_,C...CU, CU, CX donc (X) D (TT)* ). Ainsi
PG) D Adh (U (1) ®).
neN
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Réciproquement, si T(X) D (:l!T)“ X) il existe une suite d’ouverts U{‘ , ...UM telle que
x€EUPCUMC...CUCUTCX;

sion pose, pourn=>1,U, = N Ul on obtient une suite d’ouverts (U,), N+ telle que
1<j<n

x€U,,, CU,CX pour m=>1;

donc X € ¥(x), donc T(X) D P(X). Ainsi PX) = Adh( UN (’]‘T)“(ﬂ) et la seconde égalité découle de 0.1,
ne

lemme 6.

—1 o~ =l o~ o~
b) Si V est la nasse d’une topologie quasi réguliére telle que TCV, alors TT(x) C VV(x) = V(x)
-1 ~. ~ ~ ~.
(2.2, VID) et, par récurrence, (TT)"(x) C V(x), donc P(x) C V(x) donc PC V. cqfd

Autrement dit, la prétopologie définie par P est plus fine que la borne supérieure des topologies quasi
réguliéres moins fines que la topologie définie par T.

=1
COROLLAIRE.— P étant définie comme dans la proposition 8, si T est quasi normale alors P = p(TT) ;
si T est extrémement discontinue alors P = p(TT). Dans ces deux cas P est une nasse de topologie.

En effet : Si T est quasi normale (2.2, XI) T71! est idempotente donc p(T.’.I!) est une nasse de topologie
—1 ~. et P A~ =1~ —1
(1.7, proposition 6 b)) et (TT)*(x) C TT(x) donc P(x) = TT(x) donc P = p(TT). Si T est extrémement
—1
discontinue (2.2, XIII) c’est TT qui est idempotente et on a une démonstration analogue. cqfd

Nous verrons plus loin (proposition 11) que, dans ces deux cas, la topologie de nasse P est uniformisable,
donc quasi réguliére.

LEMME 3.— Soient T la nasse d'une topologie et S la nasse d’une proximité sur E, telles que T C S.
Alors si A et B sont des parties S-éloignées, A et B sont également S-éloignés (ou X désigne l'adhérence de
X pour la topologie définie par T).

En effet : Si A et B sont S-éloignées, alors (1.8, proposition 8 b)) (T(A) x T(B)) NS = @ donc

(S(T(A)) x T(B)) NS = @ (car SS = S) donc (T(T(A)) x T(B)) N S = O, or T(T(A)) = T(A) donc A et B
sont bien S-éloignées. cqfd

PROPOSITION 9.— Soient T la nasse d’une topologie et S la nasse d’une proximité sur E, telles que
T CS. Alors si A et B sont des parties S-éloignées, il existe une Q-famille (pour la topologie T) qui va de
Aa CB.

En effet : 11 faut se souvenir que le type d’ordre de Q est caractérisé par le fait qu’il est total, dénom-
brable infini, sans premier ni dernier élément, et “dense” (c’est-d-dire que pour r < s il existe t tel que
r <t <s). Supposons que A et B sont éloignés alors (1.8 axiome f)) il existe X tel que A et C X, soient
¢éloignés et que X et B soient éloignés, donc (lemme 3) A et CX = CX sont éloignés ; soit U = X alors
ACUC CB A et CU sont éloignés et, de méme, U et CB sont éloignés. Supposons que nous ayons défini
une suite croissante Uy,U,, ..., U,,, departiesde E telleque 1/ U, =Aet U, ,, = CB, 2/ U; ouvert,
pour 1 <i< n et 3/ U; éloigné de CU,,,, pour 0 <i<n ;on va construire une suite croissante V,,V,,

Vam+1y telle que V,; =U; pour 0<i<n+ 1, V; ouvert pour 1 <i<2n + 1, et V; éloigné de
CV“ pour 0 <i<2n+ 1. Pour cela il suffit de construu'e V,y+ypour 0<<i<n. Or U et CU,H sont
éloignés donc (voir plus haut) il existe un ouvert U' tel que U; et éU’ soient éloignés et que U’ et Cy.,
soient éloignés et que U, CU' CU,,, ; on posera Vaier U1 La famille “intercalaire” (V;)o< i < 2a+1)
ainsi obtenue satisfait aux conditions 1/, 2/ et 3/. On peut donc recommencer mdeﬁmment On obtient
ainsi une famille (U,),.q d’ouverts de E telle que ACU,C c CB et que r <s implique U, et CU;, sont
elo(l:gnes donc (lemme 3) U et CUs sont éloignés donc U, C U,. On a bien une Q-famille qui va de A
aCs cqfd
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LEMME 4.— Soit E un espace topologique. La relation suivante entre parties A et B de R(E) est une
proximité, ‘il n’existe pas de Q-famille qui va de A a Cy”

En effet : On vérifie les axiomes (a) a f)) de 1.8. L’axiome a) découle de ce que si (Upyeq est une
Q-famille qui va de A 2 CB alors (CU I ), eQ ©st une Q-famille qui va de B 4 C A. b), c) et d) sont a peu
prés immédiatement vérifiés. e) découle de ce que si (U), eQ ©t (Vp)req sont des Q-familles allant respec-
tivement de A & CB et de A 4 CC alors (U, NV,), o est une Q-famille qui va de A a C (B U C). Quant
a f) il découle de ce que I'on peut “scinder” une Q-famille (U,),.q en deux familles (U), ., et (U), 5,
“isomorphes” 4 des Q-familles (on prend X = C Uy !) cqfd

DEFINITION 3.— On appellera proximité de Cech d’un espace topologique la proximité définie par le
lemme 4.

ProPoSITION 10.— Soit E un espace topologique de nasse T. On désigne par T Pintersection de toutes
1

2 - v
Igs nasses S de proximités (S = S et S = S) qui contiennent T. Alors T est la nasse de la proximité de
ech de E.

En effet : 1l est clair que T est une nasse idempotente et symétrique telle que T C T. D’aprés la
proposition 9, si A et B sont 'T-éloignées, elles sont aussi éloignées pour la proximité de Cech ; soit S la
nasse de cette proximité, on a donc SC T. D’autre part, pour tout X # @, T(T(X)) représente le filtre
des voisinages de X (voir, par exemple, 1.6, remarque c)) et S(Y(X)) représente le filtre des parties B
telles que X soit S-éloigné de CB (voir 1.8, proposition 8c)) donc T(T(X)) C S(T(X)) donc (0.3, corollaire b)
dulemmell)onaTCS;doncTCS,doncS=T. cqfd

Autrement dit, la proximité de Cech d'un espace topologique est la plus fine parmi les proximités
dont les topologies associées sont moins fines que la topologie de l’espace (voir 1.8, proposition 9).

Soit E un espace topologique. Pour tout x€ E, il est clair que le Q-modifié de X est égal au Q-modifié
‘vQ(x) du filtre ¥(x) des voisinages de x. L’application x —> V(x) définit une prétopologie sur
E qui, en fait, est une topologie car (voir Bourbaki [4], I, 1, 2, proposition 2, p. 18) soit V€% o(x) et
soit (U,), cQ une Q-famille qui va de {x} 4 V alors, si 'on pose W = U, ona WE °UQ(x) et pour tout
yEWona VE Voly) (Paxiome Vi ibid. p. 17 est donc bien vérifié). On appellera cette topologie la
topologie de Cech de I'espace E.

THEOREME 2.— La topologie de Cech d'un espace topologique n’est autre que la topologie associée
a sa proximité de Cech.

En effet : Cela découle de la définition 3 et de 1.8, lemme 4. cqfd

Remarquons que, si T est la nasse de la topologie de E, alors p('f) est la nasse de sa topologie de
Cech (c’est une autre maniére d’établir que c’est une topologie, 4 1’aide de 1.8, proposition 9 et 1.7, pro-
position 6 b)).

THEOREME 3.— Soit E un espace topologique de nasse T. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

a) E est uniformisable ;
b) E est proximisable ;
o) p(h) =T

En effet :

a) ==> b). Supposons qu’il existe une structure uniforme U sur E compatible avec sa topologie.

Soit ® son tramail ; alors S = vﬂ V est une nasse de proximité sur E (4, proposition 3) et p(S) = T est
€s

la nasse de la topologie déduite de U (2, proposition 1) c’est aussi la nasse de la topologie associée i la
proximité définie par S (1.8, proposition 9) donc E est bien proximisable.
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b) =—> a). S’il existe une proximité sur E, de nasse S, dont la topologie associée est égale a celle
de E alors T = p(S) (ibid.) or (3.2, lemme 1) il existe une structure uniforme U(S est symétrique !) dont

le tramail ® est tel que S= N V ; donc la topologie déduite de U (3.2, proposition 1) est égale 4 la
Veso

topologie de E ; donc E est bien uniformisable.
b) ==>c¢). Si S est la nasse d’une proximité telle que p(T) = S alors TC >I" C S donc p('f‘) =
c) ==>b). T est une nasse de proximité (proposition 10). cqfd

[L’équivalence entre a) et b) est connue ; cela permet, joint & 2.2; XXI, proposition 28, de retrouver
le fait que tout espace quasi éparpillé est uniformisable (voir, par exemple, Bourbaki [5], IX, 6, exerc. 1a)
p. 139].

COROLLAIRE 1.— La topologie de Cech d'un espace topologique E est la plus fine des topologies uni-
formisables moins fines que la topologie de E.

En effet : La topologie de Cech est uniformisable puisqu’elle est proximisable (théoréme 2) et elle
est moins fine que la topologie de E (d’aprés la définition ; ou encore, car T C T implique T C p(T))
Soit T la nasse de E et smt V la nasse d’une topologie uniformisable moins fine alors TC V donc T C \Y%
donc TC p(’f) Cp(V) =V ; ainsi la topologie définie par V est moins fine que la topologie de Cech de E.

cqfd

COROLLAIRE 2.— Pour qu’un espace topologique soit uniformisable il faut et il suffit que sa topologie
de Cé&ch soit identique d sa topologie.

Autrement dit, pour que I’espace E soit uniformisable il faut et il suffit que, pour tout point x EE
et tout voisinage V de x, il existe une Q-famille qui va de {x}a V.

PROPOSITION 11.— Sozt E un espace topologique de nasse T. Pour que E soit quasi normal il faut

et il suffit que t= TT Pour que E soit extrémement discontinu il faut et il suffit que T= TT Dans
ces deux cas, la topologie de Cech est Ia plus fine des topologies quasi réguliéres moins fines que la topo-
logie de E.

En effet : On utilise 2.2, XI et XIII, et la proposition 8 et son corollaire. cqfd

(OROLLAIRE.— Tout espace quasi normal (resp. extrémement discontinu) est uniformisable si et seule-
ment s’il est quasi régulier.

Pour les espaces normaux, ce résultat est bien connu.

REMARQUE.— Dans le méme ordre d’idées, on pourralt étudier les espaces topologiques dont la nasse T

satisfait 4 une condition du type T=.. .-:fTT TT . On aurait des résultats tout a fait analogues
4 la proposition 11 et son corollaire (et au corollaire de la proposition 7). En particulier, la condition

T = T'Il‘T (qui équivaut a T’ll“T = 'fT_”f) parait intéressante comme étant la géhéralisation la plus immé-
diate de la quasi normalité et de la discontinuité extréme ; sa traduction en termes topologiques est assez
simple : tout voisinage fermé d’une partie fermée A contient un voisinage d’un voisinage fermé de A”
(ou encore “pour toutes parties A fermée et B ouverte telles que A N B = @ il existe des ouverts disjoints
Uet V telsque ACU et BCV”)

Le lemme suivant quil est une trés légeére généralisation d’un résultat connu (Gillman et Jerison [12],
3.12, lemme, p. 43-44) explique le succés de la méthode des Q-familles.

LEMME 5.— Soit (U,),.q une Q-famille d'un espace topologique E, et pour tout x € E soit
f(x) = inf{r|x€U,};

alors f : E —> R est une application continue de !’espace E dans la droite achevée R.
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En effet : 11 suffit de remarquer les points suivants : x € _ﬁ, = f(x)<r1,f(x)<r == x€U,;
donc f(Us_)C [—oo,s] et f(CU,)C [r,+] ; et f(x) <s == x€U,,r<f(x) =>x€E CUr ; de plus
f(U;, N CU) CIr,s] " cqfd

Joint au corollaire 2 du théoréme 3, ce lemme permet de retrouver la caractérisation des espaces
uniformisables 4 ’aide des fonctions continues réelles (Bourbaki [5], IX, 1, 5, théoréme 2, p. 17). Il peut
intervenir aussi dans de nombreuses questions ou les fonctions continues réelles interviennent et donner
un caractére plus intrinséque a ces recherches. En voici un exemple.

On dit qu’un espace topologique E est weierstrassien (Bourbaki [5], IX, 1, exerc. 22 a), p. 27) lorsque
toute fonction réelle continue sur E est bornée ; pour cela il faut et il suffit que toute fonction réelle
continue f soit minorée (car alors — f est aussi une fonction continue). [En anglais ces espaces sont appelés
“pseudocompact” (Gillman et Jerison [12], p. 12)].

PROPOSITION 12.— Pour qu’un espace topologique E soit weierstrassien, il faut et il suffit que toute
Q-famille d’ouverts non vides de E ait une intersection non vide.

En effet : Si (U, e @ est une Q-famille d’ouverts non vides telle que nQ U, = @, alors la fonction
re

f: E —> R associée (lemme 5) ne prend pas la valeur — > et cependant s’en approche indéfiniment ;
de plus ] — oo, + o] est homéomorphe 4 ] — oo, 0], donc il existe une fonction réelle continue sur E non
minorée, donc E n’est pas weierstrassien. Réciproquement, si E n’est pas weierstrassien, il existe une fonction

-1
f: E —> R continue non minorée, donc la famille (U, = f(J«, r])),.q est une Q-famille d’ouverts
non vides a intersection vide. cqfd

[Comparer avec le cas complétement régulier (Bourbaki [5], IX, 1, exerc. 22, p. 27-29)].

6. SUR LE COMPACTIFIE DE STONE-CECH

Soit E un espace topologique quelconque. Il s’agit de résoudre le probléme universel suivant : trouver
un espace compact E et une application continue i : E ——> E tels que pour toute application continue
f: E ——> K de E dans un compact K il existe une application continue et une seule g : E—>K
telle que f = gi. Toute solution de ce probléme sera appelée espace compact de Stone-Cech associé 4 E.

THEOREME 4.— Soit E un espace topglogique de nasse T. L’espace '1“(E)/jl", quotient de l'espace T(E)
par la relation d’équivalence définie par T, est un espace compact de Stone-Cech associé a E (pour lappli-
cation canonique i : E —> T(E) —> T(E)/T).

En effet : Soit j : E —> T(E) I'application canonique x —> X et soit a : T(E) —> T(E)/’i“
I’application canonique sur ’espace quotient ; on a i = aj. Soit f : E —= K une application continue
de E dans un compact K. f se “prolonge” de maniére unique en une application continue f' : T(E) —=> K
(voir 0.3, remarques, a)) telle que f = f'j ; on a f'(a) = li‘r‘n f(x). Soit S le graphe en (a, b) de la relation

d’équivalence f'(a) = f'(b) ; S est fermé, symétrique et idempotent, c’est donc une nasse de proximité.
D’autre part (;, a) €T veut dire que a converge vers x ; donc f(a) converge vers f(x) donc f'(s) = f'(X)
donc (X,8)ES. Or T est une nasse mi-ouverte donc (1.1, caractér'isations, 2/ b)) T = Adh T §. Comme
TSCS, onaTCS donc T CS. Donc f' se factorise & travers T(E)/T, c’est-d-dire qu’il existe une fonction
continue g : 'I"(E)/T —> K telle que f' =ga. Donc f=gaj=gi Sig, : T(E)/T — K est une
fonction continue telle que f = g,i on a g,i = gidonc g,aj = gaj = f'j donc g,a = f' = g« (unicité de )
donc g, = g (o est surjective). Comme d’autre part I’espace T(E)/T est compact (Bourbaki [3], I, 10, 6,
proposition 8, p. 97), le théoréme est établi. cqfd

Dans le cas ou E est complétement régulier, T(E)/T n’est autre que le compactifié de Stone-Cech S E.

[Comparer avec Samuel [20], Inagaki et Sugawara [16] et Bourbaki [5], IX, 1, exerc. 7, p. 22-23].
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CHAPITRE 4
TOPOLOGIES SUR L’ENSEMBLE DES TOPOLOGIES
SUR UN ENSEMBLE DONNE

On munit ’ensemble des topologies sur un ensemble donné de trois topologies ‘““naturelles” dont
on étudie et compare les propriétés. En particulier, toute topologie est approximable par des topologies
“de type fini” ; toute topologie accessible est limite de topologies compactes.

On montre ainsi que bon nombre de propriétés topologiques classiques ne sont pas “stables” en
un certain sens.

1. DEFINITION DES TROIS TOPOLOGIES

RAPPELS.— Les résultats suivants sont établis dans Choquet [7].

Soit E un espace localement compact. On munit ’ensemble F(E) des fermés non vides de E d’une
topologie canonique localement compacte ; dans cette topologie, la famille (A)),.; d’éléments de F(E)
converge vers I'élément A de F(E) suivant le filtre ¢ sur I, si et seulement si lim A, (voir 0.1, définition 3)

existe et est égale 4 A.

Pour que I’espace F(E) soit compact il faut et il suffit que 1’espace E soit compact ; dans ce cas évi-
demment ’ensemble ¥ (E) est identique & ’ensemble (E) des compacts non vides de E.

On appelle recouvrement effectif d’une partie A de E tout recouvrement fini de A par des ouverts
B,,...,B, de E tels que ANB, # @ pour 1 <i<n.

Lorsque E est compact, la topologie canonique de %(E) (donc de JIE)) peut aussi étre définie de
la maniére suivante : pour tout élément K de J{E) et tout recouvrement effectif R de K, on considére
I’ensemble (K ; R) des éléments de K(E) pour lesquels R est un recouvrement effectif. Alors I’ensemble
des V(K ; R) ou R décrit ’ensemble des recouvrements effectifs de K est un systéme fondamental de
voisinages ouverts de K pour la topologie canonique de J(E).

TOPOLOGIE DES MEROTOPOLOGIES.— Soit E un ensemble et IUE) I’ensemble des nasses de méroto-
pologies sur E (voir 1.5). On définira sur JIT(E) une topologie “naturelle”, appelée topologie des méro-
topologies (ou topologie V), de la maniére suivante : 'ensemble %(E) muni de la topologie discréte est,
évidemment, localement compact ; ainsi 'ensemble ¥ (%(E)) des parties non vides de %(E) est muni d’une
topologie canonique localement compacte (voir rappels) ; I’ensemble des mérotopologies sur E est une
partiec de ’espace F(%(E)), on prend la topologie induite et on la transporte sur JYE) par la bijection
canonique (voir 1.5). Explicitement, une famille (w,),.; de mérotopologies sur E converge vers la méro-
topologie w suivant le filtre ¢ sur I lorsque

w=infwt=s161pw‘
¢
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(ou i‘gf“h: n U w=U N

Jeg(e) el Jece el
et
sup w, = n u w, = U n W,
'3 Jee tel Jeg(e) el

et ou g(c) est la grille associée au filtre ¢).

TOPOLOGIE DES PRETOPOLOGIES.— On définira sur %r(E), ’ensemble des nasses mi-ouvertes sur E (voir
1.2), une topologie “naturelle”, appelée topologie des prétopologies (ou topologie %), de la maniére
suivante : 4 chaque élément P de %r(E) correspond I’élément (P(;{))x g de l'espace produit GC(T(E)E
o K(T(E)) est I'espace des parties compactes non vides de ’espace T(E) ; cette correspondance est
bijective ; (J(T(E)) s’identifie aussi 4 I’espace des filtres ®(E) sur E, voir 0.2, rappels, g)). On transporte
ainsi la topologie produit de(J(T(E)))® & @r(E) par cette bijection. Explicitement, une famille @)1
de nasses mi-ouvertes sur E converge vers la nasse mi-ouverte P suivant le filtre ¢ sur I lorsque : pour
tout xX€E on a P(;) = ilclf PL(?(‘) = s1:p PL(;(')

(ouinff PX)= N Adh U P(X) et supPX)= N Adh U P,X)).
c Jeg(e) el ¢ Jec tel

TOPOLOGIE DES NASSES.— L’ensemble SUE) des nasses sur E est une partie de I’espace compact
HK(L(E) x T(E)) des compacts non vides de I’espace produit T(E) x T(E) (lorsque E # @). La topologie
induite sur SUE) sera appelée topologie des nasses (ou topologie IU).

‘B(E), '’ensemble des nasses de topologies sur E (voir 1.6) étant une partie de chacun des espaces
IMYE), Lr(E) et IUE) est ainsi muni de trois topologies “naturelles” induites qu’on désignera encore par
IR, Lr et IT respectivement.

2. PROPRIETES DE CES TROIS TOPOLOGIES

THEOREME 1.—

a) Les trois espaces NU(E), @r(E) et IUE) (munis des topologies N, Rt et I respectivement) sont
compacts.

b) Les applications p : SUE) —= r(E) et m : IYE) —> IR(E) sont continues /voir 1.2 et
1.5).
En effet :
a) Soit (w,),; une famille de mérotopologies et soit ¢ un ultrafiltre sur I, alors lim w, = Jﬂ UJ w,
2 €cC e

est stable pour les réunions finies et les intersections finies et définit donc une mérotopologie. Ainsi tout
ultrafiltre sur JUE) est convergent et de plus JMYE) est séparé puisque I’espace G (R(E)) Dest.

L’espace JC(T(E)) étant compact (voir rappels) il en est de méme de ®r(E). Enfin 1’espace SUE)
est compact puisque toute limite de nasses est une nasse.

b) Soient (G,),.; une famille de nasses sur E et ¢ un filtre sur I pour lequel G = lim G, existe ;
(4
soient w, I’ensemble des ouverts de G, et w ’ensemble des ouverts de G. Alors (1.3, lemme 1)
w =inf w, Csup w, C w
[4 c

Y

donc li‘m w, existe et est égale 4 w, autrement dit la famille (m(G,)),.; converge vers m(G) suivant le

filtre ¢. m est bien continue.
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D’autre part, d’aprés 0.1, corollaire a) et c) des lemmes 6 et 7, pour tout x€E lir‘n GL(?{) existe et

est égal 3 G(X), autrement dit la famille (p(G,)),.; converge vers p(G) suivant le filtre c. cqfd

COROLLAIRE.— Sur B(E) les topologies 1L et Rr sont moins fines que la topologie 9T.
En effet : Les restrictions ae p et m & B(E) sont des injections canoniques (voir 1.2 et 1.5). cqfd

On verra plus loin (contre-exemples) que si E est infini les topologies I et r sont strictement moins
fines que la topologie 9T sur G(E).

PROPOSITION 1.— Sur B(E) la topologie I est égale a la borne supérieure des topologies M et %r.

En effet : D’aprés le corollaire, il suffit de montrer que si un ultrafiltre sur W(E) converge vers un
méme élément T de B(E) pour les topologies M et Lr alors il converge aussi vers T dans la topologie 9T.
Soit donc (T,),.; une famille d’éléments de B(E) et soit ¢ un ultrafiltre sur I tel que la famille converge
vers T € B(E) dans la topologie 1T et la topologie @r ; comme IUE) est compact (pour la topologie 97)
cette famille converge vers G € 9UE). Or, d’aprés le théoréme 1, la famille (m(T,)),, identique a (T),
converge vers m(G) pour la topologie I et la famille (p(T,)),.; identique & (T,),.; converge vers p(G)
pour la topologie @r. Ainsi m(G) = T = p(G) or (voir 1.2 et 1.5) ona p(G) CG C m(G) donc G = T. cqfd

DEFINITION 1.— On dira qu’une topologie sur un ensemble E est de type fini lorsque ’espace E est
somme topologique d’un espace discret et d’un espace fini.

Soit T la nasse d’une topologie sur E ; pour que cette topologie soit de type fini il faut et il suffit
que TNC A soit fini et contenu dans ExE
T(E) x T(E)

On désignera par B,(E) I'’ensemble des nasses de topologies de type fini sur E. On désignera par
f(E) I’ensemble des nasses G sur E pour lesquelles GN CA est (fini et) contenu dans ExE (on a
G .(E) CB(E), voir 1.2). On désignera par IL.(E) I'ensemble des nasses G sur E telles que G§GCG ;

on a B (E) C §E) C MYE) CIL(E). D’autre part, @ (E) désignera I'’ensemble des nasses de topologies
accessibles sur E (voir 2.2, III) et ¥ (E) 'ensemble des nasses T de topologies séparées sur E pour lesquels
TNCA est fini.

THEOREME 2.— L’adhérence de ¥ ¢(E) dans 9UE) (pour la topologie 9V est égale a IL(E).

En effet : D’aprés 0.2, lemme 8, I'adhérence de G;(E) est contenue dans IG(E). Réciproquement,
soit G €IC.(E), nous allons montrer que tout voisinage de G pour la topologie IU contient un élément
de B.(E) ; pour cela, on considére un recouvrement effectif R (voir 1, rappels) de G dans I’espace
T(E) x T(E). Pour tout R € R on choisit un point rgr EGN R et 'on considere G=A U{rRl RER} ;
il est clair que A = G' N CA est fini, (que G’ est une nasse) et que (R est un recouvrement effectif de G'.
Soit B = (pr,A) U (pr, A) ; B est un ensemble fini. On considére ’ensemble & des parties X de B x B telles
que ACX et X6 XCX. Alors (BxB)YNGE &(car ACBxB, ACG,G8GCGet (BxB)d(B xB)
C B x B). Soit C I'intersection de tous les éléments de & et soit G’ = AUC. Alors CE 8et G'CG" CG.
Ainsi G € 9L(E), R est un recouvrement effectif de G et D = G N C A est fini.

Posons H = Dﬂ(ExE),K Dﬂ((CE)x(CE)),L Df'\(ExCE)etM Dﬁ((CE)xE)Pour

tout d €D, soit Uy lintersection de tous les éléments de R auxquels d appartient (Uy = 4 Q R);
€eRer

Clest un voisinage de d ; il existe donc des parties X}y et Y} telles que d € T(Xj) x T(Yy) C U,. Pour tout
d €D on désigne par X; I'intersection des X, pour lesquels e €D et pr,e = pr,d ; de méme, on désigne
par Y 4 I'intersection des Y, pour lesquels e € D et prye = pr,d. Alors d € T(X,) x T(Y,) C Uyet prie = prd
implique X4 = X,, de méme pr,e = przd implique Y4 = Y,. De plus, si d €K alors X4 et Y, sont infinis ;
si dE€L alors Y, est infini, de méme si d €M alors X, est mﬁm Pour tout b € pr,L il existe un x €E tel
que d = ,¥5) E L et pour tout e = (a,8)€ED on a Y; = Y,, notons cet ensemble Wy ; on peut donc
choisir y; € Wy de sorte que Vg € pr,D ; pour toutd = &, B) E€Lposonsd = (X,yg)etsoit L' ={d'|d € L}
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De méme, pour tout a € pr,M il existe y E E tel que (a, y) €M et pour tout e = (a,b)ED on a X, )&.’,
notons V, cet ensemble ; on peut choisir X X, Epr, (DU L') ; pour tout d = (a,y) EM posons d’ (?('u, y)
et soit M’ ={d’ IdEM} Considérons l’ensemble K, des €léments d de K pour lesquels pr,d € pr M et
prod €pr,L et soit K; le complémentaire de K, dans K. Pour tout d = (a,5)€K, il existe donc
e= (x B)yEL et f=(a, y)GM on poserad’ = (x.,yn)(alns1x EVy =X, =Xgety,€Wg =Y, =Y,
et K, —{d | d EK,}. Enfin, on peut choisir pour tout d €K, un point d’' = X, y) telque x€EX4, yEY,,
que X et y n’appartiennent pas a (pr,(D U L'UMuU Ko)) U pr,(DU L'uM U Ko)) (qui est fini) et que,
en posant K} ={d'|d €K,} on ait (pr,;K}) N (pr;K}) = @ (Pensemble K étant fini, il suffit de I’énumérer
et de procéder par recurrence)

On pose alors T = AUHUL' UM UKyUK]. U est clair que TN C A est fini et contenu dans
E X E et que R est un recouvrement effectif de T (car tout élément de (R qui ne rencontrerait pas
HuUL' UM U Ko UK] rencontrerait nécessairement A). Vérifions que T est idempotent ce qui prou-
vera que T €EG4(E) et achévera la démonstration. Pour cela, on remarquera que si V et W sont des parties
de T(E) x T(E) telles que (pr,V) N (pr,W) = @ alors VW = Q. Ainsi :

HL' = HK, = L'L' = L'K; = M'H = M'L' = M'M' = M'’K;, = K;H = KgL' = KoM’ = KK = @
et HUL' UM UK)K; =K, (HUL'UM' UK) = KiK; = Q.

Diautre part HHC G"8G"NExE)CG'N(E x EYCHUA. Aussi, L'HCL' car si &,5)€EH
et (y,Z2)EL' il existe b tel _Que &, 5)EL (z =yj) de sorte que &,YEG" et (¥,5)EG" donc
&, B)EG"BG"CG" donc x,0)EL et X, z)—(x V) EL'. De méme HM'CM'. Enfin L'M’' CKj
car si X,y)EM’ et (y 7)GL il existe a et b tels s que ¥, B)GL et (a, y)GM avec z = yg etx—x.,
donc (a,6)€G" § G CG”, soit (a,6) EK, donc (x,,ya)—-(x Z)EK,. cqfd

[Cette démonstration nous parait un peu laborieuse et nous posons la question de savoir si elle peut
étre simplifiée notablement].

En particulier, ®¢(E) est dense dans W(E) pour 'une quelconque des topologies 17, ®r ou . De
maniére imagée on peut ainsi dire que foute topologie est approximable a l'aide de topologies de type
fini pour 'une quelconque des trois topologies.

CONTRE-EXEMPLES.— Soit E un ensemble infini.

Soient a et b des ultrafiltres non principaux, distincts, sur E. Soit G = A U{(a, b)}, alors G est une
nasse et (2} = G donc, a fortiori, G € 9.(E) (on peut méme vérifier que G € NYE)) mais G & B(E) ; il
existe donc (théoréme 2) un ultrafiltre ¢ sur B,(E) qui converge vers G dans la topologie IC. L’ultrafiltre
¢ converge alors vers p(G) = A dans la topologie %r (théoréme 1). Ainsi ¢ converge dans B(E) pour la topo-
logie %r et ne converge pas dans W(E) pour la topologie 9T. Donc, sur S§(E) la topologie 9t est strictement
plus fine que la topologie %r.

D’autre part, choisissons un point u€E et soit P=AU{(e,a)| e ET(E)IU{(e,b)|eET(E) et

e 3. Alors PE @r(E) et P P CP donc PE 9r.E). Cependant B # P (car b€ PP(3) et b ¢ P()) donc
P& B(E). Il existe un ultrafiltre d sur B,(E) qui converge vers P dans la topologie JC (théoréme 2). Ainsi d
converge vers m(P) € B(E) (théoréme 1 et 1.7, proposition 6 a)) pour la topologie 7T, tandis que b ne
converge pas dans B(E) pour la topologie 9t . Donc, sur G(E) la topologie 9 est strictement plus fine
que la topologie I,

PROPOSITION 2.— B4(E) est dense dans JUE) pour la topologie 9.

En effet : Soit G une nasse sur E et soit (R un 1 recouvrement effectif de G. Comme E x E est dense
dans T(E) x T(E), pour tout RER il existe rg €(E x E)N R ; ainsi G =A U{rg | RER} appartient
4 B¢(E) et R est un recouvrement effectif de G'. cqfd

Donc, a fortiori, B¢(E) est dense dans %r(E) pour la topologie ®r.
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ProrosITION 3.— Si E est infini, Cg;(E) Rr(E) est dense dans 9U(E) pour la topologie IT.

En effet : Comme G}(E) est dense dans 9U(E), il suffit de montrer que tout élément G de @B¢(E) est
limite d’une famille d’éléments de C ‘ﬁr(E): Or, E étant infini, il existe un ultrafiltre non principal a. Le
point a n’est pas isolé dans I’espace CT(E)E, il existe donc sur I = C(E U{8}) un ultrafiltre ¢ qui converge
vers a dans T'(E). Pour tout ¢ €1 on pose G, = G U{ (s, 0)}; il est clair que G, ¢ ®r(E). De plus

imG =N Adh U G = N AdhGU({a}x )= N GU({a}x AdhlJ)
c Jec tel Jec Jec

GUJﬂ {a}x AdhT =GU{(s,0)}=G cqfd
ec

En particulier, si E est infini, ®(E) n’est ni ouvert ni fermé dans 9UE) pour la topologie 9.
PROPOSITION 4.— G, (E) est fermé dans %(E) pour chacune des topologies ®.r, M et IC.

En effet : Soit A = AU (T(E) x CE) ; C’est la nasse d’une topologie accessible sur E et w, ={X| Cx
partie finie de E} U {Q)}. Pour qu’une topologie sur E de nasse T soit accessible il faut et il suffit que T C A,
il faut et il suffit que w, C wr (voir 2.2, III). Le résultat en découle immédiatement. cqfd

PRrOPOSITION 5.— L’adhérence de % ,(E) dans B(E) (pour chacune des topologies ®r, M et ) est
égale d G, (E).

En effet : %O(E) C‘BQ(E) qui est fermé (proposition 4). De plus soit T € B, (E) et soit R un recou-
vrement effectif de T, alors, pour tout RE€ R, si R ne rencontre pas A, il existe un point (a,b) de
T(E) x T(E) appartenant 3 R ou b n’est pas principal ; donc il existe xg €E et X infini tels que

{Xr} x T(Xg) CR.

Comme R est fini, R ={R|RE€ Ret RN A = @} est aussi fini ; on peut donc choisir des ultrafiltres b 5
non principaux, distincts deux a deux, tels que (Xz ,bz) € R pour RER'. Soit V = A U{(Xg ,bg) | RERY).
Alors V€% ((E) et Rest un recouvrement effectif de V. Ainsi tout voisinage de T dans la topologie It
(donc aussi dans les topologies %r et I moins fines) rencontre %O(E). cqfd

LEMME 1.— Tout élément de® ((E) est la nasse d’une topologie paracompacte et complétement normale.

En effet : Soit T€E °G°(E) ; alors T(E) NCE est fini, c’est donc un fermé de T(E) ; il posséde donc

-1 ~
(0.2, rappels f) et 2.4) un systéme fondamental de voisinages disloqués. D€ plus TT(E) = T(E) donc (voir
2.4, théoréme 4) la topologie définie par T est quasi paracompacte, comme elle est séparée par définition,

-1 -1
elle est paracompacte. D’autre part TTC TU T et le résultat découle de 2.2, XII, proposition 17. cqfd

COROLLAIRE.— L'adhérence dans ©(E) de l’ensemble des nasses de topologies paracompactes est égale
a B, (E) (pour l'une quelconque des topologies %x, I ou IU).

Plus généralement, on a le résultat suivant.

THEOREME 3.— Toute topologie accessible sur E est limite (pour 'une quelconque des topologies
I, %r ou M) de topologies compactes sur E.

En effet : D’aprés la proposition 5, il suffit de montrer que si T € ‘BO(E) et si R est un recouvrement
effectif de T dans T(E) x T(E), il existe V&€ V(T ; R) ou V est une nasse de topologie compacte sur E.

Soit donc ®R un recouvrement effectif de T et soit R, ={R|RERet RNA#* Q). AlosW= U R
Remy

est un voisinage ouvert de A, il existe donc une partition& de E telle que U T(X) x T(X) C W. D’autre
Xeg

part soit &L = pry(T NC A) ; pour tout a € @ il existe un point X 4 unique tel que (;. , a) GI N CA (car
T est la nasse d’une topologie séparée). Pour tout a € & soit R4 un élément de R tel que (x4, 0) ER,;
il existe une famille (Y,),. o de parties de E deux a deux disjointes telle que pour tout a €& on ait

~

&, 0 (X} x T(Y,) CR,.
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Posons Uy = {(X,,6) | bET(Y,)NCE}, Y= U Yyet & ={XNCY|XEXet XNCY Q).

e

Pour tout X € &, soit xx un point de X et soit Uy = {(Xx, b) [ ET(X)N CE}. Posons enfin
V=Au(uLEJcaL Ue u( U Ux)

XeZ
On vérifie que V est la nasse d’une topologie compacte sur E et que VE€ V(T ; R). cqfd

Soient E un ensemble, P une propriété portant sur les topologies sur E et 7(P) ’ensemble des nasses
des topologies sur E qui satisfont i la propriété P. D’une maniére imagée, on peut dire que P est stable
lorsque 7(P) est ouvert dans B (E) ; de méme on peut dire que P est ferme lorsque 7(P) est fermé dans B (E) ;
correspondant aux trois topologies 94 %r et I, on a ainsi trois notions de stabilité et trois notions de fermeté.
Les théorémes 2 et 3 permettent alors de dire que la propriété de compacité, sur un ensemble infini quel-
conque, n’est ni stable ni ferme (pour I¢, %r ou AN ; il en va de méme des propriétés suivantes : étre
séparée, étre réguliére, étre normale, étre complétement normale (proposition 5 et lemme 1), étre para-
compacte. Par contre, Ja propriété d’étre accessible est ferme (proposition 4).

3. ENSEMBLES D’APPLICATIONS CONTINUES

Soient G une nasse sur un ensemble E et H une nasse sur l’ensemble F. On désignera par §(G, H)
I’ensembles des parties X de E x F pour lesquelles on a XGC HX on désignera par €(G , H) la partie de
(G, H) formée des graphes d’applications f : E_ ——> F. On peut identifier (G, H) a I’ensemble
des applications f : E ——> F pour lesquelles on a fcc Hf ainsi, si G et H sont des nasses de topologz
&G, H) est 'ensemble des applications continues de E dans F (voir 2.5, théoréme 6). On a €(G, H) = e(G ),
d’apreés 2.5, lemme 21.

Soient (G,),.; une famille de nasses sur E, H une nasse sur F et c un filtre sur 1. Alors on a
inf (G, ,H)C g(slclp G, ,H) et sup g(G,,H) Cg(h:f G, ,H)
En effet : Remarquons d’abord (voir 0.3, lemme 15) que
X suip GL) = s1.:p f(GL et X (ir:f G, )C ix¢1f XG,,
car X est mi-ouverte (0.3, lemme 13). Ainsi :
Xeirgfg(G‘,H) <= 3dJec Vi€JXE (G ,H)<>3Jec V.IE]
%G, CHX = 3J€¢ Adh Y XG, C HX —> sup XG, C HX <=>
f((sv.:p G,) CHX <= X€ g(sup G, , H).

On a une démonstration analogue pour la seconde inclusion. cqfd
Dans les mémes conditions on a

inf €(G, ,H)C¢€ stxpG‘,H) et sup €(G,,H)C e infGL,H) ;
c (4 [4
car &(G, H) est lintersection de €(G, H) avec I’ensemble des (graphes d’) applications de E dans F.

CONTRE-EXEMPLE.— ~Soient E un ensemble infini et @ un ultrafiltre non principal sur E. Pour tout
Xx€E soit Gy = AU{(x,a)} ; c’est une nasse de topologie sur E et lim G, = A (nasse de la topologie
a

discréte).
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Ainsi € (hm G, ,.A) =C (A, A) est I’ensemble des applications de E dans E.
a

D’autre part,
C(G,,A) ={flFAE€s f(A) = f(x)};
ainsi
lim €(G,,A) = N U &G,,A)={fIlVXE€aIxEX FJAE€af(A)=f(x)}={fiTJAE€a
o X

Xea xe

tel que f soit constante sur A}.
Donc lim €(G, , A) # €(lim G, , A). Autrement dit lapplication G —>€ (G, A) de I'espace B (E)
[ a

(muni de la topologie 97) dans I’espace des parties non vides de ’ensemble (discret) des applications de E
dans E, n’est pas continue.
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INDEX DES NOTATIONS

Adh X, Int X, V(x) 09 m, I (E)

il:f A, sup A, lim A, 14 B(E)

8(c) 14, 17 R*
T<T>,TX),X,TE),X, E 16 R,

5,4, 8 16 &, T*, THA), T*(x)
G, G(T), G(a) 17 ét(XL)

IU(E), %r(E), B(E) 24 &, (abus de notation)
p,b 24 8A

WG, Y6, Yo 25 T

X 26 %(E), K(E)

(a) 26 V(K ;R)

JC(T(E)) 27 Be(E), B(E), I.(E), E,(E), G,(E)
[X], L (0), ¢(a), T(X) 28 8(G,H), e(G,H)
w(e) 28
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INDEX TERMINOLOGIQUE

Application continue

Application fermée

Application ouverte

Application propre

Bi-ouvert (graphe)

Compactifié de Stone-Cech
Complémentaire d’un ordre topogéne
Concentrée (partie)

Converge strictement (un filtre)
Degré (de dislocation)

Discréte (famille)

Dislocation

Disloquée (partie)

Eloignée

Espace absolument fermé

Espace accessible

Espace collectivement normal

Espace collectivement quasi normal
Espace compact

Espace compact de Stone-Cech associé

Espace complétement extrémement discontinu

Espace complétement normal
Espace complétement quasi normal
Espace complétement séparé
Espace concentré

Espace connexe

Espace éparpillé

Espace extrémement discontinu
Espace faiblement accessible
Espace faiblement régulier
Espace faiblement séparé
Espace de Kolmogoroff

Espace irréductible

Espace localement compact
Espace de Lindelof

Espace normal

Espace paracompact

Espace pleinement quasi normal
Espace quasi absolument fermé

55
56
56
56
13
65
33
14
38
52
48
52
52
31
39
37
49
49
40
65
41
40
40
39
14
46
46
41
37
45
38
37
42
46
55
40
49
49
39

Espace quasi compact

Espace quasi éparpillé

Espace quasi normal

Espace quasi paracompact

Espace quasi régulier

Espace quasi semi-compact

Espace régulier

Espace semi-compact

Espace semi-régulier

Espace semi-uniforme

Espace séparé

Espace séparé associé (2 un espace uniforme)

Espace submaximal

Espace des ultrafiltres

Espace uniforme précompact

Espace weierstrassien

Etendue

Etoilement

Extension continue (d’une application)
aux ultrafiltres

Extension continue a T(E)

Extension (d’un graphe) aux ultrafiltres

Faiblement fermé (pour une nasse)

Fermé (d’une mérotopologie)

Fermé (pour une nasse)

Fermeture

Filtrante (partie de ®(E))

Filtre de Cauchy

Grille (associée a un filtre)

Idempotent (graphe ou fonction)

Limite

Limite inférieure

Limite supérieure

Localement fermée (partie)

A-famille

A-modifié (d’un filtre)

A-modifiée (d’une prétopologie)

Mérotopologie

Mi-ouvert (graphe)

Nasse

40
46
40
49
39
41
39
41
39
21
38
60
43
16
59
65
52
48

19
19
17
25
28
25
24
44
59
14, 17

14
14
14
43
61
61
61
28
13
23



Nasse bi-ouverte

Nasse d’une mérotopologie

Nasse mi-ouverte

Nasse d’un ordre topogéne

Nasse d’une prétopologie

Nasse d’une proximité

Nasse d’une topologie

Ordre topogéne

Ouvert (d’une mérotopologie)
Ouvert (pour une nasse)

Ouvert régulier

Pré-adhérence

Prétopologie

Proche

Propriété ferme

Propriété stable

Proximisable (espace ou topologie)
Proximité

Proximité associée (a une structure uniforme)

23
28
23
34
26
32
29
33
28
25
39
26

26
31

72
72
31
31
59

Proximité de Cech

Représenter (un filtre)

Séparé complété (d’un espace uniforme)

Structure semi-uniforme

Structure séparée associée (a une structure
uniforme)

Structure syntopogéne

Topologie associée & une proximité

Topologie de Cech

Topologie des mérotopologies (ou topologie M)

Topologie des nasses (ou topologie IT)

Topologie des prétopologies (ou topologie %r)

Topologie de type fini

Tramail

Tramail d’une structure semi-uniforme

Treillis des nasses

Ultrafiltre principal

Uni (recouvrement)

63
17
60
21

60
58
31
63
67
68
68
69
57
57
24
16
48
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