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Nous avons congu cet exposé un peu dans 1'’esprit d'un Séminaire et nous
n'avons surtout pas la prétention de faire preuve d'originalité. Nous donne-
rons quelgues nouveaux résultats dans la partie IV de cet exposé. Nous énon-
cerons beaucoup de résultats connus et pour certains nous rappelerons leurs

démonstrations.

Cet exposé est basé sur le fait qu’il existe un lien étroit d'une part
entre les mesures cylindriques et les fonctions de type positif et d'autre

part entre les processus linfaires & lois marginales indéfiniment divisibles

et les fonctions de type négatif.

Dans le paragraphe I nous parlerons des processus linéaires et des mesu-
res cylindriques et rappelerons certalnes de leurs propriétés usuelles en
s'appuyant sur des articles de Badrikian |1| , Saphar [10] et Schwartz |14].
Dans le paragraphe II nous parlerons des transformées de Fourier d'une mesure
cylindrique, des fonctions de type positif et de type négatif, du lien exis-
tant entre les mesures cylindriques et les fonctions de type positif et nous
donnerons quelques exemples de fonctlions de type positif tirés d'un article
de Bretagnolle, Dacunha-Castelle et Krivine LZJ « Dans le paragraphe III nous
ferons quelques remarques sur les lois indéfiniment divisibles, les fonctions
de type négatif et nous poserons un probléme., Enfin dans le dernier paragraphe
nous étudierons certaines mesures cylindriques images de mesures cylindriques
sur un Hilbert et pour cela nous serons amenés 3 établir des lemmes intéres-
sants par eux-mé8mes, L'étude de ce paragraphe s'appuiera sur un article de

Dudley [5] et une note de Sudakov [13] .
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0 - PRELIMINAIRES

Dans cet exposé on ne considérera que des espaces topologiques séparés
et que des probabilités (de Radon) (sauf précision contraire),

Etant donné E un espace topologique séparé, on notera EBE sa tribu de
Borel et P(E) la famille des probabilités de Radon sur E (c'est-3-dire la
famille des probabilités u sur 3% telles que

p(B) =sup {u (K) 3y KC B, K compact }
pour tout B borélien). On munira EP[E) de la topologie étroite c'est-a-dire
de la topologie la moins fine pour laquelle, pour toute fonction f bornée

semi-continue inférieurement (s.c.i), la fonction wu + u (f) soit s.c.i..
On a les propriétés suivantes :

[01] PIE) est séparée et on peut se borner a des f fonctions caractéristi-
ques d'ouverts appartenant 3 une base de la topologie de E, stable par réunion

finie,

[02) Pour qu'’une partie I de YY(E) soit relativement compact dans J’(E)
11 est suffisant (et nécessaire si E est localement compact ou polonais) que
pour tout € > 0 , 11 existe un compact Ke C E tel que pour toute uy € JI ,

H(Ke]>1-€o

(03) Soient E et F deux espaces topologiques séparés et h ¢ E » F continue,
Pour qu'une probabilité de Radon sur F soit image par h d’une probabilité de
Radon sur E il faut et 11 suffit qu’elle soit portée pr

Radon sur E i1 faut et il suffit qu’elle soit portée par une réunion dénom-

brable d’'images de compacts de E .
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(04] Théoréme de Prokhorov .- Soilent (Xi . “ijlie;I un systéme projectif
d'espaces topologiques et un systdme projectif (“i)iegl de probabilités de
Radon relatif au systéme projectif. Soient d’'autre part X un espace topolo-

gique sépars, Py ¢ X » Xi des applications continues avec Py = 7 o

13 ° P;

pour tout 1 < j .

Pour qu'il existe une probabilité de Radon p sur X vérifiant'ui =Py ou
pour tout i i1 faut et il suffit que la condition suivante soit vérifiée :
pour tout € > 0, i1 existe un compact K€ de X tel que, pour tout i,

Hy (pi (Kell >1-¢,
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I. PROCESSUS, PROBABILITES CYLINDRIQUES, PROBABILITES DE RADON

D'ORDRE p

1. Processgg

Soit (R,%, P) ur 23pace de probabilité ; on notera L® (R, %, P) 1'espace
des P-classes de variables aléatoires réelles relatives a (R, I, P) et on
mettra toujours sur cet espace la structure uniforme de la convergence en
mesure.

Une fonction aléatoire (réelle) relative a (Q,%#, P) définie sur un

ensemble T est une application L de T dans L°(Q, F, P) et elle sera notée
(Q,%, P, L). S1 ¢ (T) désigne la famille des parties finies de T , on notera,

pour tout I de ¢ (T), PI la loi de la variable aléatoire w =+ (L (t) [m]]teiI'
Les PI seront appelées probabilités marginales de L .

Deux fonctions aléatoires (R, %, P, L) et (Q',F', P', L") définies sur

T sont dites isonomes si elles ont m8me systéme de probabilités marginales.
La "classe” d'isonomie d'une fonction aléatoire sur T sera appelée processus
sur T et on dira que toute fonction aléatoire de cette classe est un repré-
sentant du processus. Si de plus (2,%, P) est tel que R est complétement
régulier.f? est la tribu de Borel sur Q et P une probabilité de Radon sur Q
le représentant sera dit usuel.

Si T est un espace vectoriel (resp. un espace topologique) une fonction
aléatoire (9,9, P, L) sur T est dite linéaire (resp. continue) si L est
linéaire (resp. continue). Un processus sur T sera dit linéaire (resp. conti-
nu) si 1'un de ses représentants est linéaire (resp. continu), Mais comme la

linéarité et la continuité d’une fonction aléatoire s’expriment seulement  au
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x x x %
a =<ai.aj> b = <bi.bj>
i % % e | x ]
NTETRTET TSATITCAT
a, Siifjp
s ) <ai.aJ>+1 ot b ) 1- _
i ij 2 2 .12
2 2 1+ /74 (M+1)
/lag 1% 7/ | lay |12+
vérifie, gréce a (6), que
aiJ < b1J 1, J =1, eees n
aii'b11=1 1'1. sesey N,
ainsi I2 5_13 par le théoréme (IV;5).
< I4 « Posons C = 2 (M2+1]. On a:
n 2
= 1 AC exp [-'% ) xi] exp (- l? ) dx, eeedx di
(/z—w)n*ﬂ xis-—e- i=1
1<i<n
2 2
- Cep e P e ) an)" o
V2r v 2w
2
s [ e (- 25 [F“ 22 + " (—l-g-l] dA
v 2%
2
< 1 + 1 f* exp (- Af ] 1 ~-F (—Ag—)]n dx , c.q.f.d,

2!1*1 o 0

Ce corollaire permet de retrouver un résultat énoncé dans une note de

Sudakov |13] et mentionné dans la remarque (I;1) & savoir le

Corollaire 2.- Soit H un Hilbert réel, de boule unité U et soit

Lt H=>L®(Q,%, P) une fonction aléatoire (réelle) linéaire gaussienne

normals,
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moyen des probabilités marginales, tout représentant d'un processus linéaire

(resp. continu) est linéaire (resp. continu).

2. Probabilité cylindrique

Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité par <., .> , é;F la
famille de tous les sous espaces de dimension finie de F . Pour tout N(E.dEF

on notera E, l'espace quotient E/N*, N, 1'application canonique de E dans

N N
Ey ot < | >y 1a forme bilinéaire sur E, x N définie par
<nNy|x>N=<y.x> (xeN, ye€eE) .

De plus, Q< E, F > désignera 1'algébre des cylindres relativement a la

dualité entre E et F ;3 c'est-a-dire

C<E, F> = U n;1tﬂ3el.
NESF N

Un cylindre C e €< E, F > est dit ouvert s'il existe N E%F et O
-1

N tel que C HN e .

On appelle probabilité cylindrique (ou mesure cylindrique) sur E, rela-

ouvert de E

tivement & la dualité donnée entre E et F , un systéme projectif d’espaces

mesurés (EN. uN)N GEé}F , ou My est une probabilité de Radon sur EN .

Remarque (I,2;1).- D'aprés 1l'’exposé 3 de [{} ,» 1'espace vectoriel i&m EN est

isomorphe au dual algébrique F* de F et la topologie limite projective sur
F* est identique a la topologie o (F*, F). De plus, si E; est le complété

de E pour ¢ <E, F >, on a go = F* algébriquement et topologiguement.
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Rappelons maintenant quelques résultats sur les algébres de cylindres

et les mesures cylindrigues (cf [1] et [ﬂ4J ).

Propriété (I,23;1).- Soient E et F deux espaces en dualité par < ., . > . S1

E1 est un sous-espace vectoriel de E , 0 < E, F > partout dense dans E ,

alors :
(ce <€, F>,CDE) => C=E

(c'est-a-dira : (C' € G<E, F> , C'A E, =0 —> C' =0) .

Prguve.~ Soit C & €< E, F >, c'est-a-dire il existe N0 (= %F et A

1

borélien de E / Nj’ tel que C = ' (A)

N L[]
[s]
On a, si CDO E1 ’
m, (©@>mn (E) =0 (EIDN (EJ=E/N;-
o o o o
puisque HN est faiblement continue et que HN [E1) est un espace vectoriel

o o
de dimension finie, donc fermé. Donc,

I (C) =€/ Nt=A
N, 0

c'est-a-dire C = E , c.q.f.d.

Remarque (I,232).- Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité par

< 45 o > o+ 51 E, est un sous espace vectoriel de E en dualité aussi avec F

1

par <., « > , alors E, est o < E, F >-dense dans E et d'aprés ci-dessus

1

1'application qui associe 3 A € 6< E, F > sa trace sur E, est une bijection

1
de g<E.F> sur €< E1.F>.

Propriété (I,2;2) (cf L1J. Ch. 1 et Ch, 3),~ Soient E et F deux espaces vec~-

toriels en dualité par < ., « > « Il existe une correspondance bijective,
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d’une part entre
1) 1les processus linéaires sur F ,
ii) 1les mesures cylindriques sur E (pour la dualité entre E et F) ;
et d'autre part entre
1') 1les applications u de '€< E, F > dans I:O. 1] telles que, pour tout

N € %F , 1'application B -+ u [IIF(B)) de 33E dans [0, 1] est une pro-

N
babilité de Radon,

11') 1les mesures cylindriques (u sur E pour la dualité entre

ne S,
E et F .

De plus, dans la seconde bijection on a, pour tout N & 3‘F s My T IIN (u)

(c’est-a-dire,pour tout B (BNJ ).

N

-1
e %EN , w gt @) =

Dans ce qul suit ':J_J< E, F > désignera la famille des applications p
de ©<E F> dens [0, 1 telles que i') (c’est-a-dire, a 1°'identifi-
cation prés, la famille des mesures cylindriques sur E relativement & la
dualité donnée entre E et F)}. Si1 E est un e.l.c. séparé, on notera aussi
3%< E, E' > par S\S[E) et O« E, E' > par ‘GE (< ., « > étant la
dualité canonique entre E st E').

Si pwe gvb< E, F> , u* désignera l'application

A > W tne [ ] uad) A €B<E, F> , U A DAY
de la classe de toutes les pa:‘ties de E dans [0, 1] .

Bien entendu

W (A) = inf { ] u(A ) 3 A cylindre ouvert, U A DA},

n n

Propriété (I,2;3) (cf [1], Ch. 3).-

a) Soit F un espace vectoriel. Si u & {P< Fx. F >, uest une
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probabilité sur €< F*. F > (<., > 6étant la dualité usuelle entre F
et F*),

b) Soit E un e.l.c. séparé. Soit B = SYD(E] et Ky la mesure sur
@ < F*, F > associée & u . Alors | est une mesure sur ‘QE sl et seulement

si pf; (E) = 1,

Propriété (I,234).- Soit E un e.l.c. séparé. Toute probabilité de Radon m sur

E définit par sa restriction a EE une mesure cylindrique m. et 1l'applica-
v

tion J ¢t m~> m_ de T[E] dans SP(E] est injective.
De plus, u € PE) est 1’image par j d'une probabilité de Radon sur E si
et seulement sl pour tout € > 0, 11 existe un compact Ke tel que

I-I(HN HN KE]Z“'COVNE%EQ’
Preuve,.- La premiére partie de cette propriété est triviale. La derniére
partie est une conséquence du théoréme de PROKHOROV. Montrons donc que j est
injective.

Montrons d’abord, que pour toute partie K de E faiblement fermée,

K = /\ i~ onoK. (1)

Ne S, NN
M =1 ' |
Trivialement K IIN Ty K 3 d'autre part, si x € | K, 11
N € ¥,
% -1
existe N0 = e et U ouvert de EN tel que x GIIN (U) et
o o

A
K C LHN1 (U) , donc tel que
0

xén;? w En;1 n, kK C V) [:n;f m K. D'od
o o o NefE.
)} | .
K C Ln" I K,
L nes, LNV N
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et on a bien (1).

S1i K est un compact de E, 11 est faiblement fermé et la famille

N -+ n;1 HN K, N é&fFE, est une famille filtrante décroissante de fermés

d'intersection K . Et comme u est t-réguliére (E étant complétement régulier)

on a

u (K) = inf w. (M. K),
NeS,, NN

et ainsi la valeur de u en tout compact de E ne dépend que des valeurs de u

sur \QE » C.q.f.d.

Propriété (I,2;5) (cf [1] , exposé 12 ou [14], exposé 13). Soit E un e.l.c.

séparé et soit L ¢ E' » L°® (Q, P) une fonction aléatoire linéaire usuelle,
Pour que L soit décomposée (c'est-a-dire, pour qu'il existe une application
yD de Q dans E, P~lusin mesurable et telle que w > < (P (w), x' > soit dans
L (x'), pour tout x'& E') 11 est nécessaire que la probabilité cylindrique
A, sur E associée 3 L soit de Radon et c'est suffisant si E a ses parties

L

compactes métrisables.

Propriété (I,2;6).- Soit G un Banach séparable ; soit L : G' ~» L® (Q, P) une

fonction aléatoire usuelle sur G'. Notons U la boule unité fermée de G' munie
de la structure uniforme induite par o (G', G) et soit D une partie dénombra=-
ble de U partout dense dans U (U est un compact métrisable). On a équivalence
de :

1) la mesure cylindrique A, associée & L est de Radon sur G ;

L
1i) L ¢ Gé + L° (R, P) est continue et il existe une version ¢ de L
dont les restrictions & D des trajectoires de of sont uniformément continues

sur D muni de la structure uniforme induite par celle de U ,
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Démonstration.- Si 1'on a i1i) 1l existe un D-sous espace vectoriel F de G’',

dénombrable partout dense dans Gé et une version &Z de L tels que

« FA U dense dans U ,

. pour tout w € Q@ , la fonction x -+ 5i'(x] (w) est Q=-1linéaire sur
F1 et a toutes ses restrictions aux F N\ (n U) (n &€ N') uniformément continues
sur F A(n U) muni de la structure uniforme induite par o (G', G).
On en déduit que, pour tout w& Q , la restriction & F muni de la structure
uniforme induite par celle de Gé de la fonction x + of (x) (w) est B-linéaire

et continue. Par conséquent, L : Gé + L° (Q, P) étant continue, L est décom-

posée,d'ol 1) (cf. propriété (I,2;5)).

v
3. Topologie cylindrique (sur P(E)) (cf exposé 3 de [14])

pA
Soit E un e.l.c. séparé, Sur 5°(E]. la topologie cylindrique est la
moins fine rendant continues les applications v : EP(E] -+ SP[G] , associées
aux applications linéaires continues v : E + G de E dans des espaces vecto-

riels de dimension finie G .

Donnons quelques propriétés de cette topologie.

Vv
Propriété (I,3;31).- La topologie cylindrique sur P (E) est séparée,

Preuve : cela résulte du falt que les EP(G) sont séparés et que les v sépa-
Vv
rent les points de P ).

Propriété (I,33;2).~- Pour que des probabilités cylindriques A1 sur E convergent

cylindriquement vers A € SD(E]. (11 faut et) 11 suffit que, pour tout
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x'e E' , x' (Xx,) converge étroitement vers x’ (1),

J

N (Aj)
N AJ converge cylindriquement vers A,

Mais si G est un espace vectoriel de dimension finie, u

Démonstration : Il est presque trivial que si pour tout N & J:E' , I

converge étroitement vers HN (\) sur E

j € <7(6) converge

étroitement vers u € $(6) st et seulement si x* (uj) converge étroitement
vers x© (u) , pour tout x*g Gt .

D'od, HN (Aj] converge étroitement vers HN (A) si et seulement si pour tout

x'€ N, x' (Aj) converge étroitement vers x' (A). Et comme u N =E
Neé’rE,

la propriété (I,3;2) est établie.

v
Propriété (I,3;3).- Soit SP(EO) - gP[E] l'espace des probabilités de

Radon sur Eo = o (E, E'). Sur gF(EOJ la topologie étroite colncide avec

la topologie cylindrique.

Démonstration : La topologlie étroite est trivialement plus fine. Il suffit

donc de montrer que, si des A, & €P(Ec) convergent cylindriquement vers

J
g) -
A = (Eo). elles convergent étroitement.

Mais, la famille des cylindres ouverts de E forme une base de la topologie

de EO stable par réunion finie et par définition mé&me de la topologie cylin-

drique, 1lim inf Aj
J

Par conséquent, on a bien convergence étroite de AJ vers A , c.q.f.d.

(U) 22 (U , pour tout cylindre ouvert U de E .

Propriété (I,3;4).- Soient A, des probabilités de Radon convergeant cylin=-

J

driquement vers une probabilité cylindrique A . Supposons que, pour tout
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€ > 0, 11 existe un compact K€ de E tel que A (Ks] 21 =-¢, pour tout j.

J
Alors X est de Radon sur E et pour tout € > O, A iKe] >1 =-¢ 3 en outre
les AJ convergent vers A étroitement sur E.

Preuve : soit JJl 1'ensemble des probabilités de Radon p sur E vérifiant
p (Ksl > 1 - ¢ pour tout € >0 . Il est fermé dans I (E) et relativement
compact dans J“(E) (d'apraés les préliminaires), donc compact dans $<J°(E).
Il est donc & fortiori compact pour la topologie cylindrique sur fﬁ(E). donc

fermé dans Eﬁ(E) et sur N 1les topologies étroites et cylindrique coin-

cident, c.q.f.d.

4, Ordre et type (cf [j4]. exposés 4, 5 et 16)

Définition.~ Une probabilité cylindrique p sur un Banach E est dite de type

0 si, lorsque ' € E' tend vers 0, &' (\) tend vers § dans J’( R), c'est-
a=-dire si les fonctions aléatoires associées sont continues ; elle est dite
de type p >0, s'll existe M >0 fini tel que, pour tout £'¢ E’

[f 1t]P e ) @e]VP <m |le]] .

Une probabilité de Radon p sur le Banach E est dit d’ordre p si

[ g HxIIP w (e <vm

Il est immédiat que dans le cas ol E est de dimension finie, toute pro-
babilité cylindrique est de Radon et qu’elle est d'ordre p si et seulement si

elle est de type p.
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Théoréme (I,4;1).- Soient E un Banach et u une probabilité de Radon d'ordre

p (0 <p <o) sur E 3 alors, il existe une mesure > 0 finie de Radon sur

E, soit v , portée pat {x 3 x& E , |[|x]] =1},de masse

f ||x||p p (dx) et satisfaisant

Jl< xo y>Pviax) =  fl<x,y>Putdx) ,VyeE

Dans le cas ol p > 1 , tout représentant usuel L : El; + L® (2, P) du processus

associé a u définit un opérateur p-intégral de Et.) dans LP (2, P).

Démonstration : Notons U" la boule unité de E” muni de la topologie induite

par o (E*, E') et soit (R, P, L) une fonction aléatoire linéaire usuelle sur
E' associée a8 wu. D'aprés la propriété (I,2;5) il existe Y: Q -+ E, P-Lusin

mesurable décomposant L . Et comme u est d'ordre p :

/OH‘P(MIIE P (dw) < + =,

la mesure u, = K481 P.u sur (2,B 5) est une mesure de Radon finie.

Soit alors x_ & E , avec ||x°|| =1, etsoitf: Q-+ E avec:

P (w)

II 'j"IT » si LP(U.\] £#0
f (w) = Plw

X, , si P(w) =0

f est P-Lusin mesurable et par suite v = f o ¥y est une mesure de Radon
finie > 0 , portée par {x 3 x €E, ||x|| = 1} . On vérifie aisément que,
pour tout y & E’

flex, y>Putax) = [ |<x,y>P(fo ) (dx)
D'autre part, l'application M : h > Cl (|| || h o f) de G (U") dans
LP (R, P) est linéaire continue et satisfait

L x* =M(¢x,] (o0 L (y) = <x',y»>») ,Vx'eE
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et

lImhll < ¢f In )P vy @D'P, ¥hebw,

1

ol vy est la mesure de Radon image de v par 1'application continue

E+ o (E", E'). Cette mesure a de plus son support contenu dans le compact
u* .

En particulier, sl p > 1, 1'application L & E} -+ LY (2, P) est alors
p-intégrale [Le& IV (Et') , LY (@))] et donc p-sommante au sens de Saphar [10].

Remarque (I,4;1).- Comme pour p & [1, w]_ , LY ala propriété d'approximation,

on a, en vertu de |3| (théor2me 5, p. 133 et Corollaire p. 138) ou de [18]

E ® LPclPwct @ € (2)
d d
P 8]

algébriquement et topologiquement, pour tout p € [1, w[ avec

n n n
dg® G (uw) = tnf {c} ||y1|[p)1/p sup () |< x',xi>|p.]1/p'.u= ) x1®yi}
1=1 x'eF' 1=1 i=1

[1x*]]<1
(si p#1)et

dF®G[uJ=1r(u)-1n-F('§|| Ilsulleu-Ex }
1 by alleswelxgllon = L X ®Yy

n n
=inf O] |Ix | llygll o u= } x, ®y, }.

i=1 1 1 1214 1 i _

Dans (2), les inclusions deviennent des égalités si p = 1 ou si E est un

espace de type Lp .

Remarque (I,4;2).- Conformément aux notations de Saphar |10] , on a, si

P 6]1, +00[:
éﬁg e, LMrcL” C;E; €', LPrc 1P e, Py, (3)

et on peut ainsi retrouver que tout représentant usuel L 1 Et’J + L° (Q, R) du
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=

processus associé & une mesure de Radon d'ordre p sur E, avec 1 < p < = ,

définit un opérateur p-intégral de Eé dans L” (@, P).

Remarque (I,4;3).~ D'aprés |10] , on a :

[] []
iﬁ(ﬁ.lﬁ)=$:(ﬂ L LP) , 81 2<p<w, 1<qg<2;

1 w9, Py, s11 <p<2,2<q<e°,

P 9 , Py =

P (e, F) désignant la famille des opérateurs p-sommants de E dans F ,

Théordme (I,4;2).- Soit pE |1, = et soit L : L¥ (2, %', P*) » ¥ (,%, P)

une application linéaire continue et u la mesure cylindrique associée sur
LP (Q,%., P). Alors, on a équivalence de :

al) u provient d'une mesure de Radon d'ordre p ;

b) L est un opérateur p-intégral ;

c) L est un opérateur p-sommant ;

d) L est un opérateur p-nucléaire & gauche ;

e) L est un opérateur p-nucléaire & droite ;

f) L est un opérateur quasi p-nucléaire.
Si de plus p € |1, 2] , alors a) est équivalent & (cf [10]) :

gj L est un opérateur 1-sommant.

Remarque (I,4;4). Soit E un Banach. Introduisons la tfp—topologie sur E

(» > p > 1), C'est 1la topologie localement convexe sur E définie au moyen
des semi-normes

x> a, )= (g, l<x v >[P (dy')) /P
ol u parcourt la famille des mesures de Radon > 0O, finle sur la boule unité

U’ de E', muni de la o (E', E) topologie.
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Ainsi, si T est un opérateur linéaire continu d'un Banach E dans un Banach

F 3 T est p~sommant si et seulement si T est un opérateur linéaire continu

de E muni de la pr topologie dans F (1 < p <« ),
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II. TRANSFORMEES DE FOURIER

FONCTIONS DE TYPE POSITIF, FONCTIONS DE TYPE NEGATIF

Commengons par donner quelques définitions.

Définition (II;1).- Soient E un e.l.c., E' son dual et p une probabilité de

Radon sur E. L'application f : y > f gl Xey> p (dx) définie sur E' est appelée

transformée de Fourier de u ou fonction caractéristique.

Définition (II;2).- Soient T un ensemble et (R,f, P, L) une fonction aléa-

toire sur T . L'application Frt fei LUt) (@) b (4w) definie sur T est

appelée transformée de Fourier de L. Bien entendu, Ft) = / ettt P{t}(du)
et deux fonctions aléatoires isonomes sur T ont m@me transformée de Fourier,
La transformée de Fourier d’'un processus X sur T sera, par définition, la

transformée de Fourier de 1'un quelconque des représentants de X .

Définition (II;3).- Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité, u une

mesure cylindrique sur E , X le processus(linéaire) sur F associé a y et f la

transformée de Fourier de ce processus. On a, pour tout N de é}#

1 <x|y>
fix)= [_ e u, (dy) , Vxe N3y
EN N
c’est-a-dire la restriction de f 8 N, soit f | N , est la transformée de

Fourier de la probabilité My e

f sera aussl appelée transformée de Fourier de la mesure cylindrique u .

Définition (II;4).- Soit E un espace vectoriel sur R . On dit gu'une fonction

f + E > C est de type positif (resp. de type négatif) si pour tout entier
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n >0, pour toute famille (x,, ... x ) de n éléments de E et pour toute

famille [61, eee £n] de n éléments de € , on a :

f (x, = x,) £, E, >0
i,3=1,..,n 1 J 173

(resp. 1,j=1,§.,n | £ (x;) + f [le - xy - XJ]] &y EJ > 0).

On notera P g ou P (resp. HE ou n] 1'ensemble de toutes les fonctions

de type positif (resp. de type négatif) sur E.
Rappelons les propriétés élémentaires de PE et nE .

1., Propriétés communes

[c,‘] n et P sont deux cBnes convexes.

(cz) n et P sont simplement fermés,

[cs) I‘[,\P est constitué de fonctions constantes > O,
(cy) Ye IUP=Yy@eR ,¥=% ,

vell =V, Rev e U s veP—o V¥V, ¥, Reve?P

¥(x)+¥(x)
2

(csl Si E et F sont deux espaces vectoriels et u une application linéaire

(avec la notation ¥ (x) = ¥ (-x), ¥ (x) = ¥ (x), Rev¥ = ).

de E dans F, alors :

‘l’énF =>‘Pou€nE: YEpF ==>‘!’ou€pE.

2, Autres propriétés de P

) feP — [fix)]| < fO , ¥ x€ E —> f bornée.
(p,) PP c P, aon, fe P —_ lflzep .
(p3)f€P =)expf€p .

(p4] Sifep » On a pour tout x € E et tout hg E
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[f(x) = £ (x+h)|“< 2 £ (0) [f(O) - Re £ (N)],

£(0) -Re £ (2x) < 4 [f (0) - (x)].

Remarque (II,2;1) {cf. [8]).- Pour établir (p2) dans le cas ol 1l'on ne se donne

aucune hypothése de continuité, il suffit de montrer que si A = ([aij)) et

)J) sont deux matrices n x n de type positif la matrice n x n

B ((bi

J

C = [(a1J bij

}J) 1'est aussi, Or cette propriété résulte du fait que pour toute
matrice n x n M est de type positif, i1 existe une matrice n x n, soit P,
telle que M = pp* 3 par suite M est somme de matrices n x n de la forme

R = [(ai a.)) et ces matrices R sont de type positif.

J

Remarque (II,2;2).- D'aprés la remarque ci-dessus, on en déduit que si

A= [(aiJ]) est une matrice n x n de type positif, la matrice B = ((exp aij”
est de type positif,
3. Autres propriétés de n
h) velle—s[.v@ecr ,¥-v,
c¥nEN, ¥(x,,000, x JEE" , £, € C
n 1 n i
Ye =0 — Y ¥i(x, -x,) & E <O,
1=1 1 1<1, §<n i 317

(nz)ven=> Rev v 20 ety -v (0 e I.
() ¥  IL. ¥ reelle = ¥*c I, Yo € Jo, 1] .
) vell= /Ty est sous additive,
[nsl Si1 ¥e l[, alors pour tout x € E et tout ye E
Ke ¥ (x+y) + e ¥ (x=y) <2 |Re ¥ (x) + Ke ¥ (y)] ,
.7m ¥ (x+y) - Im v (x-y) <2 [Oee ¥ (x) + :ym 4 (y]] .

(ng) vell = [1 - exp [- ¥ (x)]l < |l¥ )], ¥xeE.
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4, Théordmes de caractérisations et lien avec les définitions (II;1), (II;2)

ﬂ (II]S) .

E désignera dans tout ce qui suit un espace vectoriel sur R .,

Théoréme (II31).~ S1 f : E + C est de type positif, la fonction x + ¥ (x) =

f (0) - f (x) est de type négatif sur E .

Théoréme (II;2).- Soit ¥ une application quelconque de E dans € . On a équi-

valence de :

i) VY est de type négatif ;

i1) B-S? est de type positif pour tout s > 0 et ¥ (0) > 0 ;

Sn‘l'

i1i) 11 existe une suite s, de réels > 0 tels que s, t0ete est

de type positif pour tout n ; ¥ (0) 20,

Preuve, Pour montrer 1’implication *"iii =—> i" , on peut supposer V¥ (0) =0

(d’aprés nz);et alors, d'aprés (02] et le théoreme (II31), iii = 1 puisque

-5 ¥ 1 =-s, Y(x)
1-e N & IIE et ¥ (x) = 1im S (1-¢e N ).
n->oo n

I1 reste 3 montrer que : i) = 1i). Pour cela on se donne arbitrairement

n €N et [xi. ai)EE ExC (=1, .. n), On a trivialement :

n n “¥(x,=x,) n n _ m
] a3 e 173 .9 Zbibjeij (1)
1=1 3=1 i=1  3=1
/ \P(xil _
avec b, =a,/e et my = ¥ [xi) + Yy (xj] -Y (xi - xj).
Et comme la matrice n x n M = ((miJJ) est de type positif par 1), 1l en

est de méme de la matrice M1 = ((exp m,,)) d'aprés la remarque (II,2;2) ; par

iJ
suite le premier membre de (1) est positif, C.Q.F.D.
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Remarque (II.331).~ Soit f : E + C strictement positive et soit ¥ = Log f .

D'aprés ce qui précéde, ¥ est de type négatif si et seulement £° est de type
positif, quel que soit s > O ,

Remarquons qu’il existe des fonctions f : E - C de type positif et strictement
positives pour lesquelles 11 existe s > 0 tel que £° ne solt pas de type posi-

tif (cf. [11]]. Il suffit de considérer la fonction f : x > ez + cos2 x o Si

€ est suffisament petit, f1/2 n'est pas de type positif,

Théoréme (II;3) (Levy-Kintchine).(cf. |4] , exposé 2).- SoientY une applica-

tion continue de R" dans € » |.| la norme euclidienne de R" s < 05 o>

le produit scalaire correspondant et soit :

2
_ =i<x,y> _ i < x,y > 1 +| vyl
[1-e ’ 2L ] %
1+ |yl vl

K (x, y) =

On a équivalence de :
1) ¥ est de type négatif ;
i1) 11 existe une forme linéaire réelle L sur R' , une forme quadratique
Q positive sur Rn et une mesure de Radon ¢ > O bornée sur Rn - {0} telles
que
¥ (x) =¥ (0)+1L(x)+0Q (x)+ [ K (x, y) o (dy).

R"-{0}

Remarque (II,431).- Le triplet (L, Q, o) est déterminé de maniére unique.

Corollaire.- Si ¥ : R' -+ C est une fonction continue de type négatif alors

pour tout x de R" » 1im M—

noe n

existe et est égale & Q (x).
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En effet, on a en utilisant la décomposition ci-dessus de Y

sin2

n
=5 < X,y >
@s ‘PZ(HX] =0 (x) + f ] :_22 > [1 . lyIZJ o (dy) + k4 ;0) .
n R -{0} n“ |y| n

Il suffit d'appliquer le théoréme de Lebesgue.

Théorame (II;4). (Théorgme de Bochner) (cf. [8] , p. 146).- Soit f : R' > C

continue avec f (0) = 1., On a équivalence de :
i) f est de type positif ;
ii) f est la transformée de Fourier d'une probabilité (de Radon) sur R’ ;
iii) pour toute fonction @ de ) , ONn a
jRnx & f (x=-y) ¢(x) W dx dy 2 0 .,

Définition (II;S5).~- On appellera fonction caractéristique sur R’ , toute

fonction f de R dans C , continue de type positif avec f (0) = 1. Elle

i<x,a>

sera dite dégénérée s’'il existe a €:E{'tel que f (x) = e pour tout

x € R .

Notation : EF(: (E) désignera l'ensemble de toutes les fonctions f de E dans
C satisfaisant :
a) f (0) = 1 ; f est de type positif ,
b) les restrictions de f & tous les sous espaces vectoriels N de E de
dimension finie sont continues quand N est muni de sa topologie

séparée (unique).
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Théorgme (II;5). |1] .- Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité et

soit f : E - C, On a égquivalence de :

a) f € Fo (E)
b) f est la transformée de Fourier d'une mesure cylindrique sur F ;3

c) f est la transformée de Fourier d’un processus linéaire sur E.

Théoréme (II;6).- Soient Eq et E deux espaces vectoriels et u une application

linéaire de E dans E1 . On a :
f EHo(E)) = f.ucPo (E)

E - € est une fonction de type

Théoréme (II;7).- Soit E un e.l.c. Si f

positif, on a équivalence de

1) f est continue au point O ;
i1) (Ke f est continue au point O ;

i1i1) f est uniformément continue sur E.

Ce théoréme est une conséquence immédiate de (p4).

Théorgme (II;8) (cf. [1], exposé 3 ).- Soit X un processus linéaire sur un

e.l.c., (séparé) E et f sa transformée de Fourier. On a équivalence de

i) f est continue sur E ;

ii) X est continue,

Terminons cette partie 4 en donnant quelques autres propriétés des fonc-

tions caractéristiques.

Théoréme (II;9).- Soit u une probabilité de Radon sur R’ ; notons f sa trans-

formée de Fourier. S'il existe X, non nul dans R et a irrationnel tels que
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| £ (xo)l = |f (a xOJI =1,

alors u est portée par un hyperplan de R" .

Plus généralement, s’'il existe p vecteurs x e xp linéairement indépendants

10
de R" et p irrationnels Ggs eoe ap tels que

|‘F (Xill = I'F (Gi Xill =131=1 e, n,

alors u est portée par une variété linéaire de dimension n - p .

Preuve,- Par hypothése il existe a, et bo dans R" tels que

-i<x ,a > -i<x ,b >
e o0 f (xo] =g o9 £ (axo] = 1

donc tels que

/ n [1 - cos < X» U= aoi] p (du) = f n [1 - cos <xo.u-b°{] uldu) = 0,

R R
D’ol

cos (< X e u=ag >) = cos (a < X u-b°> )] =1 U - pp.
Par suite, si pour tout ke 2, Hk (resp. H&] désigne 1'hyperplan

<X ,Uu>=<x ,a >+ 2Kn

o o ]
2 kw

[resp,<xo,u>=<xo,bo>+_3_.)

Les hyperplans Hk et ', ((k,k’) € 7%) étant paralléles entre eux, il existe

k Kk

~ [a)

donc (ko. ké]GE Z° tel que I, =T' et comme a est irrationnel (ko. ké) est

unique. Par conséquent u est portée par 1l'hyperplan IIk .
0o
On en déduit immédiatement le théoréme.

Corollaire 1.~ Les seules fonctions f caractéristiques sur Rﬂ telles que

|¥ (x)] = 1, pour tout x dans R" sont les fonctions dégénéreées,

Corollaire 2,~ Si f est une fonction caractéristique sur R" , égale & 1 sur

un ensemble mesurable de R" , de mesure de Lebesgue non nulle, on a : f= .1,

1=u(RM = ) w (L, AT,

(k, k') c2? K k*
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Corollaire 3,.,- Soit f une fonction caractéristique sur R". S'11 existe

a réel > 1 tel que pour tout x de R', |f (x)| < | f (ax)| , alors f est

dégénérée,

Preuve s C'est immédiat, car on a

1> |f (x)] > |f ==

o

— )| v 1, YxerR",
Donnons encore quelques propriétés,

(1) Soit f une fonction caractéristique sur R’ ., S'il existe a réel # 1 tel
que pour tout x & R" » f (x) = f (ax) , alors f = 1,
{on a alors f (x) = (0'1' X) pour un a, e |o, 1] , et par suite en faisant

tendre n vers + », on a f (x) = 1, ¥ x (= "),

(2) Soit E un espace vectoriel et p une semi-norme sur E. Alors

i) pour toute fonction Y de type négatif sur E

ly ()| <2[1+p%)] sup ¥ )| . ¥ycE,s
y€E
plyls1
i1) st \peg;o' (E), alors
[1-¢)| < 21nf [1, pty)] , ¥y€eE
1i1) si (‘Deq'o (E) et si Lt E~>L® (Q,g:. P) est une fonction aléatoire

sur E, admettant ¢ pour transformée de Fourier, alors
1= 0] < 2w +p{|Lw]>p ],
1 2.2

- ct
c /e fR |1 - @tey)| e 2 dt.
2 (/e - 1)

P [|uty)| 2 ¢] <

Preuve, Pour montrer 1), il suffit de remarquer que pour tout y de E , 1l

existe un entier n tel que n = 1 < p (y) < n et d'utiliser ensuite la sous.
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additivité de v |¥| .

Pour montrer ii), 11 suffit de remarquer que :

[1-pw|<|fu-=-e"Y)e (du)| < 2 tnf [p2ty), 1] .

L (ﬁﬁ)}

Pour 1i1), la 1eére inégalité est triviale, la 2eéme est trés connue, aussi nous

ne la redémontrons pas.

5. Théorémes de convergence (cf. [ﬂ{] et [ﬂB]J

Propriété (II,1).- Solent u_ et u des léments de P R™. Notons ’;}a et u

leurs fonctions caractéristiques respectives. Alors u, converge étroitement

vers u sl et seulement au converge vers ¥ uniformément sur tout compact.

Propriété (II;2).- Soit E un espace topologique séparé ; pour des probabilités

de Radon portées par une partie Ade E , la convergence étroite sur E est la

méme que la convergence étroite sur A des mesures induites,

Propriété (II;3).- Soit E un e.l.c, sépars, M, s @ €T une famille de mesures

cylindriques sur E et u une mesure cylindrique sur E. Notons ﬁu (resp. 1) 1a
transformée de Fourier de My (resp., uJ. On a ¢
1°) st M, converge cylindriquement vers u , ﬁa converge simplement
/\ °
vers u .
2°) st {ua » a €T} est un sous-ensemble relativement compact de J°(E)
et sl w, (y) converge vers  (y) pour tout y € E' , alors il existe une

mesure de Radon v sur E telle qus 0 = et u, converge étroitement vers v .

3°) Supposons {"u , €T} C PE) et u € Y (E). Alors ;
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a) si E est un polonais et si u, converge étroitement vers u , ﬁa converge
vers Q uniformément sur toute partie équicontinue de E' ;
b) si E est un Fréchet, sl pour tout € > 0 i1 existe un compact K€ de E
tel que inf Mo (Ke) > 1 - ¢ (donc ern particulier si T est dénombrable)
a

et si ua converge étroitement vers u , alors ﬁa converge vers ¥ uniformé-

ment sur toute partie équicontinue de E’,

Démonstration.-

1°) est trivial ; 2°) résulte du fait qus deux mesures My st u, de Y°(E)
ont m8mes transformées de Fourier si et seulement si elles sont égalses.
3°) a) est vérifiée d'aprés |16] , page 51.
Montrons maintenant 3°) b). Comme u, converge étroitement vers u ,
inf Mo (Ke] 21 -¢ implique u (K) > 1 - ¢ , Les Mo et u sont donc portées
p:r un sous espace vectoriel fermé séparable de E , soit E1 « Ainsi My | E1
converge &troitement vers M | E1 et d'aprés 3°) a) u;’T\E1 convergs
vers ﬂ/T\é1 uniformément sur toute partie équicontinue de E; = E' / E: .

Par suite, ﬁa converge vers ﬁ uniformément sur toute partie équicontinue de

E. . C.QCF.D.

Cas particulier E = R ,

Propriété : Si fn et f sont des fonctions caractéristiques sur R telles
que, pour tout x€ R , fn (x) - f (x) alors :
1. fn (x) » f (x) , uniformément sur tout compact de R ;

2, Si X > X [xn. X € R) , alors fn [xn] - f (x) .
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Donnons une application de cette propriété. Commengons pour cela a

donner une définition.

Définition (II;6).~ Soit f une fonction caractéristique sur R . On dit

gu'elle est de type S, s'il existe deux suites de réels > O (an) et (bn) et
une suite (fk) de fonctions caractéristiques sur R telles que pour tout u

de R (et pour n » » )

-iuan n u
g (u) =e n f ) > f (u) (a)
n k " b
k=1 n
et sup Ifk ( bu ) =1 + 0 uniformément sur tout compact. (8)
k<n n

Théoréme (II;10).]|9] .- Si f est de type D et f non dégénérée, alors

b
n+1
bn - * b

n

+ 1, quand n -+ «

Preuve. Si bn1L © , 11 existe une sous suite bn convergente, de limite b < =,
k

On applique alors, pour tout £ de N et pour tout x € R, la partie 2 de la

propriété a la suite X, = bn x et & la suite de fonctions caractéristiques
k

), ce qui donne fz = 1, V2 € N.Ce qui contredit le

X

b
n

hk t X > fz (

k
falt que f est non dégénérée. Donc bn + e , quand n >+ »

On montre de méme que la suite bn / bn est bornée. Par suite

+1

f (—=— ) > 1 , quand n + =
n

D’autre part, il existe a‘; R a;" € R tels que, pour tout u€R

bn+1 u -iua”
841 ( 5 u) = g, (u) fn+1 ( 5 Je
n n
Dn u -iuaa
g (= y) f (—————) = g (u) e .
n bn+1 n+1 bn+1 n+1

D'ou, par (B), (a) et puisque [bn / bn 1] est une suite bornée

+

b b
Ign+1 (——gil u) | -+ |f(u]| » |gn ( 5 LW | > If (u]l .4$LséJR .
n n+1
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b
Supposons que un = b"” ne tende pas vers 1. Alors 11 existe une sous
n
suite nk telle que l1'une des suiltes T tendent vers s < 1 3 soit
K n
par exemple un . K

k
En appliquant & nouveau la partie 2 de la propriété ci-dessus, on a 3

8, 4q (U, W > F (su), YucRr
k k
d'ol
|f ()| = |f (sw)| , YueRr,
et |f|] = 1, c'est-a-dire f est dégénérée, ce qui contredit 1'hypothése

sur f ° COQ.F.D.

6., Donnons maintenant quelques exemples d'éléments de nE e_t_ pE .

Exemple 1.[2] .~ Dans tout espace LP (2, u) (u mesure quelconque), de guasi-

norme II.Hp , avec pe |0, 2] , x - ||x||; est de type négatif pour tout

qgs<p.

En effet, d'aprés (n,), il suffit que x = | x| I'; soit de type négatif ;
or ceci résulte du fait que x + |x|P est de type négatif si p € O, 2]
(toujours d’aprés (n,), puisque x - | x| est trivialement de type négatif)

avec |.| norme sur R .

Exemple 2 ¢+ Comme cas particulier de 1'exemple 1, on a, si H est un Hilbert
x +>exp (- a |]|x] '5] est de type positif sur H , continue sur H pour tout

p E]O. 2:] et tout a éR* .
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Exemple 3 3 [2] .- Soit R' muni de la norme ||x||p = [Ix,llp Yoot |x4|pl1/p

avec 0 < p < 2, Alors, si f t R" >R gst continue et si £ (0) = 1, on a

équivalence de :

a) x + f (||x||D) est de type positif sur R® ,

x"

b) 11 existe une probabilité o sur R’ telle que f (x) = f; e ™ ¢ (dul.

Sip>2, alors a) est satisfaite si et seulement si f = 1,

Ce résultat a été établi dans |2] , p. 232, bien que 1'énoncé ci-dessus
soilt apparamment différent. Rappelons le schéma de la preuve de "a = b",
Posons pour cela ¢(x) = f (||x||p). Il existe 4 variables aléatoires X,, X.,
Xa. X4 sur un (Q,EF, P) telles que @ est 1a4transformée de Fourier de la
fonction aléatoire L : (x1. Xps Xqs x4] > 421 Xy Xi .

Tout d'abord, on montre qu’il existe une probabilité conditionnelle P (w, dx)

régulisdre pour X, par rapport a la tribu \(Bcg‘f engendrée par les événements

1
dépendant symétriquement des Xi , 1 =1, ..., 4 tells que :

4
¢x) =e [ 1 ¥ w x)]
1=1

avec

Plo, u) = 77 &M p (u, dt) = e (eiuxrl.¥ UER, T =1, oo, 4.
Ensuite, en explicitant E [ @ (., t) - @(., -t)]* pour t €R , et
E [pt, (wn)P) =@, u"P) @(., vV’P1]? pour (u, v) € R x R,
puis en utilisant (1) et le fait que u > @ (w, u) est de type positif, on

montre qu'il existe no C Q@ mesurable de mesure 1, tel que

Plu, t) = Plu, -t} , ¥Yo€ ,¥teEQ

P o, ()] = pw, o) P, VPLYuer LV v € 0 0"
Et, comme pour tout w , P (., w) est une fonction caractéristique, donc une

fonction continue, (2) (resp. (3)) est encore vraie pour t € R (resp.
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(u, vl € R" x R")
Par conséquent, il existe une fonction h définie sur @ telle que

h(w)|ulP

Lp[w,u]=e ‘\Itme Qo,‘VuéR.

h est alors mesurable et le résultat b) s'en déduit en prenant ¢ = h o P .

Corollaire.~ Soit 0 < r < 2, Il existe une probabilité o, sur R' , telle que

1 2.2
-z-ut

exp (= t7) = fo e o, (du) , (t20),
Preuve. En effet, 11 suffit d'appliquer 1’exemple 3 avec p = 2 et
fi1t+exp (- t°) (d'aprés l'exemple 2, x + exp (- ||x||é) est bien de type

positif, pour tout r ¢]0, 2] ).

Signalons & ce propos quelques propriétés des probabilités oL

Théoréme (II;11).~ Les probabilités o, définies dans le corollaire ci-dessus

ont les propriétés suivantes :

a) o, ({0}) =0 ;
do (u)

b]‘VpgD.}'a. ;.<+w.

u

Démonstration : La preuve de b) m’a €té donnée par J. BRETAGNOLLE,

a) est immédiat car :
-tr
0 501_[{0})59 , Yt

v

0.

Pour montrer b), il suffit de montrer que 1l'on a @

o' (du)

f; 3 <+, ¥nen ’
J"

2

aveco’=~Foor etf:[0,~[+ [0,@[,f(u)=-—;-—-.
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Considérons n entier > 0 et soit

n=1 K o' (du)
-ut ut (ut) r
plt) = f; e [e"" - } i ] = .
0 u
(p(t) existe bien, pour tout t > 0 et on a
- o; (du)
pie) =[5 f (W —
avec
n=1 k
_ 4 _ -ut (ut)
folu=1-e"" (] ).
0
Mais
of  (u)
5 _ _~ut n=1 1
o (t) = e (ut) U=

D’ ot ft est une famille de fonctions sur [b, w[ telles que

0 < ft <1, lim ft = 1

treo
ft < ft' , 81t <t
D’ol, par Beppo-Levi

or'(du]

o
Mails
n=1 n=1 a
veey o [® _t -ut .t -t
4 (t) IU (n=1)1 e °r (du) h-11 °© ’
Et comme ((0) =0
t Sn-‘l _sa
‘P(t)“fo—(—n—:.‘—]—!— e ds.vte[ﬂ,"‘[x

d'ol

lim @(t) < + = , C.Q.0.F,
t>t+e
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III. PROBABILITES INDEFINIMENT DIVISIBLES

PROBABILITES STABLES

Dans tout ce §, E désignera un e.l.c., I.In la norme euclidienne dans
R" et pour tout réel c , Ac désignera 1'application x + cx de E dans E. On
dira qu'une fonction ¥ de E dans R est homogéne s'il existe un réel a > O
tel que, pour tout (A, x) € R; x E, ¥ (Ax) = )\('Y(xJ. On dit aussi que Y

est homogéne d'ordre a .

1. Définitions
Soit u € P(E) et f sa fonction caractéristique.
] = -
u est dite dégénérée s’'il existe a dans E tel que u Ga 3 u est dite symé

trique si uw = A_, o u 3 u est dite idempotente si u x w = u ; u est dite non

1

décomposable s'il existe v, et v, dans Y”(E) non dégénérées et telles que

1 2
M=oV, % v, .
On a immédiatement

Théoréme (III;1).- Une probabilité de Radon est symétrique si et seulement

sl sa fonction caractéristique est réelle (c'est-a-dire si et seulement si

f (u) = f (=-u)),

Théoréme (III;2).- Soit u € 9°(E). Alors :

u idempotente <——> u = 50 3

"30#1telqueu=lcou"¢=)u=60.

Preuve., On a :

u idempotente < f‘Z[u) = f(u,YueE = f(u) =0 ou flu) = 1 .
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Comme f (0) = 1 et que f est continue c’'est donc que : f = 1.

La deuxiéme équivalence est due & la propriété. (1) suivant le corollaire 3

du théoréme (II;8).

Remarque (III;1).- Dans un Banach E , 11 n'existe pas de probabilité de

Radon . quasi-invariante, c’est-a-dire telle que

u x Ga =y, VYacE .

Enfin, on dira que Hy et uZGE J”(E) sont équivalentes, si elles sont ab-

solument continues 1'une par rapport & 1l'autre,

2., Probabilités de Radon indéfiniment divisibles

Définition (III31).- u € Y’(E) est dite indéfiniment divisible si pour tout

1l
SF%E) , telle que u =u : « On notera p € 3(E).

entler n > 0, 11 existe ¥ c
En particulier si y & iV( Rnﬁ.}L est indéfiniment divisible si et seule-
ment si pour tout entier n > 0, 11 existe une fonction caractéristique fn
sur Rn telle que :

M =Ff, ¥Ynen .

n

Théorgme (III;3). [4] et [17] (théoréme (2.2)).- Soit u une probabilité sur

R™ de fonction caractéristique f. On a équivalence de :

1) u est indéfiniment divisible

11) 11 existe ¥ sur R" , de type négatif, telle que ¥ (0) = 0 et f = e-w;
11i) 41 est la loi d'une variable aléatoire X , relative & un (9,%9; P),

a valeurs dans R , cette loi étant loi limite de variables aléatoires
Kn m

S, = ) Xk Telatives au m8me (2, %, P), a valeurs dans R" et telles que
k=1
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ckyre o ne

. \fn , les kn variables Xn

K’ K =1, ¢o0 kn sont indépendantes,
.Ve>o0, ou P IXklp2el —f—> 0.
- n

Nous rappelons ssulement comment 1'on peut établir que f (x) est différent
de 0 , pour tout x de Rm H

(|f (u]lz’n]n est une suite croissante de fonctions bornées de type
positif, donc elle converge simplement vers g finie ; d’ol g est de type
positif (propriété (czll. Mais g = 1{f#0} 3 donc g = 1 sur un voisinage
de 0 et ainsi est continue en 0. Par conséquent, d’aprés le théoréme (II;7),

g est continue sur R''et par suite {f # 0} = R" .

Corollaire. Soit p une probabilité sur R" , symétrique et de fonction carac-
téristique f . Alors, on a équivalence de :
i) u est indéfiniment divisible ;

ii) f est strictement positive, f1/n

est une fonction caractéristique
pour tout entier n > 0 .
En particulier, si f est une fonction strictement positive et si Log f est

une fonction homogéne, u est indéfiniment divisible.

Remarque (III32),.- Soit ¥ ¢+ E -+ R de type négatif. Si elle est homogene

d'ordre « > 2 , ¥ est identiquement nulle (puisque v¥ est sous additiwve),.

Remarque (III;3).- Dans le théoréme (III;3), la condition

(C) : ¥e>0, max P [|X

>e]—>0
kskn e

nklm -

est équivalente & chacune des conditions suivantes :
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Ix|2
(C') : max 5 dPX >0, n>e
k<k 1+ |x|m nk

(C*) : max 'fnk -1 | n:—-——) 0 , uniformément sur tout compact de Rm
k<k
-'n

(avec f_, fonction caractéristique de P, ).
nk Xnk

Propriétés élémentaires

o, € Jeo,uw, € Jo = xu, € J.

2, st u, € ,J[ R™) et si W, converge étroitement vers e@[ Rm], alors

u est indéfiniment divisible,

Exemple 1 = Soit u une mesure finie sur R" , de masse ||u|| et soit la

mesure v

|Iul| E X 1
= —— =

v est indéfiniment divisible car sa transformée de Fourier /\; satisfait

3 (x) = exp -[f 1 - gl “X+¥?) du (y)] ) . ¥xe R".

Exemple 2 - Commengons pour cela par donner quelques définitions. Soient

€ @(E) et f sa transformée de Fourier. On dit que u est stable, si pour

tout (a, B) € R; X R; , 11 existe (y, a) €& R; x E tel que

-i<x,a>

f (ax) £ (Bx) = f (yx) e ,Vxe€EE . 1

On dit que u a la propriété [R). sl pour tout ¢ €]0, 1[ ,» 11 existe Mo
dans @(E) tel que

C (&)
M= uoxu o, ow -lc.u.

Par suite, il existe fc c c:‘Fcr (E) tel que
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-F[u]=+‘(cu]+‘c(u].Vu€E’. (2)

(1]

Dans le cas ol E = R ', on dit que u a la propriété (S) s'il existe une

suite (fk)k de fonctions caractéristiques, une suite (ak)k d’'éléments de R

et une suite (bk)k d’éléments de R; telles que :

-i<u.an> n u m
a) g (u)=e i fk(b]++‘(ul,'\fué_R,
k=1 n

B) sup |F

(—%—-] - 1| tend vers zero uniformément sur tout compact de Rr".
ksn

3

Théoreme (III;4).- Soit u 9L R™. on a : .

uw stable = u a la propriété (}{ ) =—> u a la propriété ( S)

= v e JrM.

Remarque (III;4).- S'1il existe c > 1 tel que (2) soit satisfalte alors on

aurait, pour tout u €E’' , |f (u)] < |f (cu)| . Donc si E = R", f serait

dégénérée (cf corcllaire 3 du théoreme (II;8)).

Remarque (III;S).=- Soit G un espace vectoriel et soit f & Yo (6). Supposons

que pour tout c E.]O. 1[ , 11 existe fc (= %0 (G) telle que

£ (u) = f (cu) F_ (W), Yues ;
alors f ne s'annule en aucun point de G ,

En effet, supposons qu'il existe LE)EE G tel que f (uol =0 = u, # 0).
Mais A=+ F (A uol est une fonction continue sur R , prenant la valeur 1
au point 0. Il existe donc Ao > 0 tel que :

fOu)#o, ¥re [0, .
Soit alors

Ay = sup { x>0 F (u uol £0 .,V e [0, AL} .
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On a :
0 < A1 <1, ¥ (A1 uo) =0 .
Posons a=—-—%——°—.0r.+‘(a)#0.f (2 ca) #0, Vce| U, 1L « U OU

f, (2a) = 0, Yece]o, 1]

et
2 2
|f, (a)[“ = |f, (a) = f_ (2a)]“ <2 (1 - Re £, (a)). (4)
Mais
£, (a) = : (2;] 1, sic+1; Re fola)>1,sic*>1.,

Ce qui contredit (4).

Preuve du théoréme (III;4). Si u est dégénérée, c'est trivial,

Supposons donc u non dégénérée, Si u est stable, on a (2) avec fc de la

forme fc (u) = gl <U:8>

f (c'u), avec ¢’ >0, a € R". 31 u a la propriété
( R), f ne s'annule pas st
n
F =T h (—)
k=1 Kk n
avec

¥ (ku)
he () = F 4 FT-1T o] °

Kk

(ku) =

f étant continue sur Rm et ne s'annulant pas sur Rm , on a pour tout p > O
inf | (u)] = a, >0
ul <o
d'old, pour tout op > 0>
sup sup Ihk (—) = 1| < < s
n a
IUlmSO kzn P |ul

u (1 - Re f[u))—j;;;—é-o .

IAN O

L
m- n

p satisfait donc ( 8 ).

Si u vérifie ( N ), u est indéfiniment divisible d'’aprés la partie 1ii) du

théoreme (III;3).



-132-

Cas particulier : m = 1,

D’aprés [S] , ¥ est une fonction caractéristique stable sur R , si et

seulement si 1'on ait sous 1'un des cas suivants :
_ - Y u ”

(1) f (u) =exp [~ dau=-b |Ju]' (1 + ic-—TGT- tg —— Y)]

Y€]0. 1|:U:|1' 2]

u 2

(11) f (u) = exp [- tau = b |u] (1 + 1c T Log IUIJ
avec

aER,b20, |cl< 1, a &€ R.

Toujours, d'aprés |9] , f est une fonction caractéristique stable sur
R si et seulement s'il existe fo fonction caractéristique sur R , une suite

(an) d'éléments de R , une suite (bn] d'éléments de R; telle que

. bn + o« , quand n > «
ce T N ) ——f ), YueRr.,
n

Remarquons aussi, que si f est une fonction caractéristique réelle sur
R , elle est stable si et seulement si f = e-w avec Y fonction de type négatif

sur R, continue, homogéne et ¥ (0) = 0 .,

Remarque.~ Si m est quelconque, on peut consulter [jd] et [2@].

3, Lien avec les processus linéaires et les mesures cylindriques,

Définition (III;2).- Soit X un processus sur T , ensemble quelconque, Il est

dit symétrique (resp. stable) si toutes ses probabilités marginales sont

symétriques (resp. stable).

Théoréme (III;5).- Soit X un processus linéaire de transformée de Fourler f .

Alors f est réelle si et seulement si le processus est symétrique.
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Définition (III3;3).- Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité et
P

4 une mesure cylindrique sur E (0 & (E, F)) s u = [uN]Ne S—;: , ot S-F
est la famille des sous espaces vectoriels de F de dimension finie.
u est dite cylindriquement indéfiniment divisible si toutes les proba-

bilités u, sont indéfiniment divisibles 3 u est dite cylindriquement stable,

N
si toutes les probabilités p, sont stables.

N
Notation.- Si F est un espace vectoriel, cﬁ50 (F) désignera la famille des
fonctions ¥ de F dans C€ de type négatif, nulles en O et dont les restric-
tions & tous les sous espaces vectoriels N de F de dimension finie sont

continues,

Théoréme (III;6).~ Solent E et F en dualité, u Elép(E, F) et f la transfor-

mée de Fourier de u . On a équivalence de :

i) u est cylindriquement indéfiniment divisible ;

1) ¥nen' , 3¢ € For) =4,

111) Il existe ¥ dans cﬁfﬂ (F), telle que f = e-w .

Preuve : Remarquons tout d’abord que pour tout N dans é;F

Fu) = ¢ | N (1)
On a trivialement iii) — 1ii) = 1),
Montrons donc 1'implication * i) =— 111 * ,

Les Y étant indéfiniment divisibles, c'est dire, que pour tout NEE%?k , 11

existe VN ¢ N+ C continue telle que

-y
N“ { =
e "=f|N, ¥y W=0,y N .,

Par suits
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-‘l’N1(x1l -‘l’NZ(x1)
N, DN, NiES—F (1=1,2) —> e = e
et comme x, -+ ¥ (x,) -V (x,) est continue sur N,, nulle au point O,
1 N1 1 N2 1 1

.AVLX,‘EN1 3

c'est donc que

¥, | N, =¥, .

N2 1 N1

On en déduit aisément qu’il existe ¥ : F > C telle que
YNy, —‘v‘Ne-:%F .

v -
On vérifie immédiatement que ¥ est dans (‘.Ma (F) et que f = e ¥ . C.Q.F.D.

Théorédme (III;7).~ Sous les hypothéses du théoréme (III;6) et si de plus f

réelle, on a équivalence de :

i) u est cylindriquement stable ;

i11) I1 existe Y dans cm)cr (F), homogeéne telle que f = e-w 3

111) V (a, B) ER;X R; ,» 3 YeR;/-F (ax) ¥ (Bx) = f (yx), V¥ x&F.

Preuve.,- Si f = 1, on a simultanément 1), i1) et iii). Supposons qu'il existe

Xq dans F , tel que f (xol # 1 et soit No 1l'espace vectoriel engendré par Xy

. Trivialement 1ii) — 1i1) — 1) .,
« Montrons maintenant 1'implication * i = 41iii *. Si 1'on a 1), alors :
M¥N e ‘S’F , Vi, Bl R;x R;. B 7N>0 tel que
f (ax) £ (Bx) = f [YN x) , ¥xeNnN.
D'ou :

NyC Ny, o Ny € 3 (4=1,2) = f (YNZ x) = f (yN1 x) , ¥x &N, .

si YN # Yy, » onen déduit que :
2 1

fix)=1,¥xen, .

Donc, pour tout N € S—F tel que ><°€N , ON a
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YN-YN . /
0

On en déduit 1ii),

. Montrons alors 1'implication " iii)=> 1ii) ",
Comme u est cylindriquement stable (si 1'on a ii1)), u est cylindriquement
indéfiniment divisible. Donc 3

dv ecm)of(F]sf=e-v.

D'aprés iii), pour tout (a, B) € R; X R; , 11 existe y > 0 tel que

¥ (ax) + ¥ (Bx) = ¥ (yx) , ¥ x€F , (1)
I1 s'agit de montrer que ¥ est homogéne. Bien entendu, pour tout x € F 1'ap=-

e-Ylel

plication A définie sur R est une fonction caractéristique

réelle, stable sur R . Donc, pour tout x €F , A+ ¥ (Ax) est homogene ;
c'est-a-dire
a
¥xefF, Jaelo,z 7vox)= A “vx), ¥reRr,

Mais, d'aprés (1), 11 existe y_ >0, y_# 1 tel que
) o

a
2 ‘?(x]=‘l’(vox)=yox ‘l’[x).‘VxEF.

D'ol :
'xéF.‘l(x]#O':aa—L—o-s-—z-—aa o
X Log Yo Xq

Il est alors immédiat que

a
¥ (Ax) = || X0y (x) ,¥x€F, ¥1>0. C.0.F.0.

Exemple : Soient E un Hilbert H, ||.|| la norme dans H ., D'apras 1’'exemple
2, §2, x+exp (~a ||x||ﬁ) est,pour tout p € ]0, 2| , la transformée de
Fourier d’une mesure cylindrique up sur H , Cette mesure cylindrique up est

donc cylindriquement stable.
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Corollaire 1.~ Soit ¥ : R' + R continue de type négatif avec ¥ (0) = O .

On a alors équivalence de :

a) Y est homogeéne ;

b) V¥ (a, bleR;x R;.ﬂc>0/W[ax)+\!’(bx)=\l’(cx).¥xe_R".

Corollaire 2,~- Soit X un processus linéaire sur un espace vectorlel F et f sa
transformée de Fourier. Alors, on a équivalence de :
a) i1 existe ¥ dans Jﬁo’[F] telle que f = e-' 3
b) pour tout entier n > 0 , il existe fn € q;a (F) telle que
fsf'n'.
c) toutes les probabilités marginales du processus sont indéfiniment
divisibles.
D'autre part, si f est réelle on a équivalence de :
a') ¥, B E R, x R ,Jy>0/F (ax) f (Bx) =F (yx), ¥xeF,
b') toutes les probabilités marginales du processus sont stables,
Preuve.- Soit E, un e.v. en dualité avec F (soit, par exemple E”) et soit
i (uN)N élﬁ;F la mesure cylindrique sur E1 associée au processus linéaire X.
Le corollaire 2 est conséquence immédiate des théorémes (III;4) et (III;5)
et des deux points suivants :
1. Pour tout N € ifF » 11 existe une bijection g de E, / yL sur un R"

(avec n = dim N) telle que g o M, solt une probabilité marginale ;

N

2, S1 PI (I ¢ (F)) est une probabilité marginale de X , il existe

N dans :S? , une application linéaire (continue) de E1 /Nl_dans R,

avec n = card I , telle que PI =8 o uN .



-137-

Donnons encore un théoréme sur les processus stables.

Théoréme (III;8) [2].- Soient X un processus linéaire sur un espace vectoriel

E , f sa transformée de Fourier, Si f = e-v , avec Y dans JU%’(E). positive,
homogéne d'ordre a, « & |0, 2] , alors tout représentant (Q,%, P, L)
de X définit un opérateur de E dans L9 (2,%, P) pour tout g de]0,a[
De plus, 11 existe Aa'q tel que

1

1
[flL[x]lqu]q = Ayq ¥ xN® ,¥xe€E,V¥agelo, o .

Q,

Remarque (III;6),- On a : 1
A= [ **1x]9 h (x) dx] q
a,q -0 a

od h_ (x) dx est la probabilité sur R , de fonction caractéristique

@ [s )
oA

) U 2

Remarque (III;7).- Dans le théoréme (III;8), si E est un R" . la mesure de

Radon u sur R , dont f est la transformée de Fourier, est d’ordre g pour
tout g de O, af .

Si ey » i=1, ... mest la base canonique de R" , ONn a :

m
/ IXlg Mo (dx) < 121 [l< x, e >|9 u (dx) = .

no~—3

/L [eillq dP
1

d’ol

[/ 1x13 w o]

1

q/a|q .
< Ay g [121 (¥ (e;)) ] ,qge]o, of.

1
q
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Posons alors cq =1/ Aa q° La mesure )‘c o M st une probabilité
»

q
de Radon sur R" , d'ordre g , de fonction caractéristique fq :

-Fq = axp [- Y o Acq] .
De plus
sup f IXI: Ac o M (dx) <+ o=, (1)
0<qg<a q

Corollaire,|2| .- Soit ¥ une fonction réelle sur R" , continue, de type

négatif, avec ¥ (0) = 0 , Alors, si \l’f. 0 , on a équivalence de :
i) ¥ est homogéne d’ordre a pour un a de |0, 2| ;
11) 11 existe une mesure de Radon > O sur la sphére unité S de Rr"

telle que ¥ (x) = jS |< x, vy >|u utdy) , ¥x € rR"

111) e-‘y est une fonction caractéristique stable.

Preuve.~- " 1) =—=> i1) " est la seule implication non triviale.

Soit u la probabilité de Radon sur R" de fonction caractéristique
f = e-, et supposons Y homogéne d’ordre a , a & ]0. 2:[ .
D'aprés la remarque (III;7) et le théor2me (I,4;1) pour tout q dans |0, a| ,

il existe une mesure de Radon > 0, soit \’q » sur S telle gue

oIl = [ IxI3 a0
et

j|<x.y>|"vq(dy)=[|<x.y>quc .utdy)=j|Lthleqdp
q

= (v (x)9°,
D'aprés (1), comme S est compact, {vq » g€ S } est un ensemble de mesures
de Radon > O sur S étroitement relativement compact. Il existe donc v > 0,
de Radon sur S st q, 4+ q telle que vq converge étroitement vers v , D'ol :

n
[lex, y>|9vdy) = ¥ (x), ¥x €R".
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4, Rappel d'un exemple bien connu et donnée d’un probléme.

Soient H un Hilbert réel, ¢« dans o (H) et p la mesure cylindrique
sur H de transformée de Fourier ¢ .

Sur un Hilbert H , la fj)p topologie (p e |1, °°[ ) est équivalente a la
S-topologie, qui est par définition, la topologie localement convexe sur H
la moins fine des topologies localement convexes sur H rendant continues tous
les opérateurs de Hilbert-Schmidt de H .

D'aprés |1], on a donc équivalence de :

1) ¢ est la transformée de Fourler d'une mesure de Radon sur H ;

11) ¢ est continue pour la bop - topologie (p € [1. w[ ) sur H

ii1) ¢ est continue pour la tY- topologie sur H 3
iv) le processus linéaire sur H , de transformée de Fourler (P, est continue

pour la S - topologie. !

On en déduit, en utilisant le théoréme (I, 43 2), le résultat (treés
connu) suivant

*Soient u une mesure cylindrique sur 1'Hilbert H , P sa transformée de
Fourier, (@, P, L) un représentant usuel arbitraire du processus linéaire sur
H associé a u et (eiliel une base orthonormée de H . On a équivalence de :

1°) u provient d'une mesure de Radon d'ordre 2 sur H

2°) L définit un opérateur d'Hilbert-Schmidt de H dans L2 (Q, P)

3°) ¢ est continue sur H et ic—XI [t [ei)I2 dP <o , *

D’autre part si H est un Hilbert réel, on a équivalence de :
1°) p est la transformée de Fourier d'une mesure de Radon sur H indéfi-

niment divisible,
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2°]<p est la transformée de Fourier d'une mesure de Radon sur H cylin-
driquement indéfiniment divisible,

3°) p = e_y avec

i<y, x> - i <y,x >
2
1+ x|

Y (y) =1 < Xge ¥ > * < Sy, y>+ IH-{U} 1 -

1+ |Ix]|°

2
x]]
o x €H , o est une mesure ae kaaon > 0 , tinie sur H - {0 et S un

ol dx)

opérateur nucléaire de H .,

Probléme : Si E est un e.l.c. quelconque, est-ce qu’une probabilité de Radon
1 sur E cylindriquement indéfiniment divisible est indéfiniment divisible ?
On sait répondre affirmativement dans les cas suivants :
a) u est une probabilité de Radon cylindriquement stable ;
b) E a la propriété suivante : "Si u est une mesure cylindrique sur E , u
provient d’une mesure de Radon sur E si et seulement si sa transformée de
Fourier { : E' > C est continue pour une certaine topologie localement

convexe sur E' ,
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IV - EXEMPLES DE MESURES CYLINDRIQUES

ET QUELQUES REMARQUES

1. Théoréme (IV3;1).- Soient H un Hilbert réel séparable, C un disque fermé

N\ -
borné de H, C°® le polaire de C et H[:° le complété de H = H / pcl (0) muni

ce
de la norme 5C° correspondant & la jauge Ppo de C° .
Soient r € |0, 2| , L. s H> L® (A, u) une fonction aléatoire usuelle
linéaire sur H , dont la transformée de Fourier est x + exp (= ||x]||") et Ar
la mesure cylindrique sur ﬁc, associée a la restriction de Lr a HC .
On a :
1°) si AZ provient d’une mesure de Radon, C est un compact de H ;
2°) Si C est un compact de H , on a égquivalence de :
a) Ar provient d'une mesure de Radon sur QC, 3
b) (resp. b')) Lr admet une version Jgr telle que les restrictions a C
des trajectoires de df} sont uniformément continues sur C muni de

la structure uniforme induite par celle de H (resp. par ¢ (HC , Hood)e

CO

Démonstration.- 1°) résulte de la proposition 3.4 de [5] .

Montrons 2°). b) est équivalent & b') car, d'une part, C est © (HC ’ ﬁb,)
compact [HC est le dual de HC,) et d'autre part, sur C, la structure uniforme
séparée o (HC , Qﬁ,) est moins fine que la structure uniforme de H (pulsque
1'injection H > H. est continue pour o (H, H) et o (H. , ﬁC°D'

a) est équivalent & b) par la propriété (I,2;6) et le théoreme (II;9),c.q.f.d..

Remarque 1.~ Si U est la boule unité de H et o (C, U) 1'’exposant d'entropie

de C relativement 3 U , alors pour que A, provienne d'une mesure de Radon sur
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Za

Hoo 11 est nécessaire [13] que p (C, U) < 2 et suffisant [5] que p (C, U) < 2.

Théoréme (IV;2).- Soient H un Hilbert réel, de norme ||.||] , E un e.l.c.

séparé et U une application linéaire faiblement continue de H dans E. Soient

re |0, 2] et V. la mesure cylindrique sur H dont la transformée de

Fourier est x + exp (- ||x| |¥) (H est identifié & son dual). On a pour tout

r€ ]0, 2] équivalencs de :

a) la mesure cylindrique U , vr est une mesure sur €E ,

b) la mesure cylindrique U o v est une mesure sur BE .

2
th étant 1'algébre des cylindres de E),

Pour montrer ce théoréme nous allons établir quelques lemmes,

Lemme 1.- Soit u une probabilité sur R" et soit (f’(u) sa fonction carac-

téristique. Notons ném la mesure sur R" , dont la fonction caractéristique

est x »> exp (- -—%—— | |x qu) (avec ||.|| norme euclidienne sur rM.

Alors pour toute fonction f réelle continue bornée sur R" , ona:

(a)
[, fauv= un @[ Fu) I ) 0" (dy)
R o> R
A-doo
avec
F (y)=j' f (x) exp (= 1 <x y>)n“‘]
A R™ ’ 2

(dx) .

Démonstration : ells est de type usuel,

Notons, pour tout B8 >0, p la fonction réelle x > exp (- 1 Hx Bl 2]
B 2

définie sur Rm . Si h est une fonction réelle définie sur Rm » hous note-

1<x,t>
e

v N
rons h la fonction x > h (=x) et h la fonction x -~ f h(t) dt

quand elle existe.
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Considérons pour tout A >0 et tout a > 0 les fonctions réelles

m
hy = p,,, f,h, =h xp (—)",
A 1/ A,a A a o
Comme |[h, | < ||fl| et n + f (simplement) quand o et A tendent
A,0 A,a

vers + » , on en déduit d'aprés le théoreéme de Lebesgue

f  fdu= 1Um [ (y) u (dy). (1)
Rm <o R" A,a
2>

De plus (conformément aux notations usuelles en théorie des distributisns)

h (= 8 s car h, € 0! et p_ € Y. onen déduit, d'une part,
A,a A M o

" - h
A,a A v o p1/(!. A

et d'autre part, puisque u € 8',

?'A L W) Fu) (y) dy. (2)

1
/ h (y) u (dy) =
Rm A,a (21r)m Rm

Comme ceci est valable pour tout o > 0O et tout A > 0, on a bien le résultat,

d'aprés (1).

Remarque 2;- Dans [7] , Gross a énoncé ce lemme,

Lemme 2.~ Soit O < r < 2, Soit o la prooabilité sur R+ telle que

2

exp (-t7) = [T exp (-% W? t2) o (du) , ¥t20.

Si n_ est la probabilité sur R" , de fonction caractéristique x + exp(~||x||)

tu)
2

sur R" de fonction caractéristique x -+ exp (-% ||x u| IZ]. alors pour toute

ol ||.|| est la norme euclidienne sur Rm et s1 n est la probabilité

fonction réelle continue bornée sur R

n, (£ = [7 né“’ () o_ (du). (3)
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Remarque 3.~ D'aprés la partie 6 du paragraphe II, on sait que . existe.

n;1] sera appelée mesure de Gauss normale et ny mesure de Cauchy normale.

Démonstration.- Soit f une fonction réelle continue sur R . Gardons les

notations du lemme 1 (en particulier les notations FA » hA a J. D'aprés ce
»
lemme

(a)
n_ (f) = 1im (aX)™ f Fin ) (x) F, (x) n (dx).
r e Rm r A 2
Ao

Mais, par définition de o.

Fn ) = fygap Fwns) o (dn) , ¥x € R",

d’ol, par le théoréme de Fubini

() = 1m (ar)® (
"r a+f * 1]0'°[ /
A\

wu N
o ‘Ftnz J(x) Fy(x) ny™ (dx)) o (du),

Mais d'aprés la démonstration du lemme 1, pour tout u & |0, ﬂ[

(u ( (u)
(ar)™ me Fry) x) Fy (x) i) (ax) = me hy o ) 0" ey,
(u) (u)
‘];_:I;T , ij hy o WIng  (dy) =n" (F)
A->oo
(u)
et | [Rm hy,e V) nzu o | o< |If]] .

Par suite, par le théoréme de Lebesgue,

(u)
n. (f) = f]o.«»[ n, ~ (f) o_ (du) , c.q.f.d.
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Lemme 3 = Pour tout r 6]0. 2:| et pour tout borélien A de R

n. (A) = j]o’w[ n, G A) o (du). (4)

Y2u

Donnons enfin un dernier lemme.

Lemme 4 - Soit H un Hilbert réel et E1 un e.l.c. séparé., Soit V une applica-

tion linéaire faiblement continue de H dans E1 .
Notons pour tout r e ]0, 2| ., V. la mesure cylindrique sur H dont la trans-
formée de Fourier est x » exp (- ||x] |r] (H étant identifié & son dual),
Alors, pour tout r eJD. 2J et pour toute partie équilibrée A de E1 , on a:

*x x 1
(Vo v ) (A) = f]o'_,[ (Vo v,)" (——

A) o (du) (s)
Y2 u r

Remarque 4 - V o V. est la mesure cylindrique sur E, , image de la mesure

1
cylindrique V. par 1'application linéaire faiblement continue V 3 (V , vr)"

est définie comme dans le paragraphe I et (V , vr]* >V, (v:).

Démonstration.- Tout d’abord, pour tout cylindre C de E V ' (C) est un

1

cylindre de H et d'aprés le lemme 3

Vev (C) = fio.r Vaev, ) o_ (du).
r ]0, [ 2 /7 u r
D'autre part, pour toute partie A de E1 la famille GA des sultes (An)n
d'éléments de gE tels que u An DA est un ensemble filtrant
1 neN
décroissant relativement & la relation d'ordre = sur G’A définie par
(A), =< (B) < (A CB , ¥ie N).
En outre, si A est équilibrée, u -+ (V , vz)* (--—A-/_—_— ) est monotone donc
u v2

mesurable,
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On en déduit immédiatement que pour toute partie A équilibrée de E1 , ONn a

(5), c.q.f.d.

Remarque 5.- Les notations étant celles du lemme 4, on remarque que pour

toute partie équilibrée A de E1

A
V2

1 o
(Vo vI" (A) < fgo. (du) + (Vo v)* ¢ ) [37 o tau),

c'est-a-dire

x
(V o vr] (A) - .

A
) 2 7

V2

avec g _ = arJD. 1] .

x
(Vo v)* ¢ =

Montrons maintenant le théoréme (IV;2).

Soit 1 1'injection canonique de E dans son complété faible E1 et posons
V=1, U, D'apréds la propriété (I,2;3), U V. est une mesure sur @E si

et seulement si (V o vrl* (E) = 1. Comme E est équilibré et que pour tout
1
Y2 u

réel u >0, E =

E , on a par le lemme 4

(Vev ) (B) =1 «—= (V,v)" () =1,
par suite, par la propriété (I,2;3), on obtient le théoréme (IV;2).
Remargue 6.~ S1 E est souslinien on peut remplacer dans le théoréme (IV,2)
1'expression "est une mesure sur ISE" par 1l'expression "provient d'une mesure

de Radon sur E",

D'aprés les remarques 1 et 6, on a le
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Théoréme (IV;3).- Soient H un Hilbert réel séparable de boule unité U, C

/\
un disque fermé borné de H , 1 1'application canonique de H dans H_., et

c
rejo, 2] .
Pour que la mesure cylindrique i , vr provienne d'une mesure de Radon sur

N\
HC. , 11 est nécessaire que p (C, U) < 2 et suffisant que p (C, U) < 2,

D’aprés ce théorgdme et le théoréme (IV3;1) on a le

Théoréme (IV3;4).- Soient H un Hilbert réel, de boule unité U, C un disque

compact de H , r € |0, 2| et L. :H~> L® (A, u) une fonction aléatoire 1liné-
aire usuelle ayant pour transformée de Fourier x - exp (- ||x||r]. Alors
pour qu'il existe une version Sfr de Lr pour laquelle les restrictions a C
des trajectoires de éfr sont uniformément continues sur C muni de la struc-
ture uniforme induite par celle de H , i1 est nécessaire que p(C, U) < 2

et suffisant que p (C, U) < 2 ,

Remarque 7.- Dans [15], on a vu que (en tenant compte des notations du théo-
réme (IV;3)) si 1 4 Vo provient d'une mesure de Radon, i n'’est pas toujours
radonifiante (au sens de [1|). Elle est radonifiante si p (C, U) <1 (cf.
[14], exposé 20). Pour chercher les cas ol 1 est radonifiante, 1'étude des

mesures cylindriques 1 V.o r‘éi]IJ. 2[ est donc inutile,

2., Donnons maintenant une application du lemme 3 dans le cas ol r = 1,

La probabilité o, sur R' telle gue

1
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est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur R et a pour

densité
u-+p (u) = v/—%—

Ainsi, la mesure de Cauchy normale sur Rm est absolument continue par rapport

).

1
5= 8Xp (-

u 2 u2

3 la mesure de Lebesgue sur R" et a pour densité
2 1

x + h (x) = Sm+1 » ﬂ%l
(1 + ‘|x||J

od ||.|| est la norme euclidienne sur R" et ol

u

. 2 x 2 _ tzﬂ]m/z

m r & ©  m=1 u? )
2 IO u exp (- _f'—] du

Remarque.- Sm est 1l'aire de la sphére unité de R" (81 =2 ,8,=2n,

2

33'4‘“'. eeele

Soit m un entier > 0. Posons pour tout entier 1 >0 R, = R et notons

i
me
ny la mesure de Cauchy normale sur I Ri ,» G la mesure de Gauss normale
1=2 m+1
sur Rn+1 et Gm (resp. Gm+1) la mesure de Gauss normale sur ‘gq R1
e
(resp. I Ri]'
i=1
Alors, d'aprés le lemme 3, pour tout borélien A de I Ri » ON a
i=2
f -y
n, (A) = 2 G_ (Au) exp ( ) du,
1 R* m o 2
c'est-a-dire
ng (M) =2 [ G (A G (du) = fo G (Au) G (dul.

R
D’ol
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n, (A) = G ® G (ZA] = G 41 (ZA) ,» avec L, = U u ({1} x A). (2)
ueRr
m+1
XA est le clne de I Ri de sommet {0, ..., 0) et dont la section par 1'hyper-
1t fiv
a ’
plan X4 1 est l'ensemble des points (x1. enes xm’1] de 121 R1 tels que
(xz. vees xm+1)€E A, Xy = 1.
Remarque.- Posons
ae Y, udnxm, 8- . w1l x=A)
UeRx UGR*
b= \J ({u} x |u| A).
o ueR
n a trivialement
1
= ’ B cm— ’
Gm+1 (AA) Gm+1 (AA] >~ Ny (A) (2*)
et
’ =
q“*1 (ZA) n, (A).
m+1
Exemple.- Soient 8,0 see @ 5 P éléments de T R, . Prenons
- P 1=2 1
m+1
A= {x €n R t<x,a > <1,1=1, ...p}. (3)
i i
1=2
On a d'une part
m+4 o
AAﬂ{zeil_I1 Ry t2,>0, <z,3d >c< 0,1=1, ...p} (3")

avec

oJ

ai = (-1; ai] i = 1. oe 0 p
et d'autre part

ap = {z 52 65121 Ry »24>0,<z,a > < 0,1=1, .. p}
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avec

-é = (- 1. - a1] » i = 1. e 00 p []

Remarquons que l1’on psut 8tre amené a comparer n [A1) et n, (A2) avec
A, et A

1 2
1'6noncé et la preuve d’un théor2me de Slépian,[12].

du type (3). D'aprés (2°') et (3') on est ainsi conduit & rappeler

3. Théoréme (IV3;5).- Soit En un espace de Hilbert réel de dimension n et

notons Gn la mesure de Gauss normale sur En .
Si les 2 familles (a1. e ap) et (b1. e bp) de p éléments non nuls de En

vérifient

< a,, a, > < b,, b, >
= iJ < i J = b inj’1nooop

a
. <
3 a0l [la,ll TERIRICR I
i 3 i J

alors

Gn {X)XéEn, < X, ai>£03 1=1|ooop}

IA

G, {x1xeE , <x by > <0, J=1,eeesp} © (4)

Démonstration.~ Notons respectivement par A et B les matrices p x p ((a,,))

13

}J). Pour montrer le théoréme (IV;5), il suffit de montrer que pour

et [(bij

tout m € N et pour tout couple (C,D) = ( ((cij]]' [(dij)] ) de matrices

m x m réelles inversibles de type positif telles que

Cgq =dgy 1= ceem,ocy<dyy

1l'on a :

1.J=1;-..m



-151-

1 1 -1

1 -
-=<C 'x,x> == <D x,x>
S — fx >0 e 2 dx 5-——1—-—- f x >0 e 2 dx .
Y det C i vdet D i
1'1,-...“\ i'1.oon|m (5]

En effet, alors pour tout € >0, on a (5) avec C = A + € I et
D=B + €¢I (o0 I matrice unité p x p). En faisant tendre € vers zéro on en
déduit (4) d'aprés un théoréme de comparaison des convergences des fonctions

caractéristiques et des fonctions de répartition associées.

Montrons donc (5)., Si x = (x1. cses xm) & R" , on notera x > 0, si

xi> 0, pour tOLIti’ 1. eses M o

Considérons pour tout A € [0, 1| la matrice P (A) = ((pij ) )) =

AC+ (1-2) D et soit (pour tout A & |0, 1))

I(A) = 1 - / m &XP (--% < F’-"1 (AMIx,x >) dx .
Jdet P O x€ R-
det P (X)) x>0

Nous allons montrer que A -+ I (A) est croissante sur [0, 1] , ce qui
impliquera (5).

Commengons pour cela par introduire quelques notations. dulam désignera la

famille des matrices m x m & coefficients réels P = ((piJ)) telles que

det P > 0 et Pyg = S44 (L =1, .ee, m) et T 1l'application
de CMLm dans Rm (m=1)/2 .

T est injective. Solent aussi les applications g R" x 1 [dmzm) + R et

P = ((pij]) g (D1J]1<JI1IJ-1""‘m

Ji T (cMom) >R’ telles que pour tout P € Cﬂ“am , tout x € R"

exp (";‘<P-1 X, X>)0—1——

Y det P (V‘Q—“)"‘

g (x 3t (P)) =
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J (t (P)) = m B (x 3 1(P)) dx .
X E€R

x>0

Trivialement, pour tout A € [0, 1] , P () est dans CMQ“ . Posons
T (P (X)) =p (A). On a

dI

3.J
—5— W) = ] == (p W) (d, - c,,)

1< Py J i3

et montrons que -S-IA-- (1) est positif (pour tout Ae[o. 1] ).

Soit P & Qﬂﬂ)m et 1 < J (1, J = 1, eees m) 3 pour tout y € Rm

_gﬁ___ ly,© (P)) = -33“‘ J [‘-% <Px, x >) TV 4y
P13 P13 'R
2
- E . (y,r (P
Yy 9y,

et par suite

'dJ ~ ~
P = ~ (. (P d
Ty (r (P)) fxeRij gy (Ko T(P)) oX
%>0

od R,, = I R, ,R, = R et g,, (X, Tt (P)) =g (x, T (P))

3 qekem KK 13

k#i,]

avec xk = ;k si k#1, J st Xy = xJ =0,

Par conséquent, pour tout P €.cMLm et pour tout (i, j) tel que
1<3,1, 3 =1, ceeso m

gJ (r (P)) 20 ;

et ainsi

dl

—— W20, ¥aelo, 1], c.q.fud.
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Corollaire 1.~ Soient En un Hilbert de dimension n+1 , M et € deux réels

+1

>0 et {91. vees en+1} une base orthonormale de E

’
n+1 Soit En 1'espace

vectoriel engendré par les ei d'indice i < n .

Soient alors 840 sesp @ N éléments de En tels que

sup ||ai|| < ML a, - ajll >e (1 #3314, 5J=1, eean). (6)

1<i<n
st 1 F(A) = —— [*° -t gt (re R, atea -
on pose = A exp = (= ,ai ai en”,
% €
e, = e, -8 (1 =1, ¢oe» N) et 81 G est la mesure de Gauss
2 (Weq) 1M

normale sur En+1 , ON a ¢

I, <I,<I,< I

1 2 3 4
avec
I, =F (1) x6 ({z 5 z €EL,q»<2,8 > <1, 1=1 «un b,
I,=6G{z,zcE <z,a > < 0,1=1 n}
2 n+10 » i -— » » © 00y »
X
Iaas{zﬁzEEn+1l<ziei>S051=1ucoonn}n
2
I, = e+ —— fo" exp (- 22) (1 - F —==1" ar
2 V21
Démonstration. On a I1 < 12 puisque
x
(z =x + A 8heq * X € En) = <z, a8 >=<x a;> - A
et que
I1'G{Z]Z=X*Aen+1, )\21, XE. En. <X, ai>51,i-1.....n}‘
I2 < 13 H

Soient les matrices n x n A = ((aijll et B = ((bij]] avec
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S1 K est un disque compact de H tel que p (K, U) > 2 , 11 n'existe pas de

version de L & trajectoires bornées sur K ,

Démonstration.- Soit K disque compact de H tel que o (K, U) > 2 et supposons

qu’il existe une version of de L telle que

P {w swea , sup |[L(x) (W] < +o} =1,
xeK

par conséquent 11 existe « > 0 et a > 0 tels que

P {ow 1wee swp |Lx) W |<cal =a.
xeK

On peut toujours se ramener au cas ¢ = 1 ¢ 11 suffit de remplacer K par

K1 = a-1 K , ce qui ne modifie pas la valeur de l'exposant d'entropie. On

supposera dans ce qul suit a = 1 ,
Comme p (K, U) > 2, i1 existe b réel et une suite [un]n de réels > 0

tels que
Log C (K, @ u)
a + 0, 1lim >b > 2 (7)
n>e Log 1/an

(od C (K, a U) est 1° un—capacité de K relativement & U),.

Soit alors (Mn)n une suite de parties de K, L U-discernables et telles que

Log card M_ = C (K, a ul
notons mn ce nombre card Mn .

Montrons que 1'on obtient une contradiction en établissant que

P {ws sup Lix) (w) < 1 - 0, quand n + =,
xeMn

Posons M =sup { ||x|] s x€K} et C=2 (M2+1). D’apres le corollaire 1,

on a pour ke N



-155-

P {ws sup & (x) (w) <1 }

xeMk
- M m
1 1 2 AC
< — ( + | [1-F (=] dn.
F(1) 2mk Jom 0 @
Mais pour tout k€ N et tout A > 0O
m
(1~-F G-AE—J) k < exp (= m F ( AC 1)
a k o
k k
et comme
2
-y 2
F( AE ) = IIC/a e 2 du x L > Lt exp (= 2 A 2C
k Kk V2w o, V2m (1]

m 2 exp [G—Ei; )b] , b>2,

on a pour tout A2>20

AC

m F ( 5

K

] +» , quand k > = ,
Par conséquent

P {w 3 sup ég(x) (w) < 1} -+ 0, quand k > » , c.q.f.d.
xeMk
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