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MESURES DE RADON SUR Rn

ET MESURES CYLINDRIQUES

par

S. CHEVET
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Nous avons conçu cet exposé un peu dans l’esprit d’un Séminaire et nous

n’avons surtout pas la prétention de faire preuve d’originalité. Nous donne-

rons quelques nouveaux résultats dans la partie IV de cet exposé. Nous énon-

cerons beaucoup de résultats connus et pour certains nous rappelerons leurs

démonstrations.

Cet exposé est basé sur le fait qu’il existe un lien étroit d’une part

entre les mesures cylindriques et les fonctions de type positif et d’autre

part entre les processus linéaires à lois marginales indéfiniment divisibles

et les fonctions de type négatif.

Dans le paragraphe I nous parlerons des processus linéaires et des mesu-

res cylindriques et rappelerons certaines de leurs propriétés usuelles en

s’ appuyant sur des articles de Badrikian [il , Saphar [10] et Schwartz 

Dans le paragraphe II nous parlerons des transformées de Fourier d’une mesure

cylindrique, des fonctions de type positif et de type négatif, du lien exis-

tant entre les mesures cylindriques et les fonctions de type positif et nous

donnerons quelques exemples de fonctions de type positif tirés d’un article

de Bretagnolle. Dacunha-Castelle et Krivine L2J . Dans le paragraphe III nous

ferons quelques remarques sur les lois indéfiniment divisibles, les fonctions

de type négatif et nous poserons un problème. Enfin dans le dernier paragraphe

nous étudierons certaines mesures cylindriques images de mesures cylindriques

sur un Hilbert et pour cela nous serons amenés à établir des lemmes intéres-

sants par eux-mêmes. L’étude de ce paragraphe s’appuiera sur un article de

Dudley [51 et une note de Sudakov [13] .



-94-

0 - PRELIMINAIRES

Dans cet exposé on ne considérera que des espaces topologiques séparés

et que des probabilités (de Radon) (sauf précision contraire),

Etant donné E un espace topologique séparé, on notera B3E sa tribu de
Borel et la famille des probabilités de Radon sur E (c’est-à-dire la

famille des probabilités ~ sur ~ telles que
p (8) = sup (y (K) a K C B , K compact,

pour tout B borélien). On munira de la topologie étroite c’est-à-dire

de la topologie la moins fine pour laquelle, pour toute fonction f bornée

semi-continue inférieurement ts.c.i), la fonction (f) soit s.c.l..

On a les propriétés suivantes :

(0~) 9tE) est séparée et on peut se borner à des f fonctions caractéristi-

ques d’ouverts appartenant à une base de la topologie de E, stable par réunion

finie.

t0 2 l Pour qu’une partie 3Jt l de soit relativement compact dans 

il est suffisant (et nécessaire si E est localement compact ou polonais) que

pour tout c &#x3E; 0 , il existe un compact Ks C E tel que pour toute 03BC E JJl ,

1J (K ) &#x3E; 1 -E .
£

(03) Soient E et F deux espaces topologiques séparés et h : E -&#x3E; F continue.

Pour qu’une probabilité de Radon sur F soit image par h d’une probabilité de

Radon sur E il faut et il suffit qu’elle soit portée pr

Radon sur E il faut et il suffit qu’elle soit portée par une réunion dénom-

brable d’images de compacts de E .
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(04) Théorème de Prokhorov .- Soient (Xi. système projectif

d’espaces topologiques et un système projectif probabilités de

Radon relatif au système pro j ectif . Soient d’ autre part X un espace topolo-

gique séparée pi : X -~ Xi des applications continues avec p. - Wij o p
po ur t o ut i .5 j

Pour qu’il existe une probabilité de Radon p sur X Pi o W

pour tout 1 il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifiée

pour tout c &#x3E; 0 , il existe un compact KE de X tel que, pour tout i,

Pi 1 · e .
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1. PROCESSUS, PROBABILITES CYLINDRIQUES, PROBABILITES DE RADON

D’ORDRE p

1. Processus

Soit (Q,9i, P) up espace de probabilîté; on notera Lo (Q,9f, P) l’espace

des P-classes de variables aléatoires réelles relatives à (n,9i, P) et on

mettra toujours sur cet espace la structure uniforme de la convergence en

mesure,

Une fonction aléatoire (réelle) relative à (5~,;~, P) définie sur un

ensemble T est une application L de T dans P) et elle sera notée

(Q,ù’ , P, L ) . Si ~ (T) désigne la f amil le des parties finies de T , on notera,

pour tout I (T), PI la loi de la variable aléatoire u~ -~ (L (t) 

Les PI seront appelées probabilités marginales de L .

Deux fonctions aléatoires P, L) et P’ , L’ ) définies sur

T sont dites isonomes si elles ont même système de probabilités marginales.

La "classe" d’isonomie d’une fonction aléatoire sur T sera appelée processus

sur T et on dira que toute fonction aléatoire de cette classe est un repré-

sentant du processus. Si de plus P) est tel que n est complètement

régulier, F est la tribu de Borel sur 0 et P une probabilité de Radon sur O

le représentant sera dit usuel.

Si T est un espace vectoriel (resp. un espace topologique) une fonction

aléatoire (O,~, P, L) sur T est dite linéaire (resp. continue) si L est

linéaire (resp. continue). Un processus sur T sera dit linéaire (resp. conti-

nu) si l’un de ses représentants est linéaire (resp. continu)~ Mais comme la

linéarité et la continuité d’une fonction aléatoire s’expriment seulement au
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On a, si 1 ~ j,

On vérif ie, grâce à (6), que

Et ainsi I2  I3 par le théorème (IV;5).

Posons C = 2 tM2+1). On a : -.
3 - 4 

0

Ce corollaire permet de retrouver un résultat énoncé dans une note de

Sudakov et mentionné dans la remarque (I,1) à savoir le

Corollaire 2.- Soit H un Hilbert réel, de boule unité U et soit

L : s H -~ L° P) une fonction aléatoire (réelle) linéaire gaussienne

normale.
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moyen des probabilités marginales, tout représentant d’un processus linéaire

(resp. continu) est linéaire (resp. continu).

2. Probabilité cylindrique

Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité par ., .&#x3E; , ~ F la
famille de tous les sous espaces de dimension finie de F . Pour tout NOEà
on notera E N l’espace quotient fiN l’application canonique de E dans

E N et  ~ ~ N la forme bilinéaire sur E N x N définie par

De plus, ~  E, F &#x3E; désignera l’algèbre des cylindres relativement à la

dualité entre E et F à c’est-à-dire

Un cylindre C~E~ E, F &#x3E; est dit ouvert s’il existe et 0

ouvert de E~ tel que C - RN (CM .

On appelle probabilité cylindrique (ou mesure cylindrique) sur E» rela-

tivement à la dualité donnée entre E et F , un système projectif d’espaces

mesurés OÙ PN est une probabilité de Radon sur EN «

Remarque (I,2jl).- D*après l’exposé 3 de l’espace vectoriel lim ËN est
E N

isomorphe au dual algébrique Fx de F et la topologie limite projective sur
x A

F est identique à la topologie a (F , F). De plus, si E est le complété

de E pour Eo=F* algébriquement et topologiquement.
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Rappelons maintenant quelques résultats sur les algèbres de cylindres

et les mesures cylindriques (cf L1J et ).

Propriété (1.2;1).- Soient E et F deux espaces en dualité par  
so e &#x3E; . Si

E1 est un sous-espace vectoriel de E , a  E, F &#x3E; partout dense dans E ,

alors :

Preuve.- Soit C ~ ~ E, F &#x3E; , c’est-à-dire il existe A

boré lien de E / No tel que C = (A).
o N

o

On a. si C D El 0

puisque nN est faiblement continue et que M. (E1) est un espace vectoriel
o 0

de dimension finie, donc fermé. Donc,

c’ est-à-dire C = E , c.q.f.d.

Remarque (I,2s2).- Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité par

 ., . &#x3E; 
. Si E 1est un sous espace vectoriel de E en dualité aussi avec F

par ., . &#x3E; , alors E1 est o  Es F &#x3E;-dense dans E et d’après ci-dessus

l’application qui associe à A G Ô  Es F &#x3E; sa trace sur E~ est une bijection

Propriété (1,2;2) (cf L1J, Ch. 1 et Ch. 3).- Soient E et F deux espaces vec-

toriels en dualité par  ., a &#x3E; . Il existe une correspondance bi jective,
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d’une part entre

ï) les processus linéaires sur F ,

ii) les mesures cylindriques sur E (pour la dualité entre E et F) ,

et d’autre part entre

i’) les applications v E, F &#x3E; dans [0. 1] telles que, pour tout

N 6 ’~p ~ l’application B ~ p (il N -1 (B» de dans 10. il est une pro-

babilité de Radon,

ii’) les mesures cylindriques 
F 

sur E pour la dualité entre

E et F .

De plus, dans la seconde bijection on a, pour tout N e- ~37. F ~N ~ ~N ~~

(c’est-à-dire, pour tout

flans ce qui suit ~J E, F &#x3E; désignera la famille des applications p

de ÎÀ  E, F &#x3E; dans [0, 1 telles que i’) l’identifi-

cation près, la famille des mesures cylindriques sur E relativement à la

dualité donnée entre E et F), Si E est un e.l.c. séparé, on notera aussi
v v

P  E, E’ &#x3E; par et C  E, E’ &#x3E; par CE t  .. ’ &#x3E; étant la

dualité canonique entre E et E’).
v

Si p désignera l’application

de la classe de toutes les parties de E dans [o. 1] . 
~’

Bien entendu

cylindre ouvert,

Propriété (I,2,3) (cf |1|, Ch. 3).-

a ) Soit F un espace vectoriel . Si Fe, F &#x3E; , v est une
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probabilité sur ~ F~. F &#x3E; « ., .&#x3E; étant la dualité usuelle entre F

et F~).

b) Soit E un e.l.c. séparé. ~ J (E) et ~1 la mesure sur

G  Fe. F &#x3E; associée au.. Alors p- est une mesure sur le E si et seulement

Propriété tI,Z~4).- Soit E un s.l.c. séparé. Toute probabilité de Radon m sur

E définit p ar sa restriction à CE une mesure cylindrique m c et l’applica-
Ci) 

v

tion j : m -&#x3E; m 
c 

de P(E) dans est injective.

De plus, est l’image par j d’une probabilité de Radon sur E si

et seulement si pour tout e &#x3E; 0 , il existe un compact K £: tel que

Preuve.- La première partie de cette propriété est triviale. La dernière

partie est une conséquence du théorème de PROKHOROV. Montrons donc que j est

injective.

Montrons d’abord, que pour toute partie K de E faiblement fermée,

Trivialement s d’autre part, si

existe ouvert de EN tel que
0

donc tel que
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et on a bien (1).

Si K est un compact de Es il est faiblement fermé et la famille

-1 
N + n fiN K , une famille filtrante décroissante de fermés

N N El

d’intersection K . Et comme p est t-régulière (E étant complètement régulier)

on a

et ainsi la valeur de v en tout compact de E ne dépend que des valeurs de v

c.q.f.d.

Propriété (1.25) (cf L1.~ , exposé 12 ou [14], exposé 13). Soit E un e,l.c.

séparé et soit L ï E’ -~ Lo (n, P) une fonction aléatoire linéaire usuelle.

Pour que L soit décomposée (c’est-à-dïre, pour qu’il existe une application

~O de n dans E, P-lusin mesurable et telle que w -~  ~ (w), x’ &#x3E; soit dans

L (x’ ~, pour tout x’ G E’ ) il est nécessaire que la probabilité cylindrique

ÀL sur E associée à L soit de Radon et c’est suffisant si E a ses parties

compactes métrisab les .

Propriété tI, 2 ~ 6 ) .- Soit G un Banach séparable soit L : G ’ + L° P) une

fonction aléatoire usuelle sur G’ . Notons U la boule unité fermée de G’ munie

dt la structure uniforme induite par a (G’, G) et soit 0 une part,ie dénombra-

ble de U partout dense dans U (U est un compact métrisable). On a équivalence

de : . ·

1) la mesure cylindrique À L associée à L est de Radon sur G g

ii) L : G’ -&#x3E; Lo (n. P) est continue et il existe une version L de L
c

dont les restrictions à D des trajectoires de é sont uniformément continues

sur D muni de la structure uniforme induite par celle de U .
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Démonstration .- Si l’ on a iiJ i 1 existe un Q-sous espace vectoriel F de G’ ,

dénombrable partout dense dans G’ et une version ~ de L tels que
c

. F n U dense dans U ,

, pour tout w e Q , la fonction x -~ ~ (x ) (w) est Q-linéaire sur

F 1 et a toutes ses restrictions aux F /’B (n U) uniformément continues

sur F la(n U) muni de la structure uniforme induite par ac IG’ , G) .

On en déduit que, pour tout ooE Q , la restriction à F muni de la structure

unif orme induite par celle de G’ de 1 a f onct ion (x) (w ) est Q-linéaire
c

et continue. Par conséquent, !. : LO (0, P) étant continue, L est décom-
c

posée,d’où i) (cf. propriété (I,2j5».

v

3. Topologie cylindrique (cf exposé 3 de r14~ )

v

Soit E un a.l.c. séparé. Sur la topologie cylindrique est la

moins fine rendant continues les applications v : ~3(E) -~ ~ (G) , associées

aux applications linéaires continues v : E -~ G de E dans des espaces vecto-

riels de dimension finie G .

Donnons quelques propriétés de cette topologie.

v

Propriété II, 3 f 1 ) .- La topo logie cylindrique sur 1? (E ) est séparée.

Preuve : cela résulte du f ait q ue les sont sé p arés et q ue les v sépa-

rent les points de 5’(E).

Propriété (I,3=2),- Pour que des probabilités cylindriques À1 sur E convergent

cyilndriquement vers x E ~ (E), (il faut et) il suffit que, pour tout
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x’ converge étroitement vers x 7 O.) .

Démonstration : Il est presque trivial que si pour tout 

converge étroitement vers n (À) sur EN , h converge cylindriquement vers X.

Mais si G est un espace vectoriel de dimension finie, u E converge

étroitement vers 03BC E 3J(G) si et seulement si x (li converge étroitement

vers x (p) e pour tout G~ .

HN (Àj) converge étroitement vers 1IN ( ~ ) si et seulement si pour tout

x’ E N , x’ (Àj) converge étroitement vers x’ (À). Et comme U N = E’

E’
la propriété (I,3j2) est établie. 

NES-E’

v

Propriété (I, 3= 3 ) .- Soit 9PCE) l’ espace des probabilités de
a

Radon sur E = a (E, E’). Sur (Ea) la topologie étroite coïncide avec
0 a

la topologie cylindrique.

Démonstration : La topologie étroite est trivialement plus fine. Il suffit

donc de montrer que, si des hj 6L convergent cylindriquement vers

À E. ). elles convergent étroitement.

Mais, la famille des cylindres ouverts de E forme une base de la topologie

de Ea stable par réunion finie et par définition même de la topologie cylin-

drique, lim inf a (U) &#x3E;h (U) . pour tout cylindre ouvert U de E .
j ’’

Par conséquent, on a bien convergence étroite de À i vers À . c.q.f.d.

Propriété (1~4).- Soient À des probabilités de Radon convergeant cylin-
driquement vers une probabilité cylindrique À . Supposons que, pour tout
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E &#x3E; 0, i 1 existe un compact K 
e 

de E tel que hj (K ) &#x3E; 1 - s , pour tout j .
E j E

Alors À est de Radon sur E et pour tout E &#x3E; 0 , À (K) &#x3E; 1 - ci en outre
£

les Xi convergent vers À étroitement sur E.

Preuve : soit ljl l’ensemble des probabilités de Radon p sur E vérifiant

la (K) &#x3E; 1 - e pour tout e &#x3E; 0 . Il est fermé dans J (E) et relativement
E

compact dans ’j"(E) (d’après les préliminaires), donc compact dans ’j3(E).
v

Il est donc à fortiori compact pour la topologie cylindrique sur donc

fermé dans (E) et sur 9R les topologies étroites et cylindrique coin-
cident, c.q,f .d.

4. Ordre et type (cf ~141, exposés 4, 5 et 16)

Définition.- Une probabilité cylindrique v sur un Banach E est dite de type

0 si, lorsque E’ tend vers 0, t’ (h) tend vers 6 dans (R), c’est-

à-dire si les fonctions aléatoires associées sont continues i elle est dite

de type p &#x3E; 0 , s’il existe M &#x3E; 0 fini tel que, pour tout ~’E. E’

Une probabilité de Radon p sur le Banach E est dit d’ordre p si

Il est immédiat que dans le cas où E est de dimension finie, toute pro-

babilité cylindrique est de Radon et qu’elle est d’ordre p si et seulement si

elle est de type p.
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Théorème (1.4,1).- Soient E un Banach et v une probabilité de Radon d’ordre

p (0  p  0153 ) sur E ; alors, il existe une mesure &#x3E; 0 finie de Radon sur

E , soit v . portée par tx 1 X G E , 1 lx 11 [ = 1 , de masse

~ (dx) et satisfaisant

Dans le cas où p &#x3E; 1 , tout représentant usuel L : E~ -&#x3E; L* (n, P) du processus

associé à v définit un opérateur p-intégral de E’ dans LI, (n. P) .
b -

Démonstration : Notons U" la boule unité de E" muni de la topologie induite

par a (E", E’ ) et soit P, L) une fonction aléatoire linéaire usuelle sur

E’ associée à P. D’après la propriété (1,215) il + E, P-Lusin

mesurable décomposant L . Et comme 03BC est d’ordre p :
1

la mesure p. = sur ~) est une mesure de Radon finie.

Soit alors x a E E . avec 1 lx0Il - 1 , et soit f : n -&#x3E; E avec :

f est P-Lusin mesurable et par suite v = f 0 p 1 est une mesure de Radon

f inie ~ 0 , portée par lx 1 x e E , 1 lx 1 1 = l j . On vérifie aisément que,

pour tout y E E’

D’autre part, l’ application M : h - Cl ( 11 y 11 [ h o f ) de ~(UW) dans

LP (n, P) est linéaire continue et satisfait
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et

où v 1 est la mesure de Radon image de v par l’application continue

E + a (E*, E’). Cette mesure a de plus son support contenu dans le compact

un "

En particulier, si p ~ 1 . l’application l 1 E’ + L’ (92, P) est alors

p-intégrale [Le (Eb ’ (Q»] et donc p-sommante au sens de Saphar [10] .

Remarque (I,4.1).- Comme pour [1 , ml, L~ a la propriété d’approximation,

on a, en vertu de (théorème 5, p. 133 et Corollaire p. 138) ou de [18J

algébriquement et topologiquement, pour tout p a Il. 0153[ avec:

Dans (2), les inclusions deviennent des égalités si p = 1 ou si E est un

espace de type L~ .

Remarque (I.4,2).- Conformément aux notations de Saphar ~1©~ , on a. si

et on peut ainsi retrouver que tout représentant usuel L 1 LO (Q, Rl du
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processus associé à une mesure de Radon d’ordre p sur E, avec 1  p  0153 ,

définit un opérateur p-intégral de E’ dans LP(O, P) .
b

Remarque (I.4,3).- D’après on a :

Ir (E, F) désignant la famille des opérateurs p-sommants de E dans F .

Théorème (I,4~2).- Soit p OE Jl, -Let soit L : L~ (~’, ~’, pt) -+ L’j (S’2.’Ji. P)

une application linéaire continue et u la mesure cylindrique associée sur

LP (~9~ P) . Alors, on a équivalence de :

a) u provient d’une mesure de Radon d’ordre p i

b) L est un opérateur p-intégral;

c) L est un opérateur p-sommant;

d) L est un opérateur p-nucléaire à gauche j

e) L est un opérateur p-nucléaire à droite ;

f) L est un opérateur quasi p-nucléaire.

Si de plus p EJ1, 2j , alors a) est équivalent à (cf 

gi L est un opérateur 1-sommant.

Remarque (I,4;4). Soit E un Banach. Introduisons la PP-topologie sur E

(~ &#x3E; p ~ 1). C’est la topologie localement convexe sur E définie au moyen

des semi-normes

oÙ v parcourt la famille des mesures de Radon &#x3E; 0, finie sur la boule unité

U’ de E’, muni de la a fE’, E) topologie.
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Ainsi, si T est un opérateur linéaire continu d’un Banach E d ans un Banach

F 1 T est p-sommant si et seulement si T est un opérateur linéaire continu

de E muni de la ôi P topologie dans F (1 ~ p  ~ J.
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II. TRANSFORMEES DE FOURIER

FONCTIONS DE TYPE POSITIF, FONCTIONS DE TYPE NEGATIF

Commençons par donner quelques définitions.

Définition (IIs 1 ) .· Soient E un e.l.c., E’ son dual et p une probabilité de

Radon sur E. L’application f : y -~ f sur E’ est appelée

transformée de Fourier de p ou fonction caractéristique.

Définition (II~2).- Soient T un ensemble et P, L) une fonction aléa-

toire sur T . L’application F. t -&#x3E;/e P idw) déf inie sur T est

appelée transformée de Fourier de L. Bien entend u, 5(t) - J Pj jidu)
et deux fonctions aléatoires isonomes sur T ont même transformée de Fourier.

La transformée de Fourier d’un processus X sur T sera, par définition, la

transformée de Fourier de l’un quelconque des représentants de X .

Définition (!!.3).- Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité, v une

mesure cylindrique sur E , X le processus(linéaire) sur F associé à p et f la

transformée de Fourier de ce processus. On a, pour tout N de -SF

c’est-à-dire la restriction de f à N, soit f 1 N , est la transformée de

Fourier de la probabilité PN .
f sera aussi appelée transformée de Fourier de la mesure cylindrique 03BC.

Définition (II j4) .- Soit E un espace vectoriel On dit qu’ une fonction

f : E -~ C est de type positif (resp. de type négatif) si pour tout entier
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n &#x3E; 0 , pour toute famille (x ~ ... Xn) de n éléments de E et pour toute

famille (~1.... ~n) de n éléments de C , on a :

On notera P E ou P (resp. FL ou IL) l’ensemble de toutes les fonctions
de type positif (resp. de type négatif) sur E.

Rappelons les propriétés élémentaires de PE et 

1. Propriétés communes

(c~) Il et P sont deux cônes convexes.

(c2) Il et P sont simplement fermés.

(c3) est constitué de fonctions constantes &#x3E;_ 0.

v - 
- 

/1)- f(X)+Y(X)(avec la natation ’y (x) (-x), ’y (x) = T -2
(c5) Si E et F sont deux espaces vectoriels et u une application linéaire

de E dans F, alors :

u ==}’ 0 U E 1&#x3E; E ~

2. Autres propriétés de P

, on a pour tout x 6 E et tout h E E
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Remarque ( II, 2;1 ) (cf. [8]).- Pour établir (P2) dans le cas où l’ on ne se donne

aucune hypothèse de continuité, il suffit de montrer que si A = ((ai )) et

B = sont deux matrices n x n de type positif la matrice n x n

C = ((aij l’est aussi. Or cette propriété résulte du fait que pour toute

matrice n x n M est de type positif, il existe une matrice n x n, soit P,

telle que M = PP j par suite M est somme de matrices n x n de la forme

R a ( (ai aj J J et ces matrices R sont de type positif.

Remarque (II.2J2).- D’après la remarque ci-dessus, on en déduit que si

A = ((ai )) est une matrice n x n de type positif, la matrice B = ((exp ai ))
est de type positif.

3. Autres propriétés de Il

alors pour tout x e E et tout y ~ E
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4. Théorèmes de caractérisations et lien avec les déf initions (II;1), (IIl2)

et 

E désignera dans tout ce qui suit un espace vectoriel sur fi .

Théorème (II,1).- Si f : E + C est de type positif, la fonction x + ’Y (x) _

f (0) - f (x) est de type négatif sur E .

Théorème (11,2).- Soit’ une application quelconque de E dans C . On a équi-

valence de :

i) Y est de type négatif J

ii ) est de type positif pour tout s &#x3E; 0 et Y (0) ~ 0 ;

iii) il existe une suite s 
n 

de réels &#x3E; 0 tels que s 
n 

~ 0 et -5n Y est

de type positif pour tout (0) ~ 0 .

Preuve. Pour montrer l’ implication "iii =&#x3E; i» , on peut supposer Y (0) m 0

(d’après alors, d’après (c~) et le théorème (II;1), iii ~ 1 puisque

Il reste à montrer que : i) ~ ii). Pour cela on se donne arbitrairement

n E N et (xi. E x C ( i = 1~ .. n ) , On a trivialement :

avec

Et comme la matrice n x n M. ttmi )) est de type positif par i), il en

est de même de la matrice M1. t texp d’après la remarque par

suite le premier membre de t1 ) est positif C.Q.F,D.
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Remarque (II.3=1 ) .· Soit f : E - C strictement positive et Log f .

D’après ce qui précède, Y est de type négatif si et seulement f est de type

positif, quel que soit s &#x3E; 0 .

Remarquons qu’il existe des fonctions f : E -~ C de type positif et strictement

positives pour lesquelles il existe s &#x3E; 0 tel que fs ne soit pas de type posi-

tif (cf, Il suffit de considérer la fonction f s x -~ cos2 x . Si

e est suffisament petit, f 1/2 n’ est p as de type positif.

Théorème (Levy-Kintchine) .(cf. 14J ’ exposé 2) .- SoientY une applica-

tion continue de Rn dans C. 1.1 Î la norme euclidienne de Rn ,  ., .&#x3E;

le produit scalaire correspondant et soit :

On a équivalence de :

1) ~ est de type négatif ;

ïi) il existe une forme linéaire réelle L sur R" , une forme quadratique

Q positive sur Rn et une mesure de Radon 0 bornée sur Rn - {0} telles

que s

Remarque (II,4,1).- Le triplet (L, Q, a) est déterminé de manière unique.

Corollaire." Si Y : R" -+ C est une fonction continue de type négatif alors

pour tout x de R , n lim et est égale à Q (x).
n- n
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En effet, on a en utilisant la décomposition ci-dessus de

Il suffit d’appliquer le théorème de Lebesgue.

Théorème (II,4). (Théorème de Bochner) (cf. L6J , p. 146).- Soit f : 

continue avec f (0) = 1. On a équivalence de :

i ) f est de type positif 1

ii) f est la transformée de Fourier d’une probabilité (de Radon) sur R" g

iii ) pour toute fonction ’P de ri) . on a :

Définition (II:5) .· On appellera fonction caractéristique sur R" , toute

fonction f de Rn dans C , continue de type positif avec f (0) =1. Elle

, ., ., n i x a&#x3E;
sera dite dégénérée s’il existe a E Rn tel que f (x ) = eix,a&#x3E; pour tout

x E Rn .

Notation : s ~o (E) désignera l’ensemble de toutes les fonctions f de E dans

C satisfaisant :

a) f (0) = 1 ; f est de type positif ,

b) les restrictions de f à tous les sous espaces vectoriels N de E de

dimension finie sont continues quand N est muni de sa topologie

séparée (unique).
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Théorème L1J .- Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité et

soit f s E -~ C. On a équivalence de : i

a) f E (E) ;

b) f est la transformée de Fourier d’une mesure cylindrique sur F s

c) f est la transformée de Fourier d’un processus linéaire sur E.

Théorème (II=6).- Soient E1 et E deux espaces vectoriels et u une application

linéaire de E dans On a :

f E ’::Jto tE ) ~ iEJ .

Théorème (IIJ7).- Soit E un e.l.c. Si f : E + C est une fonction de type

positif, on a équivalence de :

i) f est continue au point 0 s

ii) 0ée f est continue au point 0 1

iii ) f est uniformément continue sur E.

Ce théorème est une conséquence immédiate de (p 4
Théorème (IlJB) (cf. [1]. exposé 3 ).- Soit X un processus linéaire sur un

e.l.c. (séparé) E et f sa transformée de Fourier. On a équivalence de

i ) f est continue sur E i

ii) X est continue.

Terminons cette partie 4 en donnant quelques autres propriétés des fonc-

tions caractéristiques.

Théorème Soit p une probabilité de Radon sur notons f sa trans-

formée de Fourier. S’il existe x 
0 

non nul dans R" et a irrationnel tels que
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alors p est portée par un hyperplan de R" .

Plus généralement, s’il existe p vecteurs Xi.... x p 
linéairement indépendants

de R et p irrationnels a.~ ... a tels que

alors v est portée par une variété linéaire de dimension n - p .

Preuve.- Par hypothèse il existe a 0 et b dans R tels que

donc tels que

D’où

Par suite, si pour tout kà Z ~ nk (resp. RI.) désigne l’hyperplan

(resp.  x , u &#x3E; _  x , b &#x3E; + 2 kwp 
o 0 o a

Les hyperplans 11. et H’k, «Iç,iç’) (=- Z-) étant parallèles entre eux, il existe

donc z tel que n. = II’ et comme a est irrationnel (ko, k’ ) est0 o 
z tel que k 

* 

k et est o 0 

unique. Par conséquent v est portée par l’hyperplan Hk
0

On en déduit immédiatement le théorème.

Corollaire l.- Les seules fonctions f caractéristiques sur R telles que

If (x)) = 1 , pour tout x dans n sont les fonctions dégénérées.

Corollaire 2,- Si f est une fonction caractéristique sur égale à 1 sur

un ensemble mesurable de Rn , de mes ure de Lebesgue non nulle, on a : f= .1.
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Corollaire 3.- Soit f une fonction caractéristique sur R . S’il existe

a réel &#x3E; 1 tel que pour tout x de R" , If (x)1 ~ 1 f alors f est

dégénérée.

Preuve 1 C’est immédiate car on a s

Donnons encore quelques propriétés.

t1) Soit f une fonction caractéristique sur R" . S’il existe a 1 tel

que pour tout x E Rn, f (x) - f (ax) , alors f 5 1 .

(on a alors f (x) . f x) pour un 1 ~ , et par suite en faisant

tendre n vers + -, on a f (x) - 1. 

(2) Soit E un espace vectoriel et p une semi-norme sur E. Alors

i ) pour toute fonction Y de type négatif s ur E

ii) si (E), alors

111) si (E) et si L s E + L° P) est une fonction aléatoire

sur E, admettant P pour transformée de Fourier, alors

Preuve. Pour montrer i), il suffit de remarquer que pour tout y de E , il

existe un entier n tel que n - 1 5 p (y) ~ n et d’utiliser ensuite la sous,
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additivité de 9 .
Pour montrer li), il suffit de remarquer que 1

Pour 111L la 1ère inégalité est triviale, la 2ème est très connus, aussi nous

ne la redémontrons pas.

5. Théorèmes de convergence (cf. {~14] et [16]

Propriété (II,1).- Soient p 
a 

et v des éléments de CJJ Rm) . Notons 03BC 
ce 
et p

leurs fonctions caractéristiques respectives. Alors ua converge étroitement
i, Il

vers v si et seulement p converge vers v uniformément sur tout compact.

Propriété (11;2).- Soit E un espace topologique séparé j pour des probabilités

de Radon portées par une partie A de E . la convergence étroite sur E est la

même que la convergence étroite sur A des mesures induites.

Propriété M1~3).- Soit E un s.l.c. séparé, v une famille de mesures

cylindriques sur E et v une mesure cylindrique sur E. Notons p (resp. P) la

transformée de Fourier de m a (resp. m). On a s

1*) Si v converge cylindriquement vers p converge simplement
A .

ve rs v

20) Si tu(x est un sous-ensemble relativement compact de U’(E)

et si ua (y) converge vers (y) pour tout y e El . alors il existe une

mesure de Radon v sur E telle et p converge étroitement vers v .

3°) Supposons tua . a E r} C et v 
a
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n

a) si E est un polonais et si converge étroitement vers v , Ila converge

vers v uniformément sur toute partie équicontinue de E’

b) si E est un Fréchet, si pour tout c &#x3E; 0 il existe un compact K de E

tel que inf v a (KE) &#x3E;_ 1 - e (donc en particulier si r est dénombrable)
a 

a c

et si p converge étroitement vers v , alors p converge vers p uniforme-’
ment sur toute partie équicontinue de El

Démonstration.-

10) est trivial 1 2*) résulte d u fait que deux mesures W 1 et u 2 de 

ont mêmes transformées de Fourier si et seulement ai elles sont égales.

3*) a) est vérifiée d’après L16J . page 51.

Montrons maintenant 30) b). Comme v a converge étroitement vers v

inf p (K ) &#x3E; 1 - e implique v iK) &#x3E;_ 1 - e . Les 03BCa et v sont donc portées
m 

a c «

par un sous espace vectoriel fermé séparable de E soit Ainsi [ E1
converge étroitement vers p j ~ E et d’après 3*) a) p E converge

vers p j 1 E uniformément sur toute partie équicontinue de E; - E’ / E; .
Par suite, û a converge vers û uniformément sur toute partie équicontinue de
E’ , C.Q.F.D.

Cas particulier E = R . 
_

Propriété : Si fn et f sont des fonctions caractéristiques sur R telles

que, pour tout x E P , fn (x) + f (x) alors :

1. fn (x) -~ f (x) , uniformément sur tout compact de R ~
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Donnons une application de cette propriété. Commençons pour cela à

donner une définition.

Définition (II,6).- Soit f une fonction caractéristique sur R . On dit

qu’elle est de type S, s’il existe deux suites de réels &#x3E; 0 (a ) et et
n n

une suite (fk) de fonctions caractéristiques sur R telles que pour tout u

de R (et pour n ; ~ )

et sup f (~) - 11 l + 0 uniformément sur tout compact. (6J" 
n

Thévrème .- Si f est de type b et f non dégénérée, alors s

, quand n - - -

Preuve. Si b -/&#x3E; oo, il existe une sous suite b convergente, de limite b 
 oo.

nk
On applique alors, pour tout t de N et pour tout x E R , la partie 2 de la

propriété à la suite xk 
m x et à la suite de fonctions caractéristiques

h : ce qui donne f = 1 . -Y t e IN Ce qui contredit le
nk

fait que f est non dégénérée. Donc bn -~ " ~ quand n + ~ ,

On montre de même que la suite bn+l est bornée. Par suite

q uand n
n

D’autre part, il existe a" tels que, pour tout u E R

D’oÙ. par 18J» (a) et puisque tb / b n+ 1) est une suite bornée
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Supposons que u - 
bn+l 

ne tende pas vers 1 . Alors il existe une sousSupposons que un = ne tende pas vers 1. Alors il existe une sousn 
_

suite n telle que l’une des suites u8 - tendent vers s  1 1 soit
k n k un k

par exemple un . 
En appliquant à nouveau la partie 2 de la propriété ci-dessus, on a s

et Ifi = 1 , c’est-à-dire f est dégénérée, ce qui contredit l’hypothèse

sur f . C.Q.F.D.

6. Donnons maintenant quelques exemples d’éléments de it E et Pp.

Exemple 1. [2] .- Dans tout espace Lp (0, P) quelconque), de quasi-

norme , x + est de type négatif pour tout
- p - P

q5.P.

En effet, d’après (n 3). il suffit que soit de type négatif j

or ceci résulte du fait que x -~ est de type négatif si p 6JO. 2]

(toujours d’après (n 3 puisque x ~ 1 xi’ est trivialement de type négatif)

avec 1 . 1 norme sur R .

Exemple 2 : Comme cas particulier de l’exemple 1, on a. si H est un Hilbert

x ~ exp (- a est de type positif sur H . continue sur H pour tout

p ~~0. 2] et tout a e IR +
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Exemple 3 1 2 .- Soit P4 muni de la norme 1

avec 0  p .5 2. Alors, si est continue et si f (0) - 1, on a

équivalence de :

a)x + f est de type positif sur IR 4
b) il existe une probabilité a telle que f (x) = ~ ci (du).

51 p &#x3E; 2 , alors a) est satisfaite si et seulement si f = 1 .

Ce résultat a été établi dans L2J , p. 232, bien que l’énoncé ci-dessus

soit apparamment différent. Rappelons le schéma de la preuve de "a ===~ b».

Posons pour f Il existe 4 variables aléatoires Xi. X 2 "

X38 X 4 sur un (n- 9. P) telles que ~ est la 4transformée de Fourier de la
fonction aléatoire L : x2- X39 x 4 ~ xi Xi
Tout d’abord, on montre qu’il existe une probabilité conditionnelle P ((~ dx)

régulière pour X 1 par rapport à la tribu engendrée par les évènements

dépendant symétriquement des Xi , i = 1, ..., 4 telle que : 1

avec

Ensuite, en explicitant pour t E R , et

puis en utilisant (1) et le fait que u -~ ~ (w, u) est de type positif, on

montre qu’il existe n 
o 
C n mesurable de mesure 1, tel que :

Et, comme pour tout w , f ( ., w~ est une fonction caractéristique, donc une

fonction continue, (2) (resp. (3)) est encore vraie pour t E R (resp.
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Par conséquent, il existe une fonction h définie sur n telle que

h est alors mesurable et le résultat b) s’en déduit en prenant a = h o P .

Corollaire.- Soit 0  r 1 2. Il existe une probabilité o sur R’ , telle que

Preuve. En effet, il suffit d’appliquer l’exemple 3 avec p = 2 et

f : t + exp (- t‘ ) (d’après l’exemple 2, x -&#x3E; exp est bien de type2

positif, pour tou t r 2] ).

Signalons à ce propos quelques propriétés des probabilités Qr .
Théorème (IIJ11).- Les probabilités a r définies dans le corolla ire ci-dessus

ont les propriétés suivantes s

Démonstration : s La preuve de b) m’a été donnée par J. BRETAGNOLLE.

a) est immédiat car :

Pour montrer b), il suffit de montrer que l’on a s
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Considérons n entier &#x3E; 0 et soit

existe pour tout t 2 0 et on a :

avec

Mais

D’où f t est une famille de fonctions sur 10, -[ telles que

D’où, par Beppo-Levi

Mais

Et comme
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III. PROBABILITES INDEFINIMENT DIVISIBLES

PROBABILITES STABLES

Dans tout ce 5, E désignera un la norme euclidienne dans

Rn et pour tout réel désignera l’application x -~ cx de E dans E. On

dira qu’une fonction f de E dans R est homogène s’ il existe un réel a &#x3E; 0

tel que, pour tout t a, x) 6 Rt (Àx) = On dit aussi 

est homogène d’ordre a .

1. Définitions

Soit v et f sa fonction caractéristique.

v est dite dégénérée s’ il existe a dans E tel que - ~ est dite symé-

trique si p - À-1 o U J ~ est dite idempotente si u x u = v i ~ est dite non

décomposable s’il existe v 1 et v 2 dans J’(E) non dégénérées et telles que

On a immédiatement :

Théorème (I11,1).- Une probabilité de Radon est symétriq ue si et seulement

si sa fonction caractéristique est réelle (c’est-à-dire si et seulement si

Théorème (IIIt2).- Soit p E, Alors :

u idempotente ( &#x3E; p = an s

Preuve. On a :

p idempotente
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Comme f (0) = 1 et que f est continue c’ est donc que : f = 1.

La deuxième équivalence est due à la propriété_ (1) suivant le corollaire 3

du théorème (11~6).

Remarque (III,1).- Dans un Banach E . i 1 n’ exi ste pas de probabi lité de

Radon IL quasi-invariante, c’ est-à-dire telle que

Enfin, on dira que 03BC1 et P2E sont équivalentes, si elles sont ab-

solument continues l’une par rapport à l’autre.

2. Probabilités de Radon indéfiniment divisibles

Définition E est dite indéfiniment divisible si pour tout

(i) 
.1

entier n &#x3E; 0 , i 1 existe p E P(E), telle que v notera 
n n r

En particulier si u ~ 9J( R%, ~t est indéfiniment divisible si et seule-

ment si pour tout entier n &#x3E; 0, il existe une fonction caractéristique fn
sur Rn telle que :

Théorème (111~3). L4j et [l7J (théorème (2.2)).- Soit v une probabilité sur

-Fonction caractéristique f . On a équivalence de :

i) p est indéfiniment divisible

ii) il existe f sur de type né g atif, telle que Y (0) = 0 et f - e-IF;
iii) v est la loi d’une variable aléatoire X , relative à un (H~~ P).

à valeurs dans e" , cette loi étant loi limite de variables aléatoires
kn

S a 1 X relatives au même (O, F, P) à valeurs dans Rm et telles que
n 
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variables X.~k=1~ ... kn sont indépendantes,

Nous rappelons seulement comment l’on peut établir que f (x) est différent

de 0 , pour tout x 

( 1 f une suite croissante de fonctions bornées de type

positif, donc elle converge simplement vers g finie ) d’ où g est de type

positif (propriété (c2 ) ) . Mais g = donc g . 1 sur un voisinage

je 0 et ainsi est continue en 0. Par conséquent, d’après le théorème (11;7),

g est continue sur R"~ et par suite if 0 0 = ~ .

Corollaire. Soit p une probabilité sur symétrique et de fonction carac-

téristique f . Alo rs, on a équivalence de : s

i) v est indéfiniment divisible à

ii) f est strictement positives, f 1/n est une fonction caractéristique

pour tout entier n &#x3E; 0 .

En particulier, si f est une fonction strictement positive et si Log f est

une fonction homogène, v est indéfiniment divisible.

Remarque (III,2).- Soit f s E de type négatif . Si elle est homogène

d’ordre a &#x3E; 2 , ~’ est identiquement nulle (puisque ~~’ est sous additive).

Remarq ue (III,3).- Dans le théorème (IIIj3), la condition

est équivalente à chacune des conditions suivantes : 1
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uniformément sur tout compact de Rm

(avec fnk fonction caractéristique de

Propriétés élémentaires

converge étroitement vers ~ 
alors

p est indéfiniment divisible.

Exemple 1 - Soit v une mesure finie sur R"’ , de masse et soit la

mesure v :

, 
A

v est indéfiniment divisible car sa transformée de Fourier v satisfait

Exemple 2 - Commençons pour cela par donner quelques définitions, Soient

et f sa transformée de Fourier. On dit que v est stable, si pour

tout (G, e) E: p+ il existe (y, x E tel que
x x x

On dit que p a la propriété (R). si pour tout c 1 E , il existe 03BCc
dans tel que

Par suite, il existe tel que
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Dans le cas où E = P , on dit que p a la propriété ( S ) s’ il existe une

suite de fonctions caractéristiques, une suite de R"’
kk kk

et une suite (b ï d’éléments de )R telles que :k k ~t

tend vers zéro uniformément sur tout compact de Rm.:

Théorème (III  4).- Soit v On a : rr

p stable - v a la propriété ( tl) e v a la propriété ( £ )

Remarque S’ i 1 existe c &#x3E; 1 tel que ( 2 ) soit satisf aite al ors on

aurait, pour tout f 1 u ) ) 1 _ f Donc si E = R"’ , f serait

dégénérée (cf corollaire 3 du théorème 

Remarque (III) 5) .- Soit G un espace vectoriel et soit f E (G) . Supposons

que pour tout c el 0. 1 E , il existe f c E (G) telle que

alors f ne s’annule en aucun point de G .

En effet, supposons qu’il existe uo E G tel que f (uo) = 0 (=&#x3E; u =/ 0).
0 0 0

Mais À + f (À uo) est une fonction continue sur R , prenant la valeur 1
o

au point 0. Il existe donc ao &#x3E; 0 tel que :

Soit alors
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On a :

Posons

Mais

Ce qui contredit (4).

Preuve du théorème (III.4). Si p est dégénérée, c’est trivial.

Supposons donc v non dégénérée. Si p est stable, on a (2) avec f c de la

forme Si v a la propriété

( Pt), f ne s’annule pas et

avec :

f étant continue sur R et ne s’annulant pas on a pour tout p &#x3E; 0

d’où. pour tout p &#x3E; 0 ~

u satisfait donc ( ~ ).

Si v vérifie ( ~ ). v est indéfiniment divisible d’après la partie iii) du

théorème (IIIf3),
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Cas particulier : m = 1.

D’ après [9] , f est une fonction caractéristique stable sur P , si et

seulement si l’on ait sous l’un des cas suivants :

Toujours, d’après L9j . f est une fonction caractéristique stable sur

R si et seulement s’ il existe fo fonction caractéristique sur R , une suite

(a ) d’éléments de R , une suite tb ) d’éléments de R+ telle que
n n x

Remarquons aussi, que si f est une fonction caractéristique réelle sur

R , elle est stable si et seulement si f = e ~ avec If fonction de type négatif

sur R , continue, homogène et Y (0) = 0 ,

Remarque.- Si m est quelconque, on peut consulter [19] et [20J.

3. Lien avec les processus linéaires et les mesures cylindriques.

Définition Soit X un processus sur T , ensemble quelconque. Il est

dit symétrique (resp. stable) si toutes ses probabilités marginales sont

symétriques (resp. stable).

Théorème (IIIs 5) .· Soit X un processus linéaire de transformée de Fourier f .

Alors f est réelle si et seulement si le processus est symétrique.
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Définition (III.3).- Soient E et F deux espaces vectoriels en dualité et

v une mesure cylindrique sur E 9’(E, F ) ) : u = où FF
F

est la famille des sous espaces vectoriels de F de dimension finie.

v est dite cylindriquement indéfiniment divisible si toutes les proba-

bilités uN sont indéfiniment divisibles J v est dite cylindriquement stable,

si toutes les p robabilités uN sont stables.

Notation.- Si F est un espace vectoriel, (F) dési g nera la famille des

fonctions Y de F dans C de type négatif, nulles en 0 et dont les restric-

tions à tous les sous espaces vectoriels N de F de dimension finie sont

continues.

v

Théorème (IIIf6).- Soient E et F en dualité, 03BC E F) et f la transfor-

mée de Fourier de u . On a équivalence de :

î) v est cylindriquement indéfiniment divisible J

iii) Il existe Y dans Jifa f Fl, telle que f m e-Y.

Preuve s Remarquons tout d’abord qua pour tout N dans 

On a trivialement iii) ~ ii) ~ i).

Montrons donc l’implication " i) ~ ici " .

Les p étant indéfiniment divisibles, c’est dire, que pour tout il

existe ’YN : C continue telle que

Par suite
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et comme est continue sur N1. nulle au point 0,

c’ e s t donc que

On en déduit aisément qu’il F ~ C telle que

On vérifie immédiatement que ’Y est dans cy (F) et que f - e-T « C.Q.F.D.

Théorème (11117).- Sous les hypothèses du théorème MIIjB) et si de plus f

réelle, on a équivalence de : 

j~

i) v est cylindriquement stable ;

ii) Il existe Y dans (F), homogène telle que f m e 8

Preuve.- Si f = 1, on a simultanément i), ii) et iii). Supposons qu’il existe

xo dans F , tel que f (x0) 0 1 et soit No l’espace vectoriel engendré par x .o 0 
1 

0 0

. Trivialement ii) =&#x3E; iii) =&#x3E; i) .

. Montrons maintenant l’implication " i ~ iii ". Si l’on a i), alors :

D’où : O

Si , on en déduit que :
2 1

Donc, pour tout 
F 

tel que x o e N , on a s
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On en déduit iii),

. Montrons alors l’implication" iii)=&#x3E; ii) ".

Comme m est cylindriquement stable (si a est cylindriquement

indéfiniment divisible. Donc s

D’après lii), pour tout (a. 0) E F! x )R*x, il existe y &#x3E; 0 tel que
x x

Il s’agit de montrer que T est homogène. Bien entend u, pour tout x E F l’ap-

plication À + sur R est une fonction caractéristique

réelle, stable sur R . Donc, pour tout x E F , À -&#x3E; f est homogène ;

c’est-à-dire

Mais, d’après (1), il existe Yo &#x3E; 0 , 1 tel que :

Il est alors immédiat que

Exemple s Soient E un Hilbert H ~ ! !.)! ) la norme dans H . D’après l’exemple

2. § 2. x + exp (- a est, pour tout p E ] 0, 2] . la transformée de

Fourier d’une mesure cylindrique v 
p 

sur H . Cette mesure cylindrique m 
p 

est

donc cylindriquement stable.
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Corollaire 1.- R" + R continue de type négatif avec Y (0) = 0 .

On a alors équivalence de :

est homogène ;

Corollaire 2.- Soit X un processus linéaire sur un espace vectoriel F et f sa

transformée de Fourier. Alors, on a équivalence de :

RP -,
a) il existe Y dans No (F) telle que f = e J
b) pour tout entier n &#x3E; 0 , il existe (F) telle que

c) toutes les probabilités marginales du processus sont indéfiniment

divisibles.

D’autre part, si f est réelle on a équivalence de :

b’) toutes les probabilités marginales du processus sont stables.

Preuve.- Soit E 1 un e.v. en dualité avec F (soit, par exemple EA) et soit

V mesure cylindrique sur E1 associée au processus linéaire X.

Le corollaire 2 est conséquence immédiate des théorèmes (111;4) et (111;5)

et des deux points suivants :

1. Pour tout N e 2~ F » il existe une bijection g de E 1 N-L sur un R"

(avec n = dim N) telle que g o ~N soit une probabilité marginale ;

2. Si PI (F)) est une probabilité marginale de X , il existe

N dans -YF " une application linéaire (continue) de E IN.L dans R~ ,

avec n = card I , telle que P I = g d PN
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Donnons encore un théorème sur les processus stables.

Théorème (IIIIB) L2].- Soient X un processus linéaire sur un espace vectoriel

E , f sa transformée de Fourier. Si f = e , avec IF (EL positive,

homogène d’ordre a, a E. ]0, 2j . alors tout représentant P, L)

de X définit un opérateur de E dans L~ P) pour tout q 

De plus, il existe Aapq tel que

Remarque (111;6).- On a : s

où ha (x) dx est la probabilité sur R , de fonction caractéristique

Remarque (IIIJ7).- Dans le théorème (III.8). si E est un la mesure de

Radon p sur dont f est la transformée de Fourier, est d’ordre q pour

tout q de ]0, a L .

Si i = 1, .., m est la base canonique de Rm , on a :
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Posons alors c q * 1 / mesure est une probabilité

de Radon sur d’ordre q , de fonction caractéristique f :

De plus

Corollaire [2] .- Soit If une fonction réelle sur R"’ , continue, de type

négatif, avec V (0) - 0 . Alors, si Y f 0 , on a équivalence de :

i) t est homogène d’ordre a pour un a 2j s

ii) il existe une mesure de Redon 2 0 sur la sphère unité S 

telle que

iii) e est une fonction caractéristique stable.

Preuve.- * i) - 11) 1 est la seule implication non triviale.

Soit v la probabilité de Radon sur Rm de fonction caractéristique

f m e et supposons Y homogène d’ordre a,a E]0, 2].
D’après la remarque (11137) et le théorème (1.411) pour tout q dans Io, aL ,

il existe une mesure de Radon k 0. soit vq, sur S telle que

D’après (1), comme S est compact, {vq, q E S J est un ensemble de mesures
q

de Radon &#x3E; 0 sur S étroitement relativement compact. Il existe donc v &#x3E; 0 ,

de Radon sur S et q n t q telle que v qn converge 
étroitement vers v . D’où :
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4. Rappel d’un exemple bien connu et donnée d’un problème.

Soient H un Hilbert réel, (p dans ’Ji’ 0’ (H) et p la mesure cylindrique

sur H de transformée de Fourier P .

Sur un Hilbert H , la Y 
p 
topologie (p E l1, ~C ) est équivalente à la

P-topologie, qui est par définition, la topologie localement convexe sur H

la moins fine des topologies localement convexes sur H rendant continues tous

les opérateurs de Hilbert-Schmidt de H .

D’après on a donc équivalence de :

1) Q est la transformée de Fourier d’une mesure de Radon sur H j

ii) est continue pour la e - topologie (p E C1, oo[) sur H t
p

11i) ’f est continue pour la J- topologie sur H t

iv) le processus linéaire sur H , de transformée de Fourier Ip, est continue

pour la J - topologie. f

On en déduit, en utilisant le théorème (1, 4; 2), le résultat (très

connu) suivant :

"Soient v une mesure cylindrique sur l’Hilbert sa transformée de

Fourier, (n. P, L) un représentant usuel arbitraire du processus linéaire sur

H associé à v et (ei) i E l une base orthonormée de H . On a équivalence de :
1°) ~ provient d’une mesure de Radon d’ordre 2 sur H s

2°) L définit un opérateur d’Hilbert-Schmidt de H dans L 2 (0, P)

3°) est continue sur H et E 
l 

L (ei)12 dP  oo. "E {+oo -oo |L (e i

D’autre part si H est un Hilbert réel, on a équivalence de : =

1 ° ) c~ est la transformée de Fourier d’ une mesure de Radon sur H indéfi-

niment divisible,
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2 ° ) ~ est la transformée de Fourier d’ un e mesure de Radon sur H cylin-

driquement indéfiniment divisible,

où a est une mesure ce Radon &#x3E; 0 , finie sur H - t01 et S un

opérateur nucléaire de H .

Problème : Si E est un e.l.c. quelconque, est-ce qu’une probabilité de Radon

p sur E cylindriquement indéfiniment divisible est indéfiniment divisible ?

On sait répondre affirmativement dans les cas suivants :

a) v est une probabilité de Radon cylindriquement stable 1

b) E a la propriété suivante s est une mesure cylindrique sur E , u

provient d’une mesure de Radon sur E si et seulement si sa transformée de

Fourier f : E’ -~ C est continue pour une certaine topologie localement

convexe sur E’ .
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IV - EXEMPLES DE MESURES CYLINDRIQUES

ET QUELQUES REMARQUES

1. Théorème Soient H un Hilbert réel séparable, C un disque fermé

/B 2013q
borné de H. C° le polaire de C et le complété de He. = H / Peo (0) muni

de la norme pC° correspondant à la jauge Pco de C° ,
Soient 2J , L : H -&#x3E; L° (A. u) une fonction aléatoire usuelle

r

linéaire sur H , dont la transformée de Fourier est x -&#x3E; exp (- 1 et À r
,,

la mesure cylindrique sur H~o associée à la restriction de Lr à He .
On a :

1°) Si a2 provient d’une mesure de Radon, C est un compact de H ~

2°) Si C est un compact de H , on a équivalence de :
A

a) Àr provient d’une mesure de Radon sur He. J
b) (resp. b’)) L 

r 
admet une version eX 

r 
telle que les restrictions à C

des trajectoires de ot 
r 

sont uniformément continues sur C muni de

la structure uniforme induite par celle de H (resp. par cr 

Démonstration.- 1 °) résulte de la proposition 3.4 de 

Montrons 2°). b) est équivalent à b’) car, d’une part, C est cr (He. HCo~
compact (H- est le dual de et d’ autre part, sur C, la structure uniforme

A

séparée a CHe. est moins fine que la structure uniforme de H (puisque
A

l’injection H -&#x3E; HC est continue pour a (H, H) et a (HC , H-oH.
a) est équivalent à b) par la propriété (I,2i6) et le théorème 

Remarque 1.- Si U est la boule unité de H et pCC. U) l’ exposant d’entropie

de C relativement à U , alors pour que À~ provienne d’ une mesure de Radon sur
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HC. il est nécessaire [13] que p (C. U) ~ 2 et suffisant [5] que p (C. U)  2.

Théorème (IVj2).- Soient H un Hilbert réel, de norme Il.11 . E un e~l.c.

séparé et U une application linéaire faiblement continue de H dans E. Soient

r JO. 2j et v 
r 

la mesure cylindrique sur H dont la transformée de

Fourier est x + exp (- llxll’) (H est identifié à son dual). On a pour tout

r E JO, 2] équivalence de :

a) la mesure   ° r est une mesure sur p ~
b) la mesure cylindrique U e v2 est une mesure 

étant l’algèbre des cylindres de E).

Pour montrer ce théorème nous allons établir quelques lemmes.

Lemme 1.- une probabilité sur P"’ et soit sa fonction carac-

Lui m
téristique. Notons n2 la mesure sur dont la fonction caractéristique

est x ~ exp (’-’2013?- 1 lx (avec 11.11 1 norme euclidienne sur R ).

Alors pour toute fonction f réelle continue bornée sur R"’ ~ on a :

Démonstration : elle est de type usuel.

Notons, pour tout 0 &#x3E; 0 . p., la fonction réelle x + exp (- 1 1 lx ail 1 2)
e 2

définie sur S1 h est une fonction réelle définie sur nous note-

rons ~ h la fonction x + h (-x) et ~ h la fonction x + f h(t) dt

quand elle existe.
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Considérons pour tout À &#x3E; 0 et tout a &#x3E; 0 les fonctions réelles

Comme (simplement) quand a et À tendent

vers + 0153 , on en déduit d’après le théorème de Lebesgue

De plus (conformément aux notations usuelles en théorie des distributions)

. On en déduit, d’une part,

et d’autre part, puisque

Comme ceci est valable pour tout a &#x3E; 0 et tout À &#x3E; 0 , on a bien le résultat,

d’après (1).

Remarque 2~- Dans 17J . Gross a énoncé ce lemme.

Lemme 2.- Soit 0  r  2. Soit o r la prooabilité sur R+ telle que

Si nr est la probabilité sur e . de fonction caractéristique x -~ 

où 11 - 11 1 est la norme euclidienne sur Rm et si est la probabilité

sur Rm de f onction caractéristique x - exp (-2013 u 11 ’), alors pour toute

fonction réelle continue bornée sur Prn
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Remarque 3.- D’après la partie 6 du paragraphe II, on sait que a r existe .
(1 )n(1) sera a pp elée mesure de Gauss normale et n1 mesure de Cauchy normale.

Démonstration.- Soit f une fonction réelle continue sur fi"’. Gardons les

notations du lemme 1 (en particulier les notations F~ , h~ a ~ . D’ après ce

1 e mme

Mais, par définition de ~r

d’où, par le théorème de F ubini

Mais d’après la démonstration du lemme 1, pour tout 

Par suite, par le théorème de Lebesgue,
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Lemme 3 - Pour tout r E ~ 0, 2] et pour tout borélien A de ~m

Donnons enf in un dernier lemme.

Lemme 4 - Soit H un Hilbert réel et E1 un s.l.c. séparé. Soit V une applica-
...-

tion linéaire faiblement continue de H dans E1 .
Notons pour tout 2] . v 

r 
la mesure cylindrique sur H dont la trans-

formée de Fourier est x ~ exp (H étant identifié à son dual ) .

Alors, pour tout r 2J et pour toute partie équilibrée A de Ei . on a :

Remarque 4 - V o vr est la mesure cylindrique sur E1 ’ image de la mesure

cylindrique vr par l’application linéaire faiblement continue V i (V o vr)~
est définie comme dans le paragraphe I et (V 0 v )~ &#x3E; V 0 (v J.

r r

Démonstration.- Tout d’abord, pour tout cylindre C de E 1 V~ ~ 1 (C) est un

cylindre de H et d’ après le lemme 3

D’autre part, pour toute partie A de E la famille des suites (An )n
d’éléments de 19E te ls que u An :DA est un ensemble filtrante

E1 
n

décroissant relativement à la relation d’ordre ~ sur (4j A définie par

En outre, si A est équilibrée, u -&#x3E; (V o ( A ) est monotone donc
" 

mesurable.
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On en déduit immédiatement que pour toute partie A équi librée de El 9 on a

t5~, c.q.f.d.

Remarque 5.- Les notations étant celles du lemme 4, on remarque que pour

toute partie équilibrée A de E1

Montrons maintenant le théorème (IVj2).

Soit i l’injection canonique de E dans son complété faible E1 et posons

V - 1 o U . D’après la propriété M,2~3)~ U o v est une mesure sur tE si
et seulement si (V 0 (E) - 1. Comme E est équilibré et que pour tout

réel u &#x3E; 0 , E = 2013201320132013 E , on a par le lemme 4

/2F u

par suite, par la propriété (1.213), on obtient le théorème (IV12).

Remarque 6.- Si E est souslinien on peut remplacer dans le théorème (IV,2)

l’expression "est une mesure sur t Eu par l’expression "provient d’une mesure
de Radon sur E".

D’après les remarques 1 et 6, on a le
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Théorème (IV;3).- Soient H un Hilbert réel séparable de boule unité U . C

/B

un disque fermé borné de H . i l’application canonique de H dans HCo et

r ej0. 2j .

Pour que la mesure cylindrique 1 0 vr provienne d’ une mesure de Radon sur
n

HC. , il est nécessaire que p (C, U)  2 et suffisant que p (C, U)  2.

D’après ce théorème et le théorème (IV11) on a le

Théorème (IV;4).- Soient H un Hilbert réel, de boule unité U, C un disque

compact r ~.j0, 2j et Lr : H - L* (A, p) une fonction aléatoire liné-

aire usuelle ayant pour transformée de Fourier x -&#x3E; exp Alors

pour qu’ il existe une version ct r de L r pour laquelle les restrictions à C

des trajectoires de Lr sont uniformément continues sur C muni de la struc-
ture uniforme induite par celle de H , il est nécessaire que p (C, U)  2

et suffisant que p (C, U)  2 .

Remarque 7.- Dans [15J, on a vu que (en tenant compte des notations du théo-

rème (IUj 3 ) ) si 1 o vr provient d’ une mesure de Radon, i n’ est pas toujours

radonifiante ( au sens de Elle est radonifiante si p (C, U)  1 (cf.

[14]. exposé 10 ) . Pour chercher les cas où i est radonif iante, l’ étude des

mesures cylindriques ioB~ ~rë.~0~2~ est donc inutile.

2. Donnons maintenant une application du lemme 3 dans le cas où r = 1.

La probabilité Q 1 sur R+ telle que
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est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue et a pour

densité

Ainsi, la mesure de Cauchy normale sur Rm est absolument continue par rapport

à la mesure de Lebesgue sur Rm et a pour densité

est la norme euclidienne sur Rm et où

Remarque.- S est l’aire de la sphère unité de R~
m

Soit m un entier &#x3E; 0. Posons pour tout entier i &#x3E; 0 Ri m R et notons
m;1

n1 la mesure de Cauchy normale sur n Ri , G la mesure de Gauss normale
1-2 

m+~

sur Rn+1 et Gm (resp. G 1) la mesure de Gauss normale sur II Ri

(resp. n Ri).
ï-1 

" 

.

Alors, d’après le lemme 3, pour tout borélien A de 1~ Ri , on a s

i=2

c’ est-à-dire
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m+1

EA est le cône de n Ri de sommet 10..... 0) et dont la section par l’hyper-
’ 

1

plan x1 = 1 est l’ensemble des points (x1’ ..., xm+1) de Il Ri tels que1 1 m+1 
1*1 

1

Remarque.- Posons

n a trivialement

Exemple.- Soient a1, ... a , p éléments deP
Prenons

On a d’une part

avec

et d’autre part
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avec

Remarquons que l’on peut 6tre amené à comparer n~ (A1) et n1 avec

A1 et A2 du type (3). D’après t2’) J et (3’) on est ainsi conduit à rappeler

l’énoncé et la preuve d’ un théorème de 

3. Théorème tIU~~~.- Soit En un espace de Hilbert réel de dime nsion n et

notons Gn la mes ure de Gauss normale sur E .
n n

Si les 2 familles (a1’ ... a ) et (b1’ ... b ) de p éléments non nuls de En1 p 1 P n

vérifient

alors

Démonstration.- Notons respectivement par A et B les matrices p x p 

et (tbi )). Pour montrer le théorème il suffit de montrer que pour

tout m fi et pour tout couple (C, 0) - ( ( t ci 3 3, t t di ) ) ) de matrices

m x m réelles inversibles de type positif telles que
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En effet, alors pour tout E &#x3E; 0 , on a t5) avec C - A + E I et

0 - B + c I (où I matrice unité p x p). En faisant tendre e vers zéro on en

déduit (4) d’après un théorème de comparaison des convergences des fonctions

caractéristiques et des fonctions de répartition associées.

Montrons donc t5). Si x = .... xm) E ~.... on notera x &#x3E; 0 , si

xi &#x3E; 0 , pour tout 1 = 1, ..., m .

Considérons pour tout a E L0, 1J la matrice P t a ) = (Ã) )) .

7~ C + t 1-a ~ D et soit (pour tout À e LO, 1J) .

Nous allons montrer I CA) est croissante sur [ 0 p 1J , ce qui

impliquera (5).

Commençons pour cela par introduire quelques notations. Mm désignera la
famille des matrices m x m à coefficients réels P s ttpïj» telles que

det P &#x3E; 0 et pii = cii (i - 1# a**» m) et T l’application

T est injective. Soient aussi les applications g : IRmX T ( -* R+ et

J 8 T (Mm) R+ telles q ue p our tout P e JL m , tou«t x e Rm
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Trivialement, pour tout . P (À) est dans cN[ . Posons
m

, On a

et montrons que di (À) est positif (pour tout À elo. il ).

et par suite

où

avec

Par conséquent, pour tout et pour tout (i. j) tel que

et ainsi
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Corollaire 1.- Soient un Hilbert de dimension n+1 , M et e deux réels

&#x3E; 0 et tel, ..., e+ll une base orthonormale de En+, 0 Soit En l’espace
1 n1 n n

vectoriel engendré par les si d’indice 1 s n .

Soient alors n éléments de E n tels que

Si l’on pose

et si G est la mesure de Gauss

normale sur

avec 8

Démonstration. On a I1 ~ I2 puisque

et que

Soient les matrices 1
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Si K est un disque compact de H tel que p (K, U) &#x3E; 2 , il n’existe pas de

version de L à trajectoires bornées sur K .

Démonstration.- Soit K disque compact de H tel que p (K, U) &#x3E; 2 et supposons

qu’il existe une version 6C de L telle que

par conséquent il existe a &#x3E; 0 et a &#x3E; 0 tels que

On peut tou jours se ramener au cas a = 1 : il suffit de remplacer K par

Ki m a 1 K. ce q ui ne modifie pas la valeur de l’exposant d’entropie. On

supposera dans ce qui suit a - 1 .

Comme p (K. U) &#x3E; 2 . il existe b réel et une suite (an)n de réels &#x3E; 0

tels que 
- ---

(où C (K. an U) est l’ an-capacité de K relativement à U).

Soit alors (Mn)n une suite de parties de K, an U-discern ables et telles que

notons m ce nombre card M .
n n

Montrons que l’on obtient une contradi ction en établissant que

Posons M = sup D’après le corollaire 1,

on 
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Mais pour tout et tout

et comme

on a pour tout 0

Par conséquent
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