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PREFACE

I l s’agit de la rédaction d’une série d’exposés faits dans le cadre

du Séminaire de Calcul des Probabilités de la Faculté des Sciences de

l’Université de Clermont à partir d’un article de FERNIQUE : "Lois indéfi-

niment divisibles sur les espaces de Distributions" (Inventiones Mathema-

ticae 3-1967 pp. 282-292).

Nous publions des démonstrations détaillées et nous nous sommes

placés dans une situation légèrement plus générale.

Le lecteur ne trouvera donc pas ici un article d’une grande origina-

lité mais nous espérons qu’il est utile.

Nous remercions Monsieur HENNEQUIN qui nous a permis de faire cet

exposé à son séminaire et qui nous a encouragés à le publier.

Nous remercions également les auditeurs du séminaire pour leurs

remarques.
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1 - PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES

1.1. DEFINITIONS RELATIVES AUX e ,1, c,

Soit E un e.l , c. séparé l soit A une partie convexe, équilibrée et

bornée de E. Le sous-espace vectoriel de E engendré par A est :

EA = U n A s
né te

la jauge PA de A définie par : PA (x) = &#x3E; 0 à AI . est une norme

sur EA. Sauf mention du contraire, EA est l’espace normé ainsi obtenu.

Proposition 1,1.1,

i.) l’injection canonique de EA dans E est continue,

ii. ) si A est une partie complète de E, EA est un espace de Banach.

Démonstration :

i. ) A étant bornée, pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe

À &#x3E; 0 tel que À pour tout x E EA tel que pA(x)  À, alors x É À A

et 

ii,) Puisque E est séparé et que A est une partie complète de E, A est

fermé dans E. Soit ix ni une suite de Cauchy de EA : elle est bornée et

c = sup pA ix )  + QD J alors, pour tout n, cA. Puisque l’injection
n n

canonique de EA dans E est continue, est une suite de Cauchy de E,

contenue dans cA i A étant une partie complète de E, il en est de même de

cA, et la suite {xn} t converge dans E vers x E cA i alors x E EA. Soit E &#x3E; 0,

il existe n tel que, pour n, m &#x3E; no, PA (xn - xm)  s, soit xn - xm 4Z E A ;
o 0 A n m n m

puisque A est fermé, sA est fermé dans E et xn - x E e A, donc E,
n A n 

-
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pour tout n &#x3E; no.

Remarque : il existe une démonstration plus savante dans L3j (chapitre III

n° 2. lemme 1, page 139).

Définition 1.1.2.

Une partie A de E est dite hi lbert ienne si A est une partie convexe

équilibrée et bornée de E telle que l’espace normé EA est un espace hil-

bertien.

Soit F un soit U une partie convexe équilibrée et absorbante

de F ~ la jauge pU de U est une semi-norme sur F et soit FU l’ espece vecto-

riel séparé associé à l’espace semi-normé (F, pU) : FU est l’espace quotient
F / (0) J désignons par Wu l’application canonique de F dans FU. FU estPu
muni de la normé |..|U définie par : y E F, et, sauf

mention du contraire, FU est l’espace normé ainsi obtenu. FU est le complété
n

de FU : FU est un espace de Banach.

Proposition 1.1.3.

i. ) Si, de plus, U est un voisinage de 0 dans F, l’application cano-
n

nique Wu : F - FU est continue,

ii.) Si U et V sont deux parties convexes équilibrées et absorbantes

de F telles que V C U, il existe une application linéaire continue nUV de
Â n

F.. dans FU, unique, telle que nU ’ ° 

Démonstration

i.) U est un voisinage de 0 dans F et pour tout y E U,
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Remarque : ceci signifie que la topologie quotient sur F / est plu~
Pu

fine que la topologie de FU.
ii, ) Puisque VC U , p et Pv (0) C Pu (0), l’application

Wu : F ; FU se factorise de la façon suivante : Wu 
m 

wUV 0 Iffv

où wuv est une application linéaire de F~ dans FU. Pour tout y E F,

est continue sur FV et se prolonge en une application linéaire continue

de F dans Fu 8 encore notée wUV ’ telle ue, pour tout y E FV à

i.e«, IIUV est de L’ unicité de Tï résulte du f ait que F est
A

dense dans F...

Définition 1.1.4.

Une partie U de F est dite hilbertienne si U est convexe équilibrée
A

absorbante et Fu un espace hilbertien.

Etudions maintenant les relations entre les diverses notions intro-

duites.

Soit E un e.l.c. séparé j F a E’ est le dual de E muni de la topologie
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de convergence uniforme dans les parties compactes, convexes et équilibrées

de E. Puisque chaque partie compacte de E est aussi a IE, E’ )·compacte,

d’après le théorème de Mackey ( L2J chapitre IV, § 2, n ° 3) le dual de F

pst E.

Soit A une partie compacte convexe équilibrée de E 1 le polaire U = A°

de A dans F est un voisinage convexe équilibré de 0 dans F j de plus, puis-

que A est convexe équilibrée et compacte donc a (E, E’ )-fermêe, Uo - Aoo =A.

La proposition suivante précise la relation entre EA et Fue

Proposition 1.1.5.
1B

Le dual fort de Fu est EA"

Démonstration :

Le polaire M.e. l’orthogonal) de EA est U Pu (0).

Les espaces vectoriels EA et FU sont mis en dualité par la forme :

et la topologie a (EA, FU) sur EA est identique à la topologie induite sur

E A par la topologie a (E, E’ ) ([2J. chapitre IV, § 1. n° 5. prop. 5 et 6).

Pour la dualité entre EA et FU, nous avons : n u (U)’ - A et nU(U). La

topologie sur FU est la topologie de convergence uniforme dans les homothé-

tiques nA f n de A. Chaque nA est compact dans È, donc a (E, E’J-

compact, soit aussi a (EA, Fu)-compact, et est convexe équilibré 1 en vertu

du théorème de Mackey, la topologie de FU est compatible avec la dualité

entre FU et EA# et le dual de FU est EA, Puisque FU est un espace vectoriel

normé, le dual fort de FU est normé et sa boule unité est le polaire

A de la boule unité de Fu* Comme A est aussi la boule unité
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A

de EA, le dual fort de FU est EA. FU étant le complété de Fu# le dual fort

A
de FU est identique au dual fort de FU et est EA8

Remarque 1 : d’ après la définition de la norme sur le dual fort de Fui pour

tout 

En particulier, pour tout x E EA, y E F ,

A

Remarque 2 : le dual de EA sera FU si et seulement si FU est réflexif, soit

encore, si et seulement si E A est réf lexif . chapitre II, n° 18, corol-

laire 4 du théorème 13, page 127).

Corollaire :

La correspondance A -~ AO établit une bi j ection de l’ensemble des par-

ties compactes hilbertiennes de E sur l’ensemble des voisinages hilbertiens

faiblement fermés de 0 dans F.

Démonstration :

Soit U un voisinage hilbertien faiblement fermé de 0 dans F à en vertu

de la définition de la topologie de F, il existe une partie compacte convexe

équilibrée B de E telle que B* C U 1 alors A = U° C Boo - B et A est une

partie convexe équilibrée a CE, E’ )-fermée, donc fermée dans E, contenue

dans le compact B : A est une partie compacte de E j U étant convexe faible-

A

ment fermée, Ao = Uoo - U. Comme FU est un espace hilbertien, son dual fort

EA est aussi un espace hilbertien et A est une partie compacte hilbertienne

de E telle que A* = U. _
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Soit A une partie compacte hilbertienne de E 1 U - Ao est un voisinage,

convexe équilibré faiblement fermé, de 0 dans F. Par hypothèse, EA est un

espace hilbertien; le dual fort EA = F"U de EA est un espace hilbertien s

puisque la restriction à FU de la norme de F* est identique à la norme de
A

FU , FU est préhilbertien et, étant complet, est un espace hilbertien. Ainsi

U est un voisinage hilbertien de 0 dans F.

Remarque : ce résultat peut étre déduit du résultat mentionné dans la remar-

que 2 de la proposition précédente. En effet, si EA est hilbertien, EA est

réflexif donc FU est réflexif et est le dual fort de EA s FU est donc

hilbertien.

Proposition 1.1.6.

Soit A une partie compacte hilbertienne de E, les assertions suivantes

sont équivalentes s

1.) EA est séparable

2.) A est séparable pour la topologie induite par celle de E

3.) A est séparable pour la topologie induite par la topologie a (E,E’),

Démonstration :

Si A muni d’une topologie 6 est séparable, A est séparable pour toute

topologie moins fine que % . Par suite, l’implication 1. )~ 2.) résulte de

la proposition 1.1.1. et l’ implication 2. ) ~ 3.) résulte du fait que la

topologie a (E. E’~ est moins fine que la t opologie initiale de E.

Supposons que A soit a (E, E’)-séparable; puisque EA est hilbertien,
A A

EA est réf lexif et son dual est Fui la boule unité A de EA est a (EA, FU)-
compacte ([2] chapitre IV, 5, n ° 2, prop. 6). La topologie induite sur A par
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n

ci (E, E’ ) est identique à a CEA. FU) et est moins f ine que a (EA, 
puisque A est a CEA. FU)-compact, les topologies induites sur A par

Q (EA. u ) et Q (E, E’) sont identiques et A est o (EA. Il
A U A U

existe une partie dênombrable 0 de A. dense dans A pour a CEA’ FU) J le

sous-espace vectoriel 0 engendré est v (EA, FU)-dense dans 

étant convexe, son adhérence est la même pour o (EA, FU) et pour la topo-

logie de E . ([2] o chapitre IV, S 2, n ° 3, prop. 4, cor. 2). Ainsi O est

dense dans EA s D est un système total dans EA et EA est séparable.

Remarque 1 : la proposition reste vraie si on suppose seulement que A est

une partie compacte convexe équilibrée telle que EA soit réflexif.

Remarque 2 : sous les hypothèses de la proposition 1.1.6., le dual fort de

F U est E A et est séparable, alors F U est séparable ( L5j p. 126) et F U admet

une base orthonormale dénombrable, qui est aussi une base orthonormale de

A

Fu ([2] chapitre V. § 2, n° 4. cor. de la prop. 6 ) ·

1.2. OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT

Soient H1 et H2 deux espaces hîlbertîens l une application linéaire u

de H1 dans H2 est dite de Hilbert-Schmidt (en abrégé : H.S.) si u est conti-

nue et s’il existe une base orthonormale i E Il de H telle que :

Alors, pour toute base orthonormale JI de Hl 0
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est indépendant du choix de la base orthonormale {e.J
de H , est noté |u|2 et est appelé norme de Hilbert-Schmidt de u.

Rappelons les propriétés suivantes des opérateurs H.S. (cf. 

chapitre 1. 2, n ° 2).

1.) Soient H~ et H2 deux espaces hilbertiens et u une application

linéaire de H1 dans H2 1 u est de type H.S. si et seulement si il existe

un système orthonormal dénombrable de H1 . un système orthonormal

dénombrable tell de H et une suite de nombres réels positifs tels que :
n 2 n

B À2  + 0153 et, pour tout x E H1 ’ u(x) = En hn, e &#x3E; e’ . °L n 1 L n n n
n n

2.) Soient u une application linéaire H.S. d’un espace hi lbertien H1
dans un espace hilbertien H2 , v une application linéaire continue de H 2
dans un espace hi lbertien HI et w une application linéaire continue d’un

espace hilbertien H1 dans H1 . Alors vou et uow sont de type H.S..

La notion d’application H.S. s’étend de la façon suivante :

Définition 1.2.1.

Soient F un e.l~.c, et H un espace hilbertien. Une application linéaire

u de F dans H est dite de Hilbert-Schmidt (en abrégé : H.S.) s’il existe un

espace hilbertien Ho tel que u se factorise : u - aoe où a est une appli-

cation linéaire de type H. S. de Ho dans H et e une application linéaire

continue de F dans H .
o
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Proposition 1.2.2.

Soient F un e.l.c. et H un espace hilbertien i une application liné-

aire u de F dans H est de type H.S. si, et seulement si, il existe un voisi-

nage hilbertien U de 0 dans F et une application linéaire v , de type H.S.,

n
de FU dans H telle que u = vonU .

Démon st rat ion

Supposons que u soit de type H.S. i avec les notations de la définitior

précédente, l’application est une forme quadratique posi-

tive continue sur F l U = (y G F / 1 la (y) 11 .5 1 } est un voisinage convexe

équilibré de 0 dans F tel que, pour tout y E F . : U est
U

-1 -1
un voisinage hilbertien de 0 dans F. Puisque 6 (0) = Pu (0) , se factorisePU
de la façon suivante s fl * 

où e1 est une application linéaire in jective de FU dans Ho j pour tout

y E F, ||B1(IIU(
donc B1 est une isométrie ide FU dans Ho . Elle se prolonge en une applica-

A n 

tion linéaire continue e 1 de Fu dans H0. alors v = «oe1 est une application
n

de type H. S. de FU dans H et u = vonu 0
La réciproque est triviale.
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1.3. S-TOPOLOGIE

Soit E un e.l.c. séparé. On suppose que E satisfait à la condition

s ui van te :

(H ) : l’ ensemble ~ des parties compactes hi lbertiennes de E est un système

fondamental de parties compactes de E

i.e, toute partie compacte de E est contenue dans une partie compacte hil-

bertienne de E .

F - E’ désigne le dual de E muni de la topologie de convergence uni-

forme dans les parties compactes convexes équilibrées de E = un système

fondamental de voisinages de 0 dans F est tr. A E (V5 1 = en vertu du

corollaire de la proposition 1.1.5.~ ~ est l’ensemble des voisinages

hilbertiens faiblement fermés de 0 dans F .

Définition 1.3.1.

U E Lr est dit de Hilbert-Schmidt (en abrégé : H.S.) si l’application
A

F - FU est de type H.S.

Proposition 1.3.2.

U E ~ est de type H. S, si, et seulement si, il existe tel que

V C U et IIUV est de type H.S.

Démonstration .,

Supposons que U soit de type H.S. Par la proposition 1, 2, 2" il existe

un voisinage hilbertien W de 0 dans F et une application linéaire

v : FW-FU, de type H.S., tels que «MU 13 voww u étant un système fonda-

mental de voisinages de 0 dans F , il existe V tel que V C U (B W à
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nous avons alors : Les applications voe wv et nUV
A /~

sont continues sur Fv coincident sur Fv comme FV est dense dans 

iruv m vonwV et, v étant de type H,S, , nUV est de type H,S. La réciproque

est triviale.

Proposition 1.3.3.

U E 1Jr est de type H.S. si, et seulement si, il existe une partie

compacte K de E et une mesure borélienne positive bornée p sur K (muni de

la topologie induite par celle de E), tels que, pour tout y E F ,

Démonstration : (cf. [6] prop. 10.2, p. 178)

Supposons que U soit de type H.S. Il existe V E- L/ tel que V C U et
soit de type H.S. Par conséquent, il existe un système orthonormal {en}

de Fv 0 un système orthonormal de une suite de nombres

réels positifs, tel que :

n ’

(le produit scalaire dans FV étant noté  
.. , .. &#x3E; . ) . Pour tout y E FV

, et, si nous prenons y = wvey) , pour

tout y E F , nous avons :

, A

Soit A = VO : s A est une partie compacte hilbertienne de E; comme F. est un

J A A

es p ace hilbertien, nous p ouvons identifier le dual fort E A de F V avec F V et

considérer cpmme un système orthonormal de EA J nous avons alors, pour
n A
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tout y E F .  en &#x3E; -  ’y . en vertu de 10 définition de la

dualité entre FV et EA i chaque en appartient à la boule unité A de EA et,

comme El2n  + oe à v ,1 À2 6 est une mesure positive bornée boré-¿ n n e
n n n

lienne sur A telle que :

1 pour tout y E F ,

Réciproquement, supposons que, pour tout y E F ,

où K est un compact de E et p une mesure positive bornée borélienne sur K.

Puisque ~ est un système fondamental de parties compactes de E, il existe

tel que K C B , de sorte que K° et K° est un voisinage de 0 dans

F . Il existe alors V E. 1r tel que V C A - V° est une partie

compacte hilbertienne de E contenant K°° , donc K. Pour tout x E K C A C EA,/B
pour tout y E F ,

Les applications / du  x &#x3E;

sont continues sur FV et coïncident sur Fv : elles sont donc égales et,

pour tout

Soit le, i i e Il une base orthonormale de F j en identifiant comme précé-
" 

r i
demment Fv et EA, nous pouvons considérer leïl comme une base orthonormale
de EA , de sorte que, pour tout x 6 K C A ,
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(égalité de Parseval)

par conséquent, wuv est de type H.S. et U est de type H.S.

Proposition 1.3.4.

L’ensemble des U É 1), de type H.S., est un système fondamental de

voisinages de 0 dans F pour une topologie localement convexe sur F .

~ est appelée S-topologie.

A partir de la proposition 1.3.3., la vérification est triviale.

Remarque : si (9 0 - {A e 9 1 A* de type H.S.1 , es est la (5 0-topologie.
Chaque A ~ @ o est convexe, équilibré, compact dunc a CE, F)-compact et

(~0c (§ ~;s est plus fine que a (F, E) car ~- est compatible avec la

dualité et est moins fine que la g-topologie dont un système fondamental

de voisinage de 0 est e .
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2 - TRANSFORMEES DE FOURIER

Dans ce chapitre, E désigne un e.l.c. réel séparé; on suppose que E

satisfait à la conditions s

(H) : l’ensemble G des parties compactes hilbertiennes de E est un système

fondamental de parties compactes de E.

F = E’ désigne le dual de E. Sauf mention du contraire, F est muni de

la topologie de convergence uniforme dans les parties compactes convexes

équilibrées de E.

2.0. NOTATIONS UTILISEES

a.) Soit X un espace topologique complètement régulier. ’j3 x est la

tribu de Borel de Xi une mesure sur X est une application 03BC de Jj dans
fR+ , a-additive telle que 03BC (O) = 0

La mesure 03BC est dite K-régulière si, pour chaque B e xx
03BC (B) = sup 14 (K) s K compact, K C B}.
La mesure p est dite tendue si elle est finie (i.e. p (X)  + ~ ) et est

K-régulière. désigne l’ensemble des mesures tendues sur X.

b.) ~ (X ) est l’espace des fonctions continues et bornées sur X, muni

de la norme de la convergence uniforme sur X. On appelle mesure de Radon

bornée sur X toute forme linéaire continue m sur C (X) satisfaisant à la

condition te, K) :
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pour tout e &#x3E; 0 il existe un compact K de X tel que : pour f E G(X)

vérif iant f(x) = 0 pour K et ‘f ~  1 , alors Im(f)1 ~ E -

Il existe une bijection de ~+(X) sur l’ensemble des mesures de Radon

bornées et positives sur X , soit p ~--3 m , dêfinie par :

Si m est donnée, la mesure v correspondante est définie, pour tout

ouvert U de X par :

On identifie ces deux ensembles et est muni de la topologie induite

par la topologie faible du dual de (appelée topologie étroite). Pour

cette topologie, une suite généralisée v 
a 

dans (X ) converge vers

t +
4 e et on note 4 

a 
- 03BC, si, et seulement si, pour chaque

Un sous-ensemble 3e de ~+ (X ) est dit équitendu si :

1.) sup p6 ~ }  + 0153 .

il.) pour tout e &#x3E; 0 , il existe un compact K de X tel que, pour chaque

Si 0£ est é q uitend u, il est relativement compact dans (cf : [811 1

c.) Soient X et Y deux espaces topologiques complètement réguliers,

et f une application continue de X dans Y. Si v est une mesure tendue sur

X, la formule :

définit une mesure tendue sur Y.

Soit h une fonction définie sur Y et BY-mesurable; alors hof est
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J3 -mesurable. Si h est ositive, alors : I Y h df (u ) = l X hof du .
Par suite, h est f(03BC)’-intégrable si et seulement si hof est 03BC-intégrable, et

alors, l’égalité précédente est vérifiée.

d. ) Soit f : BX-mesurable, Si v est une mesure tendue sur
X , la formule :

définit une mesure K-régulière f.p sur X .

Soit h une fonction définie sur X et BX-mesurable; alors hf est
x-mesurable. Si h est positives alors : / h df p - ~ X hf dp .
Par suite, h est f.p-intégrable si, et seulement si, hf est 03BC-intégrable

et l’ égalitë précédente est vérifiée.

s. ~ X est dit polonais s’il est métrisable complet et séparable. Si X

est polonaïs, toute mesure finie sur X est K-régulière, donc tendue (cf :

[6] . prop. 11-7-3).

X est dit lusinien si X est séparé et s’il existe un espace polonais

P et une application bi jective continue de P sur X . A la métrisabilité

c’est la définition donnée dans [2] . Les résultats établis dans [2]
sont encore valables et en particulier :

si f est une application continue in jective d’ un espace lusinien X

dans un espace topologique séparé Y , alors f (X ~ est un borélien de Y .

si X est un espace lusinien, un sous ensemble de Y est lusinien si,

et seulement si, il est un borélien de X .

Il en résulte que i

toute mesure finie y sur un espace lusinien X est tendue, et, plus
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précisément, pour chaque borélien B

4 t8 3 = sup K compact métrisab le, 
,

si f est une application continue bijective d’ un espace lusin1en X dans un

espace topologique séparé Y , alors Y est lusinien et
_ - .

Si v est une mesure finie sur Y (v est alors tendue’), la formule

définit une mesure v tendue sur X telle que f(p) m v , c’est-à-dire, l’appli-

cation est bi jective.

Soient b et CI deux topologies sur X , XC étant polonais, X rut- e

étant séparé et et moins fine que ’C . Alors X est lusinien et nous
avons :

f. ) Soit v une mesure tendue sur un espace topologique X complètement

régulier i si est une suite généralisée croissante de fonctions posi-
a

tives, semi-continues-inférieurement sur X , convergente simplement vers f , 

alors f est semi-continue-inférieurement et :

2.’ , TRANSFORMEES DE FOURIER 

désigne le sous-ensemble convexe de formé des mesures de
1

probabilités tendues sur E.

Pour 03BC E M*(E) la transformée de Fourier de v est l’application,
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notée F03BC o u v de F définie par :

Posons Nous avons le théorème suivant : .-

Théorème 2,1.1, (BADRIKIAN 

Soit f une application de F dans C j ~p est la transformée de

Fourier d’une mesure de probabilité tendue sur E si, et seulement si, :

1. 1

2. lf est continue sur F muni de la S-topologie

3. ~ est de type positif, i.e., pour toute famille finie

Nous nous proposons de donner la forme générale de la transformée de

Fourier des mesures de probabilité tendues et indéfiniment divisibles sur

E (cf. [7] ) . Ces mesures sont caractérisées par la propriété suivante de

leurs transformées de Fourîer, propriété que nous prendrons ici comme

définition :

Définition 2.1.2.

~ 6 ~(~) est dite indéfiniment divisible sî, pour tout n 4!,L-- 

il existe e telle désigne l’ensemble

des indéfiniment divisibles.

Si E = la transformée de Fourier d’une mesure de probabilité

indéfiniment divisible ne s’annule pas. Nous avons un résultat analogue dans

le cas général.
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Proposition 2.1 .3.

Soit = pour tout y é F , 

Démon st rat ion :

Soit y E F s t ~ (ty ) est continue sur IR, de type positif

et prend, pour t = 0 , la valeur cette fonction est indéfi-

niment divisible et, par suite, ne s’ annule pour t = 1 , nous avons

donc (~(y) ~0 .

2.2. FONCTIONS DE TYPE NEGATIF

Les définitions et les résultats donnés ci-dessous sans démonstration

sont extraits du livre de HOCHSCHILD ([4] chapitre IV).

Soit F muni d’une topologie l.c. séparée C; F est simplement connexe

par arcs et est donc simplement connexe 1 c’est-à-dire : si f : T est

un revêtement, yo un point de F , so un point de S , g une application

continue de F dans T telle que f (s - g(y), alors il existe une applica-
a a

tion continue h de F dans S , et une seule, telle que g = foh et h(y ) = s .
a 0

Appliquons ceci au cas où T = C* = CB{O}, S =C, f : z é C +

= 0 , C est la S-topologie TS. Alors, pour chaque

J il existe une application unique h ; F - C , CS-continue telle que : s
h (0 ) = 0 et, pour tout = 

Nous noterons h = L 1g .

Proposition 2.2,1.

Soit J alors h = L possède les propriétés suivantes :
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1. h(O) = 0 et, pour tout y E F , h(-y) - h(y) ;

2. h est CS-continue ; ·
3, pour toute famille finie

telle que

Démonstration :

1. r étant de type positif , pour tout y e F , ~(y) = 

et ~p(y) = eh (-Y) . y ’B¡----+ h(-y) est sur F et sa valeur,

pour y = 0 . est h(0) = 0 . En vertu de l’unicité de h , nous avons donc,

pour tout y E F , h(y) = 

2. c’est l’une des propriétés caractéristiques de h.

3. puisque (f 6. ~~ pour tout n E gy il existe Yn (E telle

que : (P - ne s’annule pas (Pn est une application de F dans’ ’ n ’ n ’ n

Ex CS-continue telle = 1; il existe donc une application
oP h (y)

hn : F - C , Cc-continue telle que : h-(O) - 0 et P_(y) = Par

conséquent, r (y) = e 
Il 

, nhn (0) = 0 et nh n est Cs-continue : i en vertu

de l’unicité de h , nous avons h - nh 
n 

et :

y ) 1 knlg ..., n} une famille finie de C x F telle que% K
n

k=1 0 . Puisque Pp p est de type positif
k-1 

k p
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n

et la condition : E 0 entraine
k=1 

k

donc

Puisque

par passage à la limite, nous obtenions i

Remarque : pour la terminologie usuelle la propriété 3 de cette proposition

signifie que -h est de type négatif.

Pour établir la réciproque de cette proposition, nous avons besoin du

lemme suivant :

Lemme 2.2.2, (cf : [5])
Soit h : F -~ ~ telle que h(O) et h(y) - h(-y) pour tout y OE F .

Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes 1

i. ) pour tout t 1 0 , eth~y) est une fonction sur F de type

positif

ii, ) -h est de type négatif (1.e. : h vérifie la condition 3 de la

proposition 2.2,1. )

iii, ) pour toute famille k = 1, ..., n} de C x F ,

Démonstration 1

i.) implique li.) J le démonstration est identique à celle de la

proposition 2.2.1
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ii.) implique iii.) j soit ~ 1 une famille

finie de Cx F ; posons 1 Puisque

en vertu de 

soit

et

iii.) implique ii.). Soit j(ak à Yk) i k = n} une suite finie

d’éléments de C x F . Pour 1~ k , 1 :5 n , posons : s

la matrice carrée d’ ordre n : A - ( (A1 ) ) , à coefficients complexes, est, en
k

vertu de iïi.). hermitienne positive 1 il existe une matrice unitaire

U = et une matrice diagonale à termes positifs A = ( (s a 1» telles
k g k k

que : A - U à pour 1 s k . 1 ~~ n , nous avons :

Soit t &#x3E; 0 1 posons
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Pour ’ posons :

est sommable et

Par suite,

Par conséquent,

Proposition 2.2.3.

Soit h : F - il existe If É J telle que h - L (p si, et seulement

si, :

1.) h(O) = pour tout y t F , h(y) - h (-y)

2.) h 

3.) pour toute suite finie Yk ) 8 k = 1~ 000,# nl d’éléments de

telle que
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Démonstration

Les conditions sont nécessaires en vertu de la proposition 2.2.1.

Montrons qu’elles sont suffisantes. Pour tout n désignons par

fin l’application définie sur F par :

Pn est CS-continue sur F . est de type positif en vertu du lemme 2.2.2. et
prend, pour y - 0 , la valeur 1 . En vertu de la proposition 2.1.1.,

Puisque, h(0) * 0 et

à désigne l’ensemble des applications h de F dans C telles que,

pour tout y e F , h(y) = h(-y) et la condition 3. de la proposition 2.2.3.

soit satisfaite. A° désigne le sous-ensemble de dt formé des applications

h telles que h(0) = 0 . dt est un cône convexe de l’espace 9i (F, ~) des

applications de F dans C , contenant les applications constantes réelles et

est aussi un cône convexe de ~ (F, C) .

Lemme 2.2.4.

Soient h E 1 (b p , zp) j p " 1, ..., m une suite finie d’éléments
P P

de C x F 1 a lors l’ app licat ion h1 déf inie sur F par :

appartient à dt .
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Démonstration :

Puisque

Soit i une suite f inie d’éléments de C x F ,

telle que posons Nous

avons alors :

Lemme 2. 2. 5.

Soit ~ alors l’applica-

tion h2 définie sur F par :

appartîent à 

Démonstration :

Soit appliquons le lemme 2 , 2.4, aux éléments (1, 0) et

de C x F : l’ application h 1 définie par :
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appartient à JE i puisque ët est un cône, l’application

appartient à 

Il suffit alors de remarquer ue, pour tout a E 2 il existe2 2

t Ë P tel que a = 1 t + t’.2 pour achever la démonstration.

Proposition 2.2,6,

Soit alors

1, pour tout y E F , Re h (y ) _ 0

2. po ur t out pour t out 

~ _ -Re h ( ny )  -n~ Re h(y)

Démonstration :

Si z G C , Re z désigne la partie réelle de z et Im z sa partie ima-

ginaire.

1. Appliquons la propriété 3 de la proposition 2.2,3. aux éléments

(1, 0) et (-1, y) de C x F : nous obtenons :

2. Posons h = u + iv , u = Re h , v = Im h . En vertu du lemme 2.2.5,,

appliqué à a - - .1 , e = 0 . pour y É F . La f onction
2 0

appartient à ct et la fonction
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Soit k e 9Y et prenons ,

Pour 1

Puisque h e &#x26;0 . h(O) = 0 , donc u(O) - 0 J et, puisque

Pour

Pour tout
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Appliquons le lemme 2 la fonction

appartient à dt. et, dt étant

un cône convexe contenant les fonctions constantes réelles, la fonctions

appartient à ë1t 0 . Pour tout yE F , Re 0 soit :

Soit y é F j prenons

Pour

Remarquons que la formule est encore valable si p - 1.

Pour n ~ 

Cette inégalité est aussi valable pour -y 1 puisque

Par suite,
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Proposition 2.2.7.

Soit h e pour tout

Démonstration :

Posons h(y) =’ u + iv ; u, v E P j en vertu de la proposition 2.2.6.,

Proposition 2.2.8.

Soient h E e &#x3E; 0 et Q une forme quadratique positive sur

F telle que : Q (y )  1  ~ . Alors, pour tout y é F ,

Démonstration :

, et posons

De la proposition 2.2.6., il résulte que :

donc
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Proposition 2.2.9.

Soient e &#x3E; 0 et Q une forme quadratique positive sur

F telle que :

Pour tout

pour tout

Démonstration :

Posons hn = n (Pn-1). En vertu du lemme 2.2.2., Pn est de typen ’ n ’ n

positif et appartient donc à dl J alors oU et, puisque,h n (0) = O,

proposition 2.2.7.,

Ainsi 1 = ( n (1 - ~ (y)j e ~ et’ en vertu de la proposition

2,2,8., pour tout y E F

est l’espace vectoriel des applications de F dans ~C, muni
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de la topologie de convergence simple dans F 1 F est muni de la topologie

de convergence uniforme dans les parties compactes convexes et équilibrées

de E .

Proposition 2.2.10.

Soit H une partie équicontinue de s (F, C) , contenue dans 
Alors l’enveloppe convexe fermée r (H) de H est une partie compacte de

9~ (F, C).

Démonstration :

L’enveloppe convexe r (H) est une partie équicontinue de 3R (F, C)
s

et r(H) est aussi une partie équicontinue de (F, (C) ([31 proposition 6,

§ 2, no 3). ci 0 est une partie convexe, fermée de 91 (F, C) contenant H,
s

donc r (H) c u4t o .

Soit E &#x3E; 0 1 r (H) est équicontinue en 0 1 en vertu de l’hypothèse

(H), il existe un voisinage hilbertien U e L~ de 0 dans F tel que, pour

tout y é U , pour tout h 6 T (H) Ih(y)1 1 5. e . (car h(O) = 0). Pour toute

Fonction h 6 r h e dt 0 et pour y e F tel que 1 . 

et e .

2
En appliquant la proposition 2.2.8. à Q = 

PU à on obtient :

Par suite, r (H ) h E r est borné dans C et T’ (H)

est relativement compacte, donc compacte ([3] , th. 2. § 2, n ° 5 ) .
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3 - APPLICATION DU THEOREME DE CHOQUET

Dans ce chapitre, E est un e.l.c. réel séparé. On suppose que E

satisfait aux deux conditions suivantes :

(H) : 1°ensemble ÉÔé des parties compactes hilbertiennes de E est un

système fondamental de parties compactes de E .

(S) : toute partie compacte hilbertienne de E est a (E, E’)-séparable.

Soit A une partie compacte hilbertienne de E ~ V - Ao est alors un

voisinage hilbertien faiblement fermé de 0 dans F et F V est un espace hil-
bertien séparable d’après la proposition 1.1.6.

3.1. ETUDE DE PARTIES COMPACTES DE dt
n

Pour 8x est l’ application de FV dans (C définie par :

A A

( xj y &#x3E; notant la dualité entre E et Fv) et posons :

Propo sit ion 3.1.1.

i.) HA est une partie équicontinue sur FV ,
il.) l’application 8 : x ’Br-&#x3E; 8 x de A ~ {0) dans W s est

injective et continue lorsque A ~ {0} est muni de la topologie

induite par celle de EA .



58-

Démonstration

i.) Des inégalités : u, v 

A 

il résulte que : pour y0 e pour chaque pour

ceci prouve que H est équicantinu en AA o 0

ii.1 Soient tels que pour tout

les fonctions définies sur (R par :

sont égales 1 les valeurs en 0 de leurs dérivées secondes, resp. troisième,

sont égales, soit :

Par suite, pour chaque y E Fv à nous avons :  x1 ’ y &#x3E; =  x2 ’ y &#x3E;,
don c x1 = x2 .

Munissons A B {01 de la topologie induite sur celle de EA , L’appli-

cation x ~- p2(x) est continue et ne s’annule pas sur A B { O) gA p

de plus, pour chaque y e F , x ~-  x , y &#x3E; est continue sur A B f 0},

donc x ~/2013&#x3E; 8 x (y) est continue sur A ~ · {© ~ . Ce qui achève la démons-

tration.
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Corollaire 3.1.2.

L’enveloppe convexe fermé C A de H A LJ ~0 } dans % est une

partie convexe, compacte et métrisable (C) .

Démonstration :

.. n

L’enveloppe convexe de H A U {0} est équicontinue sur 1V et son adhé-
rence C A dans 9î s l’ est aussi ( cf : 2 , f 2. n ° 3); C A est

n

compacte. Sur les topologies de convergence simple dans FV et de

A

convergence simple dans une partie D dense dans FV sont identiques

ri 
A

(cf : [21 2, n° 4) J puisque F V est séparable, on peut choisir D

dénombrable et la topologie de convergence simple dans D est métrisable :

CA est métrisable.

Corollaire 3 .1. 3 .

HA est un borélien de CA .

Démonstration :

EA est un espace hilbertien séparable : il est polonais et A B {01,

intersection d’un fermé A de EA et de l’ouvert de EA , est aussi

polonais (cf : C1~ , ~ 6, n ° 1). H A est l’image par l’ applicat ion injective

et continue 9 de A B et est un borélien de CA . (cf : 2.0).

/BA

Pour x e A , aX est l’ application de FV dans C définie par : "

et posons
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Proposition 3.1.4.

KA est une partie compacte de CA , disjointe de HA .

Démonstration :

, 
/B 

, 

A

EA étant le dual fort de FV, la boule unité A de EA est a 

compacte. Pour chaque  E x ~-&#x3E;a (y) est continue sur A et
V x 

Y

l’application :

est aussi continue sur A lorsque A est muni de la topologie induite par
A

a 

KA s image par cette application continue de A , est une partie compacte

de FS (Fv 8 c) .

Supposons x 0 0 j pour chaque

Pour

donc 8 x -&#x3E; a x dans FS ("FBv 9 C), et C A étant fermée dans
n

A h
Soit x E J supposons lue, pour t out y E soit

réel J la partie imaginaire de e étant nulle, on en déduit

et en remplaçant y par 2y , nous obtenong 1
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Ainsi, pour tout x étant une forme linéaire

non nulle sur Nous obtenons une contra-

diction. Par suite,

Proposition 3.1.5.

L’ensemble D C A des points extrâmaux de CA est continu dans

HA U KA .

Démonstration :

Soit g un point extrêmel de HA U {01 = {01 est une

partie compacte de dont l’enveloppe convexe fermée est Alors,

en vertu du théorème de KREIN-MILMAN (cf : [3] chapitre II, § 7, no 1

9 e 7Â U {0} -
Si g = 0 , alors g - K~ ’

Supposons maintenant que g 6 HAi il existe un ultrafiltre sur HA
qui converge vers g 1 8 étant une bijection de A B {01 sur H A il

existe un ultrafiltre ~6 sur A B {01 tel que lim 8 = g .
li 

x

Munissons A de la topologie induite par celle de E juest une

base d’ultrafiltre sur A. et, A étant compacta, U converge vers 

L’image PA (1.1,) de la base d’ultrafiltre LL sur A par l’application

est une base d’ ultrafiltre sur ~~, 1J et, 1J étant compact,

p A (LL) converge vers a E 0, 1 . Puisque p A est semi-continue-



62-

inférieurement sur E ([3j, chapitre II, § 2, n° 11, proposition 2.3, l,

puisque,
- -

et que g est un point extrêmal

pour chaque

compact, existe et ; 1 . Alors, soit

en vertu de l’inégalité : valable pour tout

u 6 [R . A étant compact, sur A les topologies induites par la topologie
A

initiale de E , la topologie a (E * E’) de E , la topologie a (E A » F )
sont identiques et ’11 converge vers Xo =0 pour la topologie (1 (EA " F )
donc lim 1 x . y &#x3E;1 - 0 . De même, x1 est valeur limite de la fonction

9L .

de A B {O} dans A : x ~-&#x3E; 1 x suivant 11 pour la topologie
PA(x)

induite sur A par celle de E donc aussi pour celle induite sur A par

Il en résulte que, pour cheque
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3.2. APPLICATIONS DU THEOREME DE CHOQUET

Le théorème de représentation intégrale de CHOQUET, dans le cas métri-

sable, peut s’énoncer de la façon suivante ([4] chapitre IV, § 7, No 1 et 2 ~

[5] ; [6] chapitre XI) :

Soient E un e.l.c.. K une partie convexe, compacte et métrisable

de E. Alors, toue point x E K est le barycentre d’une mesure de probabilité

p ~ Jtb portée par l’ensemble des points extrémaux de K .

Nous appliquons ce théorème à l’e.l.c. s (Fv 8 (C) et à sa partie

C. compacte, convexe et métrisable. Soit g e C : il existe (CA),.A A 1 A

de barycentre g et portée par l’ensemble DC A des points extrêmaux de CA :

g = {dC 
A 

p d v (p) et, pour tout zg(y) = lac 
A 

p (y) dv (p) .

Remarque : sur A B {01 , nous aurons à considérer les topologies ~. ~
A

induite par la topologie de E (ou par a (E. El) . ou par a (E. ~ F )) ~ et

r 2 p induite par la topologie de t 1 est moins fine que Ic 2 »et
A ~B{0} ~ muni de polonais. D’après  2-0. pour ces différentes

topologies,

- les tribus de Borel sont égales

- les ensembles des mesures tendues sont égaux : on les note

- toute mesure finie sur A {01 est tendue.

Proposition 3.2.1.

Soit g 6 CA8 il existe

1.) un voisinage hilbertien W E. t~ de 0 dans F tel que V C W et n wv est

du type H.S.. 
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2. ) E X+ {0} ) telle que u CA B {O})  1 , satisfaisant à :

po ur to ut y - FV,

Démonstration :

g est le barycentre de v IC ) , portée par aC , donc aussi
1 A A 

P

par H A U K A qui est un borélien de C A contenant a CA . H A et K A étant

dis joints,

1.) Pour chaque p E KA # il existe x E A tel que p = 0152X J
A A 

.,

y ~,----~ - p (y) est une forme quadratique positive sur F V et

1B " /B

Par suite, y ~-&#x3E; Q (Y) JK Ap (00FF ) d v(p) est une forme quadratique

ositive sur /B = our . " Q 1 A 2 
et Q est continuepositive sur F v 1 pour tout y V y 1 2 |y|2V et Q est continue

A

sur FV .
W - jy E F 1 2 Q 1 est un voisinage de 0 dans F , convexe,

fermé donc faiblement = 2 Qo sr est une forme quadratique surfermé donc faiblement fermé J Pw 
= 2 Qo V une forme quadratique sur

F i W est hilbertien : W e Soit y EV, alors

Montrons est de type H.S. 
A 

et y ~-&#x3E; 2 Q(y)
A

sont deux applications continues sur F v et coincident sur Fv s puisque FV
est dense dans elles sont égales et, pour tout y E 2 Q y

A A

Soit une base orthonormale de c’est aussi une base orthonormale
n V
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IlB

de EA identifié à Pour p É KA » il existe x e A tel que p = 

Qx J

A1 ors :

donc :

Ce qui prouve que n est de type H. S. et l~wvl2 ~ 1 .

2. ) Munissons A ~ {01 de la topologie ’U 2 induite par la topologie de

EA . 8 étant continue et bijective de A B {01 sur HA , il existe une

mesure fïnie v sur A ’-, {0} telle que est la restriction à HA de v.

Alors 1J (A B {01) - v tHA) _ 1
et, pour tout

Le résultat est établi compte tenu de la remarque précédant cette propo-

sition.

pour chaque y E F , pour chaque x E A ’B. (O),

: H’ = x E A ’ 

F étant muni de la @ -topologie. 1f 
V 

est continue de F dans F .
V V

C A étant une partie équicontinue de F(FV,C), fA est une partie

équicontinue de 9’ (F. 0 et, en particulier, chaque fonction h é r A est

continue sur F .
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7r.. v de (F v ’ C) dans Fs (F. ae) est

linéaire, continue à rA est une partie convexe compacte de 9 s (F. C)

contenant H’ en fait, r est l’enveloppe convexe fermée deA A

H’ U {O} dans 9fs (F, 0 . La proposition 3.2.1. entraine le corollaire
A s

suivant :

Corollaire 3.2.2.

Soit h E rA f il existe "

1.) un voisinage hilbertien W E U de 0 dans F tel q ue :

2. ) iA % {0 ~ ) telle que u LA B {0})  1 , satisfaisant à :

Démonstration :

h = g o nV où g E CA et admet une représentation donnée par la

proposition précédente. Alors :

Prpposition 3.2.3.

l’application définie sur F par :

appartient à r..
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Démon st ra t i on :

Munissons A B t0? de la topologie induite par celle de EA. Soit

J la classe des familles finies n de boréliens de A B {0}, non vides

et deux à deux disjoints J la relation n 1 -~ 1r2 si 1f1 est contenue dans

1f2 est une relation d’ ordre sur J . Pour II E P, osons :

1)1,1 est une suite généralisée telle Puisque, pour tout
w w

F , l’ application s x ~-&#x3E; hx(y) est continue et bornée sur A B {01.

alors :

dans

s (F, C) . Or pour chaque pour chaque

de plus rA est convexe, fermé dans

et contient HI et 0 . Par suite,
A
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4 - FORMULE DE LEVY-KINTCHINE

Dans ce chapitre, les hypothèses sont celles du chapitre 3.

4.1. THEOREME DE MINLOS

A désigne une partie compacte hilbertienne de E 1 V = A° est un

voisinage hilbertien de 0 dans F et pi est une forme quadratique positivev

sur F .

Si P est une partie f inie de F , f 
p 
est Inapplication de E dans

déf inie par : s

m 
-i No dePosons NV s p" (0) : N est l’orthogonal de EA et l’orthogonalv de

V V V t v

N V est l’adhérence de E A dans E pour la topologie a (E. E’). PV désigne
l’ensemble des parties finies S de F telles que xU(S) est un système ortho-

normal de F...
Lemme 4.1.1.

ii.) sur N* . la famille S E 9VI est filtrante croissante etv s V
2

- 

son enveloppe supérieure est p2
Démonstration s

ï.) si x ~ N~ , il existe y E NV tel que  x , y~ &#x3E; 0 0 1 pour tout
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Par suite, et, comme ;

Soit : pour tout

ii.) Soient

Supposons tout d’abord que et engendrent le même sous-

espace vectoriel de Fv le Soient ’ ’.

pour



71-

Dans le cas général, il existe deux bases orthonormales et

du sous-espace vectoriel (de dimension finie) de FV engendré par

telles que : S1 C Si et S2 C SZ . Alors, pour x e 

et les inclusions entrainent :

Ainsi, il existe tel que :

Soit x E EA J pour S est un système orthonormal de F
identifié à EA i en vertu de l’inégalité de Bessel,

Ré ci proq uement, en ve rt u de l’ hypothè se (S) et de la propo sit ion 1.1.6.,

Fv est un espace préhilbertien séparable et admet une base orthonormale
. A

dénombrable qui est aussi base orthonormale de E A .En
vertu de l’ égalité de Parseval,
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Nous avons ainsi démontré l’égalité :
c

Soit maintenant ; 1 pour tout 1

~ appartient

Soit U un voisinage hilbertien de 0 dans F , faiblement fermé,

Lemme 4.1.2.

Soit P = tyl’ ..., Ynl une partie finie de F 1 soient n &#x3E; 0 et
1 n

4 é (E ) tel le que, pour tout y E F ,

Démonstration :

La norme euclidienne est notée 11 .. 11 [ et le produit scalaire

correspondant ( . " .. ) . ~ : x E E ----~ « x 0 yî 
‘ 

est contin ue

sur E . La mesure ~p image de 1 a mesure v par Z egt une mesure tendue sur

R j sa transformée de Fourier est s
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est la transformée de Fourier de la

mesure de probabi lité gaussienne de densité :

En vertu de la formule de Plancherel, nous avons s

"" n
et de l’égalité : iy (0) = E03BC ( R"),

est une forme quadratique positive sur IRn

et déf init un opérateur symétrique positif oc sur IRn par :
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En vertu de l’égalité :

, nous obtenons :

Proposition 4.1.3. - théorème de MINLOS -

Soit U un voisinage hilbertien de 0 dans F de type H. S. Il existe

une partie compacte hilbertienne A de E telle que, pour tout n &#x3E; 0, pour

toute mesure 03BC C (E) vérifiant : pour tout y é F ,

Démonstration :

i.) Puisque U est de type H.S., il existe un voisinage hilbertien

faiblement fermé V de 0 dans F tel que VC. U et est de type H.S. Nous

pouvons supposer que 1 . En effet, dans le cas contraire, soit

t . et V ~ tv à V étant équilibré et 0 ~ t ~ 1, alors
2 ~

V’ C V C U . De l’égalité tp vu = 

Pv g il résulte que : Fv = Fve 9 Fv = F~,.
est une base orthonormale de Fvo 0

{*r Yk} est une base orthonormale de F , et :

On remplacera alors V par V’ .
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ïi.) A = Vo est une partie compacte hilbertienne de E . Puisque p A est
semi-continue-inférieurement sur E , les fonctions x*B/2013&#x3E; min 

sont semi-continues inférieurement, positives

et bornées sur E ; elles sont intégrables par rapport à p. De l’égalité :

il résulte :

iii. 3 Utilisons les notations du lemme 4.1.1. Soient :

une partie f inie de

en vertu du lemme 4 .1, 2 . ,

Puisque V C U , alors et pour

~ est un système orthonormal de , En le

complétant en une base orthonormale ly 11 de Fv 0 nous obtenons :
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est une famille

trante croissante de fonctions continues positives et son enveloppe

ér1eure est la restriction de F au fermé N* de E
nt tendue,

Si est l’ ensemb le des part ies finies de

est une famille filtrante de fonctions

tinues positives, dont l’enveloppe supérieure est

restriction à E B N~ étant aussi tendue,

en remarquant que nous obtenons :

pte tenu des inégalités (1 ~ , (2) , (3), nous avons :
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4.2. FORMULE DE LEVY-KINTCHINE

Théorème 4.2.1.

Soit et soit h = L . Alors il existe :

1.) a E E

2.l une partie compacte hilbertienne A de E, un voisinage hilbertien W tels

que W , nWA’ est de type H.S. et 

3.) une mesure À sur E , K-régulière telle que :

satisfaisant à : pour chaque y C- F ,

Démonstration : 
1 

.

-L h

- 

Soient (Pn = e n : E F(M+1) et est la transformée de

Fourier d’une mesure p 
n 

(= m (E) de masse totale v n(E) - n .

Pour y 6 F , h(y) = lim n 11 -
n 

Soit e &#x3E; 0 1 h est continue sur F muni de la S-topologie : il existe

U 6 voisinage de 0 dans F . hilbertien et de type H.S. tel que :

En appliquant la proposition 2.2.9" avec Q = 2 pour tout PU 0

pour tout y E F , nous obtenons :

Il existe alors, par la proposition 4.1.3., une partie compacte hilbertienne

A de E telle que : pour tout n E M j,
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1 -1/2 .

Prenons E = 1 (1 - e -1/2 ) : il existe donc une partie compacte hilber-8 p p

tienne A de E telle que, pour chaque ,

Poson s an = 1 A ~ t~ } · un , Sn = 1E ~ A . ~n J

an et Sn sont des mesures K-réguliéres sur E et sont finies (cf : 2.0)

Ainsi a , B E De plus. pour chaque y E F ,
n n

i.1 pour chaque n &#x3E; 1 .

Pour tout 3 &#x3E; 0 , il existe une partie compacte hilbertienne Aa de

E tel que, pour tout n &#x3E; 1 ,

(prendre ~ par suite.

Ceci prouve que l’ensemble n e est équitendu, donc relativement

compact dans ~’~,t . La suite le ni a une valeur d’adhérence 6 6 IM et il

existe un filtre o sur plus fin que le filtre de Fréchet tel que

n i-&#x3E; Bn a pour limite B suivant o. Alors, e (E) - lïm en (E )  1 et

n n

(b) = lim en = e (convergence simple sur F ) .
1&#x3E; 

ii . ) Soit, pour n &#x3E; 1. hn définie s ur F par :
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est une mesure sur A ’ {01 vérifiant :

En vertu de la proposition 3.2.3., hn E rA étant une partie compacte

(F, C) , l’application n H h n a une valeur d’adhérence h~ e r A
suivant le filtre e et il existe un filtre el plus fin que e .

tel que

iii. ) Soit xn la résultante de an : xn est l’élément du dual algébrique
n n n

E’* = F* de F . déf ini par :

Puisque an IA B n , et que A est une partie compacte convexe

de E contenant A B {01 o xn e E , plus précisément x n E nA. Alors# pour

, et compte

tenu des relations f a) , (b) et (c) ,

lim  xn , y &#x3E; existe, y ~-&#x3E; lim  xn, y &#x3E; est une f orme linéaire x
i&#x3E;t 

n 
se 

n °

sur F (1.e. la suite converge vers x dans F* muni de la topologie

a (Fx, F).) De plus r
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h et ê sont continues sur F pour la S-topologie donc aussi pour la G -topo-

logie , h~ E r A est continue sur F , donc Xo est continue sur F 1 comme

F’ = E , alors xo E E .

iv.) Soit x1 la résultante de la mesure restriction à A 

est défini par

tE )  1 , alors

v. ) Appliquons le corollaire 3.2.2. pour déterminer 

- il existe un W E U tel que :
est de type H.S. ,

) telle que J.1

satisfaisant à :

Définissons la mesure À sur E par : *. B étant un borélien de E ,

À est une mesure K-régulière sur E telle que :
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Alors, pour chaque y E F ,

Remarque 1 : nous pouvons supposer que X ({0}) = B ({0}) ’ 0 . Au besoin,

nous remplacerons À par À - A ({01) aD .

Remarque 2 : 1 la condition / min [1. dÀ (x)  + - entraine que ÀIE A

est a-finîe s pour n considérons

D = {x ~ E j p A (x) &#x3E; 1 n}; PA étant semi-continue inférieu-n rB n rB

rement sur E , 0n est un ouvert de E et s

et nous supposons que À 0 .

4.3. ETUDE RECIPROQUE - UNICITE

Proposition 4.3.1.

Soient 1 a E E

8 A une partie compacte hilbertienne de E

s W E 9)S un voisinage de 0 dans F . +’aiblement fermé ’ de

type H.S.
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: À une mesure K-régulière sur E vérifiant :
.. "? _

Définissons h sur F par :

Alors il existe J telle que h = 

Démonstration :

Il suffit de prouver que h satisfait aux conditions de la proposition

2.2.3.

i.) a 
a 

étant la mesure de Dirac en a , L a y &#x3E; . Ainsi

y ~b20132013~ i  a. y &#x3E; appartient à et est continue sur F pour 

ii.) p est continue sur F muni de Montrons que - p 2 E Jlo et, plusw w

généralement, que, si Q est une forme quadratique positive sur F , alors

- Q E dt 0 . Soit b la forme bilinéaire symétrique associée à Q . et soit

une famille finie de C x F telle que

Alors

et posons ak
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iii, ) Soit $ - 1E Ao À J e est une mesure K-régulière sur E , et finie :

est continue

n

sur F muni de la S-topologie J 8 est de type positif, donc appartient aussi

iv. ) Soit la mesure a sur A B {01 définie par :

Elle est K-régulière et f inie :

et soit o~ =" [a (A B{0})J* . a : a’ est une mesure de probabilité tendue

sur A B{0} . Considérons l’ application h 2 : y ~20132013&#x3E; /...-~ h x (y) da’ (x )

de F dans C j nous avons :

Et il nous suffit

de prouver que h 2 ~: Ae et est continue sur F muni de CS . Avec les
notations des propositions 3.2.2. et 3.2.3.. h2 E rA 0 Or pour chaque

x E A B {01 . hx donc étant un cône convexe fermé
X rB

(F, C) , il contient l’enveloppe convexe fermée de H’A, soit r 
.S fB rB

Ainsi h 2 e do .
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Considérons

} est un voisinage hilbertien de 0 dans F , faible-

2
ment fermée contenant A* , tel que Q = pu a

Pour chaque y C- F ,

sont deux applications définies et continues sur F " o et coincident sur FAO
A 

A ~

qui est dense dans F Ao l par conséquent, pour chaque y e É F Ao »

Soit maintenant JA 1 une base orthonormale (dénombrable) de 
" A

n

car, EA et FA’ étant identifiés,

Ainsi 1
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Pour y , y’ E F , pour chaque x E A ~ ~0 } ,

Ce qui prouve que h2 est continue pour 

Ainsi h est continue sur F muni de la S-topologie et h e 

A nous pouvons associer le quadruplet f a, W. A, a ~

où 1 a est un é lément de E

s A une partie compacte hilbertienne de E

s W E est un voisinage de 0 dans F , faiblement fermé de type H.S.

: À une mesure K-régulière sur E vérifiant :

Soient (a, W, A, À) et (a’, W’, A’, À’ ) associés à une même fonction 

Mous nous proposons d’étudier les relations liant les éléments de ces deux

représentations.

Proposition 4.3.2.

S1 h - L y , W est défini de façon unique par :
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Démonstration :

La suite formée des fonctions &#x3E; de E dans (R converge

simplement vers 0 lorsque n ~ 0153 ,De plus,

elles sont positives et majorées par la fonction À-intégrable :

En vertu du théorème de Lebesgue,

D’où le résultat annoncé.

Proposition 4.3.3.

Si nous imposons à À et a’ la condition : a ( ~0 } ) = À’ ( ~0} ) ~ 0

al ors À - À’ .

Démon st rat ion :

Nous avons par~ la proposition précédente W = W’ . pour y, y’ E F ,
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Soit f : x ~j20132013&#x3E; 1 - cos x, y&#x3E; : f est À-intégrableet f .X est
y y y

une mesure K-régulière et finie sur E , donc tendue. De même, f.h’ est

une mesure tendue sur E et l’ égalité précédente signif ie que ces deux

mesures ont mêmes transformées de Fourier et sont donc égales.

Les conditions :

entrainent que À et À’ sont a-finies : il existe une partition de E formée

de {01 et d’une suite de boréliens de E tels que : .

Définissons les deux mesures X et X 1 sur D par restriction de
n n n

X et XI aux boréliens de D : an et X sont deux mesures K-régulières
n n n n

et finies, i.e., tendues sur 0 . (an - est une mesure signée tenduen n n

sur 0 (X - h’)+ est une mesure tendue sur 0 par le théorème de
n n n n 

8

Hahn-Jordan, il existe un boréliens 0 de 0n tel que, pour chaque borélien

B de 0

Montrons que h’ )T = 0; soit etaoïtk un compact de
n n

0n , contenu dans D B y-1 (2w Z). Sur K , la fonction fy ne s’annule pas sn y

soit C Il min Lfy (x) J x E K ] &#x3E; 0 . La condition fy.h(K)= f y .À’ (K) .
antraine que :

Jonc (xn - (K) - 0 . (X - h’n)+ étant-K-régulière, nous aurons :n n n n
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comme est un ouvert de D , de mesure nulle, il est
n

contenu dans le complémentaire du supoort de (À - a’ ~ T ~ par suiten n

ce qui entraine que De 

ce qui prouve que

Soit maintenant 8 un borélien de E ; compte tenu de la condition

ce qui prouve À’ .

Proposition 4.3.4.

Démonstration :

Nous avons alors :
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Remar ue ;

fA B A’ , x da (x) est la forme linéaire sur F définie par :

De la ma j o rat ion :

il résulte que x 1----&#x3E; 1AB.A,(xJ  x, y &#x3E; est a-intégrab le et que

Par fA’A’ x d). (x) existe et est un élément de E .


