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LOIS INDEFINIMENT DIVISIBLES

SUR CERTAINS ESPACES VECTORIELS

TOPOLOGIQUES LOCALEMENT CONVEXES

par
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PREFACE

Il s'agit de la rédaction d'une série d’'exposés faits dans le cadre
du Séminaire de Calcul des Probabilités de la Faculté des Sciences de
1’Université de Clermont & partir d’un article de FERNIQUE : "Lois indéfi-
niment divisibles sur les espaces de Distributions®” (Inventiones Mathema-
ticae 3-1967 pp. 282-292),

Nous publions des démonstrations détalillées et nous nous sommes
placés dans une situation légérement plus générale.

Le lecteur ne trouvera donc pas ici un article d’une grande origina-

1ité mais nous espérons qu'il est utile.

Nous remercions Monsieur HENNEQUIN qui nous a permis de fairs cet

exposé a son séminaire et qul nous a encouragés a le publier.

Nous remercions également les auditeurs du séminaire pour leurs

remarques.,
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1 = PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES

1.1. DEFINITIONS RELATIVES AUX e,l.c,

Soit E un e.l.c. séparé ; soit A une partie convexe, équilibrée et

bornée de E. Le sous—-espace vectoriel de E engendré par A est :

e = U na
Anel\f‘n’

la jauge p, de A définie par : pA(x] =4inf {A > 0 ; xe A A} , est une norme

sur EA' Sauf mention du contraire, EA est 1l'espace normé ainsi obtenu.

Proposition 1.1.1.

i,) 1'injection canonique de E, dans E est continue,

A

ii.) si1 A est une partie compléte de E, E, est un espace de Banach,

A

Démonstration :

i.) A étant bornée, pour tout voisinage V de O dans E, i1 existe
A >0 tel que A AC V ; pour tout x € EA tel que pA(x] <), alors x € X A

et xe V.
ii.) Puisque E est séparé et que A est une partie compléte de E, A est

fermé dans E. Soit {xn} une suite de Cauchy de E, : elle est bornée et

c = sup Pa (xn) < + » ;3 glors, pour tout n, xneg cA. Puisgue 1'injection

canonique de E, dans E est continue, {xn} est une suite de Cauchy de E,

contenue dans cA 3 A é€tant une partie compleéte de E, i1 en est de m8me de

cA, et la suite {xnj converge dans E vers x € cA 3 alors x€ E,. Soit € > 0,

A
il existe N, tel que, pour n, m > n,e pA (xn - xm) < g, soit Xn T X €e Ay

puisque A est fermé, €A est fermé dans E et X, = X € € A, donc pA(xn-x) < g,
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pour tout n > n_.
Remarque : 1l existe une démonstration plus savante dans |3| (chapitre III

n°® 2, lemme 1, page 139).

Définition 1.1.2.

Une partie A de E est dite hilbertienne si A est une partie convexe
équilibrée et bornée de E telle que l'espace normé EA est un espace hil-

bertien.

Soit F un e.l.c. 3 solt U une partie convexe équilibrée et absorbante

de F 3 la jauge Py de U est une semi-norme sur F et soit F, 1'’espace vecto-

u

riel séparé associé & 1l'espace semi-normé (F, p,,) : F, est 1'espace quotient
u

u

- ’
F / pU1 o) *? désignons par T 1’application canonique de F dans FU. FU est

muni de la norme |..|, définie par : |nU(y)|U = pyly) . y€ F, ot, seuf

mention du contraire, F, est 1'espace normé ainsi obtenu. ?

est le complété

u U

N
de FU H FU est un espace de Banach,

Proposition 1.1.3.

i.) Si, de plus, U est un voisinage de O dans F, 1'application cano-

A
¢ F > F,k6 est continue,

nique ™ U

1ii,) Si U et V sont deux parties convexes équilibrées et absorbantes

de F telles que VC U, il existe une application linéaire eontinue =, , de

uv

A N
FV dans FU. unigue, telle que Ty T Tuy © Ty

Démonstration

i.) U est un voisinage de O dans F et pour tout y € U,
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Iﬂu (y]lu = pyly) < 1.

Remarque : ceci signifie que la topologie quotient sur F / =1
q g q p g q p

) est plus
u

(0
fine que la topologle de FU.

11,) Puisque VC U , Py < et p;1[O)CI pB‘(D) s 1’application

Py

LTI F - FU se factorise de la fagon suivante : Ty T Tuv © Ty

ou LY est une application linéaire de FV dans FU. Pour tout y € F,

pyty) = Im ], = |1rUV(1rV[y)]|U < pyly) = |yl

1 est continue sur FV et se prolonge en une application linéaire continue

uv

F 3 11 §eF
de FV dans FU , encore notée LITVC telle que, pour tout y v *
IA

()] vly »

A

l1Tuv u

i.e., est de norme < 1, L'unicité de w ,, résulte du fait que F 6 est

uv uv \"

dense dans ?V'

Définition 1.1.4.

Une partie U de F est dite hilbertienne si U est convexe équilibrée

absorbante et ? un espace hilbertien,

u

Etudions maintenant les relations entre les diverses notions intro-
duites,

Soit E un e.l.c. séparé 3 F = E' est le dual de E muni de la topologie
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de convergence uniforme dans les parties compactes, convexes et équilibrées
de E. Puisque chague partie compacte de E est aussi o (E, E')-compacte,
d'aprés le théoréme de Mackey (LZ] chapitre IV, § 2, n® 3) le dual de F
est E,

Soit A une partie compacte convexe équilibrée de E ; le polaire U = A°
de A dans F est un voisinage convexe équilibré de 0O dans F 3 de plus, puls-
que A est convexe équilibrée et compacte donc o (E, E')=-fermée, U°® = A°°® =A,

et F .

La proposition suivante précise la relation entre EA U

Proposition 1.1.5.

N
Le dual fort de FU est EA'

Démonstration :

Le polaire (i.e. l'orthogonal) de E, est E? = /ﬂ\ 1y p-4(0).
A A ne NN u

Les espaces vectoriels EA et FU sont mis en dualité par la forme :

< x , nu(y) > = < x, y >

et la topologie o (EA. FU) sur E, est identique a8 la topologie induite sur

A

EA par la topologie o (E, E') ([Z]. chapitre IV, § 1, n® 5, prop. 5 et 6).

Pour la dualité entre E, St FU' nous avons : nU(U]° = A et A® = m,(U). La

topologie sur F,,K est la topologie de convergence uniforme dans les homothé-

U
tiques nA (n € N*) de A. Chaque nA est compact dans E, donc o (E, E')-

compact, solt aussi o (EA. FU)-compact. et est convexe équilibré ; en vertu

du théoréme de Mackey, la topologie de F, est compatible avec la dualité

u

entre FU et EA’ et le dual de FU est EA. Puisque FU

normé, le dual fort de FU est normé et sa boule unité est le polaire

wU(U)° = A de la boule unité uU(U) de F

est un espace vectoriel

u Comme A est aussi la boule unité
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N
de E,, le dual fort de F,, est E,. FU étant le complété de F le dual fort

A u A

A
de FU est identique au dual fort de FU et est EA.

U’

Remargue 1 : d’'aprés la définition de la norme sur le dual fort de FU. pour

tout x € EA ’
pax) = sup {[<x, myty) >| sy yeu} =sup {[<x,y> ye€u}-

En particulier, pour tout x €’EA, y €F,

l<x .,y > <patx) p,ly).

A
Remaggue 2 ¢ le dual de EA sera FU si et seulement si FU est réflexif, soit

encore, si et seulement si EA est réflexif. (|3] chapitre II, n® 18, corol-

laire 4 du théoréme 13, page 127).

Corollaire :
La correspondance A + A° établit une bijection de l'ensemble des par-
ties compactes hilbertiennes de E sur l'ensemble des voisinages hilbertiens

faiblement fermés de 0O dans F.

Démonstration :

Soit U un voisinage hllbertien faiblement fermé& de O dans F ; en vertu

de la définition de la topologie de F, il existe une partie compacte convexe

équilibrée B de E telle que B® C U ; alors A = U°C B®® = B et A est une
partie convexe équilibrée o (E, E')-fermée, donc fermée dans E, contenue

dans le compact B : A est une partie compacte de E ; U étant convexe faible-

A

ment fermée, A®° = U°° = U, Comme F,, est un espace hilbertien, son dual fort

u

EA est aussi un espace hillbertien et A est une partle compacte hilbertienne

de E telle que A° = U,
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Soit A une partie compacte hilbertienne de E ; U = A® est un voisinage,

convexe équilibré faiblement fermé, de 0O dans F. Par hypothése, E, est un

A
N
espace hilbertien ; le dual fort EA = FG de EA est un espace hilbertien ;
4 N
puisque la restriction a gu de la norme de Fa est identique & la norme de

A

FU R FU est préhilbertien et, étant complet, est un espace hilbertien., Ainsi

U est un voisinage hilbertien de O dans F,

Remarque : ce résultat peut &tre dédult du résultat mentionné dans la remar-

que 2 de la proposition précédente., En effet, si £, est hilbertien, E, est

A A

réflexif donc F,, est réflexif et est le dual fort de E, FU est donc

u A

hilbertien,

Proposition 1.1.6.

Soit A une partie compacte hilbertienne de E, les assertions suivantes
sont équivalentes ¢

1.) EA est séparable

2.) A est séparable pour la topologie induite par celle de E

3.) A est séparable pour la topologie induite par la topologie o (E,E’'),

Démonstration :

Si A, muni d'une topologie if est séparable, A est séparable pour toute
topologie moins fine que % . Par suite, 1'implication 1.)=r 2.) résulte de
la proposition 1.1.1. et 1'implication 2,) = 3,) résulte du fait que la
topologie o (E, E') est moins fine que la topologie initiale de E,

Supposons que A soit o (E, E')-séparable ; pulsque E, est hilbertien,

A

N
EA est réflexif et son dual est FU 3 la boule unité A de EA

compacte ([2] chapitre IV, 5, n° 2, prop. 6). La topologie induite sur A par

A
est ¢ (EA. FU]-
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o (E, E') est identique a ¢ (EA. FU] et est moins fine que o (EA, QU) 3
puisque A est o (EA, FU)-compact. les topologies induites sur A par

o [EA. FU] et o (E, E') sont identiques et A est o (EA, Ful-séparable. I1
existe une partie dénombrable D de A, dense dans A pour o [EA, ?U) 3 le

sous-egspace vectoriel ¢ engendré par D est o (EA. FU]-dense dans E, 3 ¢

A

étant convexe, son adhérence est la méme pour o (E FU) et pour la topo-

Al
logie de EA. ([2] , chapitre IV, § 2, n°® 3, prop. 4, cor. 2)., Ainsi ¢ est
dense dans EA ¢t D est un systéeme total dans EA et EA est séparable,.

Remarque 1 ¢ la proposition reste vraie si on suppose seulement que A est

une partie compacte convexe équilibrée telle que EA soit réflexif.

Remarque 2 : sous les hypothéses de la proposition 1.1.6., le dual fort de

F . est E, et est séparable ; alors F

U A est séparable (|5] p. 126) et F, admet

u
une base orthonormale dénombrable, qui est aussi une base orthonormale de

A
Fu ([2] chapitre V, § 2, n® 4, cor, de la prop. 6)-

1.2. OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT

Soient H1 et H2 deux espaces hilbertiens ; une application linéaire u

de H1 dans H2 est dite de Hilbert-Schmidt (en abrégé : H,.S.) si u est conti-

nue et s'il existe une base orthonormale {ei 3 1€ I} de H, telle que :

L Hue]|? < vw
il

Alors, pour toute base orthonormale {fj 3 3 € 3} de Hy s
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I Hue 2= ] utep]|?
jed iel

‘I
) llu[ei)llz} 2 est indépendant du choix de la base orthonormale {ei]
ie1l

de H, , est noté |u|2 et est appelé norme de Hilbert-Schmidt de u.

Rappelons les propriétés suivantes des opérateurs H.S. (cf. |4] ,

chapitre I, 2, n® 2).

1.) Soient H1 et H2 deux espaces hilbertiens et u une application

linéaire de H, dans H_, ; u est de type H.S. si et ssulement si 11 existe

1 2

un systéme orthonormal dénombrable {e } de Hy » un systéme orthonormal
dénombrable {e;} de H, et une suite {An} de nombres réels positifs tels que :

2 _ .. . :
; A <+ =et, pour tout x € H, , ulx) g A o <x,e >el.

2.,) Soient u une application linéaire H.S. d'un espace hilbertien H1

dans un espace hilbertien H, , v une application linéaire continue de H

2 2
dans un espace hilbertien Hé et w une application linéaire continue d’un

espace hilbertien H; dans H1 « Alors vou et uow sont de type H.S..

La notion d’application H.S., s’étend de la fagon sulvante :

Définition 1.2.1.

Soient F un e.l.c. et H un espace hilbertien. Une application linéaire
u de F dans H est dite de Hilbert-Schmidt (en abrégé : H.S.) s'il existe un
espace hilbertien Ho tel que u se factorise : u = a0oB o0 a est une appli-
cation linéaire de type H.S. de H0 dans H et B une application linéaire

continue de F dans H0 .
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Proposition 1.2,2.

Soient F un e.l.c. et H un espace hilbertien ; une application liné-
aire u de F dans H est de type H.S., si, et seulement si, il existe un voisi-
nage hilbertien U de 0O dans F et une application linéaire v , de type H.S.,

A
de F,, dans H telle que u = vor

U u*

Démonstration

Supposons que u soit de type H.S. 3 avec les notations de la définitior
précédente, 1'application y"*~— IlB(yJIIz est une forme quadratique posi-
tive continue sur F 3 U= {y€ F / ||B (y)|| <1} est un voisinage convexe
équilibré de 0 dans F tel que, pour tout y € F , pﬁ(y) = |IBty)]]? : U est
un voisinage hilbertien de 0O dans F. Puisque 8-1(0) = pa1[0) » B se factorise

de la fagon sulvante : B = 81°"U

(,
F —————> H
o]
N /;1
‘u

ol 81 est une application linéaire injective de FU dans HD 3 pour tout

ye€F, [ls tn tyN|] = [[8 | = pyty) = [n,ty]

donc 81 est une isométrie de FU dans H0 « Elle se prolonge en une applica-
tion linéaire continue §1 de ?U dans H0 3 alors v = aoa1 est une application
de type H.S. de ?U dans H et u = Vo, .
La réciproque est triviale,
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1.3, S-TOPOLOGIE

Soit E un e.l.c. séparé. On suppose que E satisfait & la condition
suivante :

(H) : 1'ensemble & des parties compactes hilbertiennes de E est un systéme

fondamental de parties compactes de E
i.e, toute partie compacte de E est contenue dans une partie compacte hil-
bertienne de E .,

F = E' désigne 1le dual de E muni de la topologie de convergence uni-
forme dans les parties compactes convexes équilibrées de E 3 un systéme
fondamental de voisinages de 0 dans F est V- {A° s A€ G} s en vertu du
corollaire de la proposition 1.1.5., 1}' ast 1'ensemble des voisinages

hilbertiens faiblement fermés de O dans F ,

Définition 1.3.1.

U € U est dit de Hilbert-Schmidt (en abrégé : H.S.) si 1'application

A
LTI F - FU est de type H,.S.

Proposition 1.3.2,

U € ¥ est de type H.S. si, et ssulement si, il existe ve\7' tel que

VCUet LY est de type H,S.

Démonstration :

Supposons que U soit de type H.S. Par la proposition 1.2.2., il existe

un voisinage hilbertien W de O dens F et une application linéaire
A

A
v F, > F,, de type H.S., tels que Ty = vom, s U étent un systéme fonda-

mental de voisinages de O dans F , 11 existe V € U/ tel que VC UNW 3
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nous avons alors : « Les applications vor et w

u T VOTWOTy T Ty wv uv
VAS
coincident sur FV 3 comme FV est dense dans FV »

est de type H.S. La réciproque

N
sont continues sur FV ’

L = vorm et, v étant de type H.S, , 7

uv

est triviale.

WV uv

Proposition 1.3.3.

Uu € 1}’est de type H.S. si, et seulement si, il existe une partie
compacte K de E et une mesure borélienne positive bornée u sur K (muni de

la topologie induite par celle de E), tels que, pour tout y&€ F ,

pa[y) = IK [<x, vy >|2 du (x) .

Démonstration : (cf. [6] prop. 10.2, p. 178)

Supposons que U soit de type H.S. Il existe V E_lj/tel que VC U et

LY soit de type H.S. Par conséquent, il existe un systéme orthonormal {en}
A

N
de FV » un systéme orthonormal {eé} de F,. et une suite {An} de nombres

u
réels positifs, tel que :

2 - - A ’ A n
Z AL <+ @, et om(y) z \,<V.,e >e pour YEF

n v *

N
(le produit scalaire dans F ,6 étant noté < .. , «« > .J). Pour tout 965 FV

\
2 2 2 A
IWUV(yJIU = z A <y, e, >|“ , et, si nous prenons y = m,(y) , pour

tout y € F , nous avons :

2

2 2 _ 2 _ 2
pyly) = le(yJIU = InUV(ﬂV(y)JIU .2, A

|<wV(yJ . e >|7
n

Soit A = V°® : A est une partie compacte hilbertienne de E ; comme FV est un

/N N

espace hilbertien: nous pouvons identifier le dual fort EA de FV avec Fv et

considérer {en} comme un systéme orthonormal de EA 3 nous avons alors, peur
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tout y€ F , < ﬂv(y) » 8, >= <y, e >en vertu de la définition de 1la

A et,

est une mesure positive bornée boré-

dualité entrs FV et EA 3 chaque e, appartient & la boule unité A de E

2

comme z An

n
lienne sur A telle que :

<+®, = z )\: )
n n

>]2 = pg(y) pour tout yE€ F ,

yiex ey e § Rl

Réciproquement, supposons que, pour tout y&€ F ,

pﬁ(y] = fK |<x .,y >|2 du (x) ,
ol K est un compact de E et n une mesure positive bornée borélienne sur K,
Puisque @ est un systéme fondamental de parties compactes de E, i1 existe
BEG tel que KC B, de sorte que B®C K® et K® est un voisinage de O dans
F . Il existe alors V &€ Vtel que VC UNK® ; A = V° est une partie
compacte hilbertienne de E contenant K°° , donc K, Pour tout x€ KC AC EA‘
pour tout y€ F ,

<X,y > =< nvty].x>

et Inbvtwv(ylllﬁ = |"u(y]|121 = plzj(y) = fK l<x, vy >|:2 du (x)
2
= fK < x , 7, () >|“ du (x)

Les applications§ n~—> |1rUV[9J|G et y ~—> jK l<x , § >|% du (x)
sont continues sur FV et coincident sur FV t elles sont donc égales et,

pour tout ¥ € (:\V . Inuvtglls = fK l<x , ¥ >|2 du (x) .

Soit {ei 1 1€ I} une base orthonormale de 'F.V 3 en identifiant comme précé-
N
demment FV et EA’ nous pouvons considérer {ei} comme une base orthonormale

de EA , de sorte que, pour tout x€ KC A,
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Y < x, CH >|? = pi(x) <1 (égalité de Parseval)
i

= g l"the’illlzj i g fe T<x s ey 17 du (x) < (K) <+ =y

par conséquent, est de type H.S., et U est de type H.S.

uv

Proposition 1.3.4.

L'ensemble des U € ’1}. de type H.S., est un systéme fondamental de
voisinages de O dans F pour une topologie localement convexe @S sur F .,

(’; est appslée S~topologie.

A partir de la proposition 1,3.3., la vérification est triviale,

Remarque : si 60 = {A e @ ; A° de type H.S.} , Cs

Chaque A € 60 est convexe, €équilibré, compact dunc o (E, F)-compact et

est la @D-topo logie,

@o C G . (Cé est plus fine que o (F, E) car ‘GS est compatible avec la
dualité et est moins fine que la @-topologie dont un systéme fondamental

de voisinage de O est CU/ .
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2 - TRANSFORMEES DE FOURIER

Dans ce chapitre, E désigne un e.l.c. réel séparé j; on suppose que E
satisfait & la condition :
(H) : 1'ensemble & des parties compactes hilbertiennes de E est un systéme

fondamental de parties compactes de E.

F = E' désigne le dual de E. Sauf mention du contraire, F est muni de
la topologie de convergence uniforme dans les parties compactes convexes

équilibrées de E.

2,0. NOTATIONS UTILISEES

a.) Soit X un espace topologique complétement régulier. 33X est la
tribu de Borel de X 3 une mesure sur X est une application u de SBX dans
R » O~additive telle que u (@) = O

La mesure u est dite K-réguliére si, pour chaque B &€ ~i5x R
uw (B) = sup {u (K) ; K compact, KC B} .

La mesure u est dite tendue si elle est finie (i.e. u (X) < + » ) et est

K-réguliere, M (x) désigne 1’ensemble des mesures tendues sur X.

b.) c;(X) est 1l'’espace des fonctions continues et bornées sur X, muni
de la norme de la convergence uniforme sur X, On appelles mesure de Radon
bornée sur X toute forme linéaire continue m sur G (X) satisfaisant a la

condition (e, K)
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pour tout € > 0 ,il existe un compact K de X tel que : pour f €& ﬁﬁxJ
vérifiant f(x) = 0 pour x € K et |f] <1, alors |m(f)]| < e .

I1 existe une bijection de gﬂf(X] sur l'ensemble des mesures de Radon
bornées et positives sur X , soit u 1%— m , définie par :

mf) = [, fdu, f € Cw .

Si m est donnée, la mesure u correspondante est définie, pour tout
ouvert U de X par ¢

u (U) = sup {m(f) 3 0 <F <1 f €€IX)}.

TG
On identifie ces deux ensembles et Jb7(X) est muni de 1la topologie induite
par la topologie faible du dual de &g(XJ (appelée topologie étroitel). Pour
cette topologie, une suite généralisée Mo dans :HL4[X] converge vers
u € jTL*(X] » 8t on note ua = u , si, et seulement si, pour chaque
f e €y,
lim M, (f) = u () .
Un sous-ensemble Jﬁ de M (x) est dit équitendu si

1.) sup {m (X) y n¢ ﬁﬁ } <+,

1i.) pour tout € > 0 , i1 existe un compact K de X tel que, pour chaque

u e 3@ » u (XN K) <e .

si 9@ est équitendu, il est relativement compact dans fHL+(X). (cf ¢ [8])

c.) Soient X et Y deux espaces topologiques complétement réguliers,
et f une application continue de X dans Y. Si u est une mesure tendue sur
X, la formule :

£ () (B) = u[f (8]
définit une mesure tendue f(u) sur Y,

Soit h une fonction définie sur Y et ggv-mesurable 3 alors hof est
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7 \
qu-mesurable. Si h est positive, alors : fY h df(u) = [X hof du .
Par suite, h est f(u)-intégrable si et seulement si hof est u~-intégrable, et

alors, l'égalité précédente sst vérifiée,

de) Soit f : X +-§+ » Jﬁ -mesurable, Si yu est une mesure tendue sur

X
X , la formule :
f.oud = [, 15 F du
définit une mesure K-réguliére f.,u sur X ,
Soit h une fonction définie sur X et 53X-mesurable 3 alors hf est
jgx—mesurable. Si h est positive, alors : fx h df.u = fX hf du .
Par suite, h est f.u-intégrable si, et seulement si, hf est u-intégrable

et 1'égalité précédente est vérifiée,

8.) X est dit polonais s'il est métrisable complet et séparable, Si X
est polonais, toute mesure finie sur X est K-réguliére, donc tendue (cf :
(6] , prop. II-7-3).

X est dit lusinien si X est séparé et s'il existe un espace polonails
P et une application bijective continue de P sur X ., A la métrisabilité
prés, c'est la définition donnée dans [2] + Les résultats établis dans Bﬂ
sont encore valables et en particulier :

sl f est une application continue injective d’un espace lusinien X
dans un espace topologique séparé Y , alors f(X) est un borélien de Y .

g8l X est un espace lusinien, un sous ensemble de Y est lusinien si,
et seulement si, il est un borélien de X .,

Il en résulte que

toute mesure finie u sur un espace lusinien X est tendue, et, plus



précisément, pour chaque borélien B
u (B) = sup {u (K) j K compact métrisable, K C B} ;
si f est une applicatlon continue bijective d'un espace lusinien X dans un
gspace topologique séparé Y , alors Y est lusinien st
B, - {r6) 18 € B |
Si v est une mesure finie sur Y (v est alors tendue), la formule
u (B) = v [f(B)]
définit une mesure u tendus sur X telle que f(u) = v , c’est-a-dire, 1'appli-
cation uw € M'X) — fu) € MT(Y) est bijective.
Soient CG et @' deux topologies sur X , X«@ étant polonais, X@'

étant séparé et € moins fine que (6 « Alors Xt,

est lusinien et nous
avons 3
R - fBX et MY (x

X

) = M .
e e €

€

f.) Soit u une mesure tendue sur un espace topologique X complétement
régulier ; si {fu} est une suite généralisée croissante de fonctions posi-
tives, semi-continues-inférisurement sur X , convergente simplement vers f ,
alors f est semi-continue-inférieurement et :

[y fqan — [y fdu.

2.1. TRANSFORMEES DE FOURIER

3?L; désigne le sous=~ensemble convexe de M (E) formé des mesures de

probabilités tendues sur E,

Pour u €& B?L*(E] , la transformée de Fourier de u est 1'’application,
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notée %u ou ﬁ de F dans € , définie par :

ef<x;y>

y \—> Fu ) = Ry = IE dulx) .

Posons EF(QM;] = Uosue }HJ;} « Nous avons le théoréme suivant :

Théorame 2.1.1. (BADRIKIAN [1])

Soit ¢ une application de F dans C 3 (p est la transformée de
Fourier d'une mesure de probabilité tendue sur E si, et seulement si, :

1. w(|) =1

2. ¢ est continue sur F muni de la S-topologie

3. Y est de type positif, i.e., pour toute famille finie

{[ak » yk] H k = 1: YY) n} de C x F »

E E -
a a $ly -y )20
ket 1=1 <1 kol

Nous nous proposons de donner la forme générale de la transformée de
Fourier des mesures de probabilité tendues et indéfiniment divisibles sur
E (cf. [7]]. Ces mesures sont caractérisées par la propriété suivante de
leurs transformées de Fourier, propriété que nous prendrons ici comme

définition :

Définition 2.1.2.

¢ € QF&%t;) est dite indéfiniment divisible si, pour tout n¢ N* .

il existe iﬂn € C}(jﬂ,;) telle que : P = “Pn]n . 3 désigne 1'ensemble
des P € F(M) indéfiniment divisibles,

Si E=F =R, la transformée de Fourier d’une mesure de probabilité

indéfiniment divisible ne s'annule pas, Nous avons un résultat analogue dans

le cas général,
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Proposition 2,.1.3.

Soit Péj s pour tout ye F , Ply) #0 .

Démonstration

Soit y€ F 3 t ,—> P (ty) est continue sur R , de type positif
et prend, pour t = 0, la valeur 1 3 comme ¥ , cette fonction est indéfi-
niment divisible et, par suite, ne s'annule pas 3 pour t = 1 , nous avons

donc Lp[y] #0 .,

2,2, FONCTIONS DE TYPE NEGATIF

Les définitions et les résultats donnés ci-dessous sans démonstration
sont extraits du livre de HOCHSCHILD ([4] chapitre IV),

Soit F muni d'une topologie l.c. séparée @ 3 F est simplement connexe
par arcs et est donc simplement connexe 3 c'est~a-dire : si1 f ¢+ S+ T est
un revétement, Y, un point de F , s, un point de S , g une application
continue de F dans T telle que f(sol = g(yol , alors il existe une applica-
tion continue h de F dans S , et une seule, telle que g = foh et h(yol =8

Appliquons ceci aucas ot T= € =C \{0} ,S=¢Cc, f:z£C~»
fect, y =0ets =20, @ est la S-topologie @

o o S

P E j » 11 existe une application unique h : F > C , (ﬁs-cnntinue telle que :

eh(y) .

« Alors, pour chague

h(0) = 0 et, pour tout ye& F , P ly) =

Nous noterons h = L(p o

Proposition 2.2.1.

Soit &pejg alors h = Ly posséde les propriétés suivantes :
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1. h(0) = 0 et, pour tout y € F , h(-y) = hiy) 3
2. h est Cs-continue;

3. pour toute famille finie {[ak R yk] s Kk =21, sees n} de C x F

n n n
telle que X a =0, alors z E a, a, hly, =y.) 20,
k=1 * k=1 124 < 1 Tk

Démonstration

1.  étant de type positif, pour tout y € F , ¢ (y) = @p(-y)

et ply) = eh(-y] « ¥ V—> h(~y) est Cs-continue sur F et sa valeur,

pour y = 0, est h(0) = 0 . En vertu de 1'unicité de h , nous avons donc,

pour tout y € F , hly) = h(-y).

2. c’est 1'une des propriétés caractéristiques de h.

3. pulsque (p € J,' pour tout ng N~ , 11 existe ‘pn € ‘?(m;l telle

. = n * .
que : (‘Pn) . ‘Pn ne s'annule pas : (Pn est une application de F dans
x
£, G

h_(y)
h,: F>C, ge-continue telle que : h_(0) =0 et @ (y) =em v . Par

-continue telle que (pn(O] = 1 3 11 existe donc une application

conséquent, Plly) =e ’ nhn(Cl] = 0 et nhn ast Bs-continue ¢ en vertu

de 1'unicité de h , nous avons h = nhn et ¢

L hey)
P ly) =e .
Soit {(ak ’ yk] 3 k=1, +4., N} une famille finie de € x F tells que
n
k§1 a = 0 ., Puisque (Pp est de type positif
n n _
z z 8 4 Sop(yk = y].] 20

k=1 1=1
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n n

n n
et la condition : ) a =0 entratne : § ) ak.gl ) Iaklz =0
k=1 k=1 1=1 k=1
1 1 em [ ]
donc a a P (y, =-y.) -1 p2>20 .
k=g 1= < 1 TP Tk 7L
1
— h(y, ~y.)
- -1] = p Tk 71T -
Puisque p [(Pb (yk yl) 1] p [e 1] —> h (yk yll
n n _
par passage a la limite, nous obtenons z z a a, h(y =-y,)>0.
k=1 1=1 ° 10 TR

Remarque : pour la terminologle usuelle la propriété 3 de cette proposition
signifie que ~h est de type négatif.
Pour établir la réciproque de cette proposition, nous avons besoin du

lemme suivant :

Lemme 2,2.2, (cf : [5])
Soit h ¢t F + € telle que h(0) et h(y) = h(-y) pour tout ye F .
Alors les trois assertions sulivantes sont équivalentes @

i,) pour tout t >0, y\v—— eth(y]

est une fonction sur F de type
positif
i1.,) -h est de type négatif (i.e. : h vérifie la condition 3 de la
proposition 2.2,1.)
iii,) pour toute famille finie {(ak ’ yk] 3 k=1, «us, N} de € xF ,
n n

R a, a, [h (yk - yll - h(yk) - h[-yllj > o .

Démonstration s

i.) implique 1i,) ;3 la démonstration est identique a celle de la

proposition 2.2.1
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ii.) implique 1ii,) ;3 soit {(a R yk] 3 K =1, cees n} une famille

K

n n
finie de € x F j; posons Yo = 0 et a = - E a Pulsque z 8 = o,
k=1 k=0
L1 a3
en vertu de ii.), a a, hly -y, )}J>0
k=0 1=0 k 71 k 1
I 1 a3 ] @ )
soit a a, h(ly, -y.) -a a, h(-y,) - a_ a hiy, ) 20
k=1 121 k "1 k 1 ° 14 1 1 0 o9 k k
hn_
et kZ1 121 a, [h (yK - yl] - h(yk] - h (-yli] > 0.

1ii,) implique ii,). Soit {(ak . yki 3 K =1, oy n} une suite finie
d'éléments de € x F , Pour 1< k , 1 < n , posons :
Ai = h (yk - yll - h[yk] - FT;IT '
la matrice carrée d'ordre n : A = ((Ai]) , & coefficients complexes, est, en
vertu de iii.), hermitienne positive ; il existe une matrice unitaire
U= ([Ui]) et une matrice diagonale 3 termes positifs A = ((sk ai]) telles

que : A = Ut AU s pour 1 <k , 1 <£n , nous avons :

Ty

! g
Al = us s s
k 321 173 °k

h ty, = v, = Ai + hly,) + Ry

th(ykl
Soit t > 0 3 posons bk =a e
- W
n n th(yk yll n n tsj Ul Uk
I 1 a3 e =) 1 b B T
k=1 1=1 k=1 1=1 3=1
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Pour 1 <k, 1l <n, p-= (p1. vees pn] € N , posons :

n v

p
ulpgs k, 1) = T 1 tes, v udy 3,

(p,)! k "1
3=1 P .
la famille {u (p 5 k, 1) 3 p egw”} est sommable et
n tsJ Uﬂ Ui
)) u (psk,1) = I
peN" =1

Par suite,
1ol ) 1.1 1 b5

b, b, ( ulpsk,1)) = b, b, u (psk,1)
k=1 1=1 * ! péen" peN” k=1 1a1 1

n n n — p p

— 1 3
= ) ) Y b, b 1 ol I y 3 A (ks )
T T T (71 3

n p n n _ n p n — p
=] o —(-i)—,-(tsjljli Ebkbl[n(ujklj] [n(ujllj]
peEN" g=1 Py’ k=1 121 3=1 4=1
n p n n p 2
= J.ocm (1](tsJJJIZbk n(u;"ljlzo.
pen”  3=1  'Pj J k=1 4=1
n n thly, = vy,)
Par conséquent, z Z a a e k 1 2 0.
k=1 1=1

Proposition 2,2.3.

Soit h ¢t F > C 3 11 existe p€ 3 telle que h = L si, et seulsment
si,
1.) h(0) = 0 et, pour tout y € F , h(y) = hi-y)
2.) h est fis-continue
3,) pour toute suite finie {(ak s ¥) 3 k=1, ..., n} d'éléments de
]

C x F telle que = 0 , alors S y ak-gl h [yk - yllz 0.

IEI
a
k=1 k k=1 1=1
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Démonstration

Les conditions sont nécessaires en vertu de la proposition 2.2.1.

Montrons qu'elles sont suffisantes. Pour tout n € [Nx , désignons par

fh 1'application définie sur F par

f,tyVv—> ‘Pn(y)=e .

Pn est gs-continue sur F , est de type positif en vertu du lemme 2,.2,2, et
prend, pour v = 0 , la valeur 1 . En vertu de la proposition 2.1.1.,
(Pn € ?(311;) et (‘{Jn]n =‘P1 ¢ donc ‘P1 € 5 « Puisque, h(0) = 0 et
@,y = e"W) , alors ho=L P,

cﬁ: désigne 1l'ensemble des applications h de F dans C tallés que,
pour tout y € F , h(y) = W et la condition 3. de la proposition 2.2.3.
soit satisfaite, dt° désigne le sous-ensemble de H formé des applications
h telles que h(0) = 0 , dt est un cOne convexe de l'espace (:F(F, C) des
applications de F dans C , contenant les applications constantes réelles et

cﬁf est aussl un cdne convexe de w(F. Cc) .

Lemme 2.2.4.

Soient h € O‘\'. ’ {(bp ’ zp] 3 P =1, vees M} une suite finie d'éléments

de € x F ; alors 1’application h,‘ définie sur F par :

m m
hy t yVv—> h,lyl = ] ] b b hiy-2z +z)
1 1 p=1q=1 P 9 P g

appartient a c'k .
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Démonstration :

Pulsque h (=y =z + 2 ) = h (y =~z + z
g Y= %5 ' %4 y =zt zp),

m
h,(-y) = ) z b b h(y=-2z_+2z)=nhUy),
! p=1 qg=1 d P !

Soit {(ak » yk) s k=1, 4.4, n} une suite finie d'€léments de € x F ,

n
telle que k§1 a = 0 3 posons a[

avons alors :

k,p) = ak bp et y(k.p) = yk - zp « Nous

n n
) Z a =) a . b, =
ka1 p=1 Py K p§1 ‘
1] 13171 e
a, a h, (y ~y,) = a b b h ly, =y, =2z +2)
k=1 1=1 T 7k 71021 151 b1 ge1 k71 "p g

n

=1 1 I 1 a a h (y -y )2 0
k=1 1s1 p=1 q=1 (k,p) “(1,q) (k,p) (1,q)

Lemme 2,2.5.

Soit héc'ﬁ:.eelR.yoéF et aé[--;—.-;- s alors l'applica-

tion h2 définie sur F par :
h2 t yV— h(y) + a e-ia h (y + yol + a eie h (y - yol »

appartient & d&

Démonstration :

Soit t &€ R ; appliquons le lemme 2.2.4. aux éléments (1, 0) et

(teia . yo} de C x F ¢ 1'application h, définle par :

1

hyly) = hiy) + ¢ 18 | (y+y,) * t ei®h (y-y,) * tZ hiy)

ie

= (1 + t2) h(y) + t e-ie h [y+y°l + te h [y-yo)
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appartient a at 3 pulsque dt est un cbne, 1‘application

£ e-ie is
2

1+ t 1 + t

y U——> hly) +

appartient a db.

Il suffit alors de remarquer que, pour tout a € [? % ’ 1] , 11 existe

teR tel que a = -—E———E— pour achever la démonstration.
1+ t

Proposition 2,2.6.

Soit h € O‘t‘ 3 alors

1. pour tout y€ F , Re hiy) <0

IA

2. pour tout n€ N , pour tout y € F
0 < -Re h (ny) < -n? Re h(y)

[Im hiny) = n Im h(y)] € = n (n=1) Re hly) .

Démonstration :

S1 z€ €, Re z désigne la partie réelle de z et Im z sa partie ima-
ginaire.
1. Appliquons la propriété 3 de le proposition 2.2,3. aux é€léments
(1, 0) et (-1, y) de € x F : nous obtenons :
0<=hly) =h (=y) = =nh(y) =h(y) = = 2 Re hly)

donc Re h(y) < 0.

2., Posons h = u+1iv, u=Re h, v=1Imh , En vertu du lemme 2.2.5.,
appliqué a a = - % , 8=0, pour yo € F, la fonction

y V—> hly) -'% [h (y + yoJ + h (y - yol] appartient a dt et 1a fonction
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1
hy t yA=hiy) =5 [hly + y ) +h ly -y_) - hiy) = h(=y_1]
appartient & JL° . Pour y€ F , Re h1(y) < 0, soit
1
uly) =5 [uly +y ) +uly-y)=-uly)-ul-y))] s 0,
et, pulsque h(yol = h(-yol , u(yol = u(-yol , donc
uly) - % [u(y + yol + uly = yo)] + u[yo] <0

soit uly + yO) = uly) > uly) - uly - yo) + 2 u(yo) .

Soit K € N et prenons y = K Yo 3
u [tk + 1) yo] —ulky)2ulky)=u [k = 1) yo] +2uly))

Pour p € nN® »

p=1 p-1

an [u [tk + 1) yo] -ulky,) ] > kgn [u (k v, - u [(k=1) yo]]+ 2p uly,)

Puisque h € dt‘ , h(0) = 0, donc u(0) = 0 ;3 et, pulsque u(yol = u(—yol ’
u (p yol > u [(p - 1) yo] -u [yo) +2pu (yol

soit : u (p yol ~ultp-1 Yo ]22pu (yo] - u(yol .

Pour n G.Nx .

n
p§1 [utp y ) = u (p=1) y )] 2 n (n+1) uly ) = nuly)

soit : u (n yolz n? u(yo)

c'est-a-dire : - Re h [nyo] < -n“ Re hlyDJ‘

Pour tout y_ €& F . h(yol = h(-yol , donc v(yo) = -v[-yo], et @

1 [hty ) = nt=y)] = 1['hly ) = hly )] = - 2vly ) est réel.
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% ¢t la fonction

y \\— hiy) -'% h (y+yo) + % h (y-yol appartient a E&I, et, dt étant

Appliquons le lemme 2.2.5., au cas : a =-% , 8 =

un cdne convexe contenant les fonctions constantes réelles, la fonction
i
h, : y \—> hiy) Elhtywol-h(ywol-hwo)+hvwoﬂ

appartient a dte . Pour tout yEF , Re h2(y] < 0 soit :

IA

uly) + % v (y+y°] --% v (y-yol - v(yo) 0
v lysy ) = vly ) < vly ) - vF[y-yoﬂ - 2u (y) .
Soilt y € F 3 prenons Yo = ky , ke N ;

v [(k+1) y] = v (ky) < v (ky) = v [(k=1) y] = 2uty) -

Pour pe N, p2 2,

p=1 p=1
v ipy) = J  {v [(k+1) y] = vikyd} = T {v [(k+1) y] = vikyl} + viy)
k=0 k=1
p=1
v (py) < z {v(ky] - v [(k-1) y]} ~ 2 (p=1) uly) + viy)
k=1
v (py) s v [(p—1) y] + viy) = 2 (p=1) uly).

Remarguons que la formule est encore valable si p = 1,

Pour n E,Nx

n

! {vtey) = v [(p=1) y]} < n vly) = n (n=1) uly)
p=1

solt viny) = n v(y) < - n (n=1) ul(y).
Cette inégalité est aussi valable pour ~y 3 puisque h(y) = h(-y) ,
<~ viny) + n viy) < = n (n=-1) uly)

Par suite, lv(ny] -nvly)] < =-n (n=1) uly) .
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Proposition 2.2.7.

h[y]' <

Soit h € dt° s pour tout y€F , |1 - e LI210

Démonstration :

Posons h(y) = u + iv 3 u, v€ R ; en vertu de la proposition 2.2,6.,,

u<0. Alors :

|1 - eh[y)]2 =1+eM-26%cosv=1+e-2¢e"+2¢e" (1-cos V)

2

U1 -cos v) < u? s v?= |h(y]|2

= (1 - eu]2 + 28

<=-u, 2 e’ (1 - cos v) <2 (1 ~-cos v) < v2

u
car ¢t u<Q0,0<1-¢

Proposition 2.2.8.

Soient h ¢ dt° , €>0 et Q une forme quadratique positive sur
F telle que : Q(y) <1 =—> |h(y)| <€ . Alors, pour tout y € F ,
0<=-Re hly) <2¢ [1+0(y)]

Ihty)| < 4 ¢ [1+0ty)] .

Démonstration :

Soient y&€ F et n e N tel que (n-1]2 < Qly) < n? » et posons

1 1
Yo =5 Y « Alors Oly_) = = Qly) <1 et Ih(yoll = €.

De la proposition 2.2.6., 11 résulte que :
- 22
0<=-Reh (n yol <=n" Re h(yo)

[Im h (n yol -nImh [yoli < =n (n=1) Re h (yol

1.] 0

IA

~ Re h(yO) < lh(yoll < € donc

n’ e = e [(n=1) + 1]2 <2c¢ E(n—1)2 + 1]

2 e [Qty) + 1]

o
A

< = Re hly) = = Re h(nyo)

In

A
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2.) |Im hiy)]| = |Im h(nyoll <n |Im h(yo)l = n(n=1) Re hly_)

n lh(yoll + n(n=-1) Ih[yo]l <n’e

A

2 ¢ [Qly) + 1]

et |h(y)| < |Re hiy)| + |Im h(y)]| < 4e [Q(y) + 1] .

iA

Proposition 2.,2.9.

Soient h € d%’ , € >0 et Q une forme quadratique positive sur
F telle que :

Qly) <1 == |hly)| <€

1
- h(y)
Pour tout n€ N* R ‘Pn t y v—— e vérifie :

pour tout y€ F , 0 < n Re [1 - ?;(y]] <4 ¢ [1 + OIyJ] .

Démonstration :

Posons hn = n (‘Pn - 1), En vertu du lemme 2.2.2..(,0n est de type

positif et appartient donc a Cﬁ,g alors hn (= dt' et, puisque,hn(O] = 0,

hoe dte .
n
Pour v € F tel que Q(y) < 1 .IA% hiy)] < -% et, en vertu de la
preaosition 2.2.7.,
1
— hiy)
n 1 €
[1 =gt =1 -e | <= Ihty)] < =
Ainsi Ihn(yll =|n (1 - an(y]I <e , et en vertu de la proposition

2.2,8,, pour tout y € F

0<=-Reh(y) =nRe [1 - ‘Phty)] < 4e [QCy) + 1] .

(gé (F, C) est 1'espace vectoriel des applications de F dans €, muni
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de la topologie de convergence simple dans F 3 F est muni de la topologie
de convergence uniforme dans les parties compactes convexes et équilibrées

de E ,

Proposition 2.2.10,

Soit H une partie équicontinue de g‘; (F, €) , contenue dans c’.ﬂ'f .
Alors 1l'enveloppe convexe fermée T (H) de H est une partie compacte de

9’”5 (F, C).

Démonstration :

L'enveloppe convexe T (H) est une partie équicontinue de S*; (F, C)
et T(H) est aussi une partie équicontinue de 938 (F, C) [[3] proposition 6,
§ 2, n° 3), c)‘t° est une partie convexe, fermée de g'; (F, €C) contenant H,
done T (H) C dte.

Soit € >0 3 T (H) est équicontinue en O ; en vertu de 1'hypothése
(H), i1 existe un voisinage hilbertien U € CU/ de 0 dans F tel que, pour
tout yE U, pour tout h € T (H) , |h(y)| <€ . (car h(0) = 0). Pour toute
Fonction h € T (H) , h € dt° et pour y € F tel que pU(yjs 1, yveu
et |hiy)| <€ .
En appliquant la proposition 2,2.8. 8 Q = pa , on obtient :

pour tout yE€ F , |hiy)] <4 ¢ [1 + 0(y)] .
Par suite, T (H) (y) = {hly) 3 h € T (H)} est borné dans C et T (H)

est relativement compacte, donc compacte ([3] , th. 2, § 2, n° 5),
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3 - APPLICATION DU THEOREME DE CHOQUET

Dans ce chapitre, E est un e,l.c. réel séparé. On suppose que E
satisfait aux deux conditions suivantes :
(H) : 1l'ensemble & des parties compactes hilbertiennes de E est un
systéme fondamental de parties compactses de E .

(S) : toute partie compacte hilbertienne de E est o (E, E')-séparable.

Soit A une partie compacte hilbertienne de E 3 V = A® est alors un
voisinage hilbertien faiblement fermé de O dans F et ?V est un espace hil-

bertien séparable d'aprés la proposition 1.1.6.

3.1. ETUDE DE PARTIES COMPACTES DE(jt

N
Pour x € A ~. {0}, ex est 1'application de F,, dans € définie par :

v

. A
y A—> Bx(9] R N 2

pA(x)

-1’1()(’ §\>)

A
(< x, 9 > notant la dualité entre EA et FV] et posons :

HA={Bxax€A\{0}} 3

Proposition 3.1.1.

i.) HA est une partie éguicontinue sur gv .

11.) 1'application B8 : x Av—> B de A {0} dans 92 (FV » C) est
injective et continue lorsque A \_ {0} est muni de la topologie

induite par celle de EA .
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Démonstration

i.,) Des inégalités : u, veR,

i it

| (e Yaiy) - [eiv - 1iv)| = Ifz (e"" = 1) dt| < |v=u] max (Ju] , |v|)

< Jv=ul (Ju] + |v]),

N

N
11 résulte que : pour y_€ FV » pour chaque x&€ A . {0} , pour 96 Fy »

0

N

|<x,§-y

IA

Nl

8 (§) - 8 (§_)] o2l U sy >l+lex, v >

pA(xJ

IA

cecl prouve que H, est équicontinu en §o .

A

y N
ii,) Soient x, , X, € A \ {0} tels que : 8, =8_ 1 pour tout yE FV .

1 Xo

les fonctions définies sur R par : t ,——> Sx (t§] et t v—— Bx (t9)
1 2

sont égales j; les valeurs en 0 de leurs dérivées secondes, resp. troisiéme,

1

sont égales, soit :

1 < X p9>2= ] < X o§>2’
p2 (x,) 1 p2 (x,) 2
A %4 A ‘%2

L < X, 9 >3 . L < X, Q >3,
2 (x.) 1 2 (x.) 2
Pa %4 Pa *%2

A N A
Par suite, pour chaque 9 € FV » Nous avons : < Xqg 0¥ > = < Xy 0 Y >,

donc x1 = x2 .

Munissons A . {0} de la topologie induite sur celle de E, . L'appli-

A

cation x \— pi(x] est continue et ne s'annule pas sur A  { 0} ;
N

de plus, pour chaque 9 € FV » X \— < x , 9 > est continue sur A \\ {0},

donc x \—> Bx(9) est continue sur A . {0} . Ce qui achéve la démons-

tration.
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Corollaire 3.1.2.

VA
L’enveloppe convexe fermé C, de Ha U {0} dans gz (FV. C) est une

A
~n

partie convexe, compacte et métrisable de sﬁg (FV » C) .

Démonstration :

N
L’enveloppe convexe de HA U {0} est équicontinue sur FV et son adhé~

N
rence C, dans SF; [FV, C) 1l'est aussi (cf : [2], § 2, n° 3); C, est

N
compacte. Sur CA » les topologies de convergence simple dans FV et de
VS
convergence simple dans une partie D dense dans Fv sont ldentiques

A
(cf : [2], § 2, n® 4) ; pulsque F, est séparable, on peut choisir D

\
dénombrable et la topologie de convergence simple dans D est métrisable :
CA est métrisable.

Corollaire 3.1.3.

HA est un borélien de CA .

Démonstration :

E, est un espace hilbertien séparable : 1l est polonais et A \ {0},

intersection d'un fermé A de E, et de 1'ouvert t{o} de E

A , est aussi

A
polonais (cf : [1], § 6, n°® 1), HA est 1'image par 1'application injective

et continue 8 de A \ {0} , et est un borélien de CA . (ef : 2,00,

N
Pour x € A, o, est 1'’application de F dans C définie par :

\'

<X, 9 >2 R

N =

A
y \v—> ax(y] = -

et posons KA = {ax 3 X € A} .
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Proposition 3.1.4.

K, est une partie compacte de C, , disjointe de H

A A A’

Démonstration :

\ VA
EA étant le dual fort de Fv » la boule unité A de EA est o (EA ’ FV)-

~ N N
compacte., Pour chaque vy € FV s X U—> ax(y] est continue sur A et

1'application :

a: x> a G.Gfﬁstg , C)

v
est aussl continue sur A lorsque A est muni de la topologie induite par
A
o (EA ’ FV) .
KA , image par cette application continue de A , est une partie compacte
de 9\*;5 [?V , C) .,
Soit x€ A; six =20, o =O€CA . Supposons x # 0 3 pour chaque

% 1 _
n€EN .;_‘-x-xnéA . {0} et Bx GHACc

n

2
A" De plus, 0 < pA(x) <1

2
et 0¢€ CA donc pA[x) Gx e C

n A

Pour 96 FV ’
1 n
2 1§ Xey? A2

pi(x)Bx(§J=n(e -1-i-'-1-<x,9>] —>--1é-<x,y>,
n

N
donc pi(x] Bx — a dans g*; (FV , C), et CA étant fermée dans
n

AN
FF,.0, o €ec,.
N N A
Soit x € A \. {0} ; supposons jue, pour tout y € Fy o B (V) soit
réel ; la partie imaginaire de 8 (y) étant nulle, on en déduit

N A}
<x,y>=s8in<x,y>,

et en remplagant 9 par 29 » nhous obtenons :
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A A A A
2 <X , V> sin 2 <x , y>=28s8in <x , y >cos <x , Yy >,

et <x,9>(1-cos<x,9>)=0.

Ainsi, pour tout QE_ ?V s <X, § >€ 2n 7 , x étant une forme linéaire

VAS
non nulle sur F

N A A
v’ {< X,V >s3y€ FV} = R . Nous obtenons une contra-
diction. Par suite, 8x¢ KA R

Proposition 3.1.5.

L’ensemble 9 C des points extr&maux de C

A est continu dans

A
HAU Kp o

Démonstration :

Soit g un point extr@mal de Ca # Hp U {o} = Fi; U {0} est une

partie compacte de CA , dont l'enveloppe convexe fermée est CA

en vertu du théordme de KREIN-MILMAN (cf : [i] chapitre II, § 7, n° 1) ,

. Alors,

g€ H, U {0} .

Si g=0, alors g = e € KA .

Supposons maintenant que g é'ﬁ; 3 11 existe un ultrafiltre sur H,

qui converge vers g 3 8 étant une bijection de A \ {0} sur Hy o i1

existe un ultrafiltre W sur A \\. {0} tel que 1lim B, =g .
Y

Munissons A de la topologie induite par celle de E ;ﬂL est une
base d'ultrafiltre sur A, et, A étant compact,qL converge vers xoéE‘A .

L' image (1L) de la base d'ultrafiltre U sur A par l'application

Pa
x N—— pA(x) (S [D » 1]
est une base d’ultrafiltre sur [0, 1] et, [0, 1] étant compact,

Pa (W) converge vers a € [0, 1] . Puisque est semi-continue-

Pa
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inférieurement sur E [[3_]. chapitre II, § 2, n°® 11, proposition 2,3.]),

a = lim pA(x) > pA(xOJ .

W

3

1 2
i.) si X # 0, alors a # 0 st g —5— Pa (x) Bx s puisque,
a o
0 < --;—- pi(x) <1, que O et Bx = CA et que g est un point extrémal
a )

2
de CA.alors az-pA(x] et g=8x :gG_HA.

ii.) si x, =0 x €A pour chaque x € AN { 0}, et, A étani

—
pA(x)

. A A
compact, lim x = x, existe et X4 € A ., Alors, soit y €& FV »

1
Cu) pA(x) 1

N2

n
A
I gl %ey> _ 4 oy X, Y> 45 <X,y

|g(§) - a (9)! = 1im >
1 QL pA(x)

lim<-—1—-[--]—- x,§/\>2 lim|<x.{/\>|,

YU o PA U

1
5

|ei” -1 -du+a u2| < 2@ valable pour tout

en vertu de 1'inégalité : 5 3

u€ER . A étant compact, sur A les topologies induites par la topologie

initiale de E , la topologie o (E , E') de E , la topologle o (EA ’ )

A
\'

IAS

F

sont identiques et % converge vers x = 0 pour la topologie o (E )

A’V
donc 1im |<x , y >| = 0 . De méme, x, est valeur limite de la fonction
U .
de A\ {0} dans A : x " > L x sulvant U pour la topologie
pA(ﬂ

induite sur A par celle de E donc aussi pour celle induite sur A par

VAN
o [EA, FV) et :

11m<-—5-1-[-;—)——x.y>2=<x1‘y>2.
At A

A n N
Il en résulte que, pour chaque y € FV , g(Q) =a (y) , 1.8., g = o € K

1 g A
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3.2. APPLICATIONS DU THEOREME DE CHOQUET

Le théoréme de représentation intégrale de CHOQUET, dans le cas métri-
sable, peut s'’énoncer de la fagon suivante [[4] chapitre IV, § 7, N° 1 et 2,
[s] [6] chapitre XI) :

Solent E un e.l.c. , K une partie convexe, compacte et métrisable
de E. Alors, tout point x € K est le barycentre d'une mesure de probabilité
TS DHJI portée par l'ensemble des points extr8maux de K .

Nous appliquons ce théoréme a 1'e.l.c. gi [?V , C) et a sa partie
C, compacte, convexe et métrisable. Soit g € C, ¢ 11 existe \)Eaﬂq [CA) ’

A A

de barycentre g et portée par 1l’ensemble acA des points extr8maux de C

A

N n N AN

g = f p dv (p) et, pour tout y & F, , gly) = f p (y) dv (p) .
SCA \Y BCA

Remarque ¢ sur A \ {0} , nous aurons a considérer les topologies ?:1 »

N
induite par la topologie de E (ou par o (E, E') , ou par o (EA ’ FV)) , et
. ©

,» est polonais, D'aprés § 2-0, pour ces différentes

ng ,» induite par la topologie de E est moins fine que ?32 , et

A 1

A {0} , muni de t:z
topologies,
- les tribus de Borel sont égales
- les ensembles des mesures tendues sont égaux : on les note
WM (A ~_ on

- toute mesure finie sur A \_ {0} est tendue.

Proposition 3.2,.1.

Soit g € CA s 11 existe

1.) un voisinage hilbertien W E.Qj— de O dans F tel que VC W et TV est

<1

du type H.S., ]nwv|2 <1.
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2.) pe " (A \ {0}) telle que u (A \\ {0}) <1, satisfelsant & :

A N
pour tout y € FV ’
N ANy 2 N
gly) = = lwwv(yilw + IA \ {0} Bx(y) du(x) .

Démonstration :

g est le barycentre de v € M; [CA) , portée par 3CA , donc aussi
par HAU KA guil est un borélien de CA contenant 29 CA . HA et KA étant
disjoints,

gV) = [, o (¥) dv (o) + [, o (J) dv (p) .
A A

1.) Pour chaque p € KA , 11 existe x € A tel que p = a, s

/N

9 ——> = o [§/\J est une forme quadratique positive sur FV et

A 1 A 1 A
0<-0)) s3patx)xlylZ <3 (V7.

Par suite, § n—> [J[’)}] = - jK P (§) d v(ip) est une forme quadratique
A kA. n A 1 1~12
positive sur Fv 3 pour tout ye€ F, , Qly) <5 |y|v et Q est continue

A

sur Fv .

Ww={yeF;20 [nv[yl] < 1} est un voisinage de O dans F , convexe,
fermé donc faiblement fermé ; pi = 2 Qo LIY: est une forme quadratigque sur
F ; W est hilbertien : W & CU' . Soit y€ VvV, alors

2 2
2Qo wv(y) < Inv(yllv = pv[y) <13 y€ W et, par suite VC W .

Montrons que m,,, est de type H.S. , 9'\r~—>|1r (?JIZ et 9’\/—> 2 Q(;]

wv WV W
sont deux applications continues sur ?V et colncident sur FV 3 puisque FV
est dense dans F‘V , elles sont égales et, pour tout 96 'F'V ,InwV(§]|‘= 2 Q(’QJ.

N
Soit {9n} une base orthonormale de F, 3 c'est aussi une base orthonormale
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[AY
de EA identifié a FV . Pour p € KA , 11 existe x € A tel que o = a

[NTPEN

pi(x] <

N

Alors : -~ z p()//\n)=-% Z<x,§n>2=
n n

donc : ) lﬂwv(9n]|5 =2 ) Q(Qn] = -2 jK )) p(?n) dv (p) <1
n n A n

< 1

est de type H.S. et |1rWV|2 <1,

Ce qui prouve que LY

2.) Munissons A \ {0} de la topologie G induite par la topologie de

2
Ep « 8 étant continue et bijective de A \\ {0} sur Hp o i1 existe une

mesure finie u sur A \ {0} telle que ©6(u) est la restriction & HA de v,

Alors v (A . {0}) = v (HA] 1

A

N
et, pour tout 96 FV , IH p (9] dv (p) 8 (9] du (x)
A X

“Ja <0}
Le résultat est établi compte tenu de la remarque précédant cette propo-

sition,

Soient:I‘A={goer3g€CA};

1
pA(x]

ei<><,y>- 1 -1 <x,y>]

=hx=exovrshx[y)= (

v

g

pour chaque y € F , pour chaque x € A \ {0} ;
s Ha = {h 3 x€ A X {0}}.

F étant muni de 1la @ -topologie, WV est continue de F dans 'Ffv .

CA étant une partie équicontinue de gF(FV , C) , PA

équicontinue de g[F, C) et, en particulier, chaque fonction h € I‘A est

est une partie

continue sur F .
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a; A (o4
L'application g 1v— g o Ty de J; (FV ,» C) dans Jg (F, C) est
linéaire, continue ; PA est une partie convexe compacte de EF; (F, C)
contenant HA U {0} ; en fait, PA est 1l'enveloppe convexe fermée de

HA U {0} dans EF; (F, C) . La proposition 3.2.1. entraine le corollaire
suivant :

Corollaire 3.2.2.

Soit h € PA 3 11 existe :

1.) un voisinage hilbertien W écw'de 0 dans F tel que :

vCw, LY, est de type H.S. ,

<1,

l“wvlz =

2.) ;léjﬂf (A N\ {0}) telle que u LA . {O0}) <1, satisfaisant a :

2
hiy) = - pw(y] + IA < {0} hx(y) du (x) .

Démonstration :

h=go Ty ot g é_CA et admet une représentation donnée par 1la

proposition précédente. Alors :

hiy) = =y € v))

2
hiy) = = |m,, ryD + o oy 8 [ry] au )

2
= =) ¢ fu oy MWy an (x)

Preposition 3.2.3.

soit w € M* (A \ {0}) telle que u (A \ {0}) <1 . Alors

1'application définie sur F par :

Yy Vv fp _ (o} MW du (x)

appartient a FA .
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Démonstration :

Munissons A \ {0} de la topologie induite par celle de EA . Soit

€P la classe des familles finies m de boréliens de A \ {0} , non vides

et deux a deux disjoints ; la relation ™ < Lo si m, est contenue dans

o\
T, est une relation d'ordre sur J . Pour w € (P. posons ¢

p_o= ) u(B) 2 ol x, € B .

BEw 8 B
{M"} est une suite généralisée telle que uﬂ=> u o Puisque, pour tout
y € F , 1'application : x ,—> hx(y] est continue et bornée sur A \ {0},
alors :

h(y) du(x) = | u(B) th[y) — [ o) M) A x),

fA\{o} Be m

et 2 p(B) h —> h , ol h(y) = f h_(y) du (x) , dans
BE n X5 A N {0} x

9?8 (F, €C). Or pour chague wec:P, pour chaque B¢ n , u(B) >0 et
(\v
2 u(B) < u(A \ {0}) <1 de plus T, est convexe, fermé dans F (F, ©)

BE T A s

et contient H.\ et O . Par suite, )} w (B) h, € T

A ! Aet heer
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4 - FORMULE DE LEVY~KINTCHINE

Dans ce chapitre, les hypothéses sont celles du chapitre 3.

4.1, THEOREME DE MINLOS

A désigne une partie compacte hilbertienne de E ; V = A° est un
voisinage hilbertien de O dans F et pizl est une forme quadratique positive
sur F ,

Si P est une partie finie de F , ~Fp est 1'application de E dans R

définiepar:xf\/-—éf(x]=z <x.y>2.
P xeP

= =1 . ’ ’ °
Posons NV pv Q) : NV est l1l'orthogonal de EA et 1'orthogonal NV de
NV est 1'adhérence de EA dans E pour la topologie o (E, E']"S’V désigne

1'ensemble des parties finies S de F telles que IV(S) est un systéme ortho-

normal de FV .

Lemme 4.1.1.
i.]pourer\N\‘;. 2 <x.y>2=pl2\(x)=#~
YeN,

pourxéN\"’, ) <x,y>2=0.
yen,

ii.) sur N° , la famille {-Fs 31 S € S)V} est filtrante croissante et

son enveloppe supérieure est pZA .

Démonstration

i,) si xﬁ N\‘; , 11 existe yOE NV tel que < x , Yo > # 0 3 pour tout

téR.y=tyo€N st ¢

\'
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<x,y1>2=t2<x,yo>25 X <x,y>2.
VEN,,
Par suite, Z <x,y>2=+°°.et.commex¢EA,p12\[xJ=+°°.
yG_NV

Soit xéN\‘;xpourtnutyéNV,<x,y>-0 et Z <x.y>2-0
ye N,,

ii,) Soient S,‘ , 32 € 3’V 3
Supposons tout d'abord que nV[S1) et ﬂV(SZJ engendrent le m8me sous-
espace vectoriel de FV . Soilent S1 = {y1 s eess yn} et 32 = {21. vees Zn} }

pour kK = 1, ,.4, N,

n
™ V(ykl = p§\1 < nV(yk] , wV(zp] > ﬂV(zp) ,
n
Tk p§1 <MD e mylzg) > zg ey
~ ' -1
ol yk€ NV = Py (o) .

SoitxeN\‘;3<x,y':>=D et :

n
<X,y > Z < nV(yk) R nv[zp] ><x, z >

p=1 P
n
2
‘qubd i ng‘l <X yk> ®

n n n
- k; n§1 HL Cxezp <Xy zg > <mly ), mlz)) >o< mly ), Gz ) >

n n n
=1 ) <xoz_><x,z_> J<mly), nlz)><w,ly), n(z) >
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(|

< T w
< X, zp> < X, zq > V[zp) R V(zq) >

=1 =1

= z: <X , zp> = f_ (x) .

Dans le cas général, 11 existe deux bases orthonormales Wv(S;) et

“V(Sé] du sous-espace vectoriel (de dimension finie) de F,, engendré par

\Y

. ’ " [
wvts1\J S,) , telles que : S, C S} et S,C S, . Alors, pour x € N? ,

fS%[X) = fs,(x] » et les inclusions S, C S} , S,C S} entralinent :
fo (x) g fo,(x) , F
51 55 5, 2

f < f f < fo .
81 s’ S? S

(x) < 'FS,[x). Ainsi, 11 existe S = S,'I € d’v tel que :

Soit x € EA 3 pour S € :fv ’ nV(SJ est un systéme orthonormal de ?V

identifié a EA 3 en vertu de 1'inégalité de Bessel,

2(x) .

2 2
fglx) = Y o o<x,y>= ) <x, mly) >" < py

VAR ye& s

Réciproquement, en vertu de 1'hypothése (S) et de la proposition 1.1.6.,
FV est un espace préhilbertien séparable et admet une base orthonormale

A
dénombrable {wv(yn]} » qui est aussi base orthonormale de F, = E, .En

vertu de 1l'égalité de Parseveal,

Y o< x s Yn >2 - Y <x, LIS >2 pi(x) .

n n

Si Sn = {y1. see yn} » Sn e \jv et

2
pA(x) sup fS

(x) < sup tolx) .
n n SGE:SV

S
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Nous avons ainsi démontré 1'égalité : sup f.lx) = bz(xl .
S A
seJ,
Soit maintenant x € N\°/ , x¢ EA s pour tout ne& N*
x¢nA=nV° : il existe y € V telque |[<x , y >| > n . Comme x€& N° ,

alors y¢ NV et pV(y] # 0 . Posons Y4 s—p:ﬂ-y—) Yy « S = {y1} appartient

L]
?a:f et :

\
fsfx]=<x‘y1>2,———;-——— <x,y>22n2
pv(y]
2
et sup folx) = + © = p(x) car x%E.
SGS’V S A A

Soit U e Cly un voisinage hilbertien de 0 dans F , faiblement fermé,

Lemme 4.,1.2,

Soit P = {y1. sees yn} une partie finie de F ; solent n > 0 et

uE M+ (E) telle que, pour tout y € F ,

re [ (0) - G(y)] < n [1+p5ty)] .

1
--5 'Fp[X] 2
Alors [E 1 -~-e ) du (x) <n [1 + 2 pU(y)].

Démonstration :

La norme euclidienne sur R'' est notée ||..]| et le produit scalaire
correspondant (ee,ee) « £€ ¢ X EE — (< x , 2 >) € R"' est continue
sur E ., La mesure &p 1image de la mesure p par £ est une mesure tendue sur

Rn 3 sa transformée de Fourler est :
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i(u,t)
e

u vr—> é;(u] = f n déul(t) = IE eitu’€X) du (x) oQ u = luklelen

R

1] u <x y>

n
k:‘] 2N
=f_ e du (x) = u ( u V) .
: Ly U Y
1 2
-2 [1ull
uv——> e est la transformée de Fourier de la
mesure de probabilité gaussienne de densité :
1 2
. - 3 11l
t'\r———>-—-—-——72—' e .
f7w]n
En vertu de la formule de Plencherel, nous avons ¢
1 2 1 2
f "z Ml d&u (u) ! f "zl En (£) d
e ulu) = ————— e u (t te
/" [2")n/2 Rn
1 2
-—J——-- Tz l‘tll R é\(t) dt
= e eLu .
(2ﬂ]n/2 R"
) n
et de 1'égalité : &u (0) =&tn (R) ,
-3 () -2 1l
-8 du (x) = - e d &u (u
E (1 ) (x) n 1 ) (u)
R
1 2
n -5 |lt]]
1 ,{ A A 2
. —— Re [ () -uC ] t y)] e dt
f?n]n/z r" k=1 k 7k
1 2
n - = |t]]
1 2 2
< N — 1 + ( t ) e dt.
- tom1/2 {n" [ Pu k§4 k Yk ]

n

t = (tk] n———> pa ( 2 t yk) est une forme quadratique positive sur i
k=1

et définit un opérateur symétrique positif a sur R" par :
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n
(at, t) = p> (§ t,y,) . En vertu de 1'égalité :

k=1
-2 2
"1—;75- f n (at, t) e 2 lltll dt = tr (a) = 2 pU ). nous obtenons :
(21"] k=1
- %' fp[x)
fEm-e )du(x1<n[1+2putyk)]

k=1

Proposition 4.1.3. - théoréme de MINLOS -

Soit U un voisinage hilbertien de O dans F de type H.S. Il existe
une partie compacte hilbertienne A de E telle que, pour tout n > 0, pour

toute mesure u € m* (E) vérifiant : pour tout y € F ,

Re [W (0 =ftyl] s n [1+pltyl]

o)

alors fE min [1, pi (x)] dulx) < =28 .,

Ve -

Démonstration

i.) Puisque U est de type H.S., 11 existe un voisinage hilbertien

faiblement fermé V de O dans F tel que VC U et LITY) est de type H.S., Nous

pouvons supposer que I"UVIZ < 1 . En effet, dans le cas contraire, soit

t = et V' = tV 3 V étant équilibré et 0 <t < 1, alors

lmls
uv'i2

A N
VVC VCU, De 1'égalite tpv, =Py s il résulte que : FV = FV' . FV = FV"

l"IV = tl"lV' ¢ Ty ¢ LTV Si {QK} est une base orthonormale de ?V, .

N
{% QK} est une base orthonormale de FV , et :

2 A 12 2 2

On remplacera alors V par V' .
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ii,) A = V° est une partie compacte hilbertienne de E . Puisque Pa est
semi-continue~inférieurement sur E , les fonctions x v— min [1. pi(x]:l
1 2
- pA(x]

et x\— 1 -8 2 sont semi-continues inférieurement, positives

et bornées sur E ;3 elles sont intégrables par rapport &8 u. De 1'égalité :

1
-=u
(u 2 0) min(1.u)s~L[1-e 2],
Ve - 1
11 résulte :
- (x)
2 /e Z Pa
1) : IE min [1, pA[x]] du (x) 5—/_—_—9-——— IE [M1-e 1 du x).
e - 1

iii,) Utilisons les notations du lemme 4.1.,1. Soient :
S = {y1, X XF) yp} € :fv et P = {yp"‘. aeey yn} une par‘tie finie de

E N\ N\‘; s en vertu du lemme 4.1.2, ,

1
-=f (x) n
Jeli-e 259" Taoo <« 1+ T 02wl
k=1

1

Puisque VC U , alors Py < Py et p:/ (0) = NVC p;‘(D) , et pour

K = p+1, sees N pu(yk] =0,

N
{ wV(yk) s k =1, ..., p} est un systéme orthonormal de F,, . En le

Vv

N
complétant en une base orthonormale {3//\3} de FV » nous obtenons :

2 2 2 2
g Py v? = E gy gty Dy < 1 Ity ly = Iyl <1

be=1 [

--;-f' US[x]
st (2): [_[1-e P ] du (x) <2n.,

(x)

-1-F
2
J dulx) <2n .

st (2): fo [1-e PVS
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1
-.5 |

iv.) Sur N? Sys € :PV} est une famille

V »

trante croissante de fonctions continues positives et son enveloppe

la famille {1 - e

1 2
-2— pA(X]

érieure est 1 - e 3 la restriction de 1 au fermé N& de E

nt tendue,

1 1 2
- = f_(x) - = p,(x)
f T-e 25 Tawwy=f [1-e& 2 A
Ne Ne
\Y \/

1 d utx)

Si 52 est 1l'ensemble des parties finies de E \ Ns , sur E \ Ns , la
1

“3 %
s P ¢ SZ } est une famille filtrante de fonctions
1 2
- E-pA(x]
tinues positives, dont 1l'enveloppe supérieure est 1 - e = 1,

11le {1 - e

restriction de u & E \ N° é&tant aussi tendue,

v

1 1 2

- = fo(x) - = p,(x)

fE‘\N‘ [1-e 2 F ] du (x) = /E\\N° [1-6 2 A ] du (x)
Vv

) Vv
en remarquant que fs < fSLlP . fp < fSL/P » hous obtenons :

- 3 foys) - 2 Palx)
¢ sup sup fE [1 - e ] dutx) 2 fE [1-e 1 du (x)
S P

pte tenu des inégalités (1) , (2) , (3), nous avons :

fE min [1 ’ pi(x] ] du (x) < 2n-—z§;———— .

Ve - 1
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4.2, FORMULE DE LEVY=-KINTCHINE

Théoréme 4,2.1.

Soilt we J et soit h = L¢ « Alors 11 existe :
1.) a€e E
2.) une partie compacte hilbertienne A de E, un voisinage hilbertien W tels
que A°C W, m .0 est de type H.S. et I‘!l’wA°|2 <1 .
3.) une mesure A sur E , K-réguliére telle que :
2
IE min [1, pA(x]] di (x) < + =
satisfalsant & : pour chaque y¢€ F ,
2 1<x,y>
hiy) =1 < a,y > = p,ly) + f,: [e R AGIEY X, Yy > 1A(x)] drx (x).

Démonstration :

1
— h
Soient (Fn = en : \Pn € ?(m;] et n ‘Fn est la transformée de

Fourier d’'une mesure Mo c M+[E] de masse totale un(E] =n ,

Pour y€ F, hly) = 1im n [Pn(y) -1] .
n

Soit € > 0 ;3 h est continue sur F muni de la S-topologie : i1 existe
U e ‘Us , volsinage de 0O dans F , hilbertien et de type H.S. tel que :

yE U == |hiy)]

A

€

En appliquant la proposition 2.2.9,, avec @ = pf, , pour tout n &€ n* o
pour tout v € F , nous obtenons :

0 < Re [ﬁn(Ul - I/J\n(yJ] =nRe [1- (Pn(y]] < 4 € [1+ pﬁ (y)] .

Il existe alors, par la proposition 4.1.3., une partie compacte hilbertienne

Ae de E telle que : pour tout n € nN* »

e

fe min [1, p2 (x)] du (x) €8 € ——
E Ae n /e -1
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Prenons ¢ =~% “ - 9-1/2] ¢ 11 existe donc une partie compacte hilber-

tienne A de E telle que, pour chague n e_[N* »

IE min [1, pi(x]] d un(x] <1,

n=1A\{D}-unan=1E\Aounl

a et Bn sont des mesures K-réguliéres sur E et sont finies (cf : 2.0)

Posons a

Ainsi a s Bn e M* o« De plus, pour chaque y € F ,

[41]

A n A
(@)= n [¢ (y)=1] =% (y) =% (0) =8 (y) =B (0) +a(y)-a(0).

i.) pour chaque n > 1 ,

BE) = (ENA) < fo mn [1, patx)] du (x) <1,

E
Pour tout 3 > 0 , 11 existe une partie compacte hilbertienne A8 de

E tel que, pour tout n > 1,

[e min [1, pi (x)] du x)<a ,
P

-1/
e

(prendre ¢ =-% 1 - 2).] et M (E \\Aa) < 3 3 par suite,

IA

Bn (E\ Aa] < M, (E \ Aa] 9 .

Ceci prouve que 1l’ensemble {Bn s N E !N*} est équitendu, donc relativement
compact dans M* . La suite {Bn} a une valeur d'adhérence B8 € M' et 11
existe un filtre ¢ sur N* ,» plus fin que le filtre de Fréchet tel que
n +—— Bn a pour limite B suivent ¢ , Alors, B (E) = lim Bn(E) <1 et

N
(b) = lim gn =B (convergence simple sur F).
]

ii,) Soit, pour n 2 1, hn définie sur F par :
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i<x,y>
hyt y\v—>h ) = [ g [e ¥V 21 -1 oy 2] doa (x)

IA‘\{O} h (y) d v (x),

ol v =

n pi . o est une mesure sur A \\ {0} vérifiant :

2 2
v, (A \ {0}) = IA < {0} pA(x] dun(x) 2 IE min [1, pA(x) 1d un(x] <1

En vertu de la proposition 3.2.3., hn eET r étant une partie compacte

At A

de 2;; (F, €C) , 1'application n — hn a une valeur d'’adhérence h* e,FA
suivant le filtre ¢ et il existe un filtre &' sur N" » plus fin que ¢ ,
tel que

() = 1im h_ = h®
n

(bo

iii.) Soit Xn la résultante de an : xn est 1'élément du dual algébrique

o R

E'* = F* de F , défini par :

Xty Nn——o> '{A {0} <X, y> dan[x) .
Puisque @ (AN {0}) ¢ un(E] <n, et que A est une partie compacte convexe

de E contenant A \ {0} , X € E , plus précisément xne nA. Alors, pour

N N N ~

ye F , un(y) - un(O) = Bn[y) - Bn(OJ + hn(y) + 1 < X0 ¥ > et compte

tenu des relations (a) , (b) et (c) ,

1lim < x_ , y > existe, y V—> 1lim < x , y > est une forme linéaire x
» n P n o]

sur F (1.e. la suilte {xn} converge vers x dans F* muni de la topologie

o [F*. F).) De plus :
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N N »
hiy) = B(y) - B(0) + h'(y) + 1 < Xge ¥ >3
h et ﬁ sont continues sur F pour la S-topologie donc aussi pour la €§ -topo-

logie 3 h* € T, est continue sur F , donc X est continue sur F ;3 comme

A

F* = E , alorsxer .

iv.) Soit x, la résultante de la mesure restriction &8 A de B :

1

X, € E'* est défini par ¢ x, ¢ y \—— IA < x,y > dBly) .

1 1

Comme B(A) < B (E) <1, alors x, € ACE et:

B =B = fo (g [TV =1-1 o6y 1,00] dB (x) + 1 xg,y>e

Vv.) Appliquons le corollaire 3.,2.2. pour déterminer h ¢
- 11 existe un W G.qj’ tel que :
WV Imgylz <1
+
- weM* (AN {o}) telle que u (AN {0}) <1

V=A°C W, 7 est de type H.S. ,

satisfaisant a :

b 2

h™ (y) pyy) + IA {0} Ny du 0.
Définissons la mesure A sur E par : B étant un borélien de E ,

1

= f ——
BN(A \ {0}) pi (x)

A (B) du (x) + 8 (B)

A est une mesure K-réguliére sur E telle que :
2 2
IE min [1, pA(x)] d A(x) = u (AN {0}) + fE min [1, pA(x]] dB (x)

< u(AN{0}) + B8 (E) <2,
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Alors, pour chaque y € F ,
h(y) =1 <a, y > = p&(y] + Je [1Y o1 -1 <x, v 1,(x)]  dx (x)

ol a = Xy * Xq e
Remarque 1 : nous pouvons supposer que \ ({0}) = 8 ({0}) = O . Au besoin,

nous remplacerons A par A = A ({0}) 3

Remarque 2 : la condition fE min [1, p;(xlj d\ (x) < + = entraine que A
est o-finie 3 pour n € w* » considérons
D, = {xe E pA[x] >-% } s Pa étant semi-continue inférieu-

rement sur E , Dn est un ouvert de E et

E=( U (U! D)

neN

2
pour x € Dn , min [ﬁ , pA[x)] > 5= )

d'ol A [Dn] < n2 IE min [1, pi(x]] d A(x) < + =

et nous supposons que A ({0}) =0 ,

4,3, ETUDE RECIPROQUE = UNICITE

Proposition 4,3.1.

Soient ¢ a€ E
¢t A une partie compacte hilbertienne de E
t We q); un voilsinage de O dans F , *aiblement fermé, de

type H.S.
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¢ A une mesure K-régulieére sur E vérifiant :
2
fe min [1, pR(x)] d A(x) < + =

Définissons h sur F par :
hiy) =1 < a, y > = paty) + fg [e2Y o4 -1 <x, y> 1,x)] dr (x)

Alors 11 existe Y € U telle que h =Ly .

Démonstration :

Il suffit de prouver que h satisfait aux conditions de la proposition
2.2.3.
N
i.) 3, étant la mesure de Dirac en a , L aa[y] =i <a, y>,. Ainsi

y V—> 1 < a, y > appartient a c'ﬂ:° et est continue sur F pour gs .

i1.,) p‘i est continue sur F muni de T; . Montrons que - pj € J(b et, plus

S

généralement, que, si Q est une forme quadratique positive sur F , alors

-Q € Oct ° . Soit b la forme bilinéaire symétrique associée 3 Q , et soit

{(ak ’ yk] s k=1, «ces n} une famille finie de € x F telle que
n

a =0,
k=1 K

Alors Q (yk - yll = Q(ykl + Q[yl) - 2b (yk » yll

et posons a, = u * ivk (uk » v € RJ).

n n n n
=- ) a3 ) adql)-J a J &oyr+2 ) ¥ aa by ,y)
121 L= KOTRD gy kg T ka1 124 10 TR
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n n n n
=2 § Ytu u +v vi)bly,y,) =21 §J } (uv, = vulbly,y,)
R e T k*Y1 Lok P T VM PR

n n
=2Q () uyl+20(C) v, y)>0.
ke © K 11 KK

1ii,) Soit B = 1 o A 3 B est une mesure K-réguliére sur E , et finie :

EN A

B(E) =x (ENA) < fo min [1, p26x)] d) (x) <+ =,

h1 P yLvV— '[E\ A [ei<x.y> - 1] dr (x) = g (y) - /B\ (0) est continue

N
sur F muni de la S~topologie ; B est de type positif, donc appartient aussi
a ?(m-r) et h1 € ﬁo .

iv.) Soit la mesure a sur A \ {0} définie par :
o (B) = jB pi(x) d\ (x) , B borélien de A \ {0} .

Elle est K-réguliare et finie :

atA \ 0D = [ \ (o) palx) dh (x) < fo min [1, pa(x)] d Alx) <+ = ,

et soit a' = [a (A \{D}]]-1 . at a' est une mesure de probabilité tendue

’ ’
sur A \ {0} , Considérons 1’application h, : y v —> IA \ {0} h, (y) da’(x)

de F dans € ; nous avons

'fA [81<x,y> -1-1<x,y >] dr (x) = a (A\ {0O}) hz[yl . Et 11 nous suffit

de prouver que h2 € :‘A‘ et est continue sur F munl de (ng « Avec les

notations des propositions 3.2.2. et 3.2.3. , h, €T « Or pour chaque

A
x € A \{o}, hx GJLL" , donc H/'\ C ;ﬁf . cﬂ:" étant un cBne convexe fermé

de 9;5 (F, C) , i1 contient 1'enveloppe convexe fermée de H! , soit T

A A

Atnsi h, € dte .
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Considérons Q(y) = fA N .
p

2
A(x]

<X, ¥ >2 da’(x)

Qly) < ppolyl
et U= {ye F; Qly) < 1} est un voisinage hilbertien de O dans F , faible-
ment fermé, contenant A® , tel que Q = pﬁ .

Pour chaque y € F ,

2 1 2
Q(y] = '"UAO (“Ao(y]JIU = IA \{D};—z'—(;-]_- <X , "Aoty) > da’ (X] H
A

y s I“UA°(9J|3 st ¥ 1—> fA\ {0} — < x v >% da’ (x)

pi(x)

sont deux applications définies et continues sur EA° et coincident sur F
N
qgul est dense dans FA° 3 par conséquent, pour chaqus §

AO

N
é FAo »
1

—— <X 9 >2 de’(x) .
pA(xl

A1 2
'"UA"(y)lU = fA \ {0}

N
Soit maintenant {§n} une base orthonormale (dénombrable) de FAo s

1

(x) n

n 2 A 2
Lo Imgae Ny = o \ {0} 2 <X yy>  datix) =1

n Pa

N
car, E, et F

A A° étant identifisés,

n 2

z <X,y > = pi(x) .
n

Ainsi est de type H.S. et U € CULS .

UA®
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Pour y , y' € F, pour chaque x € A \ {0},
h () = by £ e [< %0y =yt 2] eyl <yt ]
pA(x)

[hyty) = hoty* s o \ (o) —1— < x,y=y*>| ([ <xy>]+]<x,y*>|) da’ (x)
pA(xJ

1
——-——1 ’ 2 [ -2-
s [ /A \ {0} 2 < x,y=y' > da (x]] x
pA(x]
1
2 2 2
x[Z IA\{D} ; (<x, y >7 +< x,y > ) da' (X)J
p,(x)
A
/2

/2

<V2Q (y - y')1 (Qly) + 0(y'))1

Ce quli prouve gue h,_, est continue pour 63 .

2
Ainsi, h est continue sur F muni de la S-topologie et h ejdt° .

A chaque kped , nous pouvons associer le quadruplet (a, W, A, A)

ol ¢ a est un élément de E

¢ A une partie compacte hilbertienne de E

We 00'3 est un voisinage de O dans F , faiblement fermé de type H.S.

: A une mesure K-réguliére sur E vérifiant :

[ min [1, pa0x)] d A(x) < 4=,

Soient (a, W, A, A) et (a', W', A', A') associés & une m&me fonction q>e;5.
Nous nous proposons d'étudier les relations liant les 8léments ‘de ces deux
représentations,

Proposition 4.3.2.

Si h = Ly , West définl de fagon unique par :

pour y€ F , pf',(y] = - lim—:l,—- Re hiny).
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Démonstration :

1 2
n2 Re h(ny) = pw(yl + IE -

1 = cos n <x,y>

d\ (XJ .

1 = cos n <x,y>

2
n

La suite formée des fonctions x {—>

de E dans R converge

simplement vers O lorsque n -+ « , De plus,

1

2
n

1 2 1 2 2
(1 cos n <x,y> ) <5 Sy > <3 pA[xJ pV[y)

5—1-552:
— n ——

elles sont positives et majorées par la fonction A-intégrable :
x \/—> min [ﬁ. pi(x] ]. max E% pi(y) . 2]-

En vertu du théoréme de Lebesgue,

1im fE —15— [1-cosn<x, y] dr(x) > 0O
n n

D'ol le résultat annoncé.

PTOPOSition 4,3.,3,

Si nous imposons & X et A' 1la condition : A ({0}) = A* ({0}) = 0O

alors A= A",

Démonstration :

Nous avons par- la proposition précédente W = W' . pour vy, v'e F,

8i<x,y>

h(y') -'% [h[y+y'] + h(y'-y)] - pﬁ(y] = IE (1 - cos <«x,y> ) drx (x)

= IE el Y” (4 - cos <x,y> ) dA’(x)
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Soit fy :t X y—> 1 - cos <x, y> ¢ fy est A-intégrable et fy.x est
une mesure K-réguliére et finie sur E , donc tendue. De méme, fy.x' est
une mesure tendue sur E et 1'égalité précédente signifie que ces deux

mesures ont mémes transformées de Fourier et sont donc é&gales.

Les conditions :

jE min [1, pi(x]] d A(x) < + = et IE min [1, pi,(x]] d A*'(x) < + =

entrafinent que A et A' sont o-finies : il existe une partition de E formée
de {0} et d'une suite {Dh} de boréliens de E tels que :

A (Dn) <+ et A'(Dn] <+ o,

Définissons les deux mesures An et A; sur Dn par restriction de
A et Aa aux boréliens de Dn H An et Aa sont deux mesures K-réguliéres
et finies, i.e.,, tendues sur Dn . (An - A;] est une mesure signée tendue
sur Dn 3 [An - A;)’ est une mesure tendue sur Dn s par le théoréme de
Hahn-Jordan, il existe un borélien D de Dn tel que, pour chaque borélien
B de Dn ’

+ ]
(An - xr") (B) = (An - xn) BND .

Montrons que (An - A;)' =03 soit y€ F , et spit K un compact de

D, » contenu dans D \ y-1

(2 Z), Sur K , la fonction fy ne s'annule pas ;
soit ¢ = min [-Fy(x] ) x€ K] > 0. La condition fy.xtm = At K),
antraine que :

oan (1 -cos <x, y>)d O =) (x) 2. (A =2 (K)

jonc (An - A;) (K) =0 . (An - Aa)’ étant K-réguliére, nous aurons
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T (2n 2)] = Oy, = A0) [D\ y'1 (2r 2)] = 0,

+ -

- ’
On =2 [0, \y
comme Dn\ y-"1 (2w 2) est un ouvert de Dn » de mesure nulle, il est

contenu dans le complémentaire du support de (J\n - A;j)‘ 3 par suite

o = U [D\y-1 (2r 2)] € D \supp (A_ =2y
N yeF n n n n

-t = X - ') = ) - + =
ce qui entraine que ().n An] 0 . De méme, U‘n )\n] (An An] 0

-] = s 3
ce qui prouve que Ixn Anl 0 et X =A'.

Soit maintenant B un borélien de E ; compte tenu de la condition
A ({o}) = x* ({0}) =0,

AB)= ] A (BND)= ] A) (BN D) = A'(B)
n n

ce qui prouve que X = ' ,

Proposition 4,.3.4.

a*fA\A' x dx (x) = a' *IA'\A x dx (x) .

Démonstration :

Nous avons alors :

<a=-a',y>-= IE <X, y > [1A,[x) - 1A(xJ] dx (x)

=Jg <%y > [1,, A0 - Taa X1 dd (x)

soit <a, y > + IA\\A' <x, y>di(x)=c<a',y>+ fA,\ A <Xy dh (x)

ou a + xdk(x)=a'+f x dx (x)

[A\A' A*N\ A
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Remarque :
fA\A' x d\ (x) est la forme linéaire sur F définie par :

< fA\ pr X dA (), y > o= iA‘\A' <x, y>dx (x)

De la majoration :
2
1A a0 (XD < %oy >| £ Ppoly) min [1, P X1]
11 résulte que xA/N—> 1A\\A'(X] < x, y > est A-intégrable et que

| fA\\A' <x, y>d (x)]| = pAo(y) IE min [1, pi,(x)] dx (x) .

Par suite, IA\\A' x dd (x) existe et est un élément de E .,



