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CHAINES DE MARKOV ET THÉORIE DU POTENTIEL
Jacques NEVEU

L’objet de cet article d’exposition (1) est de rassembler en une nouvelle présentation quelques
uns des résultats les plus intéressants obtenus ces dernières années (depuis la parution de [ 3] ) dans
la théorie des chaînes de Markov définies sur un espace dénombrable d’états. On y trouvera déve-

loppée la théorie du potentiel markovien dans le cas particulièrement simple où l’espace des états
du processus est dénombrable et où le temps est discret ; cette simplicité de la structure du pro-
cessus présente l’avantage pédagogique de bien faire apparaître les idées fondamentales de la

théorie.

Pour ne pas allonger démesurément notre exposé, nous avons supposé le lecteur familier
avec les notions fondamentales de la théorie des chaînes de Markov. Nous avons notamment consi-
déré connue la décomposition de l’espace des états d’une chaîne de Markov en classes récurrentes
et en une classe transiente et nous nous sommes alors bornés à développer la théorie dans les 2

cas extrêmes d’une chaîne transiente et d’une chaîne récurrente. De plus, pour lire les paragraphes
relatifs à la théorie des frontières ( § II, 2, II, 6, III, 3), le lecteur devra connaître la théorie de

la représentation intégrale des cônes convexes à base compacte telle qu’elle est exposée par exemple
dans [ 2] ,

On trouvera dans la table des matières ci-dessous, un bref aperçu des matières traitées .
L’omission la plus importante de notre exposé nous semble concerner l’étude des promenades alé-
atoires récurrentes ; nous n’avons pu l’aborder faute de place et renvoyons le lecteur aux articles
de Spitzer pour cette étude.
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1 - PRÉLIMINAIRES

1 - NOTATIONS -

Dans toute la suite, E désignera un espace dénombrable dont on notera les points (qu’on appel-
lera états) par les lettres i, j, k, ... et les sous-ensembles par les lettres A, B, ... On désigne
par 1. la fonction indicatrice du sous-ensemble A, égale par définition à 1 sur A et à 0 sur Ac ;
on écrit 1 plutôt que 1 E On note Fi la masse unité en l’état i. Le produit scalaire d’une mesure
positive f et d’une fonction positive g définies sur E sera noté  f, g &#x3E; ; on a donc :

Une matrice P = {P (i, j) ; j E E} définie sur E x E est dite positive si P (i, j) ~ 0 pour tout
i, j E E. Etant donnée une matrice positive P et une mesure positive f (resp. une fonction positive
g), on note f P la mesure positive finie ou infinie (resp. P g la fonction positive finie ou infinie)
définie par :

Il est clair que l’on a toujours :  f P, g &#x3E; -  f, P g &#x3E; , c’est-à-dire que les deux opérateurs as-
sociés à la matrice P que nous venons de définir l’un sur les mesures, l’autre sur les fonctions

sont transposés l’un de l’autre. Remarquons d’autre part que les notions de mesure et de fonction
ne sont pas distinguées sur l’espace discret E que par la manière dont on fait agir sur elles les
matrices P ; cette distinction sera commode pour la suite. Néanmoins en passant de la matrice P

à sa transposée P* = ( P* (1, j) = P (j, i)} (ce qui reviendra à renverser le sens du temps dans les
chalnes aléatoires), on échange entre elles les notions de fonctions et de mesures.

Une matrice positive P est dite markovienne (resp. sous-markovienne ) si elle est telle que
P 1 = 1 (resp. P 1  1). On désigne par I la matrice identité : sinon; la

puissance d’exposant nul de toute matrice vaut I. A tout sous-ensemble A de l’espace des états on
associe la matrice IA A définie par :

2 - FONCTIONS ALEATOIRES DE MARKOV -

Soit P une matrice de Markov définie sur l’espace dénombrable E.

Soit Q = E{°~ l~} l’espace des suites il, ... } d’états de E, encore appelées tra,jectoires.
On note X, (n &#x3E; 0) les coordonnées de Q , c’est-à-dire les applications de 0 sur E définies par

Xn ({io’ il, ... }) = i,. On munit l’espace Q de la "03C3-algèbre produit" a qui par définition est la Q -
algèbre engendrée par les cylindres :

où Am est pour tout m ~ 0 une partie de E et où Am = E si m est suffisamment grand, soit si m &#x3E; M .
Cette cf -algèbre a est aussi la plus petite a -alg£bre de a rendant mesurables les applications
coordonnées de Q sur E (muni de la o-algèbre de toutes ses parties).

Un théorème classique de la théorie de la mesure dû à Kolmogorov affirme l’existence pour
tout iE E, d’une probabilité Pi sur (Q, a) univoquement déterminée par sa valeur sur les cy-
lindres :
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La fonction aléatoire 0} définie par les coordonnées de Q sur l’espace de probabilité
est appelée fonction aléatoire (ou chaîne) de Narkov d’état initial i et de matrice de tran-

si t ion P ; on remarquera que effectivement P; (X o = i) = 1. Si E~( . ) désigne l’espérance associée

à la probabilité Pi J un calcul facile donne l’interprétation probabiliste suivante de l’opérateur P"
agissant sur les fonctions :

Plus généralement, on associe à toute probabilité f sur E, une probabilité Pf définie sur (Q, 2:)
par :

et on dit que (Xn, n a 0} est une chaîne de Markov de loi initiale f. On a en effet Pf(Xo = i) = f(i)
et un calcul facile montre que :

On a donc aussi :

On définit sur l’espace Q les opérateurs de translation 8p 0) par la formule :

Il est clair que 8 p 8 q = 8p+q (p ; q &#x3E;. 0) et que p &#x3E; 0) . Si on désigne d’une
manière générale par aq la sous o-algèbre de 03B1 engendrée par les cylindres n Am (Am= E si

~ o

m ~ [p, q]) ou, ce qui est équivalent, la plus petite o-algèbre rendant mesurables les coordonnées
X~ n (n E [ p, qJ), il est facile de démontrer le lemme suivant :

LEHHE -

Pour qu’une variable aléatoire soi t mesurable, il faut et il suf fit qu’elle
soit de la forme Y o 8n pour une variable aléatoire Y définie sur (Q" ~ ),

(Il revient au même de dire que 8~1 (~) = ~, ainsi qu’on le voit en se restreignant aux va-
riables Y indicatrices d’ensembles).

Les probabilités Pj possèdent alors la propriété suivante J dite Propriété de Markov (cas homo-
gène dans le temps) :

Pour toute variable aléatoire réelle -mesurable et positive, donc de la forme Y o 8n (Y &#x3E; o)
et tout évènement A E on a :

on a :

La vérification de cette propriété est immédiate lorsque A est un cylindre de a°n et Y la fonc-
tion indicatrice d’un cylindre dans a ; l’extension au cas général se fait alors par les méthodes
habituelles de prolongement de la théorie de la mesure. On voit ainsi également que dans l’énoncé
de la propriété précédente, nous aurions pu remplacer l’événement A par une variable aléatoire
réelle positive mesurable arbitraire. Inversement, on peut montrer sans difficulté que Pi est

l’unique probabilité sur (S2, cr) jouissant de la propriété de Markov et telle que :

On peut encore écrire la propriété ci-dessus sous la forme suivante :
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La propriété de Markov ci-dessus exprime donc d’une part que les o-algèbres éll et sont condi-

tionnellement indépendantes en X~ (indépendance conditionnelle du futur et du passé en le présent)
et d’autre part que Ei 1 ne dépend pas explicitement de l’instant n, mais seulement de

la variable d’espace Xn (homogénéité dans le temps).

On appelle temps d’ arrê t sur (Q, d) une application v de Q dans { 0, 1,... telle que
{v = pour tout n &#x3E;, 0. Le temps d’atteinte VA d’une partie A de E constitue l’exemple fonda-
mental d’un temps d’arrêt ; on a en effet :

On convient de poser v. = 00 sur l’évènement {Xn~ A (n &#x3E; 0)1. La définition suivante de la o-algèbre
des évènements antérieurs à v :

est naturelle et légitime puisque si v = n sur Q on a av = ét§. Il n’y a alors aucune difficulté à gé-
néraliser la propriété de Markov ci-dessus au cas où v est un temps d’arrêt. On définira d’abord
sur l’ensemble { v  

a) l’opérateur de translation 0, en posant ev(w) = en si V (w) = n (0  n  oo ) ;

b) la variable aléatoire réelle Y o ev par Y 0 ev = Y 0 en sur { v = n} lorsque n ;

c) la variable aléatoire réelle X, par X, = X~ sur { v = n} lorsque On conviendra

que toute probabilité et toute espérance faisant intervenir l’une de ces quantités est restreinte à
l’ensemble {03BD~} sans que cela soit indiqué explicitement.

Sous cette convention, on peut alors énoncer la propriété de Markov forte :

Pour toute variables aléatoire réelle Y positive dé finie sur (Q, a ), pour tout temps d’arrêt V
et tout évènement A~a°03BD, on a la formule

En particulier :

Cette propriété s’obtient en écrivant la propriété de Markov pour l’évènement A { v = n} et la

variable Y o en et en sommant sur n (0  n  oo), Dans la suite, # nous utiliserons par exemple la for-
mule suivante valable lorsque g est une fonction positive définie sur E :

que l’on obtient à partir de ce qui précède en remarquant que :

Remarque.

On prendra garde que la a-algèbre o-1 (a) de parties de {v  ce) formée des événements pos-
térieurs à v n’est pas égale à la classe : -.

Les considérations précédentes peuvent s’étendre par un artifice au cas où la matrice P est
sous-markovienne sans être markovienne. En ajoutant en effet un état, soit e, à l’espace E et en

définissant la matrice markovienne P’ sur E + { e} par :
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3Ù i, j E E. On voit facilement que pour tout n &#x3E; 0, la restriction à E de (P’)" vaut P" (plus géné-
ralement (P’)" et P" sont liées par les mêmes relations que P’ et P) ; cela permet de ramener
toute question concernant les matrices (P’)" en une question concernant les matrices P". On remar-
quera aussi que l’état e est un état absorbant pour les fonctions aléatoires de Markov de ma-
trice de transition P’, au sens où Fi (X" = e si n ~ 1.
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Il - ÉTUDE DU CAS TRANSIENT

Soit P une matrice sous-markovienne définie sur un espace dénombrable E et telle que :

On sait que cette condition de finitude de la matrice G équivaut à l’absence d’états récurrents .

On appelle G la matrice potentiel ; il est clair qu’elle vérifie les relations :

1 - DECOMPOSITION DE RIESZ DES FONCTIONS SUR-HARMONIQUES -

Les définitions et les résultats de ce paragraphe n’utiliseront pas l’hypothèse P 1  1 ; pour
cette raison, tout ce qui sera dit ci-dessous des fonctions s’appliquera par transposition aux

mesures.

Une fonction réelle f définie sur E est dite harmonique (resp. sur-harmonique) si elle vérifie .

On appelle potentiel 1 positive u, la fonction Gu lorsque 1 est f inie partout ;
en particulier toute fonction positive de support fini possède un potentiel. (Notre convention de ne
considérer que des potentiels finis est essentielle pour la validité des résultats qui vont suivre) .

Tout potentiel Gu définit une fonction sur-harmonique puisque P(Gu) = Gu - u  Gu. Inverse-

ment on a le résultat fondamental suivant :

DECOMPOSITION DE RIESZ -

Toute fonction sur-harmonique f se décompose d’une et d’une seule manière en la somme d’un poten-
ttel et d’une fonction harmonique: f = Gu + f’ ; on a d’aitieurs nécessairement u= f - Pf et f’ = lim i Pf

n ta&#x3E;

dans cette déconcposition.

Démonstration.

Posons u = f - Pf &#x3E;. 0 ; on a alors 03A3 Pm u = f - p" f. Lorsque n T 00, le premier membre crolt
m n

vers Gu tout en restant majoré par f ; la fonction Gu est donc finie et on a : Gu = f - f’ si on pose
f’ = lim~ n~~ p" f &#x3E; 0. De plus la fonction f’ est harmonique puisque :

Pour démontrer l’unicité de cette décomposition, remarquons que l’égalité f = Gu* + f’. ou u*
est une fonction positive et f’ * une fonction harmonique, entraîne que P f = P Gu* + P f’. = Gu * - u* + f’ *
et donc que u * = f - P f = u. On a alors évidemment aussi : f’ = f - Gu* = f - Gu = f’ .

COROLLAIRE 1 -

Toute fonction sur-harmonique f majorée par un potentiel est elle-même un potentiel; toute fonction
harmonique majorée par un potentiel est identiquement nulle.

Dëmonstration.

Si la fonction sur-harmonique f est telle que f  Gv pour une fonction positive v, J on a :
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La décomposition de Riesz montre alors que f = G[f - P f]. Si f est même harmonique, on trouve

ainsi que f = G 0 = 0.

COROLLAIRE 2 -

(Principe de l’enveloppe inférieure) - L’enveloppe inférieure d’une famille de potentiels est elle-
même un potent iel.

Cette enveloppe inférieure est manifestement sur-harmonique et d’après le corollaire 1 ne

peut-être alors qu’un potentiel.

COROLLAIRE 3 -

Deux fonctions positives ayant le même potentiel sont 

Cela résulte immédiatement de l’unicité de la décomposition de Riesz (ou par un calcul direct
de u = G u - P G u).

COROLLAIRE 4. -

Dans l’espace vectoriel des fonctions réelles sur E, l’ensemble C des fonctions sur-harmoniques
est un cône convexe pointé, saillant qui 1 est réticulé pour son ordre propre.

(On rappelle dans la démonstration ci-dessous la signification des termes précédents).

Dénconstration.

Il est clair que toute combinaison linéaire à coefficients positifs de fonctions sur-harmoniques
est encore sur-harmonique ; ces fonctions forment donc un cône convexe de sommet 0, soit C. De

plus 0 est sur-harmonique (= C est pointé) et le cône C ne contient aucune droite (= C est saillant)
car f et - f ne peuvent être à la fois sur-harmoniques que si f = 0.

A tout cône convexe pointé saillant C de l’espace vectoriel des fonctions réelles sur E on
associe la relation d’ordre sur cet espace (et en particulier sur C) définie par : f  f’ si f’ - f E C ;

c

cette relation d’ordre est compatible avec la structure vectorielle de l’espace au sens où

f ~ c f’ ~ f + g ~ c f’ + g et cf ~ c cf’ quelle que soit la fonction g et quel que soit la constante c &#x3E; 0 .

Dans le cas du cône C des fonctions sur-harmoniques, montrons que sur C cette relation d’ordre

équivaut à la relation suivante : si i f et f’ sont sur-harmoniques, on a f , f’ si i et seulement si i u  u’
c

et h~ h’ (sur E) où f = G u + h et f’ = G u’ + h’ sont les décompositions de Riesz de f et f’.

En effet, on a f  f’ par définition si f’ - f &#x3E;, 0 sur E et si P (f’ - f) ~ f’ - f ; or, si f = G u + h
c

et f’ = G u’ + h’ sont les décompositions de Riesz de f et f’, on a :

et donc u’ a u, h’ &#x3E; h sur E. Inversement si u  u’ et h x h’, sur E, on a :

ce qui montre que f’ - f est la somme d’un potentiel d’une fonction positive et d’une fonction har-

monique, donc que f’ - f E C .

On notera que la relation d’ordre f.~ f’ 1 est plus forte que la relation d’ordre f  f’ 1 sur E (il
ne suffit pas que la fonction sur-harmonique f soit majorée sur E par la fonction sur-harmonique
f’ pour que f’ - f soit sur-harmonique). On vérifiera néanmoins facilement que si la fonction f est

harmonique, les relations f’ 1 et f ~ f’ 1 sur E sont équivalentes pour toute fonction sur-harmonique f’ .
c

Le cône convexe pointé, saillant C est dit réticulé pour son ordre propre, si deux éléments

quelconques f et f’ 1 de ce cône admette une borne supérieure, notée f V f’ 1 et une borne inférieure ,
notée f A f’, pour l’ordre défini ci-dessus. Par définition la fonction f V f’ est donc la fonction de

C définie lorsqu’elle existe par :

On voit immédiatement que cette fonction est unique dès qu’elle existe. La fonction est
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définie d’une manière analogue. L’existence de f V f’ entraîne d’ailleurs celle de f A f’ ; on le voit
en établissant la validité de la formule : f V f’ + f A f’ = f + f’ .

Dans le cas du cône C des fonctions sur-harmoniques, montrons d’abord que la formule sui-
vante définit la borne supérieure dans C de 2 fonctions harmoniques h et h’ :

Remarquons en effet que l’inégalité P [ max (h, h’)] &#x3E; max (Ph, Ph’) = max (h, h’) entraîne que la suite
P"[max(h,h’)] croit avec n; la limite h" de cette suite est finie puisque P" [max (h,h’)] P" (h+h’) =h+h’ ,
et définit une fonction harmonique majorant évidemment h et h’ sur E. Par suite h" &#x3E;, h et h" &#x3E;, h’ .

c c

Inversement si g E C majore h et h’ sur E (- g &#x3E; h et g ~ h’ ), on a sur E : g &#x3E; max (h, h’ ) et
c c

par conséquent :

il en résulte que g ~ h". On a démontré ainsi que h" = h V h’.
c

Montrons enfin que la borne supérieure dans C de 2 fonctions sur-harmoniques f et f’ est

donnée par la formule :

si f = G u + h et f’ = G u’ + h’ désignent les décompositions de Riesz de f et f’ . En effet si g = G v + k

est une fonction sur-harmonique, il résulte de ce qui précède que les 2 relations g ~ f, et g &#x3E; f’
c c

équivalent à : v &#x3E; u, k &#x3E; h, v &#x3E; u’ et k &#x3E; h’ sur E, c’est-à-dire à v &#x3E; max (u, u’ ) et 

2 - REPRESENTATION INTEGRALE DES FONCTIONS HARMONIQUES -

Soit 03BC une mesure de probabilité sur E dont le potentiel 03BCG soit strictement positif sur E .
Cette dernière condition est automatiquement réalisée

a) lorsque la mesure 4 est elle-même strictement positive sur E, puisque 03BCG~03BC; 

b) lorsque 4 = 03B5i et l’état i est un "centre" pour le processus au sens où sup n~0 Pn (i, j) &#x3E; 0

pour tout j ~ E (tout état peut être atteint à partir de i avec une probabilité positive).

Remarque.

Si on se donne une mesure de probabilité Il telle que 4 G ne soit pas strictement positif, la

théorie qui suit est néanmoins applicable à condition de restreindre l’espace E au sous-espace
EJL =(j G&#x3E; 0} ; il est facile de voir que si i E Eg, P (i, . ) est concentrée sur E~ et il s’en suit que
P" (i, . ) et G (i, . ) sont identiques lorsque i E E , à la nème puissance, resp. au potentiel de la

restriction à E~ de P, soit {P (i, j) ; i, j E E~} . .’
Nous allons donner dans ce paragraphe, à l’aide de théorèmes de Choquet, une représentation

intégrale du cône CI, des fonctions sur-harmoniques f sur E, intégrables par rapport à 03BC(03A303BC(i)f(i)~).
Ce cône C est un sous-cône convexe pointé, saillant, réticulé pour son ordre propre du cône C

des fonctions sur-harmoniques ; dans le cas où il est possible de choisir 4 à support fini, on a

même C~ - C.

Nous désignerons par C~ le sous-ensemble convexe des fonctions sur-harmoniques telles que

L i(1) f (1) # 1. Le lemme de Fatou permet de montrer facilement que cet ensemble est compact

pour la topologie de la convergence ponctuelle sur E ; il est évidemment aussi métrisable pour
cette topologie.

Intéressons-nous alors aux éléments extrémaux de Cl (ce qui équivaut à s’intéresser aux gé-
nératrices extrémales de C~ ). Il est d’abord clair que 0 est extrémal dans et que tout autre

élément extrémal f est tel que E j(1) f (i) = 1 f (i) = P  1, on a f = p (- f) + (1 - P) 0
~ E E 

lp /
dans Cl et f ne peut être extrémal sans être nul). Montrons ensuite que pour tout j E E le poten-
tiel : -.
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est extrémal dans C103BC. Si f (p = 1, 2) sont 2 fonctions dans C103BC telles que 1 2 (fi + f2) = K (., j), il

résulte d’abord des inégalités f03C1 ~ 0393 2K ( . , j) que les fp sont des potentiels, J soient fp = G up où

up ~ 0 ( p = 1, 2). On a (ul + u2) = K (. , j) ce qui entraîne que - (ul + u2) _ -

et n’est possible que si u 
= 

cp Ej pour 2 constantes cp &#x3E; 0 telles que 1 2 (c1 + c2) = 1 03BCG(j). Mais

comme 03A3 03B5 03BC(i) f03C1 (i) ~ 1, on a 03BCG (j) 1 (03C1 = l, 2) ; étant donnée la valeur de c1+ c2 cela en-

traîne que cp=1 03BCG(j) et donc que f1 = f2 = K ( . , j).

Désignons alors par K (. , J s) (s E S) les autres éléments extrémaux de C~ . D’après une

remarque précédente :

Il est facile de montrer que les fonctions K (. , s) sont harmoniques (s E S). En effet comme K (. s)
est extrémal, un des 2 termes de la décomposition de Riesz K (., s) = G u + h doit s’annuler et ce

ne peut être h puisque K (. , s) serait alors égale à la combinaison convexe 03A3 E K (. , j) u (j)]
des K (. , j). 

Sur E + S’, considérons la moins fine des topologies qui induise sur E la topologie discrète
et qui rende continues les fonctions K (i, . ) (dont l’argument varie dans E + S) (i E E). Autrement

dit, on a : x = lim n~~ xn si et seulement si :

a) (lorsque x ~ E) xn = x lorsque n est suffisamment grand,

b) (lorsque x E S) on a lim K (i, xn) = K (i, x) pour tout i E E.

(On peut remarquer, en utilisant un résultat classique de convergence dans les espaces è et

le fait K (i, . ) = 1 sur E + S, que x = lim xn entra1ne la convergence forte :
E 

n

Notons que la topologie induite sur S par la topologie précédente est encore identique à celle in-

duite de C~’ par l’application s -~ K (. , s). Choquet a montré que étant un convexe compact
métrisable, l’ensemble de ses points extrémaux est un ensemble Gs dans C~1’ ; on voit donc que
l’ensemble S identifié à son image par s ~ K (. , J s) est encore un Gs dans Cul’, J ce qui dote S
en particulier d’une structure mesurable.

Le théorème de représentation intégrale de Choquet (voir [2]) montre dans le cas du cône CJJ.
que à tout élément f t C~ est associé une mesure positive bornée unique sur E + S, soit vf, telle

que :

Si on décompose l’intégrale précédente en une somme sur E et une intégrale sur S ; on retrouve

la décomposition de Riesz de f (puisque K (l, s) (s E S) et donc aussi~s K (. , s) vf (ds) sont har-

moniques). L’intérêt du résultat précédent réside donc dans la représentation de toute fonction har-
monique comme "potentiel d’une mesure portée par S" :

A toute harmonique h j-int[#rable est associée une mesure positive bornée unique sur S ,
soit Vh telle que : .’
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De plus 03A3 E 03BC (i) h (i) = ~s 03BDh (ds). Réciproquement si vh est une mesure positive bornée sur S la formule

précédente définit une fonction harmonique 03BC-intégrable sur E.

3 - PROBABILITES D’ATTEINTE ET DE RETOUR -

1/ Dans ce paragraphe et dans le suivant, nous nous proposons d’étudier les rapports entre
la fonction aléatoire de Markov n a 0} et un sous-ensemble A fixé de l’espace des états. In-

troduisons à cet effet les temps aléatoires vA et vÂ égaux respectivement au premier instant n b 0
et au premier instant n &#x3E; 0 tels que Xn E A ; il est clair que pour les trajectoires telles que A ,
les instants vA et VI sont tous les deux égaux au temps d’atteinte de A tandis que pour les trajec-
toires telles que Xo E A, VA vaut 0 et vA’ est égal au temps de retour à l’ensemble A. On convient
de poser vA = 00 lorsque A (n ~ 0) et vÂ = oo lorsque X e A (n &#x3E; 0).

Les formules suivantes définissent deux matrices positives importantes qui sont finies puisque
la matrice Le P est transiente :

Remarquons immédiatement que les résultats suivants relatifs à des fonctions et aux opérateurs ’H
et IIA se transposent sans difficulté en résultats relatifs à des mesures et aux opérateurs HA et Il.
si on pose :

PROPOSITION 1 -

Pou r toute fonction positive f, on a :

En particulier :

Démonstration.

On voit facilement que pour tout n ~ 0 :

Par suite, on a :

et la formule concernant "H s’obtient par sommation sur n (n &#x3E;, 0).



48

Semblablement, on a pour tout n &#x3E; 1 :

et par suite, si i E A :

La formule concernant IIA s’obtient par sommation sur n (n ~ 1).

21 Etablissons ensuite que les matrices A H et nA sont liées par la relation :

A cet effet, remarquons que la définition de H entra1ne que : ~H = IA + (lAC P) A H et par suite que :
~H - P~H = IA - 114. or par définition, on a 114. P~H et la formule est démontrée.

Par définition, X~~ est l’état de la fonction aléatoire m ~ 0} à l’instant où elle atteint A .
Par suite, o On est l’état de la fonction aléatoire au premier instant n auquel Xm E A ; en

particulier X~ o 91 ’ La propriété de Markov appliquée à la variable X~ montre alors que :

En particulier, on voit que :

et on réétablit ainsi la formule ci-dessus liant AH et 03A0A, puisque AH (i, j) = IA (i, j) si i ~ A.

D’après ce qui précède, on a aussi :

il s’en suit que la suite de fonctions décroît en n, c’est-à-dire que la fonction AH1 est

sur-harmonique, et que la composante harmonique, soit hA, de la décomposition de Riesz de A H1
vaut :

pour une infinité de m]

Si on pose d’autre part uA = A H 1 - P (AH 1), il résulte de la formule établie ci-dessus que :

donc que :

UA (i) = Pi A pour tout m &#x3E; 0) si i E A, = 0 sinon

On a donc obtenu le résultat suivant.

PROPO SI TION 2 -

La probabi l i té d’atteinte d’un ensemble A est une fonction sur-harmonique somme du

potentiel 1 G uA de la probabilité uA de non-retour à A et de la fonction harmonique h~ é~ale à la proba-
bil ité d’un nombre inf ini de visites à A.

Définition.

Un ensemble A pour lequel hA= 0 est dit transient.

Tout ensemble d’états A tel que G lA  ce sur E est transient ; en particulier tout ensemble

fini est transient. En effet, G 1A (i) est égal à l’espérance Ei[03A3 n~0 1A(Xn)] du nombre de visites à A ;

par suite G 1A (i)  ~ ~ hA(i) =0 
) 

par suite G 1A (i)  ~ ~ hA(i) = 0 
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PROPOSITION 3 -

La formule suivante est valable pour tout ensemble transient A :

Démonstration.

La entraîne que :

Lorsque A est transient, on a lim n ~ Pn AH1 = 0 et par suite lim pn AH = 0 ; on en déduit la for-

mule de la proposition puisque 03A3 Pm I A est finie.
m

3/ On appelle Problème de Dirichlet relati f à l’enseml)le B le problème consistant à trouver les
fonctions positives h harmoniques sur B (c’est-à-dire telles que Ph = h sur B) et égales sur B’ à

une fonction positive donnée f.

PROPOSITION 4 -

Pour toute fonction f &#x3E;. 0, la fonction AH f est la plus petite fonction positive égale à f sur A

et harmonique sur A~ (solution du problème de Dirichlet relatif à AC).

Démonstration.

En vertu de ce qui précède, il ne reste plus qu’à montrer la minimalité de "H f. Nous utili-

serons à cet effet le lemme ci-dessous qui montre que si h est harmonique sur AC on a : h ;
alors si h = f sur A, comme AH h ne dépend de h que par ses valeurs sur A, on a aussi AH h = AH f
et donc 

LEMME 5 -

Si la fonction positiue h est telle que h &#x3E;,Ph sur AC, on a : h &#x3E; A H h.

Démonstration.

L’hypothèse entraîne que : h ~ IAc P h + IA h ; la décomposition de Riesz de la fonction IAc P- 

sur-harmonique h montre que :

4/ Nous terminerons ce paragraphe en établissant le lemme suivant qui nous sera utile par
la suite.

6 -

Pour toute fonction sur-harmonique h, on a :

et it s’en suit que la est sur-harmonique. Si de plus 1 ’ensemble A est transient, la fonc-
tion " H h est un potentiel.

Démonstratton.

Comme h est sur-harmonique, on a : P IA h = P h - P lAc h  h - P IAc h. La décomposition
de Riesz montre alors que :

et donc que IA H &#x3E;, IIA h. On a ensuite A H h - P A H h = I,, h - IIA h&#x26; 0 ce qui montre que a H h est sur-
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harmonique ; si l’ensemble A est transient, la proposition 3 montre que AH h est le potentiel de

I h - 

COROLLAIRE -

Pour toute fonction sur-harmonique h, l’ensemble de potentiels A f ini} est f il trant crois-
sant et admet h comms enveloppe supérieure.

Démonstration.

Pour tout A fini, donc transient, AH h est un potentiel. Si A C B, le lemme appliqué à B H h
montre que AH h = AH (BH h) ~ BH h. D’autre part, il est clair que lim A~ Pi (03BDA = 0) = 1 et par suite

que lim~ AH h = h.
A .,.

4 - PRINCIPES DE LA THEORIE DU POTENTIEL -

Soit GA la matrice potentiel associée à la restriction de P à Ac :

PROPOSITION 7 -

Pour toute fonction définie sur E, on a :

et :

D émonstration.

D’après la 1ère formule de la démonstration de la proposition du § 3, on a :

En sommant sur n, on obtient la formule suivante équivalente à celle de la proposition concer-
nant GA :

Semblablement on voit que :

La formule concernant HA s’obtient par sommation sur n.

L’étude de ce paragraphe est basée toute entière sur le résultat suivant :

PROPOSITION 8 -

Les matrices AH, H" et GA vérifient les formules suivantes :
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Démonstration.

La formule de définition de GA implique que : GA = lAC + GA P et par suite que :

mais on a :

et donc aussi :

On en déduit que :

et, comme 0 (n + il vient, lorsque GA = G - AH G. Les formules G~ - P GA= I - HA
et G - G, = G HA résultent alors des formules précédentes par transposition.

On peut donner des dernières formules de la proposition une démonstration probabiliste inté-
ressante. En remarquant d’abord que d’après la propriété forte de Markov, on a :

on obtient la formule G = GA + "H G simplement en prenant l’espérance Ei des 3 termes de l’iden-

tité évidente :

Désignons ensuite par vt (kb 1) les instants successifs de visites de la fonction aléatoire

n b 0} à l’ensemble A (on pose v Â A (w) = le nombre de X~ dans A est inférieur à k) .
On voit facilement que :

on en déduit que :

et, en utilisant la propriété forte de Markov appliquée au temps d’arrêt v Â , que :

La formule de décomposition évidente :

devient en passant aux espérances E;, :

Il reste alors à remarquer que l’on a :

puisque la fonction HA f s’annule en dehors de A, pour que l’on ait démontré que :
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PRINCIPE COUPLE?’ DU KAXIKUK -

Si u est une fonction positive et si h est une fonction sur-harmonique est va-

lable partout dès qu’elle l’est sur le support de u.

Démonstration.

Si la fonction positive u est portée par A, on a u = H~ u et par suite, en vertu de la propo-
sition : G u = G H~ u = "H Gu ; il suffit alors que G u 4 h sur A pour que "H G u  "H h et donc pour

que G u  AH h. Enfin si h est sur-harmonique, on a ~H h S h en vertu du lemme du § 3.

COROLLAIRE 1 - (Principe du maximum).

Si u est une fonction positiue portée par l’ensemble A, on a :

Il suffit d’appliquer le principe précédent à la fonction h égale à la constante sup G u, lorsque
cette constante est finie. 

~

Le cas particulier du principe complet du maximum que l’on obtient lorsque h est un poten-
tiel est appelé le principe de domination ; ce dernier implique la validité du résultat suivant qui gé-
néralise le corollaire 3 du § 1.

COROLLAIRE 2 -

Si u et v sont 2 fonctions positives portées par A et si leurs potentiels sont sur A, (et

finis partout) ces 2 fonctions sont 

En appliquant le principe précédent à la fonction u (resp. v) et au potentiel G v (resp. G u)
on trouve que G u  G v (resp. G v 5 G u) partout ; mais on ne peut avoir G u = G v sans que u = v .

PROPOSITION 9 -

Etant donné un ensemble A ; pour qu’il existe une fonction positive u portée par A et telle que

G u= 1 sur A, il faut et il suffit que A soit transient. Dans ce cas, la fonction u est unique et vaut

u"= l - IIA 1.

Démonstration.

Si A est transient, la fonction positive uA = 1A - 03A0A 1 est portée par A et a un potentiel G uA
égal à ~H 1 (= 1 sur A). Inversement si u est une fonction positive portée par A et si G u = 1 sur

A, montrons que A est transient et que u = uA ce qui achèvera la démonstration. Comme G u = 1

sur A, on a ~H 1 = ~H G u = G u - GA u et comme u = 0 sur AC, on a GAU = 0 ; par suite H~ 1 = G u .

Cela entra1ne que la composante harmonique de ~H 1 est nulle, c’est-à-dire que A est transient, et

aussi que Gu~ = Gu, donc que u~ = u.

PRINCIPE DU BALAYAGE -

Si g est une mesure positive ayant un potentiel fini, la mesure g "H est l’unique mesure portée
par A telle que (g AH) G = g G sur A. On a de plus (g ~H) G ~ g G partout.

Dé monstration.

La mesure g AH est évidemment portée par A et on a : (g AH) G = g G - g G~ ; les propriétés
du potentiel de g AH résulte alors de ce que g G~ est positive et nulle sur A. Pour démontrer
l’unicité de g ~H, considérons une mesure g’ ~ 0 telle que g’ G = g G sur A ; alors : g’ G H~ = g G H~
et par suite (g’ "H) G = (g "H) G, ce qui entraîne que g’ ~H = g AH ; si la mesure g’ est de plus
portée par A, on a g’ ~H = g’ et donc g’ = g"H.

COROLLAIRE -

La borne inférieure des potentiels g’ G de mesures positives g’portées par A, tels que g’ G &#x3E; g G
sur A vaut (g ~H) G.

Démonstration.

Les hypothèses sur g’ entraînent que : g’ G g G H" et que g’ = g’ ~H ; il s’en suit que :
g’ G = g’ ~H G g G (g ~H) G. Le corollaire est alors démontré puisque g "H est elle-même
une mesure positive portée par A dont le potentiel majore celui de g sur A.
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5 - PROCESSUS SYMETRIQUES - NOTION D’ENERGIE - .

Dans tout ce paragraphe nous ne considérerons que des processus vérifiant l’hypothèse sup-

plémentaire suivante de symétrie :

HYPOTHESE -

Il existe une mesure positive a de support E teile que :

Remarquons immédiatement que la mesure a est nécessairement sur-harmonique, puisque la
relation précédente donne par sommation sur i : a P (j) = a (j) P 1 (j)  a (j), la mesure a est

même harmonique si P est markovienne. (Evidemment l’hypothèse précédente exige beaucoup plus
que la sur-harmonicité de oe i ). Notons aussi que l’hypothèse précédente entraine plus généralement
que pour tout n &#x3E; 0, on a :

on le vérifiera facilement en procédant par récurrence sur n.

a) Représentation d’un processus symétrique.

Considérons alors l’espace des fonctions de carré a -sommable, qui est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire :

’

Sous l’hypothèse de symétrie ci-dessus, l’opérateur P dé f ini sur 1(2) (03B1) par f ~ P f est un opé-
rateur linéaire symétrique borné de norme  1.

Démonstration.

Montrons d’abord que P est un opérateur linéaire borné de norme  1 sur 1(21(a ) dès que oc

est une mesure sur-harmonique de support E. Pour toute fonction f définie sur E , l’inégalité de

Schwarz montre que la série £ P (i, j) f (j) est absolument convergente dès que la série (à ter-
j

mes positifs) 03A3 f P (i- j) f2 (j) converge ; plus précisément, on a :

c’est-à-dire : [P f (i)]2  P f2 (i).
Mais si a est une mesure sur-harmonique de support E et si f El (2) 1 ( CC) @ l’inégalité :

entra1ne que P f 2  cD sur E, donc que P f existe et vérifie :

Si la mesure a est non seulement une mesure sur-harmonique, mais vérifie aussi l’hypothèse
de symétrie ci-dessus, l’opérateur P est symétrique sur 112 ( a ) puisque :
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On sait que tout opérateur symétrique P de norme ~ 1 défini sur un espace de Hilbert, possède
une représentation de la forme :

où {E (dx)} est une résolution de l’unité de l’espace de Hilbert. Dans le cas qui nous intéresse, on

obtient, en introduisant les mesures  Si, E (dx) e. &#x3E; (i, j E E), la représentation sui-

vante des matrices P : 

La famille ~~,i~ ( · ) ; i, j G E} de mesures sur[-l, +1] est symétrique en (i, j) et définie positive

au sens où £ c; c. ( .) est une mesure positive pour tout choix i E E} tel que { i : 0}
1" j 

~ 

soit fini. On a en effet :

En particulier, les mesures lJ.ii (i E E) sont positives (Ces propriétés se déduisent immédiatement
de la définition 

Remarquons que la représentation précédente des matrices P" est unique pour la simple rai-
son que toute mesure portée par [ -1,, +1] ] est biunivoquement déterminée par la connaissance de
ses moments (D’après Weierstrass, le sous-espace vectoriel de l’espace C [ -1, +1] des fonctions
continues sur [-1 ; +1] ] engendré par la suite ~ x", n &#x3E;. 0} est dense dans C [ -1, +1] ).

0) entra1ne alors que les mesures ~~ ~ ( . ) vérifient :

Exemple. 
’

Toute matrice P définie sur l’ensemble N des entiers non négatifs telle que :

(matrice de Jacobi) vérifie l’hypothèse de symétrie de ce paragraphe. La mesure a est univoque-
ment déterminée par P (à un facteur multiplicatif près) puisque la condition :

à laquelle se réduit ici l’hypothèse de symétrie, J est vérifiée si et seulement si :

La structure particulière de la matrice P permet alors de définir par récurrence une suite
de polynomes k e N) suivant :

la relation précédente définissant 

On voit facilement que Qk est un polynome de degré k. Montrons alors que les mesures ~~~
introduites ci-dessus sont données par la formule :

où on a posé 03BC=03BC00. En effet, en tenant compte toujours de la structure de P, la relation de ré-
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currence vérifiée par les mesures montre que pour tout i : lli j (dx) = Qj (x). (dx) ; de plus ,
en tenant compte de la symétrie en (i, j) des Ili j’ on a :

On a ainsi obtenu la représentation suivante des matrices P" :

qui ne fait plus intervenir qu’une seule mesure positive 03BC. .

b) Ener ie.

LEEME 11-

La matrice symétrique r (i, j) = a (i) G (i, j) = a (j) G (j, i) associée à une matrice sous-

markoutenne transiente P satisfaisant à l’hypothèse de symétrie du début, est nécessairement définie
positiue.

Démonstration.

D’après les formules du paragraphe précédent, on a :

l’hypothèse que P est transiente entralne que l’intégrale du dernier membre converge et en parti- ’ 
..

culier que ({1}) = 0. Comme la fonction 1/(1-x) est strictement positive sur [-1, +1 J et comme

pour tout choix de ci E R tel que { i : ci 1 O} soit fini mais non vide, la mesure 03A3 ci c. 
i Ili. (. )

i, j 
J J

portée par [-1, J +1] est positive et non nulle, J on a sous les mêmes hypothèses E ci Cj r (i, j) &#x3E; o.
i, j 

Le lemme précédent permet de munir l’espace vectoriel H des fonctions sur E à supports
finis d’une structure d’espace préhilbertien séparé par l’intermédiaire du produit scalaire (énergie
mutuelle) :

Si aeA dé siene le sous-espace vectcriel de dimension finie de H formé des fonctions sur E à supports
dans I’ensencbte fini A et si proj ~~ (. ) désigne l’opérateur de projection orthoionale sur RA, on a la

formule remarquable suivante, valable pour tout f E ae :

Les opérateurs ~H et H~ du balayage apparaissent ainsi comme un opérateur de projection dans

l’espace a.

Démonstration.

Par définition de HA, J H~ f E aeA quel que soit f. De plus quel que soit j E A on a :

ou ce qui est équivalent :

Cela suffit à démontrer que HA f = proj (f). Par transposition on obtient la seconde formule .

Le produit scalaire énergie permet de caractériser aussi simplement la fonction u considérée
dans la proposition du § 4.
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PROPOSITION 12 -

Soit A un potentiel fini non vide de E ; soit uA la fonction probabilité de non à A et soit

cA=03A3 A 03B1i uA(i). Alors sur l’ensemble de toute les fonctions g de HA qui vérifient 03A3 A 03B1igi= 1 , la

quatité ~g~2 a pour valeur minimum 1/cA et ce minimum est atteint par l’unique fonction (1/cA)uA.

Démonstration.

La fonction u~ appartient à l1eA et est perpendiculaire à l’hyperplan :

puisque :

Il s’en suit que la fonction 1 cA uA rend ~g~2 minimum sur {g : g~ HA, 03A3 03B1i gi - 1}. De plus on a,

d’après la formule précédente :

6 - THEOREME DE CONVERGENCE A LA FRONTIERE -

Le but de ce paragraphe est essentiellement d’établir le théorème suivant da à Doob ; la dé-

monstration de ce théorème fait intervenir deux notions ayant un intérêt propre 1) l’inversion du
temps dans les chaînes aléatoires, 2) la relativisation d’un processus markovien.

Nous nous appuierons fortement dans la suite sur les résultats du paragraphe 2 relatifs à la

représentation intégrale des fonctions harmoniques, dont nous reprenons les notations.

THEOREME -

Soit P une matrice markovienne transiente espace dénombrable E et soit V1 la mesure

de probabilité définie sur la frontière S et intervenant dans la représentation de la fonction
harmonique 1. Alors la limite :

existe au sens presque sûr sur E + S ; la variable aléatoire Xm prend ses valeurs p.s. dans S et on a:

(Remarque - La démonstration de ce théorème n’utilise que l’existence d’une représentation intégrale
sur S de la fonction harmonique 1 ; elle donne donc une seconde démonstration de l’unicité de cette
représentation puisque toute mesure v sur S telle que 1 (., (ds) est, d’après ce que nous
allons montrer, nécessairement la loi de répartition de X~ = lim Xn).

n

Nous commencerons par démontrer le cas particulier de ce théorème où la fonction harmo-
nique 1 est extrémale (c’est-à-dire où la mesure Vl est concentrée en un seul point sl de lafron-
tière S) ; on a dans ce cas l’énoncé suivant :

C OROLLAIRE -

Soit P une matrice markovienne transiente définie sur un espace dénombrable E et telle que la fonc-
tion harmonique 1 soit extrémale. On a alors :

Soit (X, n a 01 la fonction aléatoire markovienne sur E de matrice de transition P et de loi
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initiale j . Pour tout ensemble transient A, désignons par iA le dernier instant n &#x3E; 0 (s’il existe)
tel que Xn E A ; comme A est transient, la variable iA est définie presque sùrement sur l’ensemble

sup A}. Considérons alors la fonction aléatoire n &#x3E; 0} définie par inversion du temps

à l’instant ’ca à partir de {X n’ n &#x3E; 0} ; d’une manière précise, définissons une fonction aléatoire

{X~~ ~, , n &#x3E; 0} à valeurs dans E + {e} par la formule :

On a alors le résultat intéressant suivant dû à Hunt :

PROPOSITION 13 -

Les fonctions aléatoires {X(A)n, n~ 0} définies ci-dessus et à valeurs dans E+{e} pour tout ensem-
ble transient A, sont des fonctions aléatoires markoviennes de matrice de transition stationnaire indé-
pendante de A. L a restriction à E de cette matrice est donnée par : .’

La restriction à E de la loi initiale de ces fonctions aléatoires est donnée par :

Par conséquent, pour tout i E E et tout ensembles transient A, la fonction aléatoire réelle :

n ou si pas définie.

est une sur-martingale positive.

Démonstration.

La première partie de la proposition résulte du calcul suivant, valable lorsque io, ... iN E E .

La seconde partie de la proposition s’en déduit facilement ; en effet :
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Démonstration du théorème lorsque 1 est harmonique extrémale.

Appliquons à la sur-martingale positive {Y~, n &#x3E; 0} construite dans la proposition précédente
l’inégalité classique suivante :

où 
b désigne le nombre aléatoire de fois que la sur-martingale positive {Y,,, n a 0) franchit

l’intervalle [a, b] C R+ dans le sens ascendant. On voit facilement que ce nombre 03B3~a,b est identique
au nombre 03B2a,b (A) de fois que la fonction aléatoire {K (i, X,), franchit l’intervalle [a, b]
dans le sens descendant pendant l’intervalle de temps aléatoire [0, TA] (intervalle vide si TA n’est

pas défini) ; on a donc :

Lorsque A T E suivant le filtre des ensembles transients, iA T +00 presque sûrement et par suite

b (A) t P., b, où b désigne le nombre de fois que la fonction aléatoire {K (i, X~), n &#x3E;. 0} fran-
chit l’intervalle [a, b] dans le sens descendant ; de plus, lim G UA = 1 puisque G UA = 1 sur A, ,. 1

A t E

sur E lorsque A est transient. On en déduit que :

et donc que b  co presque sûrement. Cette propriété étant exacte pour tout couple a, b

(0  a  b  ’on voit que les limites suivantes existent pour tout i E E, sauf pour un ensemble

négligeable N de trajectoires :

Comme T. t oo , J on a évidemment aussi :

Etablissons ensuite les propriétés suivantes de la limite Z :

a) pour tout i E E, Z (i, . ) est une variable aléatoire presque sùrement bornée et posi-
tive telle que E [Z (i, . )] = 1,

b) pour tout w e N, Z (. , ~ ) vérifie les inégalités suivantes :

Pour tout i E E, il résulte de l’hypothèse 4 G (i) &#x3E; 0 qu’il existe un n? 0 tel que Il P’ (i) &#x3E; 0 ;
l’inégalité P" G  G entraîne alors que :

et par suite que :

Il en résulte immédiatement que Z (i, . ) ~ (i)]-’ sur Nc ; il est clair que Z (i, .) est positive et

par suite :

D’autre part les inégalités (b) sont vérifiées par K ( . , X~ (w)) pour tout n &#x3E; 0, w E Q ; en vertu

du lemme de Fatou, elles le sont encore par Z ( . , J w) si w e N.
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Les propriétés de (b) ci-dessus expriment que n (., J w) appartient au convexe C~ considéré
au paragraphe 2, si w 4= N. Si la fonction harmonique 1 est extrémale, la propriété (a) :

ne peut être réalisée que si Z ( . , il w) est égale à 1 pour presque tout w. On a donc démontré dans
ce cas particulier que :

Il reste alors à poser X. = s, où si désigne le point de S tel que K ( , , sl) = 1, pour que l’on ait :
lim K (i, Xn) = K (i, X~) presque sûrement et par suite, en vertu de la définition de la topologie

de E + S, pour que l’on ait : lim n~~ Xn = presque sûrement.

Le théorème est ainsi démontré dans le cas où la fonction harmonique 1 est extrémale. Pour
le démontrer dans le cas général, introduisons le procédé de relativisation dû à Brelot et Feller.

Etant donnée sur E une matrice positive P et une fonction h b 0 vérifiant Ph = h, on définit
sur le sous-ensemble E(h)={h&#x3E; 0} de E, la matrice markovienne P(’) relativisée de P, par la formule:

On remarquera immédiatement que les puissances des matrices P~ h’ et P sont liées par une rela-

tion du même type soit :

Si j est alors une mesure positive sur E telle que 03A3 E 03BC(i) h (i) = 1, considérons la fonction aléatoire

de Markov {X(h)n, n &#x3E; O} à valeurs dans E, de loi initiale (i) h (i), i E El et de matrice de tran-
sition p( h) ; la loi de probabilité , (. ) de cette fonction aléatoire est donc déterminée sur (Q, a)
par :

Supposons maintenant que 03BC soit une probabilité sur E et que P soit une matrice markovienne
sur E (les considérations précédentes ne nécessitant pas ces hypothèses, permettent donc d’attacher
des fonctions aléatoires markoviennes à une matrice positive dès que celle-ci possède des fonc-
tions harmoniques). La formule de représentation intégrale de la fonction harmonique 1 :

entra1ne alors que l’on a, en écrivant p( s t au lieu de P~K~ ~’ S" ;

pour tout événement A de l’espace (Q, a ) des trajectoires. Pour le voir, il suffit de remarquer
que lorsque A est de la forme particulière A = { X ~ = i n (0 . n . N)}, la fonction P~ S’ (A) de s (dont
la valeur est donnée ci-dessus) est continue et donc mesurable et possède une vl-intégrale égale
à P, (A) ; le cas d’un événement A général se traite alors par les méthodes de prolongement habi-
tuelles de la théorie de la mesure.

La formule précédente permet de ramener la démonstration du théorème à la démonstration
de la formule :
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Ce dernier résultat implique en effet que pour tout borélien So de S, on a :

D’autre part, pour démontrer que lim n~~ Xn= s presque sûrement pour P(s)03BC, il suffit d’appliquer le

cas particulier (déjà démontré) du théorème à la matrice (= p[K(., s)]) et au processus associé .

En effet, comme g = g équivaut à P [ g. K ( . , s)] = g K ( . , s ), on voit facilement que 1
est une fonction harmonique extrémale pour P~ 5’ ; le cas particulier du théorème est donc appli-
cable. Comme la matrice potentiel G~ S’ associée à P (s) vaut :

on a aussi :

on voit donc que :

En vertu de la définition de la topologie de E + S , cela équivaut à :

Pour achever la démonstration du théorème il ne reste plus qu’à établir la validité de la for-

mule donnant la loi de probabilité de Xoo conditionnelle en Xn (= conditionnelle en Xo, ... A cet

effet, montrons que pour tout n &#x3E;, 0 et tout événement A, on a :

Comme F

On déduit de la formule ci-dessus que :

Le théorème est ainsi complètement démontré.

COROLLAIRE -

Pour tout ensemble filtrant croissant { Aa} de parties de E vers E , et

pour tout i E E, le f il tre des mesures (i, . ) uAa (.)} conver~e faiblement vers la mesure de

(i, . ) vl (. )} concentrée sur S au sens où pour toute fonction continue et bornée h dé finie
su r E + S, on a :
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Démonstration.

Comme presque sûrement suivant {Aa}, il est clair que h (X03C4a) ~h(X~) presque
sûrement dans les mêmes conditions si h est continue sur E + S ; si h est de plus bornée, on a

alors : Ei [h (XTA )]--~ E [ h (X.)], ce qui équivaut à la convergence ci-dessus en vertu des for-
mules trouvées précédemment pour les lois de répartition de X, A et de 

PROPOSITION 14 -

Pour toute fonction aur-harmonique f, la limite lim f (Xn) existe au sens presque sûr. Pour tout

potentiel l G v, on a : 
"~°°

tandis que pour toute fonction harmonique h, on a :

presque sûrement

à condi t ion de par u la de l a mesure Vh de représentat ion de h par rapport à l a mesure v,
de représentation de 1 ( vh = u . V1 + vri où vl 1 

Démonstration.

La fonction aléatoire {f (X,,), n b 0} est une sur-martingale positive dès que la fonction f est

sur-harmonique ; on a en effet :

Il s’en suit déjà que lim n~~ f (Xn) existe au sens presque sûr. Lorsque f est un potentiel, soit f = G v ,

on a :

le lemme de Fatou implique alors que la limite presque sùre de G v (Xn) est nulle.

Lorsque h est une fonction harmonique dont la mesure Vh de représentation intégrale est ab-
solument continue par rapport à vl, c’est-à-dire lorsque :

pour une fonction u e Lf (S, vj on a, d’après le théorème précédent :

Il s’en suit, par le théorème des martingales. que :

Lorsque h est une fonction harmonique dont la mesure vh de représentation intégrale est
étrangère à vl, la fonction sur-harmonique inf (h, 1) est un potentiel. En effet la composante har-
monique de la représentation de Riesz de inf (h, 1) est à la fois inférieure à h et à 1 et possède
par suite une mesure de représentation inférieure à vh et à v, ; comme 0 est l’unique mesure po-
sitive jouissant de cette propriété, inf (h, 1) est un potentiel. La première partie de la démons-
tration montre que lim n~~ p. s. inf (h (Xn), 1) = 0, ce qui implique que lim n~~ p. s. h (Xn) = 0.

Une variable aléatoire réelle Z définie sur (03A9, a) est dite stationnaire si elle est telle que
Z o 9 = Z presque sflrement 3 en particulier un événement est dit stationnaire si sa fonc-
tion indicatrice 1A est stationnaire, c’est-à-dire si 9 (A) = A presque sùrement (P~, ). ~ On convient
d’identifier deux variables aléatoires réelles stationnaires (en particulier deux événements station-



62

naires) égales presque sûrement La proposition précédente permet de déterminer toutes les
variables aléatoires réelles stationnaires PJL -intégrables ; on en déduit en effet le résultat suivant :

COROLLAIRE -

Le sous-cône de formé des (classes d’équivalence de) variables aléatoires réellesstation-

naires positives et est isomorphe au cône L+ (S, Vl) par 1 a bi jection u H u (X~). En

particulier les (classes invariants correspondent biunivoquement aux

classes d’équivalence (Vl) des ensembles borél iens de S.

Démonstration.

Il résulte d’abord de :

que u est une variable aléatoire réelle stationnaire pour toute fonction réelle positive vi-

intégrable u définie sur S ; comme de plus E03BC [u (X~)]= ~s u (s) 03BD1 (ds), il est clair que u ~ u (X~)

définit une application positive linéaire et isométrique de L/ ( vl ) dans le sous-espace de L1 (03A9, a, P03BC)
des variables aléatoires réelles stationnaires.

Inversement si Z est une variable aléatoire réelle stationnaire positive on a :

(la 2ème égalité étant une conséquence de la stationnarité des probabilités de transition) ; il existe

donc une fonction h positive, indépendante de n, telle que E, (5i ) 1 X, = i) = h (i). La stationnarité de

13" soit Z = z5 o 0’ (p &#x3E;. 0) implique que Z est une variable aléatoire réelle ap~-mesurable pour tout
p ~ 0 ; la propriété de Markov entraine donc que :

et il résulte alors du théorème des martingales que :

Mais t h (Xn), n ~ 0} ne peut être une martingale positive P03BC -intégrable, sans que h soit une fonc-
tion harmonique 03BC-intégrable ; si u désigne la 03BD1-dérivée de la mesure de représentation 03BDh de h
sur S, la proposition précédente montre que :

et donc finalement que Z = u (X (0).
p.s.

A toute partie A de l’espace E des états, associons l’événement lim n~~ sup {Xn~ A}; cet évé-
n - ce

nement est stationnaire comme on le voit facilement et par suite de la forme {X~~ SA} pour une
partie borélienne SA de S, en vertu du corollaire précédent. On a donc en désignant (comme au pa-
ragraphe 3) par hA la composante harmonique de la fonction aH 1 :

L’ensemble A est transient si et seulement si S, = 0 [VI] .
Convenons d’appeler régulière une partie A de E telle que lim {X E A} existe au sens presque

sûr [P~] et de considérer comme équivalents deux ensembles réguliers A et A’ tels que A’
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soit transient ; cette deuxième définition est naturelle puisque lim{Xn~A} et lim {Xn~ A’} ne sont
n n

presque sûrement égaux que si et seulement si A ð A’ est transient. D’après ce qui précède, on a :

Inversement si S’ est un ensemble borélien de S, les ensembles d’états A03B8 ={~s,K(. s) 03BD1 (ds) &#x3E; 03B8}
sont tels, lorsque 0  03B8  1, que:

puisque :

presque sûrement ;

autrement dit les A 8 (0  S  1) sont réguliers, équivalents et tels que SA8 = S’.
En résumé, la donnée d’un événement stationnaire (à une Pp - équivalence près), la donnée d’une

partie boréliennede S (1 une vl-équiualence près), la donnée d’un ensemble rééulier(àun ensemble tran-

sient près), sont autant de données équivalentes.

7 - APPLICATION AUX PROMENADES ALEATOIRES -

1/ On appelle promenade aléatoire n-dimensionnelle une chaîne de Markov sur l’espace d’états
23-" dont la matrice de transition P soit de la forme P (i, j) = p (j - i) pour une probabilité p sur
z~". Il est facile de vérifier que pour toute fonction aléatoire de Markov associée à une telle ma-

trice, la suite des différences successives (Xn+i- X n ; n &#x3E; 0) est une suite de variables aléatoires
dans 5i indépendantes et équidistribuées suivant p. Nous supposerons en outre que la condition de

support suivante est vérifiée par p : le plus petit sous-groupe de contenant le support { i : p (1) a 0}
de p est égal à Z" ; cette condition, comme il est facile de le montrer, ne nuit pas essentiellement
à la généralité.

PROPOSITION 15 -

Les fonctions harmoniques extrêmes associées à la promenade aléatoire de loi p sur Z sont les

fonctions exponentielles h (i) = exp (u, i) correspondant aux vecteurs u~Rn tels que 03A3 i p (i) exp (u. i) = 1.

Ce résultat montre donc que la frontière de sortie S associée à la promenade aléatoire est
en correspondance biunivoque avec la "courbe" convexe { u : Zp (i) exp (u. i) = 1} de R" ; on pourra
donc identifier S avec cette courbe et il est également facile de montrer à partir des définitions
que la topologie définie sur S est identique à la topologie induite par la topologie enclidienne de R" .

Démonstration.

Si h est harmonique, il en est encore de même de h (k + . ) pour tout k E 23-", puisque :

Si h (o) = 1 et si h est harmonique extrémale, il résulte alors de l’égalité :

qui exprime h comme une combinaison convexe d fonctions harmoniques 
h(k +.) h (k) 

égales à 1 en 0.

que l’on a :

Il est facile d’en déduire, grâce à l’hypothèse faite sur le support de p, que la fonction h est ex-

ponentielle, soit h (i) = exp (u. i) où u E R". De plus on doit avoir :
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Montrons inversement que exp (u. i) est une fonction harmonique extrémale dès que

03A3 i p (i) exp (u. i) = 1. A cet effet il suffira déjà de démontrer que 1 est une telle fonction ; on en

déduira alors le résultat général en considérant la loi p (i) exp (u. i), la fonction 1 étant harmonique
extrémale pour {p (i) exp (u. i)} si et seulement si exp (u.i) est harmonique extrémale pour p.

Si 1 = hl + (1 - hl) est une décomposition de 1 en la somme de deux fonctions harmoniques,
{hl (X~), n &#x3E; 0} est une martingale bornée ; en vertu du théorème des martingales cette martingale
converge presque sûrement et on a :

Mais {Xn, n ~ 0} étant une promenade aléatoire, la limite Z est nécessairement égale presque s11-
rement à une constante et il en résulte que hl est constante, ce qui suffit à démontrer que 1 est

extrémale.

21 Pour une promenade aléatoire transiente, la matrice potentiel G est de la forme :

Le théorème de convergence du paragraphe 6 montre alors que :

Remarquons que ce théorème peut se démontrer aussi directement dans certains cas particu-

liers. Ainsi si n = 1 et si 0  E X  ~, le théorème du renouvellement montre que lim i~~ g (i) = 1 EX
tandis qu’il est clair que lim n~~ p. s. Xn = +~; le résultat précédent en découle immédiatement si

E X  ~ ; par contre si EX = ~, cette méthode directe ne donne plus de résultat.

3/ A toute matrice markovienne P d’une promenade aléatoire sur ~n, associons la matrice
markovienne P’ sur Z définie par :

Il est clair que P’ est la matrice de transition d’une promenade aléatoire sur et que cette ma-
trice est transiente ; on a plus précisément :

On remarquera que si {Xn, n ~ 0} est une promenade aléatoire sur Zn d’état initial i et de matrice
de transition P, J la fonction aléatoire { (n, Xn) ; n? 0} définie sur est une promenade aléatoire
sur d’état initial (0, i) et de matrice de transition P’ .

En s’appuyant sur la proposition, il est facile de montrer que les fonctions harmoniques ex-
trémales associées à P’ sont les fonctions de la forme :

où u parcourt le convexe de R" : U = q(u) &#x3E; £ p (i) exp (u. i)  ce .
Comme 1 est harmonique extrémale pour P’, on a aussi le théorème de convergence suivant :
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Remarquons en terminant qu’il est facile d’établir ce résultat directement. Il suffira de l’éta-

blir lorsque m = 1 et p (i) &#x3E; 0, comme on le voit facilement par des considérations arithmétiques
élémentaires. Mais on a alors :

comme P (Xi = il X~) tend presque sùrement vers P (X1= i) lorsque n --~ co en vertu du théorème

des martingales, on voit ainsi que :
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III - ÉTUDE DU CAS RECURRENT

Dans tout ce chapitre, on considère une matrice markovienne P définie sur l’espace dénom-

brable E telle que 03A3 n~0 Pn ~ ~ ce sur E  E ; on sait que l’hypothèse équivaut à la récurrence de la

chaîne associée à P. (Les théorèmes de convergence du paragraphe 1 seront établis sous l’hypo-
thèse supplémentaire de l’apériodicité de P).

LEMME 1-

Toute fonction sur-harmonique est nécessairement constante.

Démonstration.

Si f est une fonction sur-harmonique, c’est-à-dire vérifie 0’ P f  f, l’inégalité :

entraînent facilement que f - Pf = 0 c’est-à-dire que f est harmonique. (Remarquons que ce raison-

nement montre aussi qu’il n’existe pas de matrice sous-markovienne telle que 03A3 n P" ~ ~ m qui ne soit

markovienne).

Toute fonction harmonique non identiquement nulle est d’autre part strictement positive ; en
effet, les relations 0" f = P" f (n~ 1) et f(i) = 0 pour un i fixé entraînent que f(j) = 0 pour tout j , J
puisque pour tout j il existe au moins un 1 tel que P"(i, j) &#x3E; 0. Soient alors f une fonction har-

monique et a une constante &#x3E; 0. La fonction min (f, a) est sur-harmonique, donc harmonique d’après
la première partie de la démonstration ; la fonction (f - at = f - min (f, a) est donc encore har-
monique. D’après ce qui vient d’étre dit, cela entra1ne que ou bien f &#x3E; a sur E, ou bien f  a sur
E ; cette propriété ne peut avoir lieu pour toute constante a, sans que f ne soit constante.

COROLLAIRE 1 -

Toute fonction bornée inférieurement ou supérieurement f (de siéne quelconque) telle que Pf = f est
nécessairement constante.

COROLLAIRE 2 -

Les matrices positives AH = 03A3 (IAc P)n IA et 03A0A = IA P 03A3 (IAc P)n IA véri fient AH 1 = 1 et 03A0A 1=1
n~ o n&#x3E; o

pour tout ensemble non vide A d’états.

Démonstration.

Ce résultat exprime que toute chaîne de Markov d’état initial i (resp. i E A) atteint (resp .
retourne dans) l’ensemble A avec une probabilité égale à 1 ; il résulte donc immédiatement des

propriétés de récurrence de la chaîne.

Alternativement en remarquant que P (AH 1) = ~H 1 - (lA - IIA 1)  "H 1 [cf page 48] ] on déduit du
lemme précédent que la fonction sur-harmonique ~H 1 (qui est majorée par 1) est constante et

donc égale à 1 puisque ~H 1 = 1 sur A ; donc IIA 1 = 0.

LEJJJJE 2 -

Il existe une mesure strictement positive (mais non nécessairement bornée) unique à une constante

multiplicative près, soit a, vérifiant a P = a. Les matrices positives et finies :

vérifient les relations 03B1HA = 03B1 et 03B1 03A0A = 03B11A pour tout ensemble non vide A d’états.
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Montrons d’abord que les matrices 03A3 n~0 (P IAc)n et donc HA sont finies. Comme pour tout état j

il existe un m ~ 0 tel que (IAc P)m IA (j) &#x3E; 0 puisque :

il nous suffira de remarquer à cet effet que .

Les matrices HA vérifient alors la relation HA P = H~+ IIA- 1 A [cf page 48] ; en particulier si A se
réduit à un seul état" soit A = { i} J on trouve que H P = FIl’I puisque flj;j = Ij;j. La mesure posi-
tive a«’ = H«’ (i, . ) est donc invariante par P ; elle n’est pas identiquement nulle puisque a( i) 1 (i) = 1

et on déduit alors facilement de P = a~t ~ qu’elle est strictement positive sur E. L’existence
d’une mesure a est ainsi démontrée.

Si a est une mesure strictement positive invariante par P, la formule :

définit une matrice markovienne telle que Y sur E x E. La formule P* f P la que
l’on déduit de cette définition et le lemme 1 appliqué à P , montrent que pour toute mesure posi-
tive f telle que fP ~ f est nécessairement proportionnelle à a ; ; ce résultat implique en particulier
l’unicité de la mesure invariante a à une constante multiplicative près. Les matrices AH. et fl[
construites à partir de P* comme AH et nA le sont à partir de P sont aussi données par :

comme on le vérifie aisément ; le corollaire 2 du lemme 1 appliqué à AH. et IIA montre donc que
03B1HA= 03B1 et que 03B103A0A = 03B11A.

1 - THEOREMES DE CONVERGENCE -

Le théorème suivant est dû à Chung au moins dans le cas où l’ensemble d’états A qui y est
considéré se réduit à un seul état. Le paragraphe présent est consacré à la démonstration de ce
théorème et de quelques autres résultats de convergence du même type.

THEOREME 3 -

Pour toute matrice markovienne récurrente et apériodique P et pour tout sous-ensemble -non vide A

de E; la convergence suivante a lieu en chaque point de E x E :

En particul ier lorsque A = { k} , on obtient que :

Remarque.

On voit facilement que (pn - AH P~ HA + AH P~ H~) et GA sont nuls en dehors de A~ x A‘ ; le

théorème précédent est donc trivial en dehors de AC x A~ .

La démonstration du théorème est basée sur le lemme suivant dû à Chung qui sera encore
utile dans la suite :
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LEMME 4-

Pour toute matrice sous-markovienne P et quels que soient N &#x3E; 0 et le sous-ensemble non vide A de

E, on a :

Démonstration.

De la formule "H - I = GA (P - I), résulte que :

et donc que :

Mais GA (i, j) ~ GA (i, i) 03B1j03B1i [formule duale de GA (i, j) GA(j, j)] et par suite GA j)  G, (i, i) . »
La première ligne du lemme est ainsi démontrée, la seconde se démontre dualement.

Un second résultat nécessaire à la démonstration du théorème, au moins lorsque A n’est pas
fini, est la proposition suivante, due à Orey. On y désigne par l’espace des fonctions réelles
sommables définies sur E ; cet espace vectoriel est un espace de Banach pour la norme

f 1:
E .

PROPOSITION 5 -

Pour toute matrice markovienne récurrente apériodique P et pour tout f~ l(1) tel que  f, 1 &#x3E;= 0,
on a :

Démonstration.

Il revient au même de démontrer que si g et f sont deux lois de probabilité sur E on a la
convergence p" - g p" Il --~ 0 dans Z~1’ .

Soit io un état arbitrairement fixé dans E et soit M = {n : Si lT, n a 1} dé-

signe une suite de variables aléatoires entières &#x3E; 0 indépendantes et ayant la même loi de proba-
bilité, soit F, J que le temps de retour à l’état io, considérons la fonction de l’entier a à valeurs
dans ( 0, 1] définie par :

Il est facile de vérifier que p (a) = L. p (a + b) F (b) ; comme la chaine de Markov considérée est
b

apériodique, c’est-à-dire comme p. g, c. d. { b : F (b) &#x3E; 0} = 1 l’équation précédente entraîne que p (. )
est constante. D’autre part, comme l’événement dont p (a) est la probabilité dépend symétriquement
des variables T~, la loi (0, 1) montre que p (a) = 0 ou 1 pour tout a. Ainsi ou bien p (.) z 1, ou

bien p (. ) - 0, En échangeant éventuellement le rôle de f et g (c’est-à-dire en remplaçant M par
un ensemble contenant MC), nous pourrons supposer finalement que p m 1.

Désignons alors par E, l’événement : En = {(m, Xm) pour un m  n au moins } ; ce

qui précède entraîne que Pf (En)~ 1 (n ~ ~). On peut écrire d’autre part pour tout état initial i que :
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et on en déduit que :

donc que :

En tenant compte enfin de ce que , on obtient que :

ce qui démontre la proposition.

Démonstration du théorème.

On va commencer par établir la validité de la formule suivante :

A cet effet, il suffit de soustraire les 2 formules ci-dessous, dont la première a une signi-
fication intuitive et se démontre aisément par récurrence et dont la deuxième résulte des défi-
nitions :

on obtient ainsi :
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et on en déduit immédiatement la formule ci-dessus.

En tenant compte de ce que "H lAc = 0, on voit que la formule précédente entraîne que :

et donc que :

Comme le premier terme du deuxième membre T vers G. lorsque N t il ne reste plus qu’à mon-
trer que le deuxième terme tend vers zéro.

Comme si - Ei AH appartient à et vérifie  si - Fi AH, 1&#x3E; = 0, la proposition 3 montre

que pour tout m fixé :

De plus :

d’après le lemme et comme :

le théorème de convergence bornée entraîne que :

ce qui achève la démonstration.

Dans le cas où la mesure 0152r est bornée (cas dit récurrent positif), le raisonnement de la

démonstration précédente permet de montrer le résultat beaucoup plus fort suivant :

PROPOSITION 6 -

Lorsque la mesure a est bornée et, ce qui est alors toujours possible, normalisée par la condition
 a, 1 &#x3E; = 1, on a pour tout sous-ensemble A non vide de E :

,En particulier lorsque A = { k} on obtient que :

Démonstration.

On a établi dans la démonstration du théorème précédent que :
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N

Dans cette formule, le terme E P" converge lorsque vers m en vertu d’un théo-

rème ergodique classique (m ~ 0 fixé) ; de plus il est majoré par m. ---1 J ainsi qu’on le voit faci-

lement en remarquant que ex. 
J 
= a Pn (j) ~ 03B1(i) P" (i, j). Nous allons montrer que :

il s’en suivra, par application du théorème de convergence bornée, que lorsque N t ce :

ce qui établira la deuxième formule de la proposition.

Or, la formule :

considérée dans la démonstration du théorème précédent, entra1ne que :

Comme :

on en déduit par soustraction :

En additionnant par rapport à n, on aboutit à la formule cherchée :

Comme G (. , j)  G (j, j)  00 et comme a est une probabilité, on a :

Les résultats de ce paragraphe ont conduit Kemeny et Snell à poser la définition suivante :

Dé finition.

Une chaine est dite normale si les limites suivantes existent pour tout couple d’étatsi, j E E :

La proposition 4 montre déjà que toute chaîne pour laquelle a est bornée est normale ; les

matrices B et C sont données dans ce cas par :

(Orey a montré qu’il existait des chaînes non normales.
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PROPOSI TION 7 -

Les matrices B et C associées à une chatne normale sont non-négatives et s’annulent sur la diago-
nale {i = j} de E x E. De plus pour tout sous-ensemble fini A de E, on a :

pour 2 vecteurs positifs A~, et ~" portés par AC.

Inversement pour qu’une cha2ne soit normale il 1 su ffit que l’une des conditions suiva ntes soie nt

véri f iées :

a) pour un état k fixé, les limites suivantes existent :

b) pour un état k fixé, les limites suivantes existent :

c) pour un état k fixé, les limites suivantes existent quel que soit l’état j :

Démonstration.

la matrice C est donc nécessairement &#x3E; 0 et il est clair que C (i, i) = 0 pour tout i.

b) La formule GA P - GA = AH - I entraîne que :

Par suite les limites :

existent toutes les deux ou n’existent ni l’une ni l’autre. Comme la limite, soit L, de véri-

fie, lorsqu’elle existe, LP  L en vertu du lemme de Fatou, elle est nécessairement de la forme

est un vecteur &#x3E;, 0, porté par A" ; la limite due (P"- AH pn) lorsque N -~ oD est
. 

o

alors de la forme GA - B $a .
w

L’hypothèse de normalité entralne d’autre part que la limite due P" f existe pour tout vec-

teur f à support fini tel que £ (Xi fi = 0 ; un tel vecteur peut en effet s’écrire f = k fk (£k - 
t k oe;

w 

et on a donc lim £ P" f = - B f. Ce résultat est applicable au vecteur H e j - e. (quels que soient
o 

N

l’état j et l’ensemble A fini non vide) et montre que (pn H*- pn) converge lorsque N2013~ 00 .
o

c) Ce qui précède montre l’équivalence des conditions (a) et (b). Comme :
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l’équivalence des conditions (b) et (c) est facile à voir. Enfin comme .

la convergence du premier membre pour tout i, j E E et un k E EJ entra1ne l’existence de :

c’est-à-dire de J.

2 - MATRICES POTENTIEL -

Nous conviendrons de désigner par N l’espace vectoriel des vecteurs f à.. supports finis tels

ce;
que  a, f&#x3E; = 0 ; pour tout état k fixé, les vecteurs Ei - (i E E) engendrent N. Pour tout sous-

ak
ensemble A de E, nous désignerons aussi par N~ le sous-vectoriel de N formé des f portés par A ,
Dualement, N’ (N~) désignera l’espace vectoriel des vecteurs f à supports finis ( C A) tels que
 f, 1 &#x3E; = O.

Nous établirons d’abord dans ce paragraphe que les matrices considérées dans la proposition
suivante ont des propriétés analogues bien qu’un peu plus faibles à celles de la matrice - G consi-
dérée dans le cas transient.

PROPOSI TION 8 -

Pour toute matrice G les conditions suivantes sont équivalentes :

a) pour tout f E N, on a : G f et (P - I) G f = f ;

ai) pour tout g EN’, on a : g et g G (P - I) = g ;

b) il existe deux vecteurs a et b tels que : .’

(Dans la condition (b), k est un état arbitraire fixé).

Définition.

On appellera matrice potentiel une matrice G satisfaisant aux conditions équivalentes de la pro-

position précédente.

Démonstration.

11 Toute matrice G de la forme (b) vérifie (a). En effet, comme  b, f&#x3E; on

voit qu’il suffit déjà de vérifier que la matrice (- Gk) vérifie (a). Or, on a : 0 ~ Gk (. j) ~ Gk (jj) et

(P - I) Gk(., j) = £k £j - Ej ; il s’en suit que Gk f pour tout f à support fini et que (P - I) Gk f = - f
ek

pour tout f E N.

21 Inversement soit G une matrice vérifiant (a) ; en vertu de ce qui précède, la matrice
G + Gk est alors telle que (G + Gk) f et (P - I) [(G + Gk) f] = 0 pour tout f E N. Il s’en suit que
(G + Gk) f est constant pour tout f E N. En posant .

on obtient ainsi que .

c’est-à-dire la formule de représentation (a) en posant G (i, k) . .
ak
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Remarque.

Comme Gk (k, . ) = 0 = Gk ( . , k), on peut montrer par un calcul facile que la formule (b) de
la proposition équivaut à la formule suivante :

Comme toutes les conditions (b) obtenues en faisant varier l’état k sont équivalentes entre elles ,
la formule précédente doit être vérifiée en particulier par les matrices (- On pourra en dé-
duire facilement les relations suivantes :

valables quels que soient les états i, j, 

THEOREME 9 -

Soit G une matrice potentiel et soit A un sous-ensemble fini non-vide de l’espace E des états.

Il existe alors deux -vecteurs uniques "u et uA portés par A tels que :

a) G u" et sont constants sur A,

De plus les restrictions à A des vecteurs G UA et Au G/a sont égales à la même constan te, so i t cA , 1
égale encore à Au G u A.

On a les relations suivantes :

En particulier, les deux premières relations se réduisent sur A x A à :

et ces relations permettent déjà de déterminer biunivoquement et GA à partir de G.

Commençons par établir le résultat élémentaire suivant que nous aurons ensuite l’occasion
d’utiliser à plusieurs reprises.

L emme 10 -

Pour tout vecteur tel que (P - I) f E N, on a :

pour une constante c.

On voit en effet immédiatement que la fonction g = f - G (P - I) f appartient à 1°’ et vérifie

(P - I) g = 0, donc est constante.

Démonstration du théorème.

La formule (P - I) AH = Il, - IA entraîne que AH (. , j) qui appartient manifestement à 1°°, est

tel que (P - I) AH ( . , j ) = ( II A - IA ) ( , j ) E N ; il existe donc une constante que l’on notera lu (j)
telle que :
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Il est clair que Au est porté par A ; comme AH 1 = 1 et comme (nA - lA) 1 = 0, on a de plus ~u, 1 &#x3E; = 1

et le vecteur Au ne peut être nul.

En se restreignant à A x A dans la formule précédente, on trouve que :

et par suite, en multipliant à droite par G IA, que :

En rapprochant cette formule de la formule duale qu’on démontrerait de même, on trouve qu’il
existe une constante CA telle que :

et donc telle aussi que :

La première partie de la proposition est ainsi démontrée à l’unicité près des vecteurs Au et AU @
puisqu’il est clair que "u G uA = AU, CA 1  &#x3E; = cA.

La matrice ( IIA - IA) en tant qu’opérateur à droite, applique le vectoriel fini-dimensionnel des
fonctions réelles à support A dans l’hyperplan NA’ Comme l’opérateur :

produit de IIA- I A par I A G, applique ce même espace sur l’hyperplan { A u, . &#x3E; = 0}, on voit, en rai-
sonnant sur les dimensions des espaces.

1/ que ( IIA- IA) est nécessairement une surjection sur NA ;

2/ que I A G applique biunivoquement NA sur l’hyperplan {  A u,. &#x3E; = 0}.

Cela montre d’une part que la matrice II A - I. est univoquement déterminée par l’équation précédente
et la relation IA) = 0, d’autre part qu’il ne peut exister plus d’un vecteur u tel que u G/a
soit constant sur A et que  u, 1&#x3E; =1.

Il ne reste plus alors qu’à établir la double formule de la proposition concernant GA. Or ,
pour tout j, GA (. , j) appartient à ZOO et vérifie :

le lemme du début montre donc l’existence d’un vecteur vA tel que :

et par suite tel que :

d’après la formule établie ci-dessus pour HA, De plus en se restreignant à A x A, on voit que vA = 0
sur A. On établit dualement l’existence d’un vecteur "v porté par Ac et tel que :

En comparant les deux formules, on obtient donc que :

ce qui n’est possible, en tenant compte de ce que Av et VA sont portés par AC, que si
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En reinplaçant vA par sa valeur dans la formule ci-dessus, on obtient la formule de la proposition .

COROLLAIRE 1 -

Dans les conditions de la proposition précédente, Ia matrice 1 A G IA sur A x A est inversible si et

seulement si CA i 0 et on a alors :

Démonstration.

Nous avons démontré ci-dessus que I G I applique biunivoquement NA sur l’hyperplan
&#x3E; = 0} de l’espace des vecteurs portés par A ; pour que cette matrice soit inversible, il faut

et il suffit donc que l’image de uA qui e NA, soit IA G ne soit pas dans l’hyperplan { Au, . &#x3E; = 0} .
Comme  Au, IA G = 

cA, (,A G IA) possède une inverse si et seulement si 0. De plus, si

0, on a :

ce qui démontre la formule du corollaire.

COROLLAIRE 2 -

Sous les hypothèses de la proposition, on a la formule :

(On rapprochera cette formule de celle du théorème 1).

Démonstration.

On a démontré que :

En tenant compte de ce que AH J on obtient, en multipliant les 2 membres de la
formule précédente à gauche par AH :

En soustrayant cette formule de la précédente, on obtient celle du corollaire.

La proposition suivante montre que les résultats du théorème sont applicables notamment aux
matrices B et C associées à une chaine normale ; elle précise d’ailleurs les résultats.

PROPOSITION 11 -

Les matrices B et C associées à une chatne normale sont des matrices potentiettes et satisfont en

outre aux équations :

pour 2 vecteurs P, y non négattfs (lorsque la mesure a est borné, 

Pour tout ensem ble fini non vide A de l’espace E des états et pour toute chatne normale, on a :

pour 2 vecteurs positifs portés par A, Av et wA tels aussi que :
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Ces vecteurs Av et w^ sont respectivement les uniques vecteurs portés par A tels que :

De plus on a :

et les c~ a, 1 sont par suite valables sur tout E.

Démonstration.
n 

Le lemme de Chung montre que pour tout f E N, la suite É P" f, 0 est une suiteÎ o 0 )
bornée ; l’hypothèse de normalité équivaut à la convergence de ces suites vers (- B f)
pour tout f E N. Il s’en suit que pour toute chaîne normale et tout f E N, on a :

c’est-à-dire que la matrice B satisfait à la condition (a) de la proposition. On remarquera de plus
que l’équation (P - I) B f = f entra1ne que :

Comme dans la définition de B :

les sommes du second membre sont non-négatives, le lemme de Fatou implique que :

on voit que : B P % B + I. Comme on doit avoir g B P = g B + g pour tout g E N’ puisque B possède
la propriété (a’) de la proposition, la matrice B + I - B P est nécessairement de la forme 1 ® ~3.

Remarque.

Dans le cas où lim P"+1 n’est pas nulle, c’est-à-dire dans le cas où a est bornée, le rai-
N-&#x3E;oo

sonnement précédent montre que B P  B + I - 1 ® a . Si a est normalisée par  ex, 1 &#x3E; = 1. En fait ,
comme on sait que dans ce cas B (i, . ) = a G; (. ), un calcul direct montre que a.

Ce qui précède suffit à montrer que le théorème 8 est applicable à la matrice B et montre
donc l’existence d’un vecteur Av unique porté par A, vérifiant la condition (1/) de la proposition et
tel que AH = B (II" - I") + 1 ® ~v. Comme (HA- lA) (. , j) E N pour tout ensemble A fini non vide

d’états et tout j J on voit d’après une remarque du début de cette démonstration que :

Comme (HA - I) Ej E N pour tout j, l’équation : (P - I) G~ = HA - I entra1ne avec l’hypothèse de nor-
malité que :

Mais d’après une formule précédente :
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et on obtient donc le dernier résultat énoncé dans la proposition :

PROPOSITION 12 -

Soit G une matrice potentiel. Pour tout sous-ensemble fini non vide A de E et tout vecteur g à

support fini, u = g AH est l’unique vecteur jouissant des propriétés suivantes :

1/ u = 0 sur 9 ;

2/u, 1 &#x3E; =  g" 1 &#x3E; ;

3/ il l existe une constante c tel le que u G = g G + c. a sur A. (La constante c a d’ ai t leurs la

valeur c =  g, cA 1 - G uA&#x3E; où UA est le vecteur d’équilibre associé à la matrice G dans le théorème8).

Démonstration.

Montrons d’abord que g AH a les propriétés indiquées. Comme AH IAc = 0 et AH 1 = 1, les pro-

priétés (1) et (2) sont évidentes. Des formules du théorème, on déduit que :

et donc que :

En remarquant que "u G = cA a sur A et que g G H’ = g G ’sur A, on obtient que :

Inversement soit u un vecteur jouissant des propriétés (1 - 2 - 3). La propriété (3) est équivalente, J
compte tenu de ce que a HA = a, à :

donc à :

En tenant compte de la propriété (2) ;  u, 1 &#x3E; =  g, 1 &#x3E;, cette équation équivaut encore à :

pour une constante c’ . Mais u " H-g AH appartient à NICNI (puisque u "H, 1&#x3E; _  u, 1 &#x3E; _  g, 1 &#x3E; )
et il résulte donc de (u"H - g "H) G = c’ a que u"H - g AH = c’ a (P - I) = 0. Enfin si u est porté par
A, on a : u = u "H et ce qui précède montre donc que u = g "H.

La proposition précédente peut être reformulée comme suit :

PRINCIPL’ DU BALAYAGE -

Soit G une matrice potentiel. Pour tout sous-ensemble non vide A de E tel que CA 1 0 et toute

fonction g à support f ini, il existe alors une fonction gA unique qui est portée par A et véri f ie
g"G=gG sur A.

La fonction 9. est donnée par :

e t on a :
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(la matrice entre {-} de cette dernière formule est nulle en dehors de A x A ).

3 - THEORIE DES FRONTIERES -

Pour tout sous-ensemble non vide A de E, désignons par C A le cône convexe pointé saillant
formé par les fonctions P lAc -harmoniques sommables pour la mesure soit :

Nous commencerons par montrer dans ce paragraphe que tous les cônes C correspondant à des
sous-ensembles f inis non vides de E sont isomorphes entre eux et admettent donc une représenta-
tion intégrale commune.

Remarque.

Il revient au même d’étudier le cône des fonctions P A- - harmoniques et celui des fonctions

IAC P - harmoniques. On vérifie en effet immédiatement que ces 2 cônes sont isomorphes par les

applications (inverses l’une de l’autre) g- lAC g du 1er cône sur le second et h - Ph du 2ème
cône sur le 1 er.

LENNE 13 -

, 

Une application h de E,dans [0, ao] telle que (P ) h  h et que 1 oci hi  oo (resp. = 0) est
A

nécessairement finie (resp. identiquement nulle) sur E.

Démonstration.

Pour tout j E E il existe au moins un entier n &#x3E; 0 et un état i E A tel que (P (i, j) a 0 ;
on a en effet :

Il s’en suit que si h est finie (resp. nulle) sur A, on a, sous les hypothèses du lemme, h (j)  00

(resp. = 0) puisque :

14 -

Quel que soit l’ensemble A non vide, il n’existe pas de fonction bornée f distincte de 0 telle que

(P IAc) f = f.

Démonstration.

Comme l’égalité f = (P IAc) f entraine quel on a : 1 f 1 «P f  c. (P lAc)n 1 si

1 f est majorée par c. Or lim n î oo (P 1 = 0 car dans la décomposition de Riesz de la fonction 1 quiA

est P lAC sur-harmonique, soit :

le premier terme vaut déjà P AH 1 = 1.

Etablissons alors l’isomorphie de la famille de cônes (C A, A Posons auparavant :

PROPOSITION 15 -

Si A et A’ sont deux sous-ensembles finis non uides de E, il 1 correspond à tout élément 
A 

un

élément et un seul de CA’, soit UA’,A (h), tel que (h) - h E (E). L’application u ainsi défi-
nie est un isomorphisme de C A sur CA’ pour les structures vectorielles, ordonnées et topologiques de ces
cônes ; on a de plus:
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pour tout h E CA. Enfin, 0 UA’,A si A, A’, A" sont trois sous-ensembles finis non vides de
E et uA, A est L’identité sur CA pour tout A.

Démonstration.

Commençons par considérer deux sous-ensembles finis non vides A et A’ tels que A C A’. La

double formule suivante est alors facile à établir par récurrence sur l’entier n&#x3E; 0 :

En effet, cette formule est évidemment valable pour n = 0 et si elle est exacte pour la valeur n

du paramètre, il suffit de multiplier à droite (resp. à gauche) les termes de la première (resp .
2ème) ligne par P IAc = P IAlc + P pour obtenir la formule pour la valeur n + 1.

Par sommation sur n, on déduit d’abord de ces égalités que ·.

Ensuite si h est P IAc-harmonique, l’inégalité (P IA’c) h ~ (P h = h montre que (P h décroit

en n et la première formule du début entraine que la limite lim l (P h, qui est P 
N-&#x3E;oo

nique, vérifie l’égalité :

Semblablement si h’ est P harmonique, l’expression (P h’ crolt avec n puisque :

et la deuxième formule du début montre que :

la limite lim + (P h’ est par suite finie et donc P -harmonique.n î oo CD 

P ,A-

Si h est alors un élément de C A dont la décomposition de Riesz est donnée par :

C

où h o est P IAc-harmonique, associons lui l’élément u (h) E C"’ défini par sa décomposition de

Riesz :

Il est clair que u est une application linéaire et positive de CA dans CA ’ et les formules du début

montrent que :

On en déduit d’abord que l’application u est continue pour les topologies sur C" et C A~ de la conver-

gence ponctuelle ; le second terme du second membre de la formule précédente ne dépend en effet
que des valeurs de h sur l’ensemble fini A’ n 9. En remarquant que :
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on déduit ensuite de la formule précédente que h - u (h) E Z°° puisque :

L’élément u (h) de C"’ est donc l’unique élément de C~’ tel que u (h) - h puisque si f E vé-

rifie f - h E Zoo, on a u (h) - et par suite u (h) - f = 0 (lemme 2).

Semblablement si :

est la décomposition de Riesz d’un élément de associons lui l’élément u’ (h’) de CA défini par
sa décomposition de Riesz :

Il est clair que u’ est une application linéaire et positive de CA ’ dans CA et les formules du début
montrent que :

On en déduit que u’ est une application continue de CA~ dans CA. Comme :

Il est clair que u’ (h’) - pour tout h’ E Cette deuxième propriété entraine déjà que les
applications u et u’ sont inverses l’une de l’autre et par suite établissent un isomorphisme des
structures vectorielles, J ordonnées et topologiques de C~ 

A 
et C’ . En effet pour montrer que u’ o u

se réduit à l’identié sur CA, on remarquera que pour tout h E CA :

et par suite, en vertu du lemme 2 que u’ o u (h) = h ; pour une raison analogue, u o u’ est l’iden-
tité sur CA’.

Enfin le calcul suivant montre que :

et donc aussi que :

Si h’ 1 E on a en tenant compte de ce que

Ce qui précède établit l’existence et les propriétés de l’isomorphisme de CA sur CA’
lorsque AC A’ et aussi lorsque A’C A. Si A et A’ sont ensuite deux sous-ensembles finis non

vides de E dont l’un n’est pas inclu dans l’autre, la formule :
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définit manifestement un isomorphisme de CA sur CA’ ; on a, de plus .

ce qui caractérise entièrement dans 

Enfin pour achever la démonstration de la proposition, il reste à vérifier l’identité :

il suffit à cet effet de remarquer que :

pour voir que ne peut être différent dans C~" de uA", (h).

Le Théorème de représentation intégrale du paragraphe II. 2 est applicable au cône C~ des
fonctions sur-harmoniques intégrables pour la mesure lA. a (A ensemble fini non vide). De
plus la proposition précédente montre que les divers cônes C~ sont isomorphes entre eux et il est

clair alors que les ensembles d’éléments extrémaux des bases h : h E hi = 1 de ces

cônes sont encore isomorphes entre eux. Parmi ces éléments extrémaux on trouve les fonctions

K"(, , j) (j E E) qui vérifient UA’,A [K^(. , 1 j)] = KA’ (. , j) ; il est donc possible de noter K(. , 1 s) (s E S)
les autres éléments extrémaux de ces bases en imposant à ces paramétrisations de vérifier :

La formule [K~(. , x)] = KA’ ( . , x) (x E E + S) que l’on a ainsi établie et les propriétés de
continuité de impliquent que la topologie métrisable sur E + S définie comme la moins fine des
topologies induisant sur E la topologie discrète et rendant continues les fonctions sur E +’S
(i E E) ne dépend pas de l’ensemble A choisi pour la définir. On a ainsi démontré la première
partie du résultat suivant où l’ensemble A est comme toujours supposé fini et non vide :

Toute fonction P lAc - sur-harmonique (resp. harmonique) f admet la représentation unique :

est une mesure positive bornée sur E + S (resp. portée par S); de j. 
A E+S

sement, la formule précédente définit une fonction sur-harmonique (resp. harmonique) dès que v est une

mesure bornée sur E + S ( resp. portée 

Enfinona:

quels que soient les ensembles finis non vides A et A’.

Pour montrer la 2ème partie du résultat précédent, il suffit d’établir que :

puisqu’il en résultera alors que :

pour toute mesure positive bornée v sur E + S, c’est-à-dire que l’image par u"~~" de la première
intégrale est égale à la seconde. Il suffit même d’établir ce résultat lorsque A C A’ . Or, dans
ce cas, d’après une formule de la démonstration de la proposition précédente, il résulte de

[KA(. ~ x)] = K"~ (. , x) que :
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D’autre part, d’après la démonstration du lemme 1, il existe des constantes Ci (i E E) telles que

ex j hj dès que h E on en déduit l’inégalité :
A 

et donc une majoration de ~~ K" (. , x) - KA(. indépendante de x (x E E + S).

Remarque.

Le Théorème de représentation intégrale précédent montre que les cônes C~ et le cône

des mesures positives bornées sur E + S sont isomorphes pour les structures vectorielles
et latticielles. Cet isomorphisme sera également topologique si on munit S) de la topologie
faible induite par l’ensemble ~K"(i, . ), de fonctions continues bornées. (Remarquons encore
que l’espace vectoriel de fonctions continues sur E + S engendré par les fonctions (K"(i, . ), i E E)
ne dépend pas de A en vertu des formules du début de la proposition ; cela montre directement

que la topologie définie ci-dessus sur + S) ne dépend pas de l’ensemble A choisi).

Les résultats qui précèdent permettent encore de donner une représentation simple des fonc-
tions P-sur-harmoniques sur un sous-ensemble de E de complémentaire fini.

PROPOSITION 16 -

Toute fonction f &#x3E;.0 vérifiant l’inéÉalité Pf x f sur le complémentaire AC d’un sous-ensemble fini
A de E admet la représentation :

où v est une mesure positive bornée sur E + S qui peut-être choisie indépendamment de l’ensemble fini A
(tel que A){fPf}).

Démonstration.

La fonction f est IAc P-sur-harmonique par hypothèse et admet donc la décomposition de

Riesz :

où f’ est la composante 1 AC P-harmonique de f. La fonction Pf’ est alors la composante P IAc-
harmonique de Pf puisque de P)" f = (PI AC) 

n Pf il résulte, en faisant tendre n î oo, que .

En utilisant la représentation intégrale de Pf’, on obtient que :

pour une mesure positive bornée v’ sur S. Pour voir que v’ ne dépend pas de l’ensemble A mais
seulement de la fonction f, il suffit de remarquer que si A C B on a :

En décomposant d’autre part la fonction f - IAc Pf en la somme des deux fonctions positives
lA f et lAc (f - Pf) = lAC (f - Pf)+, on voit que :



85

En posant v = v’ sur S, = (f-Pf)+. a sur E et en additionnant les formules obtenues, on obtient la
formule de la proposition ; de plus la mesure v ainsi définie ne dépend pas de A.

4 - MATRICES POTENTIEL (suite) -

Nous concluons cet exposé en appliquant la théorie des frontières développée au paragraphe
précédent à l’étude d’une classe particulière de matrices potentiels. Auparavant remarquons que
les formules :

sont valables sur E, lorsque x E E, en vertu des définitions. Lorsque x E S, nous les adopterons
comme définitions de GA(. s) et H’(. s) (s E S) à partir de Ka(. , s), en convenant aussi de po-
ser a(s) = 1 pour tout s E S.

THEOREHE 17 - Pour tout x EE + S, la formule :

définit une matrice potentiel G(x) jouissant des propriétés supplémentaires : .’

De plus, toutes les matrices potentiels G jouissant de ces propriétés (a - b) sont données par la formule :

où v est une mesure de probabilité arbitraire sur E + S (univoquement déterminée par G). Pour que
PG = G+ I il est nécéssaire et suffisant que v soit portée parS,

Nous commencerons par démontrer le lemme suivant qui est à proprement parler un corol-
laire de la proposition 16 :

18 -

Toute fonction f à 0 telle que Pf . f + Ek (resp. Pf = f + ek ) pour un k fixé, est de la forme :

pour une probabilité 4 portée par E + S (resp. S) et univoquement déterminée par f.

Dé,~nonstration du lemrne.

Comme Pf  f sur et comme {k~H(i, . ) = l~k , 1 il existe une mesure positive et bornée v

sur E + S telle que :

Comme :

et comme 1 il en résulte que :
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Par suite f v (dx)  a(k) ; comme on peut changer la valeur de v en k sans changer f puisque
{x#k}

K { k }( . , k) = 0, on pourra supposer que :

Il reste alors à poser 03BC = (1 /ce (k)) v pour obtenir la formule du lemme.

Démonstration du théorème.

Les matrices G satisfaisant aux conditions (a - b) du théorème (qu’elles soient matrices po-
tentiel ou non) sont, d’après le lemme précédent appliqué aux fonctions G(. , k) (k G E), J les ma-
trices admettant la représentation :

pour des probabilités pj définies sur E + S. De plus, pour que PG = G + I, il faut et il suffit que
les probabilités 03BC j soient portées par S.

Lorsque 1 f j, la formule précédente peut encore s’écrire :

et il s’en suit que l’on a sur { j, j’ } ‘ :

Cette formule et le résultat de la proposition 15 montrent que la matrice G vérifie la condition
Gf pour tout f E N (espace des fonctions à support fini telles que  a , f&#x3E; = 0) si et seulement
si les mesure 03BCj ne dépendent pas de j.

D’autre part, la formule :

peut se réécrire sous la forme :

et on en déduit que les matrices G admettant la représentation ci-dessus sont telles que :

Par suite, pour que la condition : (P - I) Gf = f pour tout f E N soit satisfaite, il est nécessaire et
suffisant que l’on ait pour tout i, j, j’ E E, c’est-à-dire que les restrictions à E des

probabilités Il. soient indépendantes de j.

On déduit immédiatement de ce qui précède qu’une matrice G satisfaisant aux conditions (a - b)
du théorème vérifie la condition (a) de la proposition 8 (c’est-à-dire est une matrice potentiel) si
et seulement si dans la représentation du début les mesures Ilj sur E + S ne dépendent pas de j .

Le théorème 9 est applicable aux matrices potentiels G(x) définies dans le théorème précé-
dent. La proposition ci-dessous montre que les vecteurs u/ introduits dans ce théorème relative-
ment à G(x) vérifient :
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PROPOSITION 19 -

Pour tout sous-ensemble fini non A de l’espace E des états et pour tout x E E + S, on a les

relations matricielles :

Le vecteur HA(., x) 1 est porté par A, vérif ie :

et est tel que :

pour une 0. De plus, il n’existe pas d’autre vecteur u porté par A, tel que  a, u&#x3E; = 1

et que G(x) u soit constant sur A.

Démonstration.

Soit j un état de A. La formule :

que l’on a établie dans la démonstration de la proposition 15 peut aussi s’écrire :

ou encore J en utilisant la définition de G(x) :

Par restriction à A, et compte-tenu de ce que 1 A P H = IIA cette formule montre que l’on a :

Or, J le théorème 9 montre que le 1er membre de la formule précédente est de la forme a

1
sur E x E pour un vecteur uf porté par A ; il s’en suit donc que u/ = H"(. , J x) a(x) sur E et que

la 1ère formule de la proposition est valable sur E x E.

Par restriction à AC J et compte-tenu de ce que IAc P" H = IAc ~H la formule ci-dessus montre
que l’on a :
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or, le théorème 9 montre que le ler membre de la formule précédente vaut -GA + (G(x) a

sur E x E où le vecteur (G(x) u’ - cA x 1) s’annule sur A ; il s’en suit donc que : 
~ ’

sur E et que la 2ème formule de la proposition est valable sur E x E.
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