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ANNALES
DE MATHÉMATIQUES

DYNAMIQUE.
Sur la théorie des forces centrales ;

Par M. AMPÈRE , de l'Académie royale des sciences, etc.

I. iJA théorie des forces centrales , comme la dynamique elle-

même , dans son ensemble , se divise en deux questions distinc-

tes , suivant qu'on donne les lois du mouvement , pour en dé-

duire la cause qui le produit , ou qu'on part , au contraire , de

l'expression de cette cause , supposée connue , pour en déduire , à

un instant quelconque , la position du mobile et la nature de la courbe

qu'il décrit. L'un et l'autre problèmes se résolvent par la même

formule ; mais le premier est le plus simple , puisqu'il n'exige

que l'emploi du calcul différentiel , tandis que , dans le second ,

les intégrations sont nécessaires. Déjà dans un précédent arîicle (*) ,

nous avons établi les bases de la théorie des forces centrales :

(*) Annales , tomu XX , pag.
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la note ac*uelle est destinée à compléter l'article cité. Nous y

considérerons le mouvement d'un corps attiré vers un point fixe

par une force qui décroît en raison inverse d une puissance n

de la distance , et nous donnerons l'analyse complète xles trois hy-

pothèses «—2 , rt—— I , 71=3.
II. Nous supposons le mobile M , dont la niasse est prise pour

unité , attiré par la force — vers le point fixe O , où nous pla-
çons l'origine des coordonnées polaire ; en sorte que la droite
CM—r fait avec Taxe fixe OX un angle o>. Les quantités co , r
déterminent la position du nubile dans le plan où il se meut ;
lequel plan n'est autre que celui qui passe à la fois par le cen-
tre O et par la droits quelconque suivant laquelle est dirigée la
vitesse initiale.

Cela posé , Taire décrite dans l'instant dt par le point m , c'esî-

à-dire, le triangle dont la surface est , et qui est compris

entre deux rayons vecteurs OM , O\ï' , infiniment voisins , menés
aux positions de ce point qui répondent aux temps i , /-4-d/, cette
aire , dis-je , est proportionnelle à d/ par un théorème cofmu ;

on peut la reprévsenter par le produit — de àt par la constante

— . On a ainsi légalité

(0 r*d<o = cdt . .

On sait, d'autre part, que l'expression en différentielles delà
force centrale a été mise par M. Binet sous la forme

\oy . l'ailicle cité, pag. 54.



DE DYNAMIQUE. 3
Lorsque Ton connaît la courbe parcourue par le point M , et

r équation de cette courbe —=^(co) , il est facile de trouver li

et d'arriver à la loi que suit l'attraction quand la distance du
point M au centre augmente ou diminue. C'est ainsi qu'on dé-
montre , en s'appuyant sur une des lois de Kepler , que l'attrac-
tion universelle décroît en raison inverse duquarré delà distance.
Nous ne reviendrons pas sur ce sujet dont nous avons traité d'une
manière suffisamment étendue dans l'article cité. Nous considére-
rons présentement la question inverse. Ici R est une fonction don-
née de r et Ton veut connaître la dépendance réciproque des quan-
tités r , co , t , c'est-à-dire , avec la nature de la courbe décrite,
la loi continuelle de la vitesse et le lieu du point M , pour un
temps t pris à volonté. Nous ferons plus tard l'hypothèse parti-

culière Rz=z—-\ mais, dans les premiers calculs, on peut laisser

R quelconque.

III. D'abord en faisant r = — , l'équation (2) devient
z

ou bien

— — c^~c* —

Multipliant par zdz et intégrant , en observant que 2C1Z—-

= d f — ] , on obtient
\ d* /

f Ràz , , / àz y

cf étant la constante arbitraire, Cette équation donne ,, a son tour ,
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—càz

et il suffit d'intégrer de nouveau les deux membres pour avoir <o,
IV. Les quantités c , cf dépendent des condiiions du mouve-

ment, initial , ou plutôt des conditions du mouvement à une épo-
que donnée quelconque , prise pour origine des temps. Ainsi nous
admettons que pp est la vitesse qui répond à une position déter-
minée de M , pour laquelle on suppose à r la valeur particulière
ro , et nous représentons par 9 l'angle que fait la direction de la
vitesse v0 avec ce dernier rayon vecteur, v^ , r0 et 8 étant con-
nus , on en déduit c , c'* En effet , on peut décomposer la vi-
tesse vo dans les deux vitesses partielles poSin.ô , roCos.0 , dont
la seconde est dans le sens du rayon vecteur , tandis que l'autre
lui est perpendiculaire. Donc *»od/Sin.0 , *\d*Cos.0 sont les espa-
ces infiniment petits que le mobile , dans l'instant àt , parcourt
suivant ces deux directions ; et comme ces espaces sont aussi
exprimés respectivement par rodcoo et dr0 , on en conclut

=p> d/Cos.0
o

II est facile de comprendre qu'on met ro , dcoo , àro parce que
ces quantités se rapportent à une position particulière du point
M , et qu'on laisse pourtant àt , au lieu de mettre d/o , parce
que t étant la vaiiahle indépendante , sa différentielle €st cons-
tante , d'où. d£=d/u .

En combinant avec l'équation ( i ) la première des deux égalités
qu'on vient décrire , on a cette valeur de c

c ~ ^o
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JDe plus , c' est donné par l'équation intégrale

laquelle t à cause de

i âz T dr â f Râz
~-, ., ___ ____ —— | . » _____ ——~- ——

r ' dm r* àa* cdt '

devient

âz C^
* J f

qui est vraie pour toutes les valeurs de / , eî qui subsîsîe , par
conséquent, à l'extrémité du rayon ro. Faisant donc r = r o , et met-
tant pour c sa valeur , il vieut

ou , plus simplement t

Ainsi , voilà c et cf exprimés en pa , ro et 0. Il est inutile d'a-
vertir que la notation JoRàr exprime l'intégrale fRàr dans la-
quelle on a fait r=ro.

V. Tout cela a lieu quelque soit R. Quand iîcr — =pzn , on a

ainsi

(3)

équation où
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L'intégration qu'on doit effectuer pour avoir co n'est pas possi-
ble en général. Nous nous contenterons d'examiner les trois cas
très-distincts /2 = 2 , nz=z—i , « = 3 , dont le premier est celui de
la nature.

VI. Eu posant « = 2 , l'équation (3) devient

càz càz
dco=r— •

on en tire

MX \rcf— I cz 1

cz-^
rArc Cos.= î_

On peut , sans nuire à la généralité de cette équation , annuler c/;
 3

car cela revient à choisir d'une manière convenable la direction
de la droite fixe OX. Il viendra alors

i

z
,co

équation d'une section conique quelconque, dont le foyer est au
point fixe O d'attraction. Cette équation est en coordonnées polai-
res ; mais on ramènera les coordonnées rectangulaires x et y, sï

Ton fait oMzrrCos.co , ^\=rSin.o>. D'abord , Cos.co étant égal à —,

on a
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De là résulte

d'où Ton voit nettement , puisque le second membre est une fonc-

tion rationnelle de l'abscisse , que le point O est un foyer de la

courbe. A présent, comme r=\/ ^-{-y* , il vient

Faisant dîsparaîfre le premier radical par l'élévation des deux mem-

bres au quarré , ou donnera à l'équation la forme suivante :

elle deviendra 9 en effet ,

de sorte qu'on aura

et la section conique sera une ellipse , une parabole ou une hy-

perbole , suivant que le coefficient N sera positif, nul ou négatif.

Or . comme ce coefficient dépend de c , il faut se rappeler

qu'un a , par les équations (4) ,

à cause de n~i. Donc
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i.° N est négatif et la courbe hyperbolique soit quand on a

| i<o , ce qui répond à une force centrale répulsive, soit quand

p est positif, mais plus petit que —— . Il faut donc que le rap-

port —— , qui est la valeur initiale de la force centrale t soit
r o

plus petit que la moitié du quotient — , quotient qui exprime
7*0

la forte centrifuge produite par la vitesse vo sur un cercle dont
le rayon est égal à rQ ;

2.° N est zéro, et la courbe parabolique, lorsque = — ;
r 2

o 27-o

la valeur initiale de la force centrale est alors exactement moi-
tié de la force centrifuge dont nous venons de parler , et l'action
du point fixe est essentiellement attractive ;

3.° Enfin N est positif , et la courbe elliptique , quand la force

centrifuge —- est à son tour au-dessous de -^-. Quant à l'angle

9 , il ne fait rien au genre de la courbe et n'influe que sur ses
dimensions.

Ainsi , en résumé , on a trois cas divers. La courbe est

Infinie, avec des asymptotes, quand ?8
O> — ,

r®

Infinie, sans asymptotes, quand p* o=— ;

Finie et limitée , quand ^o
a < — ;

V. Nous avons déjà retrouvé deux des lois de Kepler , savoir:
1.° Les planètes se meuvent dans des courbes planes , et leurs

rayons vecteurs décrivent, autour du soleil , des aires proportionnel-
les aux temps. Cette loi résulte de l'équation r2du=:cdt.

2,.° Les orbites planétaires sont des ellipses dont le soleil occupe
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vn foyer» Nous venons de prouver que la courbe est une section
tonique. Si les planètes décrivent des ellipses , c'esl que la con-

di ion ^ 2
#< — est satisfaite pour elles. Mais rien ne prouve qu'il

n ' j ait pas des comètes décrivant des paraboles ou des hyperboles.
Preste à prouver que

3.° Les quarrés des temps des révolutions des planètes autour du
sol il sont comme les cubes des grands axes de leurs orbites.

Pour cela nommons T le temps employé à faire une révolution
complète , et A 1 aire totale de l'ellipse. L'aire parcourue dans le

A? t
temps àt sera donc ; et , comme on Ta représentée ailleurs

par -— , il résulte de ce rapprochement £ = — - . Pour ca lcu ler^ ,

il faul connaître les demi - axes a et b de l'ellipse. II faut donc
recourir à l'équation

jr=r

o i cf est négatif à cause de c /r=p s
o—— et de la condition

#>%< nécessaire dans l'ellipse. Mais on sait , d'autre part , que

le rayon vecteur , en fonction de l'abscisse x' ou x-\-\/a2—ùa ?
comptée du centre , est

donc

ce qui revient a

Torn. XXII.
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bx—XV a1—L2

7"nzr . #

a

On obtient . par la comparaison de ces deux valeurs de r ,

*L=£L et
a p

—z=^Ê/ 14 .
a r p*

On tire de la première équation

donc

A

et comme nous ayons trouvé

zzzœab=z<z&c SX —

nous en conclurons

Pour une autre planète où le demi-grand axe a se change en
a' et le temps T en T* , on a de même

Ainsi

: T% : : a3 :

c'est-à-dire que les quarres des temps des révolutions des planètes
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sont comme les cubes des grands axes , conformément à la loi
cîîée de Kepler.

VI. L'équation

t V

confient , dans son premier membre , l'excentricité de l'ellipse que
Ton désigne ordinairement par e. On a , de la sorte ,

donc

tandis que , par Tautre égalité b=c^/ — , on trouve

Ces deux valeurs de p devant être identiques , il faut poser

y— *

y~ï^~&

Ainsi

/

Cette valeur de cf joinle à celles-ci

2 A ?-*-n1)

C=~T
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déterminent les deux constantes c , cf et l'attraction fx à la dis-
tance i lorsque Ton connaît les deux demi-axes de l'ellipse et U
temps T dune révolution.

VII. Nous allons examiner , en second lieu, ThypotLèse n^r — i.
Ainsi la force centrale R est proportionnelle à la distance et re-
présentée par p.r. L'équation (3) devient donc

càz

ou
z(\z

ce qui peut s écrire ainsi

dconr: —

En intégrant et nommant cu la constante arbitraire 5 on trouve

c'

û>=— Arr ,S in t -— 2Ly'

donc

Sl_lL Sin.2(<o—c") .

Si l'on remplaçait z par — , on aurait l'équation de la courbe
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en coordonnées polaires , et il serait aisé de reconnaître l'équa-
tion dune section conique ayant un centre coïncidant avec le
point O. Mais on peut également trouver une relation entre les
coordonnées x , y*, rapportées à deux axes rectangulaires, ayant
leur origine au point fixe. On disposera pour cela Taxe des x de
manière qu'on ait

c'est-à-dire qu'on dirigera la droite OX de telle sorte qu'elle fasse
avec celle d où partent les arcs co un angle c°'. Cela admis , on
aura

et 5 par conséquent , l'équation de la courbe sera

i—__ ? = 1 •

Elle représente évidemment une section conique rapportée à son
centre; savoir: une ellipse quand p. est positif, c'est-àdire , quand
la force centrale est attractive , et une hyperboîe quand p est négatif
et la force centrale répulsive. La courbe a son centre à l'origine
parce que x et y n'entrent pas au premier degré dans l'équation.
A cause cle l'égalité des coeffieiens de x7 et y? elle est rapportée
à deux axes placés symétriquement de part et d'auîre de l'axe
principal , et formant avec celui-ci des angles égaux à la moitié

d'un droit. Quand uz=z— le terme en xy disparaît , et l'ellipse

devient un cercle dont le rayon est -—r~- . Dans tous les cas, les

équations (4) , en y faisant nzzz,— i , déterminent c et cf par les
conditions initiales du mouvement , et la constante cfl se calcule
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au moyen de la valeur coo de o> qui répond à r=ro. Il suffit
de faire , à la fois , co=coo , m ro , dans l'intégrale en a> , r qui
est l'équation polaire de la trajectoire.

VIII. Passons à l'hypothèse beaucoup plus compliquée n = 3 )
c'est-à-dire, supposons la force centrale en raison inverse du cube

des distances et ayant pour expression -y . L'équalion (3) devient

alors

c<\z

Mais , comme on peut prendre le radical avec le double signe
+ f nous supposerons que do> est positif. Il est clair d'ailleurs
qu'on peut , à volonté , changer le signe de dco , en comptant
les angles co à partir du prolongement de la droite de laquelle
on les comptait d'abord» Eu conséquence l'équation qu'il s'agira
d'intégrer sera

et on trouvera que les équations (4) donnent

Telles sont les bases de la discussion détaillée dans laquelle
nous allons entrer sur les cinq cas que le problème peut offrir.

IX. Premier cas, Tant que p. estplus petit que c* = ^2
or

2
oSin.*0 , ce

qui le rend , à fortiori , plus petit que t>2
or

2
o , le coefficient de s3 ,

savoir 4u—c* est négatif, mais ia valeur de cf est positive , puis-
qu'elle peut se mettre sous la forme ———— . Alors on a



DE DYNAMIQUE. i5

-•- y
et Ton obtient , par l'intégration ~

o>— ~=== Arc. (Sin.r=

et , par conséquent,

G'

En n'ajoutant pas de constante , les o> seront compies de la
droite pour laquelle on a ^ = o et r = oo . C'est la supposition que
nous admettons ici. On tire ensuite de là valeur de œ celle de r ,
savoir :

Soient fait

la constante /0 sera toujours moindre que l'unité , pour des valeurs
positives de j^ , et la valeur de r deviendra

r=:

II s'agit de construire cetîe équation.
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Soit OB ( fig. i ) la droite à partir de laquelle se comptent les

angles, qui répond , d'nprès ce que Ton a vu , à o> = o , r = oc .

Cette valeur infinie de r donne lieu de chercher s'il n'y a pas

une asymptote de la courbe parallèle à OB. Or , si Ton mène la
k

droite CG , normale à OB et d'une longueur égale à , puis qu'on

ùve par le point G une parallèle GH à OB , la ligne GH sera

lasymptote en quesiion. Pour s en convaincre il faut prendre un

point M sur la courbe , abaisser la perpendiculaire MP sur OG ,

et faire voir qu'à mesure que l'angle MOS = co diminue et se
Qp

rapproche de zéro , le rapport r , qui est toujours au-dessous

de l'unité, se rapproche indéfiniment de i qui eu est la limite } ea

sorte qu'il est rigoureusement i pour oo~o.

Or , on a , par l'équation de la courbe ,

et , par conséquent

Quand o> est infiniment peiit , le second membre devient —

k
= —=OG , qui est ainsi la limite de la longueur OP. D'ailleurs,

P
ayant de s'évanouir , co prend de petites valeurs pour lesquelles

P
an

on peut supposer

et comme p est moindre que l'unité , en restant dans r

de [x positif , à laquelle celte figure s'applique , le rapport -^r—
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csf aussi plus petit que — , et par suite ~ e s t moindre que
r r ^ p c Sin-p*

k
— , On yoit par là que la droite GH est , en effet , une asymp-

tote de la courbe qui a vraiment l'aspect qu'indique la figure.

X. Le minimum des valeurs de r répond à l'angle co—BOD
r = — ; elle est OD=k. Au point D la tangente est normale au
rayon vecteur. Il est naturel de compter les angles à partir de
la droite OD. Or, il suffit pour cela de nommer ces angles co'et

de poser oo=r —^ryyf. Voici donc l'équation nouvelle de la courbe

_ •zzzkSécp'j*'

On voit que la valeur de r ne dépend pas du signe de c*>;'. Par
conséquent , la courbe est symétrique de part et d'autre de OU,
Deux droites inclinées également des deux côtés de cet axe ré-
pondent à des rayons vecteurs égaux , et si l'on prolonge l'asymp-
tote GH , jusqu'au point T où elle rencontre la direction OD ,
puis qu'on fasse l'angle OTG'znrOTG , il est manifeste que TG ;

sera une seconde asymptote ; ce qu'on vérifierait en observant que

r devient infini pour u>i=—. Ceci prouve de plus que 2cy~- —

suB-f 2 — — j , quantité toujours moindre que 2tzr , est l'expres-

sion de l'angle GTG7.

On a pour valeur de p , /?= 8/ i—— . Si 4a = |- , p~ — \ donc

G7J= — ; de sorte que les deux asymptotes forment entre elles

un angle droit. Elles sont parallèles si p = | c 2 . Enfin , pour
p>±cz , la trajectoire se coupe elle-même , en formant d'autant
plus de nœuds que p est plus grand.

Tom. XXII. 3
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XI. Au reste , la courbe représentée par l'équation

r==

peut être algébrique ou transcendante , en coordonnées rectangu-
laires. Elle sera évidemment algébrique si p est une fraction ra-
tionnelle. Soit , par exemple , p.= J[c2 , p=^ ) donc

On passe des coordonnées polaires r , co/ aux coordonnées rectan-
gulaires qui ont la mêmç origine , et où OD est Taxe des x » ea
posant

,r=rCos.a>' , j^rsrSin.co'

ce qui donne , pour l'équation transformée ,

, ks/î

d'où il est aisé de déduire

équation du quatrième degré mais facile à construire , parce
qu'elle est résoluble comme équation du second degré , soit par
rapport à x, soit par rapport à j ^ 2 .

La valeur de y est
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elle fait retrouver les deux asymptotes ; car , pour x infini , elle
donne yz=.-^_ik. Ce sont s en effet , les valeurs de y qui corres-
pondent aux deux asymptotes parallèles à Taxe des x , à une dis-

k
tance de chaque côlé de cet axe — qui . quand p^=~ . est égale

à di.
En prenant le radical t/o;2-t-8A;a avec le signe — , on a une

branche de courbe fermée , pour x=z±hi e t qui ne donne y réelle
que pour des valeurs de x comprises entre les limites -\-k et —k.
Pour x—o , on a pour ces branches y~k\/~^<2k et^=—/^KT.
Ces valeurs répondent clairement à deux points doubles. La par-
tie fermée vient de ce que l'équation ne contenant que des puis-
sances paires de x , reste la même lorsqu'on y change x en —x.
C'est le résultat de la rencontre de deux courbes à branches in-
finies. La forme totale de cette courbe est donc telle que la re-
présente la figure 2.

On trouverait , par une discussion semblable , que , pour la va-
leur fjt=-|-c2 , la forme de la courbe est celle qu'indique la fi-
gure 3.me

XIL Reprenons l'équation générale

dco=:

et voyons comment on en déduit le temps employé à parcourir
un arc de la courbe.

Pour cela il faut restituer — au lieu de z ; d'où Ton a
r

-. car

D'ailleurs , par le principe des aires , dco= — ; donc



2 0 PROBLEMES

I c'râr

J V p—c*+c'r*

Si l'on intègre entre les limites rz=rt et r~rt on aura , par
conséquent ,

Cette valeur est générale ; elle convient à une hypotlièse quel-
conque sur p. , aussi bien qu'à la supposition p<£2 adoptée jus-
qu'ici. Pour p-=c2 elle se simplifie beaucoup et donne

Alors !e temps / est constamment proportionnel à la différence
des rayons vecteurs menés de l'origine O aux extrémités de Tare
parcouru pendant ce temps par le point mobile. Nous reviendrons
au resîe , tout à l'heure , sur l'hypothèse p=c*. Il nous, reste ,
pour le présent, à faire observer que . bien qu'on ait, dans ce
qui précède , regardé jx comme positif, c'est dans ce premier cas
de u < £2 que rentre celui de p négatif. Seulement la courbe , qui
se construit toujours de même, tourne alors sa convexité du coté
du centre O. Il est aisé de s'assurer que cette circonstance tient

à ce qu'en changeant p en —p. , p devient —f.lT^., et surpasse
0

toujours rumlé.
Enfin si l'on veut , pour différentes valeurs de j* et consé-

quemmeiH de p , comparer entre elles les trajectoires de différens
points matériels dont les asymptotes et par suite la direction, à
partir de l'infini , soient les mêmes , il faut y introduire ( fig.

/*i , r c ) O G z — , qui a la même valeur pour toutes les courbes,
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au lieu que la longueur OD = ^ varie de l'une à l'autre. On fer»

k
donc — — b , alors k=pb , et

P

XIIT. Deuxième cas. Cette forme d'équation est très-appropriée
au deuxième cas où f*=re2. Elle inonîre manifestement comment
cette hypothèse se lie à la précédente. En effet , à mesure que

£*—p diminue et se rapproche de zéro , le nombre p— — - — ^
c

diminue de son côté et devient infiniment peîit. On a donc à la
limite Sin.poy—poy , et

C'est Téquation de la spirale hyperbolique dont l'asymptote est tou-
jours éloignée du centre de la distance b , comme pour toutes les
courbes comprises quel que soit p , dans l'équation générale

La spirale hyperbolique fait une infinité de circonvolutions avant
qu'on ait r ^ o ; et , en tenant compte des valeurs négatives de o>,
on îrouve une autre branche de mérne asymptote , dont la com-
binaison avec la première engendre une infinité de nœuds.

Néanmoins la formule

que nous avons trouvée dans le numéro précédent pour exprimer
le temps employé à parcourir un arc de la courbe } donne , quand
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on fait r2=ro, quel que soit r, , une valeur finie ~~. Donc

le temps nécessaire pour parvenir au centre , d'un point quelcon-
que de la trajectoire , en parcourant un arc infini , est limité et
proportionnel au rayon vecteur du point de départ.

XIV. Troisième cas. Lorsque j* devient plus grand que c*zrzv*or*Q

Si:i/Ô . et que pourtant il reste au-dessous de ^V*a
o la valeur de *

c;, savoir :

est positive , tandis que celle de c2—éa est négatire.
En mettant alors la valeurs de dco sous la forme

àz

et posant

on aura

âz

Intégrant et nommant \cu la constante arbitraire , il viendra

En désignant par e la base des logarithmes népériens et pas-
sant des logarithmes aux exponentiels , on trouve
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et à cause de

an a aussi

En ajoutant ces deux équations et divisant par 2 , il vient

Si l'on veut , comme précédemment, compter les co de la droite
pour laquelle r=sco et z~o , z et co étant nuls ensemble , on a

' " = 7 ?

d'où résulte

2k

et , par conséquent ^

Voiii la construction géométrique de cette valeur de r.

Soit OB ( fig. 4 ) la droite à partir de laquelle on compte les
angles , répondant conséquent ment aux valeurs œzz^o , r^zoo ;
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k

parallèle GH à OB , à la dislance OG = — est l'asymptote de la
courbe. En effet , si Ton prend un point M sur cette courbe ,
et qu'on mène la normale MP à OG , le pied P de la normale
s'approchera indéfiniment du point G qui en est la limite et pour
lequel MP et r deviennent infinis. En effet ,

or , en développant en séries les sinus et les exponentiels , et pre-
nant co très-petit > la valeur de OP se réduit à

k
Or , cette valeur est inférieure à — ; mais elle s'en approche in-

p

définiment à mesure que co tend vers zéro ; de sorte que , quand
<o est rigoureusement nul , OP ne diffère plus de OG.

Ainsi la droite GH est bien une asymptote de la courbe , et
dans ce cas , comme dans le premier , il est curieux de comparer
les trajectoires qui diffèrent par la valeur de p, mais dont Tasymp-

k
tote est la même. On posera pour cela — égale à une constante

b , d'où k=zbp , et Ton aura la valeur suivante de r

ibp b

\ ?

ce qui redonne l'équation r = — de la spirale hyperbolique quand
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rentrant dans l'hypothèse déjà discutée de a=^ J , on fait /> = o.

XV. Quatrième cas. Si p. devient égal à t>*Qr*o , cf s'annule et
£1-— cz est positif. On discuterait aisément ce cas en remontant aux
équations fondamentales et y introduisant les hypothèses précéden-
tes ç mais comme notre but principal est de montrer la liaison
successive des cas divers , nous préférons reprendre l'équation

et y poser ^ = o , d'où A= TLr ^^^zzzco . La valeur de z se sïm~

plifie donc et se réduit à

__

donc:

en écrivant cu/ pour ~ . C'est là ce que donnerait la considéra-
tion immédiate de l'équation différentielle (3), II n'y a plus ici
d'asymptote , puisque r ne peut devenir infini que pour w^r—oo .
La constante cn/ est la longueur du rayon vecteur qui répond à
o>~o ; et comme on peut donner-à a> des valeurs négatives , il
en résulte que la courbe qui n'est autre que la spirale logarithmi-
que , est composée de deux parties , Tune en dedans et Tauîre en
dehors du cercle décrit auîour de l'origine a,vec le rayon c'u , et
qui se continuent sans interruption.

Le temps employé à parcourir un arc de la courbe peut s'ob-
tenir indifféremment en faisant c;~o dans l'équation

Tom. XXII, 4
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du. numéro XII et intégrant soît en faisant ^ = 0 dans la valeur

obtenue au même numéro. Cette yaîeur, à la vérifé, se présente

alors sous la forme — ; mais si Ton observe que la multiplication

des deux termes de la fraction par

donne

f - m i

on pourra supprimer Je facteur commun cf , puis faisant ensuite
cfz=.Q , on trouvera cette expression exacte

laquelle reste finie lorsqu'on pose r1-=o ; en sorte que le temps
employé pour arriver au centre, en partant d'un point de la courba
qui répond au rayon vecteur r, , est

Ainsi ce temps est fini et proportionnel au quarré du rayon vec-
teur du point de départ, ce qui n'a rîen de surprenant, car l'are.,
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Lien qu'il fasse une infinité de circonvolutions , n'en est pas moins
d'une longueur finie et proportionnelle au rayon rf , comme on
le voit en calculant cet arc par les formules connues.

XVI. Cinquième cas. Si p est plus grand que ?a
o
r*o > ^

de d est négative. En changeant cf en —c1, on a

et en faisant toujours

on trouvé

„ àz

Intégrant et mettant \c" pour constante arbitraire , il vient

d'où

A cause de

on tire aussi
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Aa c"k*

Par conséquent en ajoutant ces deux dernières égalités , puis rem-

plaçant z par — et prenant la valeur de rM on a l'équation de la

courbe

i
- — e

"k

et Ton doit observer que l'hypothèse k=co nous ramène à la spi-
rale logarithmique, Cette supposition exclue » on voit qu'aucune
valeur de œ ne peut rendre r infini ; mais comme la différen-
tielle du dénominateur , savoir :

est égale à zéro pour la valeur de a> donnée par l'équation

il en résulte qu'il y a un maximum de r pour le même angle
a). Si Ton tire le rayon vecteur correspondant que nous appelé-
rons OD , on pourra le prendre pour Taxe à partir duquel se
comptent les oo. Il suffit , pour exprimer cette condition , de faire

to=io dans la dernière équation. Cela donne c"z=—9 et l'on ob-»
a

tient, pour l'équation de la courbe 9

zk
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où le maximum rc=zk a lieu effectivement pour Û5~Ô. D'ailleurs
r ne devient nul que pour des valeurs de c*> infiniment grandes ,
et de plus r reste le même quand on change simplement le signe
de a>. On *?oit ainsi que la courbe est composée de deux bran-
ches égales symétriquement disposées par rapport à Taxe OD -
et qu'elle fait une infinité de circonvolutions autour du centre
d'attraction , de sorte que les nœuds se trouvent tous sur Taxe OD.

Le temps employé à parcourir Tare compris entre *es rayons vec-
teurs r, , r2 se déduit de la formule générale du n.° XII. Il suf-
fit d'y changer d en —c; , pour nous conformer à l'hypothèse ac-
tuelle. On a , par conséquent ,

Si Von veut compter les temps à partir du point D 011 r x =

1/ /*.~fcl , on aura simplement

En faisant , dans cette formule , r 2 = o on aura le temps — de la

demi-révolution. Donc T=,—^ "*~~u -r~. est la formule emidonne
d cp *

îe temps de la révolution entière. On en déduit la valeur de
ik* . . 2.A r -H j

c= • ; mais on a aussi c=z - ~ , comme on 1 a vu ailleurs , A
PT 1

étant toute Taire décrite en y comprenant les portions qui sont
2.kz 2 4. k2

parcourues plusieurs fois. Ainsi —^-= — , d'où. A — , ce qui
fournit une expression très-simple de A.

XVII, Au lieu d'examiner cinq cas distïnc!s? comme nous ve-
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nons de le faire , on peut considérer trois genres de courbes , et
alors la valeur de 6 n'influe plus sur le genre de la courbe , mais
seulement sur ses dimensions. La première classe . qui comprend
les trois premiers cas , a lieu quand p, négatif ou positif, est <*>a

or%,
te 0z

ou pour — < —— , c'est-à-dire , quand la valeur initiale de la
force centrale est plus petite que la force centrifuge produite par
la vitesse P0 sur un cercle du rayon ro. La seconde classe a lieu

pour -¥—z=z —- , c'est-à-dire , quand les forces sont égales. Enfin

si la force centrifuge est la plus petite , c'est-à-dire , si l'on a

— > — on obtient la troisième classe.

Ainsi on a une courbe

Infinie , avec des asymptotes, quand *>*o> ~ 7

Infinie, sans asymptotes, quand P 2
O = — 7

Finie et limitée , quand *>%< — ;

Mais , comme on l'a vu par ]& discussion précédente , le pre-
mier genre se subdivise en trois espèces, suivant la valeur de 0 ;
et la première est la seule où le centre d'attraction ne soit pas
un point asymplotique de la courbe, Nous n'avons confondu ce*
trois espèces en un seul genre, dans ce résumé , que pour établir
un rapprochement entre les résultats des hypothèses , d'ailleurs
bien différentes nz=za , #=3»



RAYONS DE COURBURE.

GEOMETRIE TRAKSGEXDAXTE.

Application du calcul différentiel à la recherche
des rayons de courbure;

Par M. L E BARBIER.

/W\/W\ WUYVl \V\ WWYVWX \f\I\

'ON a bien saisi la métaphysique du calcul différentiel, c'est-

à-dire , lorsqu'on a rapproché la méthode des infiniment petits

de Leîbniîz de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange ,

on peut employer la considération des infiniment pelits des difîé-

rens ordres comme un instrument commode dans les applications

des calculs différentiel et intégral à la géométrie et à la mécani-

que. On parvient même , par cette voie , à des résultats plus

«impies qui semblent propres aux considéra lions géométriques et

auxquels l'analyse seule ne conduirait que difficilement.

Par exemple , l'expression du rayon de courbure qui n'est au-

tre chose que le rayon du cercle osculateur au point de la courbe

que Ion considère , se déduit , comme cas particulier , de la théo-

rie générale des courbes osculatrices ; théorie qui est extrême-

ment rigoureuse puisqu'elle repose sur le développement des fonc-

tions en séries (*). Aussi cette méthode doit-elle être préférée

dans l'enseignement du calcul différentiel , p irce qu'elle y traite ce

(**) Yoy. LACROIX, Traité élérneaiaîre , pag.
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calcul d'une manière purement algébri ]ue , but principal que
s'est proposé Lagrange dans son Traité des fonctions analytiques.

Nous nous proposons , dans cet article , d'appliquer la méthode
où Ton considère les infiniment pelits des ordres supérieurs comme
nuls , par rapport à ceux des ordres moins é evés , à !a recher-
che de diverses expressions du rayon de courbure des courbes.

Puisqu'une courbe peut être considérée comme un polygone
d'une infinité de côtés infiniment petits. S >ient mm/ , mfmu deux
côîés infiniment petits d'une courbe AB ( fig. 5 ). Concevons deux
droites nC , n;C , respectivement perpendiculaires sur les milieux
n , nf de ces côtés , et concourant en G. Il est clair que si , de
leur point de concours C comme centre , et avec sa distance au
point m pour rayon , on décrit une circonférence , elle passera par
les trois points rn , mf , mn\ La partie de cette circonférence com-
prise entre les deux points extrêmes coïncidera avec la partie
correspondante de la courbe , dont elle mesurera, pour ainsi dire %

la courbure au point m! ; car , ne pouvant faire passer qu'un cer-
cle unique par les trois mêmes points , celui qui passe par les
trois points m , mf , mu approche le plus possible de Tare m , m',
m'1 de la courbe. Ce cercle unique s'appelle , comme Ton &ait >
le cercle oscillateur , et son rayon est dit le rayon de courbure,

Soient OX , OY deux axes rectangulaires auxquels la courbe
soit rapportée ; soient np , npf les ordonnées des points n , nf que
Ton peut supposer sur la courbe ; soit nq une perpendiculaire du
point n sur n'q' ; et soit enfin désigné par <p l'angle nn'q , ou
l'angle que fait la tangente au point n avec l'ordonnée n;pl.

L'angle que font entre elles les tangentes à la courbe aux points
n , nf sera la différentielle de l'angle cp ou dcp. C'e4 aussi l'angle
que font entre eux les deux rayons nC , n'C , de sorte qu'on aura

.dcp= -- - = — 7



DE COURBURE. 33
en désignant par s Tare An et par R le rayon de courbure nC.
On aura donc

jy (0

Mais le triangle nn'q , dans lequel l'angle nn'g=:y ,
=dvr et nfq=.ày, fournit les égalités suivantes ,

ds

ày

, Cof.cp=

as - as
bec.tp—— , Cosec.o — —• .

ày ' àx

En différentiant les six expressions (2) , on a

ày éx

dcpzzr.

' J

(3)

Si Von substitue successivement chacune de ces expressions de la

il

S

différentielle de Tare cp dans l'expression (1) —- du rayon Je cour-

bure , on aura

Tom. XXII.
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R-
d( — d( ^

R=-

T>

(4)

Pour avoir les expressions an rayon de courbure relatives aux
coordonnées polaires , soit O ( fig. 6 ) un point pris arbitrairement
sur le plan de la courbe AB ; soit PQ une droite fixe menée ar-
bitrairement par le point O. Un quelconque n des points de la
courbe sera déterminé par l'angle QOn et par la distance On du
point O au point n. L'angle QON et la longueur On sont les
coordonnées polaires du point n. Les points n , nr étant supposés
les analogues de ceux de même dénomination de la figure 5 ; si
Ton mène à la courbe des tangentes par ces deux points ; que
Ton désigne par cp l'angle que fait la tangente au point n avec
le rayon vecteur On , et par<p/ l'angle que fait la tangente au point
nf avec le rayon vecteur consécutif On*, on aura, par les prin-
cipes du calcul différentiel , cp/z=zcp + dcp. Soil de plus Ang.QO«=:o> ;
on aura , en désignant par D , le point de concours de Cn et

Ang. ODC^D^

et , par conséquent,
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Ainsi , R désignant le rayon de courbure , on a

R ~

Menons présentement nq , perpendiculaire sur On' , et posons
On=zy , nq~dx\ on aura àx^yào* , gn'=zdjr; au moyen de quoi
le rayon de courbure deviendra

R =
dx+jàf f

mais le triangle nqn' fournit les six expressions "(2) , et par suite
les six expressions (3). Substituant donc tour à tour ces six der-
nières pour dcp dans (6) , on aura

jy yâsàr _, yàsAx
X I = Il

— ) dsàxdy—rda;\d[ — ]
ày / J \ dx J

Si, pour se conformer aux notations usitées , 011 remplace y par
r , il faudra remplacer d,r par rdo> et dy par dr ; et alors les for-
mules ci-dessus deviendront

âsàr riïads
/

drdco + d̂ d ( — V rdo,a—dsdf — N '
\ as J \ as J
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Rzzz
r2do>M ( — V

« =

+ dr*df— ") ' dsdcodr—r'do)3df—
ràa

Ces expressions du rayon de courbure ne se trouvent pas dans les
traités de calcul différentiel , ou du moins on n'y en rencontre
que quelques-unes. Comme , suivant les applications que Ton fait
du rayon de courbure , telle expression est préférable à telle au-
tre , nous avons pensé qu'il ne serait pas sans utilité d'en offrir
ici un tableau complet.

QUESTIONS PROPOSEES.
Problème de dynamique.

JJÉCOUVRIR les diverses circonstances du mouvement d'un point
mobile autour d'un centre fixe dans les diverses hypothèses d'une
force centrale

i.° En raison inverse de la simple distance ;
2.® En raison directe du quarré de la distance ;
3.° En raison directe du cube de la distance ?
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ANALYSE ALGÉBRIQUE.
Nouveaux déveïoppemens sur les procédés élé-

mentaires qui peuvent servir à déterminer les
valeurs maximums et minimums desjonctioîis
algébriques ;

Par M. Emile BARY, professeur de physique au Collège
royal de Charlemagne.

v_/N sait que , dans beaucoup de circonstances , il n'est pas né-
cessaire , pour déterminer un maximum ou un minimum , de re-
courir à la méthode générale que fournit le calcul différentiel pour
traiter ces sortes de questions. On trouve dans les Éléaieris d'al-
gèbre et de géométrie analytique de nombreux exemples de maxi-
mums et de minimums obtenus par des considérations fort sim-
ples qui se résolvent presque toujours dans la proposition suivante :
Une grandeur est réelle eu imaginaire , suivant que de deux autres gran-
deurs dont elle dépend, Tune surpasse lautre ou en est surpassée ; et
lorsque ces deux dernières sont égales , la première est un maximum
ou un minimum. L'application de cette règle , outre que le plus
souvent elle conduit au but d'une manière fort simple , jouit en-
core du précieux avantage de faire facilement distinguer , dans
le plus grand nombre des cas , le maximum du minimum ; ce à
quoi on ne peut communément parvenir par l'application des mé-
thodes différentielles qu'à l'aide d'un nouveau calcul.

Il me semble , toutefois , qu'on pourrait rendre encore plus

Tom. XXII, n.° II, i.er août i83u 6
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fréquent l'emploi des procédés purement algébriques , dans la re-
cherche des maximums et minimums. On mettrait ainsi à la por-
tée d'uu plus grand nombre de personnes la solution de beau-
coup de problèmes curieux de physique et de mécanique. Pour
donner des exemples de cette utile extension , que réclament les
mathématiques élémentaires , je me propose , dans ce qui va sui-
vre , de traiter diverses questions de maximums et de minimums ,
par de simples considérations d'algèbre et de géométrie analytique.

§. I.

Maximums et minimums dans les /onctions cFune
seule variable.

i« Je commencerai parles fonctions d'une seule variable x qui,
après avoir été multipliées ou divisées par un facteur numérique
connu , peuvent ^e présenter sous la forme pxn—xm , p étant po-
sitif , m et n entiers et positifs et n<m.

Ecrivons

pxn—xn — q ;

supposons de plus que la \ariable x et la quantité q qui en dé-
pend doivent être positives , et cherchons le maximum ou le mi-
nimum dont la fonction q est susceptible. Pour le moment , re-
gardons q comme une quantité connue ; nous aurons l'équation
trinôme du m.teme degré ,

xm—pxn+q=io . (A)

Elle pourra être remplacée par le système des deux équations

?=xm , ( i) r=pxn—q . (2)

Imaginons que x et y représentent les distances de points in-
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connus , situés sur un plan , à deux axes rectangulaires tracés sur
ce même plan ; les équations ( i ) et (2) caractériseront respec-
tivement deux paraboles des degrés m et n ; et les points d'in-
tersection de ces deux courbes auront pour abscisses les valeurs
de x qui satisfont à l'équation (A). Il faudrait donc , pour trou-
ver , par une approximation graphique, les racines réelles de l'é-
quation (A), construire les courbes (1) et (2) ; mais, pour at-
teindre notre but, il nous suffit d'avoir une idée de la forme et
de la position de chacune d'elles. D'abord nous pouvons suppo-
ser les nombres m et n premiers entre eux , car , s'ils avaient
un facteur commun , l'équation (A) serait susceptible d'abaisse-
ment , et à l'équation proposée nous substituerions une transfor-
mée où m serait premier avec n. Examinons les trois cas qui
peuvent s'offrir.

Premier cas : m pair et n impair.
La courbe (1) est alors une parabole symétrique par rapport

à Taxe des y , et située tout entière au-dessus de Taxe des x ,
comme la parabole quarrée (y=x2)* La courbe (2) a une forme
analogue à celle de la parabole cubique (y—px5) ; mais le point
d'inflexion de la parabole (2) , au lieu de se confondre avec l'o-
rigine , est situé sur l'axe des y , au-dessus de l'axe des x, et à
une distance q de ce dernier axe. Toutes les fois qu'on donnera
q , cette courbe sera facile à construire. On voit aisément, sans
avoir besoin de tracer une figure , que les portions des deux cour-
bes qui s'élèvent dans l'angle des coordonnées positives pourront
se couper en deux points ou se toucher en un seul ou enfin ne
pas se rencontre. La courbe (1) est constante de figure et de
situation ; la figure de la courbe (2) ne dépend que de la quan-
tité connue p ; mais son point d'inflexion s'abaissera , et par con-
séquent sa situation changera à mesure qu'on fera croître q. Si ,
pour une valeur attribuée à q , les deux courbes ont deux points
communs , on rapprochera ces deux points l'un de l'autre , en aug-
mentant la valeur de q. Pour une certaine valeur de q ils coin-
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rideront. Enfin , pour toute valeur plus grande , assignée à g , il
n'y aurait plus de rencontre , et x n'aurait aucune valeur réelle.
Donc « pour que l'équation (A) admette deux racines réelles et
positives , g doit être susceptible d'un maximum , répondant au
contact des courbes ( i ) et (2) .

Deuxième cas : m impair et n pair.

La courbe (1) ressemblera à la parabole cubique (y= . r 3 ) , et
la courbe (2) à la parabole quarrée (y=pxz) ; seulement le som-
met de la parabole (2) sera situé sur Taxe des y , au-dessous de
l'origine et à une distance g de Taxe des x. Pour une valeur
convenable de g , les courbes ( ( ) et (2) ( qui se coupent né-
cessairement en un point situé dans l'angle où les deux coor-
données sont négatives ) se rencontrent en deux points dans l'an-
gle des coordonnées positives, g augmentant , le sommet de la
courbe (2) s'abaissera , et les deux points deviendront plus voi-
sins ; enfin il y aura , comme dans le premier cas , coïncidence
des deux points , et par conséquent contact des deux courbes ,
lorsque g atteindra sa valeur maximum.

Troisième cas: m et n tous deux impairs.

On pourrait traiter directement ce troisième cas , et arriver à
la même conclusion que pour les deux premiers ; mais il est aisé

de ramener le cas dont il s'agit au précédent , en posant x = — ,

ce qui donne successivement pour l'équation (A)

+JL = 0 ;
9

et Ton voit que cette dernière équation où m est impair et m—n
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pair , est de même forme que celle qui vient d'ê*re examinée. (*)
Tout se réduit donc , pour obienir le maximum de la fonction

g , à exprimer les conditions analytiques du contact des courbes
( i ) e t (2 ) . Les abscisses des points communs à ces deux courbes
doivent évidemment satisfaire à l'équation (A). Pour que ces deux
points se réunissent en un seul, il suffira que leurs abscisses soient
égales , puisque , dans chacune des deux courbes , à une abscisse
correspond une seule ordonnée. Ainsi il faut que l'équation (A)
ait deux racines égales. D'après les principes connus , sa dérivée

devra avoir pour plus grand commun diviseur commun avec elle
le facteur du premier degré

Remplaçant donc x dans (A) par sa valeur # ^ !Lp , on trouvera

Tel est le maximum de la fonction q , et */ -5- p est la valeur
Ir m

correspondante de la variable x (**).

(*) Ces considérations géométriques se simplifieraient si Ton se bornait
aux deux cas de 72=1 et de 72=772—1 , ce qui suffirait pour la plupart des
applications proposées ci-après. Si 72=1 , la courbe (2) se réduit à une ligne
droite de direction constante et dont l'ordonnée à l'origine varie avec q ,
et l'on fera rentrer le cas de n=//i— 1 dans celui de TZ=I , en posant

1

z
(**) Je n'ai point à discuter ici les équations trinômes de la forme xm
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Observons que Ta condition de réalilé

peut se transformer en celle-ci

et que si , ç étant une quantité donnée , p était une fonction de x

de la forme X ** t le second membre de cette dernière Inégalité

ou égalité serait la valeur minimum de p.

2. Voici les énoncés d'un certain nombre de problèmes qui ne
sont que des cas particuliers de celui que je viens de résoudre.

Quel est le maximum de l'ordonnée y , i.° pour la courbe de

Descartes.r3—Zaxy-\-yl—o ; 2.° pour la courbe^-:= ^- ; 3.° pour

la courbe axl—Stf^r*-^4—o ; 4«°pour la courbe xk—

5.° pour la courbe r^= ?

De tous les cônes droits , à base circulaire , dont la surface
convexe est la même , quel est celui qui a le plus grand vo-
lume ?

De tous les cylindres droits, à base circulaire , qui ont le mê-

pxn—qr=o ; car , puisqu'elles admettent toujours une racine positive , la va-
leur de leur dernier terme g n'est susceptible ni de maximum ni de mi-
nimum.
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me volume , quel est celui dont la surface totale est un maxi-
mum ?

Parmi tous les cylindres droits , à base circulaire , inscripti-
bles à un cône droit donné , également à base circulaire , quel
est celui qui a le plus grand volume ?

De tous les cônes ou cylindres droits , à base circulaire , ins-
crîptibles à une sphère donnée , t.° quel est celui qui a le plus
grand volume ; 2.0 quel est celui qui a la plus grande surface
convexe?

Quel est le maximum des triangles isocèles inscriptibles à un
cercle donné ?

Quel est le maximum des segmens paraboliques qu'on obtient
en coupant par des plans un cône droit limité , à base circulaire ?

Quelle est la fraction dont la puissance n diffère le plus de
sa puissance m?

Un point matériel , dont on connaît la position sur une droite
donnée , et qui ne peut se mouvoir que sur cette droite, est at-
tiré vers un centre situé sur une autre droite donnée , parallèle
à la première. En quel point de la second droite ce centre doit-
il être placé pour que la composante de la force attractive , diri-
gée suivant la première droite , soit la plus grande possible ? On
suppose que l'attraction s'exerce, entre les deux points , en rai-
son inverse de la puissance entière m de la distance qui les sépare.

Ce problème est applicable à la théorie de l'aimantation quand
on y fait m s 2 (*).

La question suivante s'offre au physicien , lorsqu'il veut véri-
fier , à laide de la balance de torsion , la loi des attractions élec-
triques (**)•

(*) Voy. le lome second de la Physique d'Haiiy.
(*•) Voy. le Précis de physique de M, Biot, tom. i.er , pag. 484 et 485 ,.

du mieux son Traite' générai , tom. II.
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m étant la force de torsion du fil , pour un angle d'un degré .

c Tare initial qui sépare les deux boules , avant qu'on leur ait

communiqué des électricités contraires , art: que Ton peut confon-

dre avec sa corde ; F étant , pour l'unité de distance , l'attrac-

tion mutuelle des deux boules électrisées ; enfin r — x éfant Tare

que la boule xx\o île a décrit quand l'équilibre a eu lieu , quelle

est la valeur maximum de F qui peut amener cet équilibre ; et

quelle est la valeur de x qui correspond à cette limite ?

On suppose que les distances se comptent suivant les arcs, que

la force de torsion est proportionnelle à Tare de torsion , et que

les attractions électriques sont en raison inverse des quarrés des

distances (*).

3. Je vais maintenant résoudre une question de minimum , en

me servant encore de la considération du contact des courbes.

Sur la droite qui joint deux points lumineux , quel est le point

où la somme des quantités de lumières qui en émanent est la

plus petite ? On suppose qu'à l'unité de distance les intensités

des deux lumières sont b et c , et qu'en général ces intensités

suivent la raison inverse des quarrés des dislances.

Soit a la distance mutuelle des deux points donnés ; soit x la

distance du point cherché à l'un d'eux, et soit 5 la somme des

quantités de lumière qui doit être un minimum, et qu'on regar-

dera d'abord comme connue. On a l'équation

(A)

(*) J'aurais pu encore placer ici les questions qui ont pour objet la di-
rection la plus avantageuse à donner aux ailes d'un moulin à vent ou aux
aubes d'une roue hydraulique* Voyez , à ce sujet , le chapitre des gaz , consi-
sidérés comme moteurs , dans le Traité des machines, de M. Hachette, et l'ar-
ticle aubes , dans la partie mathématique de l'Encyclopédie méthodique*
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on peut lui substituer l'ensemble des équations

(0

L'équation (i) caractérise une hyperbole cubique qui a pour asymp-
totes les deux axes , et dont les deux branches sont situées au-
dessus de Taxe des x , Tune à la droite de Taxe des y et l'au-
tre à la gauche de cet axe. L'équation (2) appartient à une courbe
de même nature , qui a pour asymptotes une parallèle à l'axe des
y menée à la droite de l'origine, à une distance a de cet axe ,
et une parallèle à l'axe des x , élevée au-dessus de ce dernier axe
d'une quantité s. Les deux branches de cette courbe s'étendent
au-dessous de leur asymptote horizontale , et s'abaissent symé-
triquement par rapport à leur asymptote verticale. Il est évident
que les branches droites des deux courbes se couperont toujours
en un point , et qu'il en sera de même de leurs branches gauches.
Les abscisses de ces points d'intersection étant l'une > a et l'au-
tre négative , répondront à des points situés sur les prolongemens
de la ligne qui joint les deux lumières. Ainsi , quelle que soit
la somme s , il y aura toujours deux points placés l'un à la droite
des deux points lumineux , l'autre à leur gauche , qui recevront
la quantité de lumière donnée.

Quant à la branche droite de la courbe (1) et à la bran-
che gauche de la courbe (2) , elles se rencontreront en deux
points, si l'ordonnée de la courbe, (2) à l'origine, qui est égale

à $ - , a une valeur assez grande pour qu'il y ait,intersection.

Si donc cette condition est remplie , il y aura , entre les deux
lumières , deux points qui satisferont encore à la question. Mais

si l'on fait décroître s , et par conséquent 5 — — , l'intersection

Tom. XXIL 7
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pourra se changer en contact ; et , pour toute valeur de 5 plus pe-
ti-e que celle qui donne naissance à ce contact , les deux bran-
ches dont il s'agit ne se rencontrant plus , il n'existerait , entre
les deux points lumineux , sur la ligne qui les joint, aucun point
qui reçût de leur ensemble une si faible quantité de lumière. D'où
il suit que , si les deux hyperboles se touchent, la projection de
leur point de contact sur Taxe des x est le point où la somme
des intensités des deux lumières atteint son minimum.

En désignant par X et Y les coordonnées courantes, on trou-
vera facilement pour les équations des tangentes aux deux cour-
bes (i) et (2), au point (x^y) ,

Si les deux courbes se touchent , les équations des tangentes qui
leur sont menées par leur point de contact (.r,/) doivent être
indenliques. 11 faut donc que Ton ait

26 ne

ou bien

d'où

a—x

et , par suîîe ,

Celte valeur est celle de l'abscisse cherchée ; et , pour le mini-
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mum de la somme des quantités de lumières reçues , il vient ,
après les réductions ,

4. Je vais indiquer ici l'énoncé d'un problème connu qu'on
pourra traiter par la méthode précédente.

On a deux milieux séparés l'un de l'autre par une surface
plane. La vitesse de la lumière dans le premier est à sa vitesse
dans le second comme 1 est à n. Quelle est la ligne brisée que
la lumière doit suivre pour se propager dans le temps le plus
court d'un point donné dans le premier milieu à un point donné
dans le second ?

On reconnaît d'abord , sans calcul , que les rayons incident et
réfracte'doivent être situés dans le plan mené, par les deux points
donnés , perpendiculairement à la surface de séparation des deux
milieux. On trouve ensuite que le temps le plus court corres-
pond au contact de deux hyperboles du second degré , et que la
condition analytique de ce contact peut être traduite ainsi : Le
sinus de Vangle de réfraction doit être au sinus de Tangh dinci-
dence comme n est à 1. C'est la loi fondamentale de la diopîrique»

5. Je choisirai encore , pour exemple , la recherche de la direc-
tion que l'homme doit donner à ses pieds ( supposés réduits à
leurs axes ) pour que Taire du trapèze de sustentation soit un
maximum (*).

Soit p la longueur du pied, ou, en d'autres termes , la longueur
commune des deux côtés non parallèles du trapèze. Prenons pour
axe des x la droite qui joint les talons , et pour origine des coor-

(*) Yoy. la pag. 86 du ton». XXI du présent recueil.
J. D. G.
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données rectangulaires Tune des extrémités de cette ligne , sa-
voir : l'extrémité située vers la gauche. Nommons a la distance
connue et constante qui sépare les talons. Pour que le quadrila-
tère de sustentation soit un trapèze , les axes des pieds devront for-
mer des angles égaux avec la ligne a. Il suffit donc de déferœi-
ner la direction de l'un de ces axes , de Taxe du pied droit ,
par exemple , ou , ce qui revient au même , la position de son
extrémité antérieure M , c'est-à-dire, de la pointe du pied droit.
Or, ce point M doit se trouver sur une circonférence de cer-
cle dont l'équation est

(*-«)•+/•=/»' ; (•)
cherchons l'équation d'une seconde courbe sur laquelle le point
M doive aussi être situé , pour que le trapèze soit équivalent à
un carré b2 , que nous supposerons connu. Cette dernière condi-
tion est exprimée par l'équation

xr=b* ; (2)

donc le point M cherché doit aussi se trouver sur une hyperbole
équilatère , ayant les axes des coordonnées pour asymptotes , et
dont le demi-axe est la diagonale b\/2 du qunrré donné b2. x et
y devant être positifs , bornons-nous à considérer celle des deux
branches hyperboliques qui s'étend dans l'angle des coordonnées
positives. Cette branche pourra successivement couper le cercle
en deux points , le toucher , et enfin ne plus le rencontrer , si ,
en partant d'une valeur très-petite assignée à i / / 2 , on fait croî-
tre cette diagonale ou b2 de plus en plus. Or , le point M ne
pouvant être construit qu'autant qu'il est commun au cercle et
à l'hyperbole , on voit que le maximum de b2 ou de Taire du
trapèze correspond au contact des deux courbes. Les équations
de leurs tangentes sont
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y

pour le point (x ^y) de contaet des deux courbes f on a

x—a y

r "~" os

ou
y=x*~ax . (3)

celle équatioon , combinée avec l'équation ( i) , donne

d'où Ton tire

ee qui donne

3a

Celle des deux valeurs de x qui répond au signe — du radical
doit être rejetée , si elle est positive , parce qu'elle est plus pe-
tite que a9 ce qui , d'après l'équation (3) , rendrait y imagi-
naire ; et si elle est négative , ce qui a lieu pour a>p , il est
évident qu'elle doit pareillement être exclue. Je ne m'arrêterai
pas à calculer la valeur de y non plus que celle de Taire maximum*

Je remarquerai seulement que la forme

sous laquelle on peut écrire la valeur convenable de x 9 indi-
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que visiblement qu'à mesure que la distance a augmente , x con-
verge vers a ; c'est-à-dire que, plus les pieds sont éloignés l'un
de l'autre et plus aussi ils doivent s'approcher du parallélisme
pour que l'aire de sustentation soit un maximum. Si a est nul ,
on a

ce qui prouve qu'alors l'angle des deux pieds doit être droit.
6. D'après ce qui précède on résoudra , sans difficulté , la

question suivante :
Diviser un nombre a en deux parties telles que le produit de

la mj£me puissance de la première x par la n.ieme puissance de la
seconde a—x soit un maximum ?

On trouvera , par la considération du contact d'une parabole
du m.ieme degré avec une hyperbole du n.Leme degré , qu il faut di-
viser le nombre a en parties proportionnelles aux exposans des
puissances dont se compose le produit dont il s'agit.

La méthode qui vient d être exposée s'applique aussi à la re-
cherche des valeurs maximums ou minimums d'une fonction trans-
cendante d'une seule variable, pourvu qu'on sache mener des tan-
gentes aux courbes transcendantes dont le contact donne la so-
lution demandée. Je citerai pour exemple cette question ;

Quel est le nombre x dont la racine du x*ieme degré est un
maximum ?

On déduit aisément des conditions du contact d'une logarithmi-
que avec une droite , que le nombre e , base du système népé-
rien , est celui dont la racine d'un degré égal à ce même nom-
bre est un maximum»

7. II me reste à montrer , par un exemple , comment on pour-
rait opérer sur une fonction qui serait à la fois susceptible d'un
maximum et d'un minimum.

Je prendrai l'expression
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I—ax—bxz—ex1
 f

que je regarderai comme l'ordonnée y d'une courbe rapportée à
des axes rectangulaires* Soit donc

y=i—ax-\-ba?—cx% . (A)

Je supposerai que Ton sache trouver l'équation d'une tangente à
celte courbe. Cette équation est

Y—y=(—a+ ibx—3cx2)(X—x) . (B)

Si , dans l'équation (A) , l'on fait décroître x depuis o jusqu'à
— co , y augmentera progressivement depuis i jusqu'à -f-oo % Si
Ton donne ensuite à x des valeurs positives toujours croissantes
à partir de o , y diminuera d'abord , et pourra devenir nul pour
une seule valeur ou pour trois valeurs différentes attribuées àx9

suivant que l'équation

i—ax+bx*—£r3=O , (C)

qui ne peut avoir de racines négatives , aura une seule racine

réelle ou en aura trois. Enfin , pour des valeurs de x plus gran-

des , à la fois , que"^ et que — , et qui croîtront jusqu'à -f-oo ,
a c

y sera toujours négative et décroîtra jusqu'à —oo • On voit qu il
arrivera de deux eboses l'une, lorsqu'on fera passer x par tous
les états de grandeur compris entre —oc et -f-oo ; ou y décroî-
tra continuellement de -f oo à —oo , auquel cas il n'admettrait
ni maximum ni minimum, ou y , après avoir diminué de plus en
plus, depuis +00 jusqu'à une certaine limite yx , augmentera de-
puis yt jusqu'à une seconde limite yx , à partir de laquelle il di-
minuera indéfiniment ; ce qui donnera lieu à un minimum yx ,
et à un maximum yl% Dans le premier cas , la courbe (A) ne
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couperait qu'en un point Taxe des x et foute droite parallèle à
cet axe. Dans le second cas , elle pourrait rencontrer , en trois
points, un certain nombre de droites parallèles à cet axe ; et ,
parmi ces droites , il y en aurait deux pour chacune desquelles
deux des trois points d'intersection avec la courbe se confondraient
en un seul. Ces deux sécantes limites toucheraient évidemment la
courbe , Tune au point dont l'ordonnée serait yx , et l'autre au
point dont l'ordonnée serait y% (*). Par conséquent , si , à l'aide
de l'équation (B) , l'on obtient les abscisses xx , x% des deux
points de la courbe pour lesquels la tangente est parallèle à Taxe
des x , il est clair que les ordonnées yt et yx de ces points se-
ront Tune minimum et l'autre maximum , entre les ordonnées voi-
sines ; et de plus que l'ordonnée minimun yx répondra à la plus
petite des deux abscisses trouvées.

Posons donc

ou
3cxa—;

il en résultera

Xi— —
3c

(**) Cette dernière condition ne serait pas rigoureuse si les points , dont
les coordonnées sont des maximums ou des minimums, pouvaient être , pour
la courbe, des points de rebroussemens ; mais on reconnaît que cette circons-
tance ne saurait se présenter ici , en ce que la quantité — a+2bx—m*$cx%

 9

c'est-dire , la tangente tabulaire de l'angle que fait avec Taxe des x une
droite qui touche la courbe (A) ne peut devenir infinie pour des valeurs
unies données à a;.
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si Ton a b*>3ac , les quantités xl et x2 seront réelles et posi-

tives. Substituées successivement à x , dans l'équation (A) , elles

donneront le minimum yx et le maximum y2. Remarquons , en

passant, que la courbe (A) s'abaissant d'abord à la droite de Taxe

des y , et se relevant ensuite pour s'abaisser encore , et cette fois

jusqu'à l'infini , il résulte de cette ondulation que la courbe cou-

pera Taxe des x en trois points , si yx est négatif et yt positif ,

et ne le coupera qu'en un point , si yx et y2 sont de même

signe. Ayant donc calculé les expressions de yx et yx , sî Ton

écrit yx<^o et ^ 2 > 0 , on aura ainsi les conditions nécessaires

pour que l'équation (C) ait ses trois racines réelles.

Si l'on a £*<3ac, les valeurs de xx et de x2 seront imaginai-

res ; aucune tangente ne sera parallèle à l'axe des x , et , par

conséquent , la fonclion ne sera susceptible ni de maximum ni

de minimum. Ou peut observer que , dans cette hypothèse , la

courbe vCondulant pas , ne rencontrera l'axe des x qu'en un point,

d'où il suit que l'équation (C) aura nécessairement deux racines

imaginaires.

Dans le cas très-particulier de b2z=.d>xc , il vient

Le calcul nous apprend qu'alors l'ordonnée minimum et l'ordon-

née maximum se confondent. Il est aisé de voir que l'ordonnée

i est plus petite que celles qui s'élèvent à sa gauche , et

plus grande que celles qui sont situées à sa droile. Ainsi , à

proprement parler , cette ordonnée n'est ni un maximum ni un

minimum Seulement le point (x,y) est , pour la courbe (A) ,

un point d'inflexion. Si Ton prend ce point pour origine , c'est-à-

dire , si Ton pose dans l'équation (A)

Tarn. XXII. 8
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la transformée se réduit à

équation qui appartient à la plus simple de toutes les paraboles
cubiques. Quant à l'équation (C) elle a , dans ce cas , deux ra-
cines imaginaires , à moins qu'on ait , en même temps ,

i - = o ;
2JCZ

ce qui rendrait les trois racines égales entre elles , comme on
peut d'ailleurs le constater par la forme

sous laquelle on peut alors présenter cette équation.
On étendrait aisément le même mode de discussion à la fonc-

tion

Elle admet aussi un minimum et un maximum si Ton a
seulement les valeurs de x , qui leur correspondent , sont toutes
deux négatives.

8. On peut appliquer les solutions du précédent numéro aux
formules que M. Biot a construites pour les dilatations absolues
de l'eau et de Talcohol , d'après les expériences de Deluc , de
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Gilpius et de Blagden. M. Biot a trouvé , pour l'eau distillée (•) ,

j=i—0,000054.878^+0,0000101395a;3—o,ooooooo2-8a;5 :

1 étant le volume d'une masse constante d'eau distillée à o° ,
c'est-à-dire, à la température de la fusion de la glace , et y dé-
signant son volume à x° de Réaumur. Cette formule n'est exacte
que pour des valeurs de x comprises entre o et 80. On trouvera
pour les valeurs de xl et de xz , correspondant l'un au minimum
de y , l'autre à son maximum ,

La valeur de x2 dépassant de beaucoup les limites entre lesquelles
il est permis de compter sur l'exactitude de la formule , on n'en
saurait conclure l'existence d'un maximum effectif pour le vo-
lume de l'eau ; de sorte que cette valeur est étrangère à la ques-
tion de physique qui nous occupe; mais il n'en est pas de même
de la valeur de xx qui , réduite en degrés centésimaux , revient à
3°.42 température à laquelle répond un minimum effectif de vo-
lume et conséquemment un maximum de densité.

Pour une masse donnée d'alcohol , l'expression du volume à x°
est de la forme

du moins entre o et 8o°. Mais ici le maximum et le minimum
de y ne pouvant avoir lieu que pour des valeurs négatives de x ,
il s'ensuit qu'entre les limites o et 8oD , la densité de l'alcohol
n'a point de maximum.

Voy. son Traité de physique , tom. I , pag. 234.
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9. La méthode suivie dans le numéro 7 peut être aisément

généralisée (*). Quelle que soit la fonction proposée dune va-
riable x , on regardera cette fonction comme l'ordonnée y d'une
courbe. On cherchera les abscisses xt , x 2 , x^ , des points
de celte courbe pour lesquels la tangente est parallèle à Taxe
des x. Chacune de ces abscisses x% , xz , x^ , répondra
généralement à un maximum ou à un minimum yx , yz , jr? ,
de l'ordonnée y, et , pour distinguer le maximum du minimum ,
on discutera la forme de la courbe , principalement dans le voi-
sinage des points (x, ,yx) , (xz ,yt) , (x^ , j 3 ) ,

Mais , si la fonction proposée est un peu compliquée , il sera
souvent plus simple de considérer d'abord sa valeur comme une
quantité connue q , ainsi que je Fai fait précédemment , d'éga-
ler ensuite à une ordonnée y soit une partie soit un facteur de
cette fonction , et enfin de chercher les conditions analytiques du
contact des deux courbes dont on aura formé les équations.

10. On peut encore , dans un grand nombre de cas , déter-
miner des maximums ou des minimums en se renfermant dans des
considérations purement algébrique. Soit demandé , par exemple ,
le maximum d'une fonction q de la forme px— xk , ce qui con-
duit à l'équation

x*—px-\-q~o ; (A)

voici comment en parviendra à la condition de réalité pour deux
de ses racines , condition qui fournira le maximum de q.

'(*) Cstle méthode n'est que la traduction géométrique du procédé que le
calcul difFcrerUiel prescrit pour la recherche des maximums et des minimums.
En effet , elle conduit immédiatement à égaler à zéro la dérivée de là fonc-
tion proposée , puisque cette fonction , étant l'ordonnée d'une courbe rap-
portée à deux axes rectangulaires , a pour dérivée la tangente tabulaire de
l'angle que fait avec Taxe des x une droite qui touche cette courbe.
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SI, dans (A) , on change x en —x , la transformée

n'aura pas de racines positives ; donc la proposée (A) ne peut
admettre de racines négatives, De plus , l'équation (A) étant pri-
vée de second terme , la somme de ses racines est nulle. Il faut
donc que (A) ait tout au moins deux racines imaginaires, et que
celles-ci soient de la forme —a-\-byZI{ , —a—by/ZTv. D'où il
résulte que le premier membre de (A) doit être divisible par un
facteur du second degré de la forme

JEn effectuant la division , on trouve pour quotient

x*—2#.#+3a2—b2 ,

et pour reste

Ce reste devant être nul, quelque valeur qu'on donne à x 9 on a

4a(b2—a2)—p=o ,

eu

et , pour obtenir les deux autres racines de (A) , il faut poser

x*—zax+Zc?—V=o .
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Ecrivons la condition nécessaire pour que ces deux racines soient
réelles. Cette condition est

a*^3a*—b* 4 ou b'^a1 . ( i )

Si l'une ou l'autre relation a lieu , nous en conclurons , d'après
les valeurs obtenues pour p et g,

ou / ? 4 ^ î

(3)

Réciproquement , si les relations (2) et (3) existent , elles en-
traîneront la relation ( i ) . Or , a , p , q étant des quantités posi-
tives , nous pouvons tirer de (2) et (3) les inégalités ou égalités

cm
multiplions-les , membre à membre , et il viendra

OU

ce qu'il fallait trouver , et ce qu'on peut d'ailleurs déduire de la
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limite générale trouvée pour q dans le numéro x.er, en y faisant
m=4 et nez i.

§. H.

Maximums et minimums dans les fonctions de plusieurs
variables.

i l . Dans la recherche des maximums et minimums des fonc-
tions de deux variables , on peut aussi s'appuyer sur des consi-
dérations géométriques. Les maximums et les minimums de ces
fondions correspondent au contact de deux surfaces , dont Tune
est constante de forme et de position , tandis que l'autre varie
sous Tun ou sous l'autre de ces deux rapports , ou même sous
les deux à la fois. Je choisirai pour exemple cette question :

Diviser un nombre en trois parties , telles que la somme de leurs
racines quarrées soit un maximum ?

Représentons le nombre donné par 3a2 , et deux de ses par-
ties par x2 et y* , la troisième partie sera 3a2—x2—y*. Nommons
m la somme qui doit être un maximum , et que d'abord nous
supposons donnée. L'équation du problème est

—*3—r8=™ . (A)

Elle pourra être remplacée par ces deux-ci

z=x+y t (0

2_m)2—3a" . (2)

Regardons x 9 y , z comme les distances de points inconnus à
trois axes rectangulaires. L'équation (1) est celle d'un plan qui
passe par l'origine , et dont les traces sur les plans des xz et des
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yz divisent en deux parties égales les angles des axes qui déter-
minent ces plans. L'équation (2) caractérise une sphère dont le
rayon est a\/3", et dont le centre est situé sur Taxe des z , au-
dessus de l'origine , et à une distance rn du plan des xy. Tant
que m aura une valeur assez petite pour que le plan coupe la
sphère , la question sera résolue par les x et les y de tous les
points de la circonférence d'intersection. Si Ton augmente m de
plus en plus , ce qui revient à élever progressivement le cen-
tre de la sphère , le cercle, d'interseclion diminuera de plus en
plus et finira par se réduire à un seul point , c'est-à-dire que
le plan deviendra tangent à la sphère ; le contact aura évidem-
ment lieu pour la valeur maximum de m. Il nous reste donc à
déterminer m de telle sorte que le plan (i) touche la sphère (2).

L'équation du plan tangent à la sphère au point {x , y, z)
est

—m)(z—m)=3a2

ou bien

Pour le point (x ,y, z) cette équation doit être identique ayec
Téquation

il faut donc que Ton ait

ce y Zar
=3 1 , — - — = 1 , m= = o ;

IK— z mmmmz m—z

équations qui, réunies à l'équation (2 ) , nous font connaître x 9

y , z et m. Il vient
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y—a , x=a , m=3a ;

ainsi le nombre 3a2 doit être divisé en trois parties égales pour
que la somme des racines quarrées de ses parties soit un maxi-
mum , lequel est égal à 3a.

12. Il serait facile de généraliser l'exposition de cette méthode ,
mais la discussion des surfaces étant plus difficile que celle des
courbes, on conçoit que, pour trouver le maximum ou le mi-
nimum d'une fonction de deux variables indépendantes , l'em-
ploi des considérations purement algébriques est souvent plus avan-
tageux ; il est d'ailleurs évidemment nécessaire à l'égard des fonc-
tions de plus de deux variables. Des principes très-simples d'al-
gèbre vont nous fournir une seconde solution du précédent pro-
blème.

Résolvons l'équation (A) par rapport à x 9 comme si nous
connaissions y et m. Nous trouverons

m—y
X=z

ou , en décomposant le polynôme soumis au radical en deux fac-
teurs du premier degré, par rapport à m ,

X— m T ± 1 Ty/ (y—m +

Le second facteur du produit qui est sous le radical est toujours
positif, puisque m est nécessairement plus grand que y\ donc ,
pour que la valeur de x soit réelle , il est nécessaire et il suffit
que nous ayons

Tom. XXII. Q
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donc aussi le second membre de cette relation est la valeur maxi-
mum de m exprimée en fonction de y ; et si nous posons

(B)

il reste , pour la valeur correspondante de x ,

772—

Regardons maintenant , dans l'équation (B) , y comme fonction
de m , et , résolvant cette équation par rapport à y , cherchons
la limite que m ne doit pas dépasser pour que y soit réel. 11
vient

m

Nous voyons que y sera réel tant que nous aurons

par conséquent 3a est le maximum de m; ce qui réduit l'équa-
tion résolue à



ALGÉBRIQUE. 63

La substitution des valeurs de m et de y , dans celle de x . donne

ensuite

x=a .

Ce qui est exactement conforme à ce que nous avions obtenu plus
haut.

i3 . Ce procédé s'applique aisément à toute fonction de plusieurs
variables , lorsqu'elle est du second degré. Il se simplifie toutes
les fois que la fonction n'entre qu'à une seule puissance sous le
radical qui fait partie de la valeur de la variable par rapport à
laquelle on a résolu l'équation du problème» Cette particularité
se rencontre dans la question qui suit :

Trouver un point M, tel que la somme des quarrés de ses dis-
tances à trois points donnés A , B , C , soit la moindre pos-
sible?

On voit d'abord , sans calcul , que , si l'on conçoit un point
quelconque situé hors du plan des trois points A , B , C , et
qu'on projette ce point sur ce plan , les distances respectives du
point pris dans l'espace aux trois points donnés seront plus gran-
des que les distances correspondantes de sa projection aux trois
mêmes points. C'est donc sur le plan déterminé par ces trois
points qu'il faut chercher le point demandé.

Plaçons au point A l'origine des coordonnées rectangulaires ,
et faisons passer l'axe des x par le point B. Les coordonnées
du point A seront 0 , 0 ; celles du point B seront xf , o ; celles
du point C seront x/f , y4f , et nous désignerons par x , y celles
du point m. Soit s2 la somme dont le minimum est inconnu ;
nous avons à traiter l'équation
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ou bien

3y»—2y//^+3orm—• i{x'-\-x»)x+xf*-*rX"% +y»*=zs% . (A)

Cette équation , résolue par rapport à y , devient

y "

L'inconnue s2 n'entrant qu'à la première puissance sous le radical,
la condition de réalité de y nous donne immédiatement , pour le
minimum de s2 , sans qu'il y ait de transformation à opérer ,

Dans le cas de ce minimum , les deux valeurs de y se réduisent

à —. Tirant ensuite de (B) la valeur de x , il vient

En raisonnant comme plus haut (12), nous trouverons , pour le
minimum définitif de s*,

et la râleur correspondante de x est — . Le point trouvé
o



ALGÉBRIQUE. 65

4^-J est évidemment le centre de gravité de Taire du

triangle ABC. Donc , etc.
Pour vérifier ce résultat , soient x , y les coordonnées d'un

point quelconque M' , pris dans le plan des trois points A , B ,
C. Soit s/Z la somme des quarrés des distances du point M' à ces
trois points. Si , de la valeur s'2 , donnée par le premier membre
de l'équation (A) y nous retranchons la valeur finale obtenue pour
s2 , nous aurons , toutes réductions faites ,

Cette différence, qui est égale au triple quarré de la distance du
point M' au centre de gravité M du triangle ABC , est toujours
positive ; donc la somme des quarrés des distances de ce dernier
point aux trois sommets du triangle est moindre que la somme
des quarrés des distances de tout autre point aux mêmes som-
mets.

i4« On pourra chercher pareillement un point tel que la somme
des quarrés de ses distances à quatre points donnés dans l'espace
soit un minimum.

On trouvera , par la méthode précédente , que ce point est le
centre de gravité du tétraèdre qui aurait pour sommets les qua-
tre points donnés ; et Ton constatera sans peine, que l'excès de
la somme des quarrés des distances d'un point quelconque aux
quatre sommets du tétraèdre , sur la somme des quarrés des dis-
tances du centre de gravité de ce tétraèdre à ces mêmes som-
mets , est égal à quatre fois le quarré de la distance du premier
point au second*

On résoudra avec la même facilité plusieurs problèmes que je
vais énoncer :



66 A N A L Y S E
Divise un nombre en trois parties dont le produit soit un

maximum ?
Diviser un nombre en trois parties telles que la somme des pro-

duits de ces parties , deux à deux , soit un maximum ?
Diviser un nombre en trois parties telles que la somme de leurs

quarrés soit un minimum ?
Trouver le minimum de l'expression a2x2-\-b2y*-]-cx-l~d)r'-{-e ?
Déterminer la position et la longueur de la plus courte dis-

tance entre deux droites non comprises dans un même plan? Le
calcul est fort simple lorsqu'on prend une de ces droites pour
l'un des trois axes des coordonnées.

i5 . Dans les deux dernières solutions que je viens de donner
(12) et (c3) , je n'ai fait qu'étendre , aux maximums et minimums
des fonctions de plusieurs variables , les principes exposés dans les
Traités d'algèbre , pour les fonctions d'une variable qui ne sor-
tent pas du second degré. Quand la nature de la question où le
choix des inconnues conduit à une équation d'un degré supérieur
au second, il est possible, si cette équation est incomplète, que
les conditions de réalité , établies au commencement du présent
mémoire , deviennent applicables.

Soit proposée , par exemple , la question du maximum de sur-
face , parmi tous les triangles isopérimèîres.

Le périmètre constant étant représenté par ip , et les trois co-
tés par a , b , c , on sait que l'expression de Taire du triangle est

Nous serions entraînés dans des calculs trop compliqués , si nous
prenions pour inconnues deux des côtés du triangle demandé. Ap-
pelons 2X la somme de ces côtés , et 2f leur différence; les lon-
gueurs des trois côtés seront x-jry , oc—y et ^{p—x) ; et nous aurons
pour Taire s2 du triangle ,
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ou bien

d'où nous tirerons

La quantité écrite sous le radical devant être positive ou au moins
nulle pour que y soit réel , nous en conclurons aisément, pour
le maximum de sk ,

*=p(p—xy{?x—p) ; (B)

d'où il suit ctfiey doit être égal à zéro ; ce que nous aurions pu
d'ailleurs déduire de l'équation (A) sans être obligés de la ré-
soudre , d'après la manière dont y% entre dans la valeur de s2.
Nous voyons donc déjà que le triangle doit être isocèle. Regar-
dons présentement p—x comme inconnue. L'équation (B) peut se
mettre sous la forme

ou sous celle-ci

—0

La condition générale de réalité obtenue pour deux racines de
l'équation trinôme considérée au commencement de ce mémoire
devient , dans le cas actuel ,

±.EL
= 37 8
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Nous en tirons , pour le maximum de s1,

9

et pour la valeur correspondante de />—x,

et conséquemment

—

donc enfin le maximum demandé est le triangle équilaléral.
16. Le problème déjà énoncé (i4) ? diviser un nombre en trois

parties dont le produit soit un maximum , admet une solution
semblable à celle qu'on vient de voir , lorsqu'on prend pour in-
connues la somme des deux parties et leur différence.

On suivra la même marche pour arriver au maximum de la
fonction

ax5—#•—-f

Enfin j'indiquerai , pour dernier exemple, la détermination du
maximum de la fonction

on trouvera pour ce maximum

2 9 5

et pour les valeurs correspondantes des variables ,

8 4
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