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THEORIE DE LA CHALEUR. 133

ANALYSE APPLIQUIE.
Mémoire sur la théorie analytique de lachaleur;

Par M. J. LiouvILLE, éléeve ingénieur des ponts et
chaussées.

VIV VLYV LW

1. LE mémoire que l'on va lire est extrait des paragraphes 1, 2
et 4 des Recherches sur la théorie physico-mathematique de la cha-
leur que jai présentées a l'lnsiitut, en février dernier. Je donne
les moyens de tenir compte de la variation du pouvoir rayonnant
aux divers points d'une barre échauffée. Je considére comme ar-
bitrairement différentes, d'un point i I'autre d’une substance don-
née, sa conduciibilité et sa chaleur spéceifique. Ces questions jus-
au'ici n'avaient été traitées par aucun géoméire ; elles semblent of-
frir des difficultés presque insurmontables, lorsqu’on suppose aux
corps leurs trois dimensions. Si I'on fait abstraction de deux d’en-
tre elles , le probléme est complétement résolu par mon travail.

Soit une barre métallique AB, plougée dans un milieu entretenu a
Ia température 0°; les extrémilés de cette barre sont assujsties a des
conditions quelconques ; elles ont, par exemple , des températa-
res constantes. On la suppose d’ailleurs assez mince pour que les
divers points d'une méme section perpendiculaire i I'axe aient tou-
jours , au méme Instant , la mfme température. De la nature de
cette harre dépend sa conductibilité , que nous regardons comme
invariable , le mdial étant homogeéne. Quant au pouvoir rayonnant
il dépend du poli des divers poinis de la barre, et nous sup-
posons quil varic proportionncllement a une fonction quelconque
de 1'abscisse.

Tom. XXI, n.°35, 1.7 nocembre 1830. 18



134 THEORIE

i.e casle plus simple est celui ou l'on propose de déterminer
I'état permanent des lempéralures, auquel le corps ne peut arri-
ver , en rigucur, qu'aprés un temps infini. Le mouvement de la
chaleur est représentée alors par une équation linéaire du second

o

ordre entre la température u et sa fluxion seconde — , prise
x?

par rapport & l'abscisse x. A cause de la founction arbitraire rela-
tive au rayonnement , I'’équation dont nous parlons est la plus
générale de son espéce. Il s’agit d'en trouver l'intégrale compléte.

L'un des moyens que nous employons consiste a substituer a
la courbe qui représente le pouvoir rayonnant, en fonction de
I'abscisse, un polygone inscrit qui en différe aussi peu qu’on veut.
Le second , a développer la valeur de « en une suite infinie , dont
nous mounltrons généralement la convergence. L'un et l'autre se
plient aisément aux calculs numériques, et partant sont suscepti-
bles d’applications. Nous avons employé le premier , dés l'année
1829 , dans un mémoire qui ne traitait que du mouvement per-
manent , et que nous avons reproduit dans nos recherches de 1830.

Dans tous les cas, I'équation du probléme ¢tant linéaire et du
second ordre , il suffit d'en counaitre une intégrale particuliére pour
en trouver l'intégrale compléte ; ou, pour traduire physiquement
cetic propriété mathématique , on traitera généralement la ques-
tion du mouvement permanent de la chaleur dans une barre, si
Pon résout par l'expérience cetie méme question , en assujétissant
les exirémilés de cette barre a des conditions particuliéres.

Les difficuliés d’analyse s'accroissent déja beaucoup lorsque c’est
le mouvement linéaire et varié de la chaleur qu’on veut mesurer.
La température devenant alors une fonction de l'abscisse x et du
temps ¢, dépend alors d’'une équation aux différences partielles &
deux variables indépendantes. Heureusement la seconde d’entre
clles n'y enire qu'implicitement , ce qui permet d employer les mé-
thodes ordinaires. On développe la valeur de z en une série d'ex-
poneuticls qui contiennent , en exposant, le temps ¢, multiplié par
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diverses quantités successives , que je désigne, en général, par
—m , et que l'on détermine ensuite. Chacune des exponenticlles
a pour coefficient une fonction de I'abscisse. L'équation qui donne
la valeur de chacun de ces coefficiens est lindaire et du second ordre.
Elle a la méme forme que celle qui a é1é précédemment traitée ;
les mémes méthodes lui sont applicables ; et c'est ainsi que le
mouvement varié se raméne au cas plus simple du mouvement
permanent,

Toutefois il reste & déterminer les valeurs des constantes arbi-
traires , en nombre infini , introduites par lintégration de ces
équations diverses, et qui dépendent de 1'état initial de la barre ,
comme |'équation qui donne les valeurs de m dépend des con-
ditions relatives a ses extrémités. La forme de cette dernicre équa-
tion rend cette détermination trés-simple. Ici se présentent des
calculs analogues a ceux qu'on irouve dans les ouvrages de MM.
Fourier et Poisson, et la possibilité de représenter une fonction
quelconque , entre des limites données, par une série dont les
termes sont les intégrales d'une équation linéaire du second or-
dre. Déja l'on avait développé une fonction quelconque en série
de sinus et de cosinus, et en suites infinies formées de ces quan-
tités qui se présentent dans les rechereches relatives a I'atiraction
des sphéroides ; mais je ne sache pas que jusqu’ici on ait fait un
semblable usage des fonctions transcendantes que notre analyse nous
a fournies.

La quantité générale m, qui enirc comme facteur du temps ,
dépend d'une équation dont toutes les racines sont réelles et po-
sitives. Eiles ne sont pas négatives, car alors la température cioi-
trait indéfiniment avec le temps , et il est clair que cela ne peut
arriver ici. Si elles étaient imaginaires, les mouvemens libres de
la chaleur seraient assujéiis a des oscillations , ce qui est impos—
sible sans 'action de causes périodiques extéricures. Cette démons-
tration directe et générale est de M. Fourter. Toutefois nous avens.
prouvé , par un moyen particulier , dans la question qui nous ce-
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cupe , la réaliié des racines de I'équation déterminde , afin de micut
établir 'accord des élémens analytiques dont se forme la théo ie.
Jusqu’ici nous avons supposé constantes: et la conductibilité et
la chaleur spécifique de la barre. Cependant si sa maticre éiait
héiérogéne , ces deux quantités varieraient avec les coordonnées
de chaque point. Par un heureux hasard , la méthode qui ticnt
compte de la variation du pouvoir rayonnant s’étend A la réso-
lution du nouveau probléme dont nous parlons. Cette extension
de notre méthode n'offre aucune difficulté. Elle se trouve détail-
lée dans les derniers paragraphes de notre mémoire.

II. Dans les divers mémoires qui ont été publiés sur la théo-
rie de la chaleur , les géométires ont négligé de tenir compte de
la variation du pouvoir rayonnant d’'un point & l'autre de la sur-
face du corps en expérience. L'examen des effets produits par cette
variation sera le sujet de nos premiéres recherches. Considérant
dabord le cas simple d'une barre métallique parvenue a un état
permanent, et assez mince pour que les divers poinls d'une méme
section transversale puissent étre regardés comme ayant, a cha-
ga1e instant, une tempéralure commune, j'essaye ensuile de trai-
ter , par la méme méthode et dans le méme but , des questions
plus élevées.

Soit AB une barre méiallique , homogéne , mais inégalement
poiie , dont les extrémités A, B sont constamment entretenues aux
températures 0, 6/ ; en un point m quelconque de cette barre ,
dont la distance a lorigine A est représentée par z , la tempé-
rature est assujétie a 1'équation

d2u
dz?

Ko

—yeu

lorsque l'on considére la barre arrivée 4 un état permanent, dans
un milieu dont la température est prise pour le zéro de l'échelle
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thermoméirique. Je tire cette équation du premier mémoire de
M. Poisson, sur la théorie de la chaleur: o est l'aire, ¢ le con-
tour d'une section perpendiculaire i I'axe. Le coefficient X me-
sure la conductibilité de la barre. Nous supposons qu’en toas ses
points il a la méme valeur, ainsi que w et ¢. Le coefficient y
mesure le poavoir rayonnant de la surface extérieure : il varie
d'un point & l'autre, A cause de l'inégalité du poli des différens
points de ceite surface. Nous le représentons par la fonction dé-
terminée {(x) ; et de la sorte I'équation ci-dessus devient

de  ef(w)
(© dar . Ke O

Pour résoudre le probléme que nous nous proposons , il faut
intégrer celte équation et déterminer les deux constantes de son
intégrale par cette double condition qu'a x=o réponde u=H0, et
qu'a x=AB=/ réponde u=0/,

I11. Nous observerons d’abord que I'équation (1) étant linéaire
et du second ordre , est intégrable , chaque fois qu'une intégrale
particuliére en est connue. Cette remarque, faite depuis long-
temps, répond 4 une propriéié du mouvement linéaire permanent
de la chaleur. Supposons, en effct, la barre AB placée dans un
milieu entretenu & 0°, et ses extrémités ayant des températures
constantes quelconques. Déterminons, par l'expérience, la loi des
températures permanentes. Qu'elle soit , si l'on veut, représenide
par l'équation u=F(2). De cette loi, et sans connaiire le pou-
voir rayonnant dout dépend f(x), on tire la valeur de la quan-
tité u, dans un cas quelconque. En effet, par la mani¢re méme
dont on l'obtient, la fonction F(x) satisfait & la condition

&R f{x)
daz ~  Ke
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Svit ¢ une nouvelle variable. Posons u=¢F(z) ; il en résultera

d3u d2o d” d}‘fx) sz(:r,)
e 22§ LGOIl 2 A
dz? da? ( )+ dx dw +e da?

En substituant ces valeurs dans I'équation (1), elle deviendra

do dF(x) d2¥F(x) — () F(z) ;
7 Ke ' ’

F(a)fa o T@ 4, 270

cm‘

et se réduira a
do dF(x)

@)t T =0

On a donc , sur-le-champ ,

=C [N
r= fluw

od C et C’ sont les constantes arbitraires. Multipliant par F¥(x)
la valeur de ¢, on obtient la valeur de u ; savoir:

u:.F(x)g (‘:/I%—) +c'§ :

Ainsi done, comme nous 1'avons dit , le probléme général du mou-
vement linéaire et permanent de la chaleur se traite sans difficulte ,
quand on sait le resoudre pour un etal particulier des extremites de

la barre.

IV. Mais , si I'on ne connait pas F(z) , et que le pouvoir
rayonnant f(x) , au contraire, soit Géterminé par un moyen quel-
conque , il faudra recourir a3 des calculs d’une autre nature. Une
considération qui se présente d’abord nous dirigera dans la mar-
che que nous devons prendre. Nous admettrons que la fonction
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f(r) a été cobtenue par interpolation, en mesurant , par exemple,
sa valeur an point A, au point B et aux n—1 points intermé-

. , , ., 1 .
diaires également espacés entre eux de la quantité —. Soient &4/,
n

b/ les valeurs de f(x) a deux de ces points conséculifs, dont les
abscisses sont a/, 2/ ; faute de données plus positives , on pourra
supposer que
AR b=t
f(x)= -+ z .

Py N

La barre se trouvera ainsi partagée en portions d'égale longueur,;

pour lesquelles la valeur de f(x) et I'équation (1) seront différen-

tes, ce qui nécessitera de nouvelles conditions pour la détermi-

nation des nouvelles constantes arbitraires qu'introduira l'intégra-

tion de ces équations diverses. Ces conditions consistent évidem-
9 . .

ment en ce qu'aux divers points de partage de la barre , les va-

du . R R . , T
leurs de # et i doivent étre les mémes, soit qu'on les déduise
X

de V'équation qui se rapporte a la partie antérieure au point de
division dont il s'agit, ou qu'on les déduise de I'équation qui se
rapporte & la portion située au-deld. '

Je distinguerai par les numéros 1, 2, 3, .eoeeei pr, eenno 2 les
n parties égales dans lesquelles la barre a €té divisée. Je nom-

merai #, la température de la partie p, et pu—-¢px la valeur cor-
ef{x)

&

respondante de . De la sorte j'aurai ces n équations indéfinies

d2111

T =Pt ga)u

dzu,
Fp =(p:+9.2)u,
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ai
T2 =(putgur)e,

dx?
du,
T = (Pt

I'intégration de ces équations introduira 2n constantes que l'on
déterminera par ces 2n conditions :

u=0,.........pourzr=—o0,

Z
w,—=u, , - = —— , pour .’E‘:;— .

dun-g dun

ds ~ dz

—
al)nl—u}’l b

l
pour x=(n—1) =
w,=0', .........pour a=I .

V. Toute la question ainsi ramenée i trouver l'intégrale com~
pléte de I'équation générale

d3u :
(2) o =(Putgur)uu ;

se trouve réduite i un probléme purement analytique , dont on
parvient, sans beaucoup de peine, & obtenir la solution. Et d’a-
bord , en posant
a
Putqut=zqu3 ,

Iéquation (2) se change en
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2
3) %:;“ =z.up .
Sous cetic forme, on reconnait 1.° que 1'équation (3) rentre dans
un des cas de l'équation de Riccati qui , jusqu'a présent, ont
échappé a toutes les méthodes, et qui vraisemblablement ne se-
ront jamais résolus; 2.° qu'il faut renoncer, par conséquent, a
exprimer la valeur de #, autrement que par des séries convergen-
ies ou par le sccours de quadratures défnies.

VI. L'équation (3) étant linéaire et du second ordre, il nous
suffira d'en chercher deux iniégrales particuli¢res pour arriver a
son intégrale compléte. L'une et l'autre se déduiront du dévelop-
pement de wu. en série, suivant les puissances croissantes de z.
Considérons la suite infinie

26 29

23 .
o5t oass T oEsesg T

dont la loi réguliére est facile a saisir. La différentielle secconde de

cette quantité est

23 26 29 .
z(l+ s3 T 3356 ¥ 235689 ‘5‘““") ’

de sorle qu'en posant

z9

23 26 -
v, =1+ 2+ 555+ 2.3.5.6.8.9 e

on satisfera & 1'équation (3).

Toutefois la conclusion pourrait étre inexacte, si la série dont
il est question cessait d'éire convergente. Nous allons faire
voir que cela n'a jamais lieu quelque grand nombre que l'on
substitue 4 la place de z. Soient P, P’ deux coefficiens con-

Tom. XXI. 19
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sécutifs qui répondent dans la série aux puissances n—=2 etn-41 de z.
L de ces d <SR 1 d
e rapport de ces deux termes sera — == ———. Quelque gran
PP P n{n=1) Q que g
nombre quon prenne pour z, en assignant a n une valeur asscz

considérable, 1l sera toujours possible de rendre P plus grand
I .
que P ; et, au-deld de cette valeur de n, le rapport - ira
sans cesse en décroissant avec rapidité jusqu'a devenir nul. On ar-
rivera donc, en considérant la série que nous prenons pour va-
leur de v, & un terme P, tel que, si l'on forme la progrestion
géoméirique P(1-+p+p*f.......), ol la raison est moindre q.e
l'unité , et dont la somme est finie , le reste de la série sera moin-

P
dre que ceite somme ——.
]'—’

La valeur de u, se trouve donc ainsi exprimée par une série con-
vergente , danstous les cas possibles, servira a en calculer la valeur
avec tel degré d'approximation que I'on voudra. Cette série a en
outre l'avantage de s'exprimer élégamment, sous forme finie , par

le secours d'une intégrale définie.

VII. Pour démontrer avec facilité cette proposition, j'écris la
valeur de . sous la forme

z3 428 4.729
I eedo 0 M
+oo3 Tt 1.2.3.4.5.6 + 1.2.3.4.5.6.7.8.9 + ’

ou bien

1.73 (14 3):6 1(143)(14-3.2)28
1+ 1.2.3 + 123456+ 12545 6789 +...-..

“a

de sorte qu'en général on peut représenter ainsi deux termes con-
séculifs.

13N 43201 43.3]....el [143(n—1)] N

1.2.3.4........3n

H
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W43 143 21 4-3.3]....... [14-3(n—1)} 143} 3nt3
1. 2. 3. booiiiii, 3n.(3n41)i3n42)(3n43)

~in

Les numératears des fractions qui multiplient 3%, 2*+* élant re-
présentés par P, , P, ., sont assujétis a 'équation P4, =P, (1+3n).
La méihode indiquée par Laplace , daas sa Théorie analylique des
probabilites , pour intégrer les équations aux différences finies étant
ici applicable , on en déduit

® 1 _=

P —=C a e 3.0 da;

o
C designant la constante arbitraire et e la base des logarithmes de
Néper. Ainsi, la valeur de u, peut éire transformée en une série

telle que la suivante :

oz 2 w73 2?26 a3z9
ST ‘ ‘ Y
Cj e e <‘+ 23T Ta3450 T Tasisbseg T )

o

La série comprise entre les parenthéses a pour différentielle

troisi¢éme , par rapporl a z,

%z3 o256 2329
¢ (H' 23 T 123756 T 123456709 +> ’

de sorte qu'en la représentant par ), elle satisfait & 1'équation
dix N

— —ak , d'ou résulte

dz3

3
y=C,e*Y * -Ce Pﬂ/* t/a.

C,,C,, C, désignant des constantes , et 1, p, o* étant les trois

racines cubiques de l'waité ; et comme il est évident que, pour
. . . da a°A

z2=—0 , on doit avoir i=—1, d—:o ' o =0, on trouyera sans
2 -

peine, en se rappelant que 1-p—p*=o0,
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(Ve eve).

Par conséquent,

3 3 3
C X __ 2/ T s 2
u,= -gfoe 3.2 3(3"‘/“+e9°‘/“+epz\/:>da :

VIII. En différentiant deux fois de suite, par rappart 3 z, la
série sulvante

zto

+ + 5 4.6 3.4.6.7.9.10 +. x

on obtient ce -résullat

z4 27 + z1° ) .
‘(z+ 3.4 + 3.4.6.7 ' 3.4.6.7.9.10 L

En posant donc

z7 . pald

YRR vy s SR

u ——z-]- —|-

on safisfera de nouveau a l'équation (3), dont nous avons ainsi
une nouvelle intégrale particuliére. Les raisonnemensde l'art. VI,
¢tant applicables & cette intégrale,, montrent en premier lieu , que
la série qui en exprime le développement est toujours convergente
et peut servir & en calculer la valeur avec tel degré d’approxi-
mation que l'on désirera. Une marche analogue i celle de I'art. VII
donne ensuite les moyens de l'écrire sous forme finie , par le se-
cours des quadratures définies.

Pour cela, il suffit de metire la valeur de vy sous la forme

2z4 2(2+4-3)z4+3 2(2+43)(243 2)z4+32 )
1.2.3.4 1.2.3.4:5.6.7 1.2.3:4.5.6.7.8 g.10 sercet 2

s+
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de sorte qu'en général on puisse représenter ainsi deux termes con-
sécuiifs

a[243j[2+3.2][ 243 3]........ [24-3(n—1)]
1.2.3 4 e venee [ 44-3(n—1)]

z4+3(n— 1) ,‘

2[2+3][2+3.2][2+3.3] ...... v 243(n—1)] [24-37] i3
1.2 3 b4 3(n=1) ) [ 443n—2] [44-3r—1]1[4+3n]

Les numérateurs des fractions qui multiplient z#+¥"-1 et gitds
étant dénommés P,_,, P

n

sont assujétis a la condition
P,—=(2+4-3n)P,_, ,

de laquelle on déduit , par la méthode de Laplace ,

o __ 2 2
P—=C e 3.ad.a".dax.
o

11 nous vient donc

ok a2z?

oo 2 \
uf"—cf oe P ;'("+ 1.2.3.4 + 1.2.3.4.5.6.7 +"“"/ da .

Mais , si I'on pose

a2z

wzé - -
d=st- x.2.3.4 + 1.2.3.4.5.6.7 +""" *

on trouvera

d'ott on déduira , par 'intégration ;

3 3 4
3=C, &V “.C,e PV 0,V
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C,,C,, C, désignant des constantes, et 1,p, p* les trois raci-

n2s cubiques de I'unité. Les constantes se déierminent en ohser-
axr de2a

-/ —_— \ — — pre— . tr ‘e
vant que, pour 3==0, on a A=o0, 3 =1» g=0; on trouwy
ainsi
L — PP —t P -t
C=3% 3, C,= 5 v, Cs'—*g'“ N

d'ou résulte

—r 3 s . 3 _
= 3 (ezV“+PzePzV¢+F£P *\/ﬁ) .

3 ?

et, par conséquent,
3 3 3
oz __Z - "/ 2 -
ll‘“: g’c‘f e 3,0 3 <ez‘/“+p’e sz“+PeP Z\/u) Iy
)

IX. Ayant ainsi découvert aux art. VII et VIII deux intégra:
Ies particuliéres de 1'équation (3), l'intégrale compléie de cetta
équalion va s’obtenir en faisant la somme des produits de ces deux
intégrales par des constantes arbitraires. On pourra donc prendre
pour valeur compléte de u, celle que donne I'égalité

: 3 3
HFIAHJOoe—%oz._}?<ez’/“+epz‘/“—{—-ep’z’/“)Ja
o
3 3 )
>k 2 z z Z « 25 ;
i—l—Bpfoe Pa S (e etV e Yda

ou bien encore celle-ci
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N [ o .
o _« : - - ER VA EXV
+Bf‘j e 3s.a 3 [ez’/“—e 2 ,(Cos. Y3V —/3.8in. WEve )],
) 2 2

qui est I'équivalent de la premiére , de laquelle elle se déduit en

. —tV3 —1— =3

remplagant p et p* respeclivement par LA V=3
2 2

puis substituant aux exponentiels imaginaires les fonctions circu-

Jaires équivalentes.

X. Reprenons présentement 1'équation

' dzu
"o -
(2) dx‘_ —(PF"’"%&'Z')”‘M *
= ,
et rappelons-—nous qu'en posant Petq,2=z93 ., nousl'avons trans=
formée en
dupe -
3) o =A,

L'intégrale de l'équation (2) est, par conséquent ;

Petiu® Joo _Petiuat g
a2 § 21/’— Petqger  — 2
Rk [e R oe w .Cos. _Pz_gz_ﬁ_ V'3 a ] i
r®

éf_‘+(],¢‘r :/: __Py““hv"f'l}g
g 29w <Cos ”f‘"“’f*“”‘/s;/ —y/3Sin. P i Ve Vi E

2/
+B, Oc’e_' ;. Fie ¥ —_— : §
o L 26" 29 .
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Cette intégrale résout la quesiion proposée,, ou du moins, en
vertu de l'art. IV, eile rédait le pro™ldme & la résoluiion de 2n
équations du premier degré, qui doivent délerminer les constan-
tes arbitraires.

La résolution de ces équations est de la plus grande simplicité.

On part des deux sccondes

du, du, _ VA
u,=llz 5 ’a;:g N Poul‘ x._.-,;- .

Elles contiennent quatre conslantes A,,B,,4,,B,, et servent
également & déterminer les deux derniéres au moyen des deux
premicres. Les deux sulvantes

du, du, v z—o2 4

—r ou =2 —
37 dx dx P n !
donnent 4, , B, en 4, , B, , d'oi ensuile en 4, , B, , et ainsi
des autres jusqu'aux deux avant - derniéres

—u dl!n-! — dll,,,
n? dw dx

Hee1

y Ppour x.—:(n—l)—nl— .

Celles-ci fournissant 4, , B,, on substitue les derniéres valeurs
dans 1'égalité w,=0’, pour x=7, qui dés lors ne contient plus
que A,, B,, et qui, jointe i la premiére u,=0, pour x=o,
fait connaiire ces deux constantes dont toutes les autres dépendent.

La question se réduit a trouver Apyss Buy,, en fonction de
Au, B par le secours des équations

duge _ duper

. I
e B o L i e

En désignant par U, et 7 les deux valeurs particuliéres de ug
obtenues aux art. VII et VIII, on a, comme a lart. X,
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U, =AUt Pl

et

dvgp — al’. av,

4B
dx &# dx # dx

’

Yt = U B P g 5

duh.;_, 6[7 1 d;"u.'_g
h =A ld :
dx “tr gy + et dx

. . l
Soit fait #=p — , et nommons
n

(U) e ), ( AU ) ( de) <U‘u+1) Pt < Al 4« ) , / drdf:-x

les valeurs correspondantes des quantités comprises entre les pa-
renthéses. Les équations de condition seront

A (U)ABV)=A,, (U O+B, . (V.. ),

() )= (S (22

On tire de 1d les valeurs de 4 1 f‘+1; en /I‘u ,B‘u. Le dé-

nominateur commun de ces valeurs est

o) (ZE) =00 (222

Or, il est remarquable que ce dénominateur est constamment

égal a ¢’ 64r- Cela résulte des équations
Tom. XXI. 20

)
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A2l

dp? :(/)["+I+r/f‘+lx)Lr‘u+] B

dzrf[-‘—l—x I p_ -
da? —<p#+1+7ﬁ+lx) ptr’

qui ont licu par la nature méme des quantités Upy,, Puyas et
dont on déduit

U 42V - Ut =0 .

75 = S Y £E¥r dar T °

Intégrant on a

dV,;.,_, dv;u—!-x
U#_*_l T_FM'&I 5 —Const. 7

Pour déterminer la constante du second membre , on remonte
aux valeurs

1 1.a)3
U | =i (Pt Vg3
s+t 2.3¢pgx
g .
o, ==LlerTIeRT oL
{‘+x ; + 2
9 gt

et l'on voit, sans peine, que 1'égalité devant subsister pour toules
les valeurs possibles de

prerrtqet
T T :

9’ pets
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Ia valeur de la constante est (]—‘;H_,. Done,

AV s . Ay \ 2
(U:“"“l) < dx >— <If‘+1) \ dz —’/;I"l“ ’
ce quil fallait prouver.

XI. La méme analyse s'étendrait au cas ol les exirémités dela
barre , au licu d'étre entretenues a des températures constantes,
rayonneraient librement dans l'espace. Elle réduirait , comme tout
a l'heure, les difficultés du probléme & celle de résoudre 2n équa-
tions du premier degré. Elle s'étendrait également a la détermi-
nation du mouvement de la chaleur dans une armille ; probléme
qui, dans le fond , ne différe pas de celui que nous venons de
résoudre. La réduction des formules en nombres sera facile , dans
tous les cas, ce qui est le caractére essentiel d'une métliode pra-
tique. Soit, pour en donner un exemple, AB=/=2 méires; la va-
sf(a)

’@

4 son miliea par 0. Eufin que les points A, B soient entretenus

, aux extrémités de la barre, représentée par 1, et

leur de

a des températures constantes de 10°.
De v—o0 a =1, on a pp=1, g,—=—1 , et, par suile,

et
P—;—”—:z:l—-—x .
T
VN
. ppet-G et .
De x=1 3aax=2, on a, au contraire, L—Tﬁ-—:z:x—r .
9w

Subsiituant ces valeurs dans mnos formules, pour en dédaire les
températares © et les flux de chaleur aux divers points de la barre ,
on formera le tableaun suivant :



r=0",00 ,

r=o0,50 ,

x=0,75 ,

X=1,00 ,

“=!,50 )

L=1,75 ,

r=2,00 ,

La formule générale est

dans laquelle

u=—10°00 ,

u=q,13 ,

u=8,71 ,

u—38,56 ,

u=8,53 ,

u=8,56 ,

u=8,71 ,

u=g,13 ,

©¥=—10,00 ,

10.u,
—_—

1,172

THEORIE

du .,
. =-}0,53

I}

.

vy

Bl

[SalVi

»
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6

Zs z
w=tt gt gt s

z €lant égal a4 1—x de v=0 3 =1, etdxr—1de =1 4 x=2.

XII. Il n'enire pas dans notre plan de nous étendre davantage
sur ces détails qui ne présenteat aucune difficulté ; mais nous
croyons devoir placer ici Pexposé rapide de quelques réflexions
analytiques propres a ¢claircir ce qui précede. Les développemens
dans lesquels on vient d'entrer donnent, en résumé , une mé-
thode géuérale pour intégrer, p.r approximation, I'éqration linéaire
du second ordre. L’approslmation est poussée aussi loin qu'on
veut. En augmentant 4 volonté le nombre des équations du pre-
mier degré, auxquelles se raméne la détermination des constantes ,
on s'approche indéfiniment de la valeur exacte cherchée. Une telle
méthode parait suffisante, dans I'état actuel de l'analyse , vu la
difficulté de résoudre exactement la question.

Si I'on veut toatefois , on peut la traiter d'une maniére pluas
dirccte, En considérant 1'équation

du s.f(wzu .
diz = Ko i
on obtient, sans difficulté , une suite infinie qui y satisfait , et dont
la convergence peut étre prouvée dans le cas du probléme qui
nous occupe. Je compose la valeur de « d'une suite de termes u,,
2,, Uy, ...... qui seront déterminés plus tard.
Ainsi je fais

v=u,tu4u,4.......

Les quantités u, , u,, u, , ....... devront étre telles quon ait
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dxe, , d*us d’v,
L a2

e f(x
™ e - Toe .= Ji'a) (ugtu,tu,4.....) 3

or, cetle équation est satisfaite si l'on pose, ce qui est permis,

d>uo d2u: effx) d2u, sf(x)
=0 , = —U, , —_—
da? Ke

d2 dx? Ko

d’ot on tire, en nommant .4 , B, deux constantes arbitraires
1) ? )

u,—A+Bxr ;

4= f “de ’(A+Bx)—é; f(x)dr 3

"y = f “d j Tf{(z)da j “de [ (44-Ba)

2

¢
Kza2

f(z)dz

La somme de ces quanlités sera la valeur de u et l'intégrale
I'équation proposée si toutefois la suite infinie , fournie par cetie
somme , est une suile convergente ; circonstance dont il est facile
de s'assurer, comme on va le voir. On considére séparément les
deux séries

Ag 1+ 'ﬁff:df/’:f(~r)dx+ Tﬁ:;j:ff/:f(x)(ldzdljjf(x)dx_l-"“ g;
B:x—‘-. i—“'_j :df/‘:xf(x)dx-l— Z:Tf :d‘fj‘:f(x)df f :dJ :xf(x)dx+.... ; ;
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qui répondent aux deux constantes arbitraires. La forction f(z)
représente ( entre les limites =0, x=/ ) le pouvoir rayonnant
de la surface de la barre. C'est une quantité essenticllement po-
sitive , qui, pour une ou plusicurs valeurs de x , peut &ir
nulie , mais jamais infinie. Sa plus grande valeur correspond a
un point quelconque de la barre; c’est une quantité finie positive
M qui, substituée & la place de f(a), dans chacun des termes
des deux séries précédentes, donnera nécessairement des valeurs
plus grandes que celles de ces mémes termes.

Or, en faisant f(x) =M, les deux suites en question deviennent

€ Ma> ¢2 M2, 4
Ajt i T T +§ ;

-+

£ Ma3 £2 MzyS

B{x+—IZ; T 123 + Kear 1.2.3 4.5 +“”‘g )

Ces deux suiles sont évidemment coavergentes. En s’arrétant a
des termes de plus en plus éloignés , les restes uécessaires pbur
en compléter la valeur décroissent rapidement. Donc, a fortiori,
cela a lica pour les deux suites qui composent la valeur de 2. On
trouverait méme aisément le moyen de calculer le degré d’approxi-
mation qu'on obtiendrait, en s’arrélant a2 un terme désigné.

Au reste , il n'est pas nécessaire que f(x) soit .toujours une
quantité positive de x=o0 a x=/; f(x) peut avoir des valeurs
tantdt posilives et tantdt négatives; il suffit que jamais ces valeurs
ne soient infinies. Alors, dans lanalyse qui précéde, on appelle
M la plus grande d’entre elles, abstraction faite du signe. Le rai-
sonnement portera uniquement sur les nombres et sera également
rigoureux. Ainsi donc, toutes les fois qu'entre des limites fixes,
la fonction connue {(x) ne passera point par l'infini , quelle qu'en

2

.
53

soit d'ailleurs la nature , l'intégrale de 1'équation

.|

.

()
~ A

=
“
i
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u sera exprimable en série, comme nous venons de le voir. Nous
insistons sur ce point sur lequel il nous sera u!ile de nous ap-

puyer , lorsqu’il s'agira du mouvement varié.

XII. Reprenons la valeur de « composée des deux séries

Ag 4= f :dff H(a)do4
{ . . 3 = P > z z F' N ‘
Bia:»r- Ef D(ivaG:vf(x)dx-g— E;J.d.f/'of(:v)ﬁ.i'/’odaj—o:vf(x}dx+.....,§ R

Eile convergera d'autant plus rapidemment vers sa limite , que le
rayon de la barre sera plus grand ainsi que sa conductibilité.
Elle représentera exactement toutes les circonstances du mouve-
ment linéaire permanent de la chaleur. Supposons , par exem-
ple , que la température soit nulle a l'extrémité de la barre

ou pour x=0, et 'unité pour #=/; la constante £ sera nulle
et la constante B aura pour valeur

) 4
< l E $3 ! L] x Ed
I+ = j odf:/' l‘.z:f'(.z‘)da: Tows j od.‘l:[ odxf(x)‘/‘odf/ zf(z)dz+....

d'ol résulte

] x x 2 x x A x .o
- r-}-—zfod{/.oxf(x)dx—[—m/Ddx/}of(x)dxb/odyf zf(x)ydr4-.03,

p—

~e

£ < x £2 l X » x
I+ —— f od‘f/ wl(@) ot f .,d";"/ () / od;'L/ 2f(z)dz....

Admettons que , du point A au point B, la fonction f(x) soit

L]
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toujours croissante ; on voit que la température partira de o°,
pour arriver a la valeur 1°, au-dessous de laquelle elle restera
toujours dans Lintervalle de =0 & x=/. Cette valeur croitra,
dans les premiers instans , proportionnellement a I'abscisse, c’est-
d-dire, comme les ordonnées d’une droite ; ensuite comme les or-
données d'une courbe parabolique d'un ordre indéfini. Les accrois-
semens de température, d'abord trés-petile, seront d’autant plus
scusibles , qu'on s’approchera davantage de la limite B. On pour-
rait aisément en calculer les expressions numériques , comme nous
I'avons fait voir sur un autre exemple. Les résultats compris de
PFart. II 4 T'art. XI sont de notre mémoire de 1829 ; ceux des
art, XII et XIII n’ont été présentés a 1'Institut qu'en 1830 ; il

en est de méme des suivans.

XIV. Nous nous occuperons présentement du mouvement varié
de 1a chaleur, dans une barre homogéue inégalement polie.

Nous avons une barre AB, dont les extrémités A et B sont
constamment aux lempératures 6 et 0. Cectte barre est placée dans
un milieu entretenu a 0°. On désigne par ¢ la chaleur spécifique,
par k£ la conductibilité , I'une et l'aatre regardées comme inva-
riables ; w est l'aire et ¢ le contour de la section , supposée par-
tout la méme. Le coefficient y représenie le pouvoir rayonnant,
dont la valeur est une fonction quelconque de 1'abscisse, a cause
de l'inégalité du poli des différers points da méial.

En un point quelconque m, dont la distance a I'origine O est
représentée par x, la température u est représentée par 1'équation

que je prends dans le premier mémoire de M. Poisson , sur la

chaleur. Divisant les deux membres par cw, cn a

du K dzu v
— (738

dt T ¢ " dur ¢
Tom. XXI. 21
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. LY N . (o
Le coefficient — dépend tout & la fois de la chaleur spécifique
c

de la barre et de sa conductibilité. C'est un nombre donrné a*.
e

La quantiié — est au conlraire variable avec 1'abscisse x , et c'est
c® .

par la fonction f(2) que nous la supposerons représentée. L'équa-
tion du probltme devient ainsi

du . d*u
(a) N =a' — —uf(x) .

Celte équation élant intégrée , les arbitraires que contiendra son
intégrale se détermineront par ces conditions : 1.° que les tempé-
ratures soient constamment 0, 6/ aux extrémités de la barre. Soient
OA<=/, OB=/, et I'on aura ces deux équations définies : u=—0
pour x=1, et u=0 pour =V ; 2.° que, pour /=0, & I'origine des
temps , les températures de x==/ & x =1V soicnt données par une
fonction F(x) connue entre ces limites.

Pour intégrer I'équation (a) , je fais usage de la méthode qui
consiste & former l'intégrale compléte d'un nombre infini d'inté-
grales particuli¢res. Je développe en série la valeur de u, sui-
vaut les puissances de l'exponentielle ¢’ , et nommant u,, u,,
Uy s weveren U, , ...... des fonctions de x qui seront ci-aprés dé-
termindes , je pose

—imit m,t ~m,t

u=uytue Fu,e ~+u.e !

—_m,
A Fue +een;
ou, par abréviation,

u—=3Xu,e-™ .

Il vient, en différentiant cette valeur de u, par rapport a £, et
ensuite par rapport & x,

du : - A’ d2um
— =—3u,.me" ™, — =S, —
dr da= dus

substituant ces valeurs dans 1'équation (a), on obtient cette égalité



'DE LA CHALEUR. 139

d2um -

—3mu, e =g o=t —_
ds?

f(x)2u,e™™ ,

qui , devant étre satisfaite quel que soit ¢, donne cetie équation
générale

d2um

b —_— '___"
(b) mu, =a* ——

—u, f(zx)

pour déterminer u, , et, par suite, vy, v, , u,, ....., lorsqu’on
connaitra les valeurs de m.
L'équation (b) est une équation linéaire du second ordre , de
A . 7z z 7’ .7 e
méme forme que celle qui a éié étudiée dans la question du mou-
vement permanent. Son intégrale, qui comprend deux constantes
arbitraires , peut s'obtenir dans tous les cas , au moins par approxi-
mation. Je nommerai o(xr, m), $(2, m) deux intégrales parti-
culiéres qui y satisfassent ; 4, , B, deux constantes arbitraires.
La valeur de u, s’écrira ainsi:

u,—A,o(x,m)+B,\(xr,m) ;
et l'on aura , pour la valeur de u,
us=2{ A p(, m)-Bo Yz, m) )=

XV. Les diverses valeurs de m se déduisent des deux équa-
tions définies

uv=0 , pour x=I,
u=0/, pour z=Il,

déjd indiquées dans le précédent article. En effet, elles revien-

nent a

2{.4,,,(9(1, m)oi—Bme(l, m)}e~™=o ,

2 Aol ,m)+B, LV ,m)}e =0 .
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Elles doivent subsister pour toute valeur positive de #; d'ot on
conclut sans peine qu'une des valeurs de l'exposant m doit étre
zéro , et qu'a cet exposant répondent les deux équations

AO"?(Z’O)—FBO.\L(Z’O):Q 9 ..40'79(1/,0)-1—30‘4/(]’,0) :6/ ?
qui donnent aisément
{201 —4{1,0) #91',0)—09(1.0)

A, = — . B,— "
° ‘P\/’0)‘J/\¢/,O>_¢\/70)"f”(/,0) ’ ° 4)(\lao)"l’(‘l:ol—@\[/)ol\"z'(/’o) ’

ct déterminent complétement le premier terme u, de la valeur de
©, lequel représente le mouvement de la chaleur dans une barre
parvenue a un état permanent. Toutes les autres valeurs de m

sont données par les équations
Auol,m) 4B 4 my=0 . A,ol,m)+Bylm)=0 .
Eliminant 4, et B, ., il vient:
© oyl my—o (' myh(l my=o ;

égalité ou tout est connu , exceplé m, et qui détermine (en y
joignant la valeur de m=o ) toutes les valeurs dont celte va-
riable est susceptible. Une des quantités 4,, , B, estdonnée de plus
o(l,m) .
Y{l,mn) ’

et , si l'on substitue cette expression dans la valeur de z, on trouve

en fonction de I'autre. Lavaleur B, est, par exemple, —.4,,

@(x,m) 1, m)—=d(2,m)e{l,m)
'4/(1, m) ’

u=u,4+%4,.
le temps ¢ élant arbitraire.

XVI. Que l'on fasse & présent =0, u deviendra F(x) ; repré-
sentant donc par @(z) la différence F(x)—u, également connue,
on devra satisfaire a I'égalité

@ o)== g (o mblm)— (@ mya(m))
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qui pourtant ne subsistera qu'entre les limites r=l et x=10.

La fonction ®(x) peut éire discontinue. La possibilité de la dé-
velopper en une série semblable i celle du second membre ne
saurait étre révoquée en doute ; sans cela le probléme du mou-
vement de la chaleur, dans une barre inédgalement polie, serait
inaccessible a4 I'analyse. L’'équation (d) résulte de raisonnemens
rigoureux ; et il ne reste plus qu'a déterminer convenablement la
valeur de 4n. Or, sa détermination repose sur ce que la quan-
tité o(x, m)V(l,m)—L(x,m)o(l/,m) , que je représente par
doit satisfaire a 'équation (b), en sorte qu'on a

Soit , en effet , m’ une seconde valeur de m , et l'on aura éga-

icment
d2V

a2

—m'V, ,=a* —Vaf(x) .

Eliminant donc () entre ces deux équations , on trouvera

a2V AV >
b

m/
da? da?

(m—m"V ¥V ,=a* <Vm

d'olr, intégrant par rapport & 2 et divisant par m—m/,

2 av, ar,
SV dr—=—"2 <p—m Vi S ) +Const.

mn’ /
m—m dx d

Or , si l'on prend cette intégrale depuis x=/ jusqu'a x =7, le
second membre sera nul, tant que la différence m—m’ ne le sera
pas ; ce qui résulte de ce que, a ces limites, les quantiés ¥, ,
V.. sount nulles elles-mémes. En effet, on a, pour o=/

Vm:.(p(l, m)#(l, m)——@(l, m)z?(l n7) =0 ,
I/;”’:?(l’ m//‘l’(h m/) _4’(17 nl/!c‘a:l, m’):o 3

et pour r=/,
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Vg, Y my— (0, Yol my =0 ;
Fro=o(lndyo (L m)y— (' myo(l,m)=o ,

en vertu de l'équation (¢) qui déiermine les valeurs de m et de

. e v .
m’. Ainsi lon af VoV wdae=o0, lorsque les racines m et m’ dit-
1

férent entre elles. Mais si m=m/, le second membre se présente
sous la forme 2. Sa yraie valeur est alors une quantité finie bien
facile & trouver directement ou a déterminer par les régles ordi-

naires. On dilércntie , par rapport a m , le numérateur

av av
a=<V,,, n_p,, m )

aw? da

puis le dénominateur m—m/. Ce dernier donne 1'unité pour ré-
sultat ; le premier conduit a

w(dV’" W a=V,,,>,

dmn dx m dadm

V,. est nul aux deux limites x =1, x=/V. Soit donc représenté
dVm AV

dm dx

A

a ces valeurs extrémes, et

par H, H' la quantité &

c'est la différence H'—H=v¢, qui sera le nombre cherché. Ainsi

2]
T'on aura
ll
2 - >
JIV md‘r'—' ‘)m ‘

XVII. Revenons présentement 3 I'équation (d), c'est-3-dire a
I’équation

B(@)=% LT (o, myl, m) =4z myp(l m)) -

J'y change & en a, ce qui est permis; je mulliplic ces deux
membres par
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{o(a, m)L(l, m)y—Y(a, m)o(l, m)}d= 7

etj'intégre ensuite entre les limites =/, o =/. Le premier membre
devient égal a une intégrale définie

[ et my s my =G myot, m)) )1

Le second membre , en vertu des principes de l'art. XVI, se

. . Ame
réduit & un seul terme , savoir : ~Lmfm_ . en sorte que
(L, m)
7 u :
An= "’(V’ ™) {0, MU, m)—L(x, myo(l, m)}®(a)da ;
m l

et I'équation suivante :
-mt i
u=u°+zi—m {@{x,m)"\l/(l,m)--n}(x,m)gb(l,m)}ﬁ { o(a,myd{l,m)=(2,m)ol,m)} ®{2)d

ne contenant plus que des quantités connues, donne la valeur de
© , pour un iustant quelconque , en tel point qu'on veut de la
barre, et résout, dans toute sa généralité le probléme qui nous
occupe. Cette valeur est composée de deux parties; la premiére
indépendante du temps , représente 1'état permanent auquel la
barre arrive enfin; la seconde , dépendante & la fois du point et
de linstant que l'on considére , et tendant vers zéro & mesure
que le temps augmente, répond a l'état variable. Ainsi , il y a
dans la barre deux flux de chaleur bien distincts , qui suivent
des lois différentes et qui, d’aprés leurs signes , s'ajoutent ou se
retranchent pour former le flux total.

Lorsque la valeur de ¢ est devenue trés-considérable, I'exponen-

tielle e=™ est trés-pelite; ct si l'on considere les quantiids e ™™

et ..., qu'on déduit de la premiire par les hypothises
m=m,, m=m, , ......., on voit qu'elles décroissent trés rapide-

ment & mesure que m augmente., On peat donc, & une cer-
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taine époque. se borner a la premicre exponentielle , dans la va-
leur de w«. On obtient alors

P t n
I 1
v=u,+ —— {¢{x,m;}‘J/(Z,m;)—xP(x,m,)@(l,m.\;‘J {ola,mYW{lm)— (&,m;}q)(l,m.)}@{a)dn.

Y113 4 3

Dans cet ¢tat de la barre, qui préctde immédiatement léiay
permanent, les différences u—u, décroissent avec le temps , comme
les termes d'une progression géoméirique, ce qui est une propriélé
géuérale des lois du refroidissement.

XVYIII. Si la barre est limitée dans les deux sens , les deux
longueurs / et // sont représentées par des nombres donnés. Si
elle s'étend & l'infini do c6té B, ona /=« . Enfin on doit po-
ser /[=— oo, I/'=-+4 o, dans I'hypothése ou la ligne AB est in-
définie dans les deux sens. Clest afin de pouvoir comprendre ce
dernier cas dans notre formule que nous avons pris l'origine O
des abscisses dans une position tout a fait arbitraire, par rapport
aux poinis A et B; mais, en particularisant le licu du point O,
il est possible de simplifier beaucoup les calculs que nous avons
indiqués dans les précédens articles. Cela est surtout utile pour la
démonstration de divers théorémes qui complétent la solution que
nous avons donnée du probléme qui fait le sujet de cet écrit, et
qu'a la rigueur on peut regarder comme indispensables.

Nous ferons voir 1.° que I'équation d’ou résul:ent les valeurs de
m a toules ses racines réelles et positives ; 2.° nous prouverons
que la série qui forme la valeur de v est une série convergente,
ce qui est nécessaire pour compléier la solution.

Les démonstrations de ces deux principes se déduisent de la
méthode que nous avons exposée aux articles XII ét XIII, pour
Iintégration de l'équation linéaire du second ordre. Elles sont
trés-propres a faire connaitre les avantages de ce procédé que
nous avons omis dans le mémoire présenté , en 1829 , a I'’Académie
des sciences.
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XIX. Nous supposons qu'on a fait coincider l'origine O avec
Pexirémité A de la barre. La longueur 7 sera alors nulle, et la
longueur AB deviendra /. L'équation indéfinie sera toujours
2
%:— —=a? 2:2 —uf(x) .
é

ye

En posant

u=—=3u, e ;

u, salisfera loujours a 1'équation
dzu,,
— 2 — S— -
—muy=at —— u,f(x) .

On représentera encore par ¢(x, m) , {{x,m) deux intégrales par-
ticulicres , en sorte que

u,—=4A,9(x,m)+B,y(xr,m) ;

puis on aur;i
u=Ee~""{ dnp(x, myF-Bol(z, m)} |

Observons présentement que liéquation qui donne u, peut se
mettre sous cette forme

d2u,, f{2)==m
dor T " a2 !

et, par les principes de I'art. XII, on pourra poser

oz, m)=1- ;I;- f :* [ :{f(.r)-—-m]dx-{- i f d.:s [ o[f(&v)—-m}d:zf odfjr o fa)—mlded-..... ;

! fﬁ l.sz’.r) o4 = f A i[f"z\—m"r‘wfrh “eif v)—md
— g e r > —T7 .G ar X mior g ar AN AR E /s REN A eree s
Y, m)y=a+ — R RN It iy L Ny I S JUEE o

, — o A g on
Gum, X537, n° 6, 1.5 deccniire 1530, 22
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Prenant alors les équations définies,, u=0, pour x=7/=0; v=0,
pour x=/; elles dounent

et {A0(0,m)+ Brl(o,m)} =0, S [ d ol ,m)yBal(,m)}=6". -

Or, on a

o(o,m)y=1 , L(o,m)=o0

~e

les équations précédentes se réduisent donc a
B Ap=0 , Ze (A0l m)4-B L (V,m)} =06

Elles doivent subsister quel que soit ¢, en sorte qu’il y a une
valeur de m égale & zéro, a laquelle répondent les coefficiens

o—£e{l,0)

A,=0, B,= 79 ;

ce qui détermine complétement le premier terme z, de la tempé-
rature. Les autres valeurs de m sont en nombre infini, A ces va-
leurs répondent les égalités

An=0 , Apo(V,m)+Bnl(¥,m)=0 ;-

lesquelles se réduisent a 4(Z,m)=0. Ainsi donc c'est. I'équation
L(//,m)=o0, ou

v * 4 z F z
l/+£;(/d;5/' [f(x)—m]rda4 sg-fzdx [f(x)—-‘-m]d:rf da f [f(x)—m]adat-.....=0 ,

qui détermine tous les nombres que m représente. C'est celte équa-
tion qu'il faut discuter et dont il s'agit de trouver les racines.

XX. Je poserai
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j-=1’+—:-;j£’c‘..zj I[f(x)-—m}rir—}— ‘%J ”d.r t[f(.r)—-m]d;zj:d;rjr o[f(:c‘)-—-m}rdx‘-i-...:

Je construiral la courbe représentée par cetle égalité , oo m est
Iabscisse et y Vordennée. Cetle courbe coupera l'axe des m en
un nombre infini de poinis, pour lesquels on aura y—o0. Clest &
ces points que répoudent les valeurs que nous voulons considérer.

Or , la fonction {(r) est donnée de x=o0 a r=/V. C'est une
quantité tonjours positive , dont la plus grande et la plus petite
valeurs sont des nombres finis M, V. Ainsi la quantité m crois-
sant, a partic de zéro, finira par dépasser f(2). A cette époque,
lIes divers termes de la valeur de y, qui d’abord éiaient tous po-.
sitifs , deviendront alternativement positifs et négatifs. 1l en sera
de méme de l'ordonnée y; et c'est ainsi que I'équation y=o0 pos-
s¢de un nombre infini de racines réeiles. Voyons de queile ma-
ni¢re ces diverses quantiiés dépendent de m , ct comment elles
croissent et ddcroissent avec cetle abscisse.

Par un choix convenable d'uilités , on peut toujours faire en
sorte que /=1 et a’=1. Nous adopierous ces valeurs qui sim-
plifient un peu les raisonnemens. Maintenant observous que y ne
peut étre nal , tant gque {(2)—m est positif. Prenons done m>{(x) ,
et voyons ce qui résulie de cette hypothése. Nous poserons

Po=1 ,

p,:-—j!(‘:fj"x{f(r)——m}dx )

pz—:_-{:/q da xif(w)——m]d?f g / xx[f(x)——-m]dx ;

p,:—j @ :/ Ii{(,&)——m]d.J xd.:j’ I!tf<~l‘)—-m}d‘:“f‘ r(’:;vjlr J.@-{f(.«;)-_m}i’; ,
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. 3
on aura , par suile:
pp— ! -
.7—'p0'_PXsz‘_P;+~----
Si la valeur moyenne de m—{(x) est au-dessous de I'unité , les ter.
mes p,: Py Py +or--- lendent a diminuer, 3 mesure que 'indice
augmente , 1.° a cause de lintrodacticn du nouveau facteur
m—{f(x) ; 2.° A cause de la double iniégration ajoutée en passant
de T'un quelconque d'enire eux au suivant. En adoptant donc cettg

h}“polhése , en a

PilpPo s Py<Pz s P3<Pa: +c-ns

et par conséquent > 0. .

Soit & présent m—f(r) supérieur a I'unité. L'introduction du fac-
teur m—{(x) d'un terme p, au suivant p,., tend a augmenter
ce dernier que la double intégration diminue ; et, comme Peffet
de cette diminutionse produit d’autant mieux que n est plus grand,
on voit que les nombres successifs p,, p,, p, , p; s .-... irontd’a-
bord croissant avec les indices, atteindront un maximum puis dé-
croiiront indéfiniment. )

Cette idée a besoin d'étre développée. On en sent sur-le-champ
la justesse en regardant la fonction f(x) comme une constante
égale 4 P; car on a, dans cette hypothése,

Po=1I Pr= m—P Pa= (m—P): . (m=pP) )
T MTNLS 0 PeTRLGLs 0 MY LBs6, 0

Et les rapports

458 a3 P P4
1] ’ ? 3 cecen
Po Py P P:
sont
me—P m=——P m—P m—P

ssessew
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Pour toutes ces fractions , le numérateur est invariable ; le dé-
nominateur va croissant avec rapidité et finit par lui devenir égal
ou supérieur. Donc aussi les termes p, , p,, p,: p; » ------» quel
que soit m-—P , ne pourront pas toujours croitre avec leurs indi-
ces. Ils atteindront un maximum , puis décroitront, l'indice con-
tinuant a augwenter. Le maximum sera seulement d'autant plus
¢loigné de p, que m—P sera un nombre plus considérable.
Ce que nous venons d'expliquer , en supposant {(x)=—P, est
£videmment général. Cela compris, on congoit déja comment la
valeur de y peut étre alternativement posilive et négative, et par

conséquent nulle.

XXI. Si f(x) était constant , qu'en eft f(x)==P, les valeurs
successives de p, , pi . p,, Py, --.... seraient celles que nous vye-
nons d'écrire , et lon obtiendrait

M= P (m=—P)2 (m—P)3
1.2.3 1 2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7

Multipliant et divisant le second membre par p” m—pP, puis ob-
servant que m—2P est égal & (J'm—P)*, on a

g _ I/m-—P__ (‘/m—-l’)s_‘_ (I/m-P)a . z . 4
T m—=p I ) 1.2.3 1.2.3.4.5 B T

Ainsi
}n/___ 'S;ll.[/];‘-—P .
y m—P

Or, par la décomposition du sinus en une. infinité de facteurs ,
on sait que I'équation Sin.p ' m—P=o0 a tou!es ses racines réelles
et posmvcs, Ces racines sont donnédes par leg.1hte m=—P-+n*w*
dans laquelle & est, A 'ordinaire , le rapport de la circonférence

au diamétre , et » un nombre entier qui peut prendre toutes les
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valeurs de n=o0 3 n=co . Donc aussi I'équation /=0 a toutes ses
racines réelles , positives et fournies par la formule m=P4n*w?
dans laguelle on doit faire varier le nombre entier n depuis n=1
jusqu'a n= . La valeur de n=o0 ne répond plus alors 4 3’'=0.
mais A y/'=

Quand f(x) n’est pas un nombre donné, mais une fonction va-
riable , entre les limites M et IV, on cencoit une valeur moyenne
représentée par P, et telle que, si Fon pose f(x)=P, , on trou-
vera exactement la valeur de y. En adoptant cette idéé , on obtient

(m=P.) (m—Pn)3 (m="P,)5

J= 1.2 3 +

1.2.3.4.5  1.2.34567 SRR

La quantité P, n'est pas absolument censlante. C’est une fone-
tion de m qui peut changci‘ en méme temps que celte abscisse ;
mais ses variations ne sont point arbitraires ; elle ne peut pas croi-
tre indéfiniment , puisque la fonction f(a) est comprise enire deux
limites finies A7 et IV, Cela admis, on met I'expression de » sous
la forme suivante:

Sin [/,,-—-,Dm L
H

‘7‘__ —

etles racines m se trouvent dennées par la formule m=P, 4 n'=*,
ou le nombre entier n varie de 'uniié 4 Vinfini. Cette deruniére
égalité est toujours possible. Soit, par exemple, n=1 ; je dis qu'on
peut avoir m=2~P,4n'w", et le méme genre de démonstration sera
applicable & une valeur quelconque de m. En effet , le second
membre est renfermé entre des limites désignées , puisque cela a
licu pour P, et que =° est constant. Le premier, au contraire ,
est absolument quelconque. Dounc il existe un nombre m, tel que,
si 'on fait m=m, , cetle équation sera satisfaile et aussi I'équa-
110[1)

Ponc cnﬁn Icquation =0 , dans le cas le plus général, a
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toutes ses racines réelles et positives, ce qu'on savait déja, par
le théoréme de 1article I.¢r

L'analyse que nous venons d'employer conduit également & les
calculer : noas n'insisterons pas sur ce point; des considéralions
de ce genre n'ont aucune difficulié. Lorsque les racines sont pe-
tites, on -les obtient par la méihode des approximations successi-
ves ; lorsqu’elles sont lrés-grandes , le nombre 7° est trés-grand
loi-méme; on néglige P, et l'on a celte valeur trés-approchée
m=n’w*; ou n est un nombre entier quelconque , mais” suffisam-

ment considérable.

XXII. A la fin de l'article XiI, on a prouvé que la série
qui exprime {(x,m) est unc serie convergenle. Nous ne revien-
drons pas sur celte proposition qu'on peat démontrer par plus
d'un moyen. De plus, quand les valeurs de m sont trés-grandes ,
-on peut prouver que y(x,m) est une trés-pelite quantité quel que
soit 2. En effet, on a

e x x x x .
Y(x,my=2-+ a_’;/ “dr o[f(x)—»m]xdx—l— —:—ﬁ/ﬁ.x O[f(.r)‘—m]dr/udr ;[f'(x)'——m]xdx—{—...

Si m cst trés-grand, négligeons f(x) par rapport a m ; il viendra

. aVm
aSin. Vv

' 1 . mal + I m2a5 a ]

r.m)—r——- —_ —_— e T ——
Y( ’ ) a® 1.2.3 et 1.2.3.4.5 \m
. aV=:
aSin.
s A . ’ . A
~Or, V__“ décroit indéfiniment & mesure que m augmenie.
v m

XXIII. Je vais présentement démonirer la convergence de la
suite qui exprime la valeur de u. Il faut reprendre lexpression

u=3e""[4,0(x,m)+B, L(v my] ,
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mettre & part le terme u,, quirépond & m=—o, et puis se rappeler
qu'a ariicie X1X on a fait voir que 4,—o, L(I';m)y=o pour”
les autres valeurs de m. Il reste dés lors

v=u,+ZB e "V(x,m) ;

le signe = s'étendant aux valeurs de m données par L(7,m)=oc.

Pour =0, u devient F{x). On pose ( art. XVI ) F(z)—z,
=F(x). Puis I'on a ¢(x)==B_(x,m), d'ot I'on déduit, par la mé-
thode déja exposée ( art. XVI, XVII ),

O m)dn
= JSTod(x,m)da

B,

Or, quand il s'agit de prouver la convergence de Ta série
EB,e~"(x,m) , il est permis d'abord de ne considérer que les
termes de la suite infinie ol m est trés-considérable ; ensaite de
faire f=0; car, si la série est convergente , ¢ étant nul , a _for-
tiori le sera-t-elle 4 un instant quelconque différent.

Posons

z désignant un nombre entier trés-grand. Partons d'une valeur

n=n/, puis faisons
n=n/41 , n=n/t2, a=n'43, ... J

¢’est & ces diverses valeurs de n que répondront les grandes raci-
nes de l'équation L(/,m)==0. Cela résulte de ce que , pour ces
grandes racines, on a, aiusi quon l'a vu a l'art, XXII,

R



DE LA CHALEUR. 173

—

et de ce que Sin. devient nul toutes les fois que

alni=z?

1!1

m=

Nous aurons , dans la méme hypothése ,

22\m

o pa°Sin,
2 — a — axl! .
j ) Yo, m)’da J . - da= —

Sin. TVm - N
2 Bud(,m).3 _T—a—l/ 8(a).Sin. YT qy ;
® a

Ainsi ,

Or, la série du second membre est du nombre de celles qui ont
éié discutées en détail par MM. Fourier et Poisson. Et, en effet,
elle se rapporte au cas ou f(#)==0 , ou le pouvoir rayonnant est
nul, et constant par conséquent. La convergence de la série ,
dans le cas général, se trouve donc ainsi ramenée au cas parti-
culier ou f(x) est invariable , sur lequel il ne peut rester aucun

doute , aprés les mémoires des auteurs cités.

XXIV. Il nous reste a supposer variables , suivant une fonc-
tion quelconque de I'abscisse , la conductibilité et la chaleur spé-
cifique. Si 1'on a bien compris ce qui précéde , on ne trouvera
aucune difficulté dans cette question nouveile , ce qui nous per-
metira d'en exposer rapidement les résultats. Supposons d'abord
une harre AB, telle que AB=—/, arrivée i l'état permanen!. Nom-
mons % la conductibilité , variable en fonction de 'abscisse Am =z
de m , comptée a partir du point A. Soit de plus w laire, ¢ le
contour de la section transyersale , I'une et l'aulre constantes,

Tom. XXI. 23
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et 7 le pouvoir rayounant de la surface extériecure, exprigic ca
fonction de &; on aura cette équation indéfinie

d.hu

(2) W U

ou « désigne la température au point ot l'abscisse est x, et qui
suppose le milicu ambiant entretenu & 0°. En posant

14 £y
U=~ . o =f(zx) ,

celte équation peut s'éerire ainsi

(b) T —efa) :

Les constantes de l'intégrale se détermineront , par exemple, en
admettant qu'aux extrémités A, B de la barre, les températures
sont 0, 0/. Or, 'équation différentielle (b) est de méme forme que
celle relative & la premiére question du mémoire. Elle se traitera
donc comme nous avons traité celle-la, et le nouveau probléme
sera résolu par les mémes procédés que nous ayons appliqués &
I'auire.

Considérons deux barres de méme longueur, mais de matiéres
diverses. Admettons que , dans ces deux barres, ¢ et » soient les
mémes , ainsi que la fonction de 1'abscisse qui exprime le rapport
du pouvoir rayonnant a la conductibilité. L'équation (b) sera la
méme pour l'un et pour l'autre. Si de plus on entrelient leurs ex-
trémités 3 des températures qui different de la premiére barre a
la seconde, et en raison inverse de leurs conductibilités a ces li-
mites données, les valeurs de ¢, pour ces deux points, seront
égales de part et d’aulre, et des lors elles resteront les mémes
pour tous les autres points homologues des deux barres.
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Muis on a u= i— Soient u/, u” les valeurs de u pour deux

points des barres ayant la méme abscisse 2, el &, & les con-
ductibiliids, Puisque ¢ est le méme pour l'une et l'aulre, on a
w' ' k' k) clest-a-dire que les températures sont en raison

inverse des coanductibilités.

XXV. Considérons présentement le mouvement varié de la cha-
feur dans une barre hétérogine. En désignant par ¢ la chaleur

spécifique , nous aurons l'équation
2

du dz2.ku
() S v Srwelan GU

Les équations définies seront , par exemple , =9 pour x=o0, u=9
pour =/, et u=F(a) pour =0, de =0 & =/ En posant
ku=v , puis se rappelant que ¢, £, y sont des foncilons quelcon-~
ques de &, et faisant , en conséquence, ’

FS

=f(z) , ==f();

Cc
I'équation (¢) se transformera dans celle-eci:

do d2o
(d) F PRy () —of (x) .

Pour intégrer I'équation (d) on formera, comme a I'art, XTIV,
Pintégrale générale d'un nombre infini d'intégrales particulicres,
Suit

Zo e M—p ,

la substitution donnera

h]

nzr
—ZopeT " m={(x)Ze"" _": —f, (x)Ze=",,
G




176 THEORIE
équation qui, devant éire satisfaite quel que soit ¢, donne cette
expression géncrale

(e) -—mvmzf(‘r) %zﬂ _vmfx ( x) :

Cette équation linéaire est d’'une forme qui nous est bien connue.
Soient @(a,m) , {(x,m) deux intégrales particuliéres ; et, comme
a l'art. XIV, soit posé

b= Ao 0 m)F Byl
d’oi
vz A () +-Bwam)] -

Pour déterminer les valeurs de m, il faut recourir aux équations
définies

z=0 pour x=o , u="0’ pour x=I,
et se rappeler en méme temps que

u= = = = B [ p(@, B, m)] -

En effet, ces conditions donnent , en nommant %, , %,, les valeurs
de £, pour les deux abscisses o, /

7:: Ze‘""[A,,.gD(O:m)—l‘Bm LP(O”n)] =0,

S [ Ao (Lm)+B, 4 (lm)]=0

Ces conditions se simplifient & cause des valeurs de ¢(x,m) et
de {(x,m). En effet, 'équation (e) peut s'écrire ainsi
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dom _ fifx)=m
dar T f()

On pourra donc poser

fi(xw)—m ) 7 fx)=m
o(x, m)_.x-[(-/‘df/ der ———— ) -{:/.df/~d.1 t) fdr da -—f(x-)_——

emetf aaf o s o ST f 5

De 13 résulte
o(0,m)=1 , L(o,m)=0 ;

, par conséquent,
Ii—ZAme‘""z , Z—lze—m‘[;jmc?(l’,m)+Bm+(l,m)]:6/ :

Ces égalités doivent subsister pour toutes les valeurs positives de
£. On en conclut sans peine qu'une des valeurs de l'exposant m
doit ére zéro, et qu'a cet exposant répondent les valeurs

e'ky—ek ,¢([, O)
*({,0)

k4

A,=bk, , B, =

qui déterminent le premier terme u, de la valeur de v, lequel
représente 1'état permanent de la barre. Les coefficiens  qui ré-
pondent aux autres valeurs de m doivent éire égalés a zéro, et
I'on a, en général,

Ay=0 . Awp(lom)+Bai(lim=o ;

ce qui donne, a la fois ,

dr+...
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A,—o0 , (I, m)y=o0 .

Tout est connu dans cette derniére équation, excepté la variable
m ; et ses racines détermineront les nombres m, , m, ,m,, .....
Gui enirent en exposants de ¢~‘, dans le développement de #
en série. La valeur de 4, est nulle; celle de B, est seule in-
connue , et l'on a

u=u,t — B e~ Y(z,m)

XXVI. Que l'on fasse a présent {=0, # deviendra une fonction
connue F(z). Représentons par $(x) la différence F(2)—u, éga-

lement connue ; on devra satisfaire 3 cette égalité

O(v)==L.)(x,m) ,

b}

qui pourtant ne subsiste que de x=0 3 =7 Ici, comme 2
'art. XVI, la fonction &(2) peut éire disconlinue. L'équation
que je viens d'écrire est la conséquence de raisonnemens rigou-
reux. Il est hors de doute que ®(x) puisse se développer en une
série ayant la forme de celle comprise dans le second membre.
H nous reste a déterminer convenablement B.

Cetle détermination différe un peu de celle de I'art. XVI, mais
on y parvient toutefois par des principes semblables. On pose
Y(x,m)=%,, et 'on observe que %, satisfait a 1'équation

i, = f(x) 2 (@)
1,2

Pour unec seconde valeur m’ de m , on a de méme une équation

u-—m/xml= f(d,) (j;:‘;m ""Xmlfx (.L") .



DE LA CHALEUR. 1
Cela posé , l’inlégrale qu'on cherche & calculer est

f xmxndz
AR O

et ron pas /' % .%,.dzr, comme i l'art. XVI. On élimine f, ()
enire les deux égalités qui précédent. Cela donne

~1
<&

(m_.mf)xmxm;f(x)éy T d"”"’g :

R P da?

Divisant par (m—m)f(z), puis intégrant par rapport & x , on en
déduit

%, xmldz I dm dxm 2
— A =Ty = Const.
‘f f(x) m—m’ 3’ " da X! "3 ) +

Or, si l'on prend cete intégrale de x=o0 a =/, le second

membre sera nul, tant que m—m’ ne sera pas zéro. Cela résulte
de ce qu'a ces limites les quantités %m et %, sont nulles elles-

méme , ce qu'on vérifie aisément en observant qu'on a les équa-

tions
Y(l,my=o0 ;, ~ Y(o,m)=o0 :

Ainsi donc /' X, %, drv=o0, tant que les racines m , m’ différent
entre elles. Mais, si m=m’, le second membre se réduit & une
valeur finie , déterminable par les régles ordinaires , puisqu'il

prend la forme %.

XXVI1I. Revenons préseniement a 1'équation
8(2) =B, d(x,m) ;

’y-change # en-a, ce qui est permis. Je multiplie les deux mem-
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bres par {(x.m) et jintégre entre les limites a=o0, a=/. Le pre-

1

mier membre devient égal & une intégrale définie
H
S8y m)de -
Le second membre, en vertu des principes de I'art. XXVI, devient
B[ (a.m)da .

Il se réduit au seul terme qui contient le coefficient Bn, et l'on
a I'égalitd

B :j’o@(a)gb(ac,m)da
m S (a,myrda

On a donc cette valeur de u,

u=u,4 % = A(x,m) 1@ ()b (x,m)da

e
Sob(a,m)’da

laquelle ne contient plus que des quantités connues €t donne la
température en un point quelconque de la barre , et pour une
valeur arbitraire de z. On prouverait , comme a l'art. XX , que
les valeurs de m sont toutes réelles et positives.

XXVII. Ce mémoire , trés-succint, n’est qu'un exlirait de mes
recherches sur la théorie de la chaleur. Je n’y ai point parlé de
Iapplication de mes calculs 4 la sphére , ce qui est important
pour le proiléme des températures terrestres, ni du cas ou la
barre rayonne librement 3 ses extrémités. J'ai passé rapidement
sur les points secondaires. Plus tard je reviendrai sur ces ques-
tions , et je chercherai a résoudre les mémes questions , en sup-
posant aux corps leurs trois dimensions. Quant a I'art. V de mes
recherches de 1830, lequel se rapportait aux questions primitives
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de la chalear . il forme, & dire vrai, un mémoire a part, que
je n'ai pas dd transcrire ici (¥). '

. Iy .

(®) Je crois devoir m'excuser, vis-i-vis da lecteur, de lui livrer un mé-

moire aussi maussadement , je puis méme dire, aussi inintelligiblement ré-
digé. Mais, au moinent ol je comptais mr'occuper paisiblement de préparer
ma livraison , il me fallut, & mon trés-grand regret, prendre les rénes d'une
administration qui , fort pénible dans tous les temps, surtout dés le début,
le devenait beaucoup plas encore par Feffet des circonstances dans lesquel-
les nous nous trouvons. Par suite d’'un déménagement auguel il m’était im-
possible de présider , mes papiers se trouvérent enfoais sous des monceanx
de livres gne je n’avais pas le temps de remuer. Ce mémoire se présenta
A moi, je crus trouver dans le double titre d'ingénieur et d'ancien.éléve
de T'Ecole polytechnique une garantie suffisante du talent de rédaction de
I'auteur, et jenvoyai de snite 'ouvrage 4 Pimpression. L'autecur m'a bien trans-
mis postérieurement qaclques corrections , mais, outre qu'elles n’aaraient pas
sensiblement amélioré le mémoire, il €tait imprimé quand elles me sont par-
venues. -

Je ne prétends contester aucunement la capacité mathématique de M. Liou-
ville ; mais & quoi sert cette capacité, si elle n’est accompagnée de i'art de
disposer, de I'art de se faire lire , entendre et godter. Malhearcusement il n’est
aujourd’hui que trop de jeunes gens , de beaucoup de mérite dailleurs, qui
regardent comme un accessoire presque indifférent ce que je regarde moi
comme le mérite essentiel , le mérite par excellenee , au défaut duquel tout
le reste c’est absolument rien.

Je désire bien vivement que M. Liouville se venge prochainement des re~
proches un peu séveéres peut-éire que , bien a regret , sans doute , je me trouve
contraint de lui adresser aujourd’hui, en publiant quelque mémoire que P'on
puisse lire 3 pea prés comme on lit un roman; mais la vérité est que je le
désire beaneoup plus que je ne Vespére. Une longue expérience m’a prouvé
que le mal dont il est atteint est un mal & peu prés incarable.

J. D. G.
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