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LIGNES ET SURFACES DE TOUS LES ORDRES. 8g

GEOMETRIE DE SITUATION.

Démonstration de quelgues théorémes sur les
lignes et surfaces algébriques de tous les
ordres ;

Par M. BosiLrier, professeur & TI'Ecole des arts et métiers
de Chélons-sur-Marne.

AAMVVRAVIVVRRARAR VAN
EN désignant généralement par f.(x,y), une fonction rationnelle,
entiére et homogéne de » dimensions en z et y , I'équation de

toute ligne algébrique du m.
suit :

b (2, )b (733 Ao (2, 1) ) im0 L (1)

Si Von veut passer aux coordonnées polaires, en prenant pour

ieme

ordre pourra étre écrite comme il

pole Vorigine des coordonnées, qu’'on peut toujours supposer uf
quelconque des points du plan de la courbe, il suffira de poser

x=tr , y=ur ; (2)

r étant le rayon vecteur et 7, u les cosinus des angles variables for-
més par ce rayon avec les deux axes; cosinus liés entre eux par la
relation

ftu=—1 . (3)

L’équation deviendra ainsi
Tom. XVIII, n° IV, 1.°% octobre 1827,
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., (¢, w)Frm L, (2, u) e r L, @) $rf (0, u)41=0 5 (4)

et donnera m valeurs pour le rayon vecteur, & chaque direction
qu'on voudra lui faire prendre ; ce qui prouverait, s’il en était be-
soin, qu'une ligne du 7™ ordre ne saurait couper une droite en
plus de m points; et que conséquemment toute courbe qui coupe
une droite en m points est une ligne du 7./ ordre au moins.

Pour quelerayon vecteur soit tangent a la courbe, il faut que I'équa-
tion (4) donne tout au moins deux valeurs égales pour r, et que
conséquemment la dérivée de son premier membre , prise par rap-
port & cette lettre , soit nulle; ce qui donne

mr™f, (¢, u)—}—(m-——l)r’""fm,,fl y W) annt2rfu (2, u) +£,(,u)=0; (5)

équation qui, pour les points de contact des tangentes issues de
Porigine , doit avoir lieu en méme temps que I'équation (4), et
qui, jointe 2 elle, en ayant égard & la relation (3), servirait a les
déterminer tous; c’est-a-dire , que ’équation (5) est I'équation po-
laire d’une courbe qui coupe la proposée en ses points de contact.

Mais , quand un systéme de points est donné par deux courbes
dont ces points sont les intersections , on pent tonjours, dans la re-
cherche de ces mémes points, remplacer I'une d’elles par une au-
tre courbe , dont I'équation serait une combinaison quelconque
des leurs. Or , en prenant la somme des produits respectifs des équa-
tions (4) et (5), par m et —r, il vient, en réduisant,

rmetf (¢, u)F2r 2 fna(t ) u)Fuwncde(me=m2)r2f. (¢, u)$(m=—1)rfi(¢ yu)+m=0; (6)

de sorte que c’est 1d I'équation polaire d’une courbe qui, comme
celle qui est donnée par I'équation (5), coupe la proposée en ses
points de contact avec les tangentes menées & cette derniére par
Vorigine,
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Si présentement on veut repasser aux coordonnées rectangulaires ,
il faudra faire (2)

x
l=— , u==
r

ce qui donnera, en substituant dans I'équation (G),

fm-x(x a}’)'l“'zfm-z (x ) 7’)+-'--+(m"‘“)ﬁ (%, y)+(m_§>fl(x 7,}’)+m=0 NG

équation du (m—1)*" degré seulement , appartenant & une courbe

ieme

qui coupe la ligne du 7. ordre donnée par I'équation (1) & ses
points de contact avec les tangentes menées a celle-ci par 'origine
des coordonnées,

En se rappelant donc qu’ici l'origine est un quelconque des points
du plan de la courbe proposée, on en conclura le théoréme suivant :

THEOREME I. Les points de contact d'une ligne du wm.*™ or-
dre avec les tangentes & cette courbe , issues d'un méme point de
son plan , sont tous situés sur une seule et méme ligne du (m—1)"""

ordre au plus.

En désignant généralement par f,(x,y, z), une fonction ration-
nelle, entiére et homogéne de » dimensions en «,y, z, I'équation
de toute surface algébrique du 7. ordre pourra étre écrite comme
il suit :

~

fon (2,7 2)Ffur @,y D Fnnd b (®, ¥y 2) (e, 2)41=0 . (1)

Si l'on veut passer aux coordonnées polaires, en prenant pour
péle lorigine des coordonnées, qu'on peut toujours supposer quel-
conque dans l'espace , il suffira de poser

x=ir , y=ur , Z=¢T; (2

r élant le rayon vecteur et z,z,¢ les cosinus des angles variables
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que {uit sa direction avec les trois axes, cosinus lids entre eux par
la relation

e}

eyt dep’=q . 3

L'équation deviendra aiust ,
Pl (ty iy o) rm a8 u, ) drnderaf @, u, ) 4rfi(f, u, 0)d1==0 | (3)

et dounera m valeurs pour le rayon vecteur, & chaque direction
gqu’on voudra [ui faive prendre ; ce qui prouverait, s'il en était be-
soin , qu'une surfuce duo ™ ordre ne saurait couper une droite
en plus de , points ; et que conséquemment toute surface qui coupe
une droite en  points est du m.™ ordre au moiuns.

Pour que le rayon vecteur soit tangent a cette surface, il faut
que Véquation (4) doune tout au moins deux valeurs égales pour
r, et que cons‘quemment la dériviée de son premier membre, prise
par rapport a cette lettre, soit uulle; ce qui donne

mrm o (8, Uy o) d (M D3 iy 4, O)Frennt2rfy (t u, 0)HEi(, u, ©)==0; (5)

équation qui, pour les points de contact des tangentes issues de
Iorigine, doit avoir lieu en méme temps que I’équation (4), et qui,
jointe & elle, en ayant dgard & la relation (3), servirait a les dé-
terminer tous ; c’est-a-dire, que I'équation (35) est I'équation polaire
d’une surface courbe qui conpe la proposée suivant ses lignes de con-
tact avec la surface conique circonscrite qui aurait son sommet &
Vorigine.

Mais , quand des lignes sont données dans l’espace par denx sur-
faces dont elles’sont l'intersection, on peut toujours, dans la re-
cherche de ces mémes lignes, remplacer l'une d'elles par une au-
tre surface dont I'équation serait une combinaison quelconque des
leurs. Or, en prenant la somme des produits respectifs des équa-
tions (4) et (5) par m et —r, il vient, en réduisant,
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rm-t fm-'xct y U, V)+grm-2fm-a<t Uy ")+""+(m"_2)"2f; {¢,u, V)'+(’n—l)rfl(t} u,v)tm=o0 ; (6)

de sorte que c’est I 1'équation polaire d’une surface qui, comme
celle qui est donnée par I'équation (5), coupe la proposée suivant
ses lignes de contact avec la surface conique circonscrite & cette der-
ni¢re dont le sommet est & lorigine.

Si présentement on veut repasser aux coordonunées rectangulai~
res, il faudra faire (2)

ﬁ
5l8

9 U=

A

ce qui donnera, en substituant dans Iéquation (6),
foslx,yy2)428un(2, 5, 2)Fmndrm=—2)l, (2,5, 2)F(m=1) {2,y ,2)4m=c; (7)

équation du (m—1)*" degré seulement, appartenant & une surface
qui coupe la surface du m.“™ ordre donnée par I'dquation (1), sui-
vant ses lignes de contact avec la surface conique circonscrite a celle-
ci dont le sommet est & Porigine des coordonnées.

En se rappelant donc qu’ici Porigine est un quelconque des points
de lespace, on en conclura le théoréme suivant:

THEOREME 1I. Les lignes de contact dune surface du m.i™
ordre avec toute surface conique circonscrite sont toutes situées sur
une seule et méme surface du (m—1)™ ordre au plus.

Ce théoré¢me et le précédent sont dus tous deux & M. Vallés
( Arnales, tom. XVI, pag. 315 ), et nous avons eu uniquement
en vue d’en donner une démonsiration qui pit étre introduite dans
Penseignement élémentaire.

Soient une ligne du m. ™ ordre et une droite, données respec-
tivement par les équations
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M=o , y=qax .
dont les diflérentielles respectives sont

aM dM  dy

dx F :1;-__0 ?

.. d - . , . ,
En éliminant .&f_ entre ces différentielles , I'équation résultante
X

aM dm
-(-];- +d _d;— =0 , (O()

da (m=—1)*" degré seulement, sera celle d’une courbe ®coupant la
proposée en tous ceux de ses points par lesquels on peut lui me-
ner des tangentes paralléles & la droite donnée ; on a donc le théo-
réme suivant que l'on pourrait aussi déduire du T%éoréme I, comme
I'a fait M. Vallés, & l'endroit cité.

THEOREME III. Les points de contact d'une ligne du m i
ordre avec les tangenies menées & cetle courbe , paraliélement &
une droite donnée quelconque , appartiennent tous & une seule ot
méme ligne du (m—1)y*" ordre au plus.

On peut aussi satisfaire & 1'équation (), quel que soit 2, en
posant , & la fois .

équations qui appartiennent & deux lignes du (m—1)*™ ordre , se
coupant en (m—1)* points au plus ; ce qui donne cet autre théoréme:

THEOREME IV. Les lignes du (m—1)*™ ordres auxquelles
appartiennent les diverses séries de points de contact d'une méme
ligne du m,*™ ordre, avec des systémes de tangentes & cette courbe
paralléles & des droites arbitraires , passent toutes par les mé-
mes (m—1)* points fizes.
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Soient une surface du 7. ordre et une droite, données respec-
tivement par les équations

M=o , z=az , y=bz,
dont les différentielles respectives sont

dM dx daM dy dx dy‘
— — —=a =b .
dx dz dy dz + dz =09 dz ! dz

- S d d ,
En éliminant entre ces différentielles Hf ’ =z , I'équation résul-
N Z
tante
daM dM
a—+é—+§2=o, (o)

du (m—r1)*" degré seulement, sera celle d’une surface coupant la
proposée suivant les lignes par tous les points desquelles on peut
lui mener des tangentes paralleéles & la droite donnée; on a donc
le théoréme suivant que l'on pourrait aussi déduire du Z’/éo-
réme II, comme l'a fait M. Vallés, & Uendroit cité.

THEOREME V. Les lignes de contact dune surface du m.™
ordre avec la surface cylindrigue dont les générairices sont paral-
léles & une droite donnée quelconque , appartiennent toutes & une
seule et méme surface du (m—1)“" ordre au plus.

On peut aussi satisfaire & I'équation (aa), quels que soient & et
5, en posant a la fois

dM dM dM
— =0 — =0 —=0;
dx ’ dy * 3 98
équations qui appartiennent & trois surfaces du (m—1)*" ordre se

coupant en (m—1)3 points au plus; ce qui donne cet autre théoréme :
THEOREME VI. Les surfaces du(m—1)“" ordre auxquelles
appartiennent les diverses séries des lignes de contact d’une méme
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surface du m.*™ ordre avec des surfaces cylindrigues circonscri-
tes, ayant leurs génératrices parallcles & des droites arbiiraires
passent toutes par les mémes (m—1)? points fixes.

Si, sans laisser la drotte ‘donnde tout-a-fait indéterminée, on I'as-
sujettit 3 se_mouvoir dans un plan fixe passant par l'axe des z;
c'est-a-dire,, dans un plan fixe quelconque, en supposant l'équa-
tion de ce plan

x y

A B’
on devra avoir

c b

4~ B °

Tirant de cette derniére équation la valeur de &, pour la subs-
tituer dans l'équation (xx) , celle-ci deviendra

aM dM dM
(A-(E-—}—B T ) et T =o.

Cette équation est satisfaite , quel que soit 2, en posant, & la fois,

dM dM daM
A=+B =0, = =o0;

équations qui appartiennent & deux surfaces du (m—1)“ ordre,
et conséquemment & la courbe fixe & double courbure snivant la-
quelle ces deux surfacesse pénétrent. On a donc ce nouveau théoréme :

THEOREME VII. Les surfaces du (m—1)= ordre auzquelles
appartiennent les diverses séries de lignes de contact d'une méme
‘surface du m.*™ ordre, avec des surfaces cylindrigues circonscri-
tes, ayant leurs génératrices paralléles & des droites tracées arbi-
trairement dans un méme plan quelcongue , passent toutes par une
seule et méme courbe & double courbure.
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Ces théorémes ainsi démontrés, il sera facile, soit par la théorie
des polaires réciproques , soit par celle des projections , d’en déduire
les suivans, que nous nous contenterons d’énoncer.

THEOREME VIIL Les tangentes menées & une ligne du m.'™
ordre, par ses intersections avec une méme droite , sont toutes tan.
gentes ad une seule et méme ligne du (m—1)" ordre au plus.

THEOREME IX. Les surfaces déscloppables circonscrites & une
surface du m.™ ordre , suivant ses intersections avec un méme
plan , sont toutes circonscyites & une seule et méme surface du
(m—1 ) ordre au plus (*).

THEOREME X. Les Ilignes du (m—1)*™ ordre auxquelles sont
tangentes les tangentes menées & une méme ligne du m.™° ordre,
par ses points d’intersection avec des droites paralléles , ou con—
courant en un méme point, ont toutes les (m—1)* mémes tangen-
ies communes.

THEOREME XI. ILes surfaces du (m—1)™ ordre auzxquelles
sont circonscrites les surfaces développables circonscrites & une
méme surface du w.*™ ordre , suivant ses intersections avec des
plans paraliéles & une méme droite , ou concourant en un méme
poinz‘ ont toutes les miémes (m—1)3 plans langens communs.

THEOREME XII. Les lignes du (m—1)*™ ordre auxquelles
appartiennent les points de contact d’'une méme ligne du m.*™ or-
dre avec les sysiémes de tangentes menées a celte courbe, par les
différens points d'une méme droite , passent tloutes par les (m—1)*
mémes points.

THEOREME XIII. Les surfaces du (m—1)"* ordre auxquelles
appartiennent les lignes de contact d'une méme surface du m.™
ordre avec des surjfaces coniques circonscrites dont les sommels

r

(*) Ces deux théorimes avaient déja €éié donnés par M. Gergenne (' dn-
nales , tom. XVII, pag. 225 et 241 ).

Tom. XVIIL 14
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sont dans un méme plan , passent toutes par les (m-——1)* mémes
points.

THEOREME XIV. Les surfaces du (m—1)*" ordre auzxquelles
sont circonscrites les surfaces déceloppables, circonscrites elles-mémes
é une méme surface du m ™
des plans paralléles , ou se coupant suivant la méme droite , sont
toutes inscriptibles & une seule et méme surface développable.

THEOREME XV. Les surfaces du (m—1)*™ ordre auxquelles
appartiennent les lignes de contact d'une méme surface du m.t*™
ordre avec des surfaces coniques circonscrites dont les sommets ap-
partiennent & une méme droite , passent toutes par une seule et

ordre , suivant ses intersections avec

méme courbe & double courbure.
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