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STATIQUE.
Démonstration d’un théoréme de M. CHASLES;

Par M. GERGONNE,

ATV

SOIENT , suivant les notations recues (2, %", 2" ), (2”,y", 2",
(2, y" 2" ), woenen des points de lespace invariablement lids
entre eux, mais libres d’ailleurs de toute géne étrangére, auxquels
soient appliquées, dans des directions quelconques, des forces P/,
P/, Py ..., dont les composantes paralléles aux axes suppo-
sés rectangulaires soient respectivement ( X/, ¥7,27) , ( X, YV,
Zy, (X, X0, Z0Y .

Soient, en outre (¢,u,¢), (#,u',¢ ), deux points de l’cs-
pace invariablement liés aux premiers, auxquels soient appliqués
des forces @, @/, dont les composantes paralléeles aux axes soient
respectivement ( 7', U, V'), (T, U, F").

Pour que le systtme de ces deux deruic¢res forces puisse rem-
placer, comme déquivalent, le systtme de toutes les autres, il fau-
dra qu'on ait, comme l'on sait,

T4T =3(X) ,

U4+U==1Y), ! (1)
V4¥V=z2") ; ‘
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~)

L Tud-Tiu! =2(Xy7) l Tod-Tip'=%/X'2") ,
( (2)

Urf-Urp' =2(1z") , Ut U/t'==(1"2') , ; (3)

Vi4-Vi==(Z'a’) ; ) ub V'u' = E(Zy)

d’ott 'on voit que le probléme se présente sous une forme indé-
terminée , puisqu’il n’offte que nexf équations sculement pour dé-
terininer douze inconnues, Mais on sait qu’un probléme, dans le-
quel le nombre des inconnues surpasse le nombre des équations, e t
quelquefois impossible; nous avons denc besoin de prouver que ce-
lui qui nous occupe n'est point dans ce eas.

Des équations (2) et (3) on tre

V'is(Ylx"y=U'Z(Z/x") ( V(Y a)—U=s(Zlxly
- Uyi—pur ’ - Uy—pu ’
T'2(ZyN—=V72(X'y") r TE(Z’)”)-—VE(X’)") (r’)
u= V=31 y (4) u= V49Tt s 2 v

—

Us(X'z)y=~T=(Y'z)

Us(X1ey=T'2(Y'z) / . —
TU~F1" g

[ ‘oo 5 [

TU-urT

or, il résulte de la forme de ces valeurs que, pourva qu’on n’ait
, . . foenlind
aucune des équations comprises dans la double dgaliié

T U v A
T U ou T T v

. . . toalitd "
auncune d’clles ne sera infinie. Mais cette double égulité peat en
core ¢tre éerite comme 1l suit:

Tom. XVII G2
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T U P . T U e
—_ o — = - —_ = — = 1
1'/+“" U’+I w+[ ou T"I U+I 2
c'est-3-dire,

THT  U4U T4 T+T  U4U V4P

v v v % T T Tu Ty

ou enfin (1)

£(Xn XY (2 (X Yy _ X2y

U N 7 o T = Ty Ty

donc, pourva que I'on choisisse soit les trcis composantes 7, U7,
V', soit les trois composantes 17, U/, V7, de telle sorte qu’elles ue
soteut pas proportionnelles a =(X’) , =(¥7), =(Z’), ce qu'on pcut
toujours faire d'une 1nfinité de manieres différentes, aucune des
valeurs (4) et (5) ne scra infinie; de maniére que le systéme pro-
posé peut, en eflet, d’une infinité de manicres différentes, ¢tre rem-
placé par deux forces.

Cela posé, les équations des directions des deux forces @, @/
sont respectivement

a1 i ] Z o - Lalil y—u! Z—y!
T v v UV 22

. A, . ) _
d’aprés quoi, si 'on représente par p la longueur de la perpen
dicuiaire commuue & ces deax forces , et par 6 l'angle qa'elles for-
ment, on trouvera facilcment
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~1
Ut

UV =V Uy (et (F T/ T (gt b (TL = UT7Y i)
= V OV —P U g W L= 1V (TC—L 113 ?

Sinf= V. UFr—=PUyg FT—TF 4 (1T=U17:
V OO (T Ui by

on a d'aillenrs

QQ/‘_' ‘/(1’2+L"z+Vﬂ)(Tiz+ L‘/.s+] 7:) s

donc
PRUSWO=(UY =P UY1=t AP Tim TV Y=ty (TU=UT" (o) 5

or, les équations (4) et (5) donnent, en ayant égard aux équa-
tions (1),

(UV'—PU)(t—t)y=2(Y)E(Z's") ~Z(Z") 2 Vix’) ,
(FU—TP)u—u)=2(Z )2 Xy )—3(X)=(Zy) ,
(TU—UTY(omp!) =Z(X) % Ve/)—E(Y)2(X'2) ;

en substituant donc il viendra

pQRYSII=Z(X)((Ye))—2(Z"y") )+ E(INE(Z/a)—= X 2)}

G2 ZN(B( Xy —2(Y'x)} 5

or, le second membre de cette derniére ¢quation est constant, pnis-
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qu'il ne se compose que des-donndes du probléme ; donc, le pre-
micr doit I'¢tre également ; or, ce premicr membre est ( pag. 250)
le sextaple du volume d'un tétra¢dre dont deux arétes opposées se-
raicnt les droites qui représentent les forces @ et @ tant ‘en in-
tensité qu’en direction ; donc le voluwe de ce tétraddre est conss
tant, quelles que soient les deux résultantes @ et ¢; on a donc
cot ¢lézant théoréme :

THEOREME. Des forces s en nombre quelconque , appliquécs
dans des directions quelconques & des points invariablement liés
enire cux, mats libres dailleurs de toute géne étrangere , peuvent
d’une infinité de maniires différentes éire remplacées par le sys-
“teme de deux forces. Dans tous les systémes de deux forces qui
peuvent leur éire substitués , comme dquivalens, le tétracdre cons—
tfruit sur les droites qui représentent les deux résultantes | tant .
en intensité qu'en direction, considérécs comme arétes opposées , a
un volune constant.

Peut-&ire pourrait-on parvenir & ce théoréme sans aucun cal-
cul , par la considération des couples; mais pour cela il faudrait
chercher , au risque de ne pas trouver, tandis que nous étions as-
surés 4 l'avance que, si le théoréme était vrai, notre analyse nous
y coaduirait inévitablement. Nous ne voyons pas d’ailleurs ce que
Ie calcul, et surtout un calcul ot on n’a, pour ainsi dire, que
la peine d'écrire, pourrait avoir de si désagréable, pour qu’on ap-
portdt un si grand soin & D’éviter.

Il faudrait bien se garder de renverser ce théoréme et de croire
que , st deux téwaddres sont équivalens , des forces représen—
tées en intensité et en direction par deux arétes opposées de l'un,
poursont élre remplacdes par deux autres forces, représentées en
inteasité et en direciion par deax arctes opposées de lautre. On
ne sanrait méme se permettre de remplacer des forces représentées
en intensité et en direction par deux arétes opposées d’un tétrai-
dre, par des forces représentées en intensité et en direction par deux
autres arveles opposées de ce méme tétracdre ; on prouve trés-sime
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plement , par des considérations purement géométriques, qu'il fau-
drait eacore joindre & ces derniéres deux forces appliquées aux deux
extrémités. de 'une des deux arétes restantes paralleles & son op-
posée , de directions contraires, et représentées en intensilé par cette
aréte opposée.

Nous remarquerons encore qu’il n’est pas exact de dire, comme
on a coutume de le faire, que l'équation

(XN { 2(Y2)=2(Z'y") J42(Y) { 2(Z0)==(X'2!) } 422N { 2(Xy) = (Vo) J=0

exprime que le systéme a une résultante unique ; cette équation
esprime proprement que le volume du tétracdre , dont deux arétes
oppoesdes représentent les deux résultantes en intensité et en dircc-
tion, est nul, et que, conséquemment, ces deux résultantes sont dans
un méme plan ot elles pourraient fort bien former un couple.
Pour que le systtme ait une résultante unique qui ne soit pas
nulle, il faut que celte équation ait lieu sans qu’on ait & la fois

(X)=o , =(¥)=o , 2 Z)=o .

Nous aurions pu de¢duaire de notre analyse les ¢onditions d’équi~
libre dans un systéme libre, de forme invariable , mais cela et
été moius simple que ce que nous avons donué a la pag. 14 de
notre IX.® volume ol nous avons été assez heurenx pour parve—
nir dircctement, sans calcul, et de la manicre la plus syméirique,
aux six équations d’équilibre dans l'espace , sans méme éire olligés
de supposer connues les conditions d'équilibre des forces situces daus
un méme plan,



