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NOUVELLE METHODE DE RECHERCHE, 339

PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Démonstrotion nouvelle de quelgues propriétés
des lignes du second ordre ;

Par M. BoBiLLiER , professeur & I'Ecole des arts et métiers
de Chélons-sur-Marne.

(o %0 Via Via VA Via Yo Via V2 %2 Y

N{)L‘s nous proposons, dans ce qu'on va lire, d’appliquer la mé-
thode de recherche dont nous avous déjd fait 'essal dans un précé-
dent article ( pag.320), & la démonstration de quelques propriétés
connues des lignes du second ordre. C’est en examinant, en eflet,
comment cette méthode conduit & 1a découverte des vérités déja
connues , qu'on pourra juger de ce qu’on peut en espérer dans la
recherche des vérités bien plus nombreuses et plus importantes qui
restent encore & découvrir.

1. Soient A, B, A’, B’ quatre fonctions linéaires quelconques
en z et y, et soient 4=o0, B=o0, les équations des deux cdités
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d’un méme angle d'un quadrilatére simple; soient A’=—o, B'—o,
les équations des cOtés respectivement opposés. Couvenons , pour
abréger, de représenter simplement par A, B, 4", B’ les cotés
consécutifs , et par (A, B), (B, 4’), (4 ,B), (B ,4) les
sommets consdcutifs,

En représentant par @ et 4 deux constantes indéterminées , dont

une peat méme éire choisie d’une maniére tout & fait arbitraire ,
I'équation du second degré

0AA'4+bBB'—o , (1)

sera visiblement I'dquation commune & toutes les lignes du second
ordre circonscrites an quadrilatére dont il s’agit; car elle sera sa-
tisfaite, quels que soient @ et &, par les quatre systémes d’égua-
ticns du premier degré qui donnent les sowmets, et il est de plus
évident que cette équation (1) est la seule équation, du second de-
gré qui puisse salisfaire a cette condition.

2. Supposons, pour un moment, que le quadrilatére soit ins-
criptible au cercle ; U'équation du cercle circonscrit ne pourra éire
que de la formne

ad A'4-BBB/ =0 . (2)

Supposons, en outre, que Pon ait choisi pour les axes des coor-
donudes, sur lesquels nous n’avons point encore statué, les deux
droites rectangulaires qui divisent en deux parties égales les qua-
te angles forméds par les deux cotés opposés 4 et A4/, 1l est ma-
nifesie que, dans cette hypothése , le produit .44’ ne renfermera
pas de termie en oy ; mais équation (2) d’un cercle, rapporté a
des axes rectavgnlaires, ne deit point renfermer de terme de cetle
sorte; done, il ne se trouvera pas uon plus dans le produit BB/,
doue, Péguution (1) de la conique , rapportée aux mémes axes, ne
resfoimera pas non plus le terme en xys dounc enfin les axes des
coordonndes seruat respectivement paralléles & ses diametres prin-
ciprux. Un a donc ce théurcme :
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‘ 3. THEOREME. Un cercle tracé sur i: plan d'une conigue
coupant cette courbe en quatre points ; si lon joint ces quatre
points deux & deux par deux cordes, les droiics qui diviseront
en deux parties égales les quatre ongles formés par ces deux cor-
des, seront tespectivement paralléles aux diamdéires principaux de
la courbe. i

Il est clair que si denx angles ont un cété commun, et que les
droites qui les divisent en deux parties égules soient paralleles, ces
angles seront égaux et correspondans, et que conséquemment leurs
cOWés , non communs, seront aussi paralltles ; on peut donc, de ce
théoréme , conclure le suivant :

4. THEOREME. Si tant de cercles gu'on voudra , coupant une
méme conique aux deux mémes points , la coupent en outre en
deux autres points , les cordes qui, dans ces différens cercles ,
joindront ces deux autres points dintersection seroni toutes paral-
léles entre clles.

Si l'on congoit que les denx points communs & tous ces cercles
et & la courbe se rapprochent continuellemment , jusqu’d se confon-
dre, ce dernier théoréme se changera dans le suivant:

5. THEOREME. Si tant de cercles gu'on voudra touchent tous
une méme conigue au méme point et la coupent en outre en deux
autres points ; les cordes qui , dans ces différens cercles , jorn-
dront leurs deux intersections avec la courbe , seront toutes pa—
ralléles entre elles.

C'est de ce dernier théoréme que M. Plucker a déduit ( Anna-
les, tom. XVII, pag. 71 ) la construction du cercle osculateur
d'une conique en un quelconque de ses points. Il n'est, comme
I'on voit, qu'un cas particalier du précédent.

6. Retournons a notre équation (1), dans laquelle nous snpnose-
rons présentement la courbe rapportée a4 deux axes quelconques. 8i
nous voulons obtenir les intersections de cette courbe avec axe des
z, il faudra faire, daus cette équation, y==o. Supposouns gn'alors
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les fonctions 4, B, A4/, B’/ prennent respectivement la forme pztg ,
gr+th , pa-fg, ¢g'x+4A"; celle équatlion deviendra ainsi

alpo5)(p a4 ) g1 (g4 =0 ;

C’est-a-dire ,
(pr'a+99'0)x*+{(pg'+p'g.at(gh + k)b }a-t-(gg'atRl' D) =0 ;
ou, pour abréger,
(Pa+4-Qb) x4 (Ra+Sb)z+ (Ta+-Ub)=o0 ;

d’ofu il suit qu'en représentant par 7 et p les distances des deux
intersections & lorigine , on aura

R4S Ta-Ub
myp=—gpoaw 0 Tt raw

Pour deux autres coniques circonscrites au méme quadrilatere, et
donndes par les équations
adAA 4V BB/ =o , a"AA'4-b"BB'=o0 ,

on aura semblablement

Ra'4-S¥/ Ta'- Ul
Il = 1! — .
m’ ! = Fag Oy ° m'yl = Fotor
Ra/14-8b" Tal3-Ub
/ iy ——— T YR/
mn /+ = Pa//+ Qb,‘l N m’ p=

Darg-Qbr
dol
. (PU—QT)a'b/"—ba")
m'p!—m"p = — - _
(Pa/ Qo) (Pal4-Qb")

el par suite
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PU—QT

ol sy i/, //-=
(m-p)m/p—m"y) (Pa4-Qb)(Pa'4-Qb)( Pa4-Q0")

(Ra4S80)(d'b"~bratry
ou, pour abréger,

(mA-p) (m' ! —m" Y=V (Ra+-5b)a’b/'—b'a"”) ,

on trouvera de méme

(! ) (s = = V(R 4 8B/)(a/'b—1'a)
(! A (mp—n'p?) = F(Ra"4-8b" (ab'—ba’) ;

d’olt on conclura, sur-le-champ,
(m -{»‘u):m/fe’-——m”y//)-}—(m’—}-f.z’) m”,&t”—-mfl-)-'l"(ﬂl”"'{x”) (m‘_t_mlp./) =0 ;

¢quation qui exprime ( Annales, tom. XVII, pag. 183 ) que les
six points d’intersection sout en involution, En remarquant donc
que l'axe des 2 est ici une transversale quelconque, et en invo-
quaut le principe des polaires réciproques, on aura ces deux théo-
rémes :

7. THEOREME. Trois coni- 7 THEOREME. Les six tan-
gues  circonscrites a4 un méme  gentes menées dun méime pcint
quadrilatire coupent toute droite quelconque & trois conigues ins-
en six points qui forment une crites d un mémequadrilatére for-
involution (*). ment un faisceau en involution.

On peat prendre pour une des coniques le systtme de deux co-
tés opposés du quadrilaiére , ou bien on peut prendre pour deux
desconiques les deux systémes de c6tés opposés. On peut enfin pren-

(*) Cest 'élégant théoréme de M. Sturm ( Annales , tom. XVII, pag. 182 ).
J. D. G,
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die pour les trois coniques les deux systémes des cdtés opposés avec

les deux diagonales; de la, et par la théorie des polaires récipro-

ques , on conclura les théorémes suivans :

8. THEOREME. Toute droite
est coupée par deux conigques qui
se coupent en quatre points et par
les dewx cordes qui joignent ces
quatre pornts deux & deux en siz

points cui jforment une ingolu-

7
tion.

o THEOREME. Les six pornts
d'intersection des quaire cbtés
d'un quadrilatére et d’une coni-
que qui lui est cireonscrile avec
unedroite guelconque, forment une
involution (*).

to. THEOREME. Les six
droites que déterminent quatre
points d'un méme plan coupent
toute itransversale en six poz’nls
qui forment une involution.

8. THEOREME. Les quatre
tangentes menées d'un méme point
guelconque a deuz coniques et les
deux droites menées du méme
point aux points de concours de
leurs deux paires de tangentes
communes , forment un faisceaw
en involution.

9. THEOREME. Les droites
menées d'un méme point quelcon-
que aux quatre sommetsd'un qua-
drilatére et les deux tangentes
menées du méme pornt a une co-
nique inscrite , forment un jfars—
ceau en Incolution.

10. THEOREME. Les droi-
tes menées d'un méme point quel-
conque d'un plan aux six points
que déterminent guatre droiles
tracees sur ce plan , jorment un
Jaisccau en involution (**).

S

(*) Clest le théoréme de Desargues ( Annales , tom XVII, pag. 181 ).
(**) Ce théoreme et celui qui le préctde se trouvent consignés dans un

mémoire manuscrit de M. Starm, dont nous avous publié denx extraits

dans notre XVIL® volume, et que son éteadue ne nous a pas permis de pu-

blier en entier ;miis Paatenr, qui n'a pas songé & les déduire de son théo-
reme général ou de celui de Desargues, en doone des démonstrations di-

rectes,

J. D, G.
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On ne doit pas perdre de vue, dans tout ceci, que si denx

des six points ou deux des six droites, non conjngués l'un 3 l'au-

tre , se confondent accidentellement avec leurs conjugués respec—

tifs, auquel cas le nombre des points ou des droites se réduira

A quatre seulement, on aura alors une sectioan ou un faisceau har-
monique.

11. Reprenons I'équation
aAA'+bBB =0 , (1)

que 'on peut considérer généralement comme I'équation commune
A toutes les coniques passaut par les quatre mémes points donnds
par les systémes d’équations

A=o , s A=o , S A=o , A'=o ,
B=o ; l B=o ; 2 B'—=o ; B=o0;

A

il est visible que l'on satisfera aussi & I'équation (1) quels que
solent y et y/, par chacun des deux systémes d’équations

yA+bB=o , yA+4-bB'—o ,
yB'4aA'=—o ; Y B+tad'=o ;

puisque I’élimination , soit de y entre les deux premieres, soit de
y* entre les deux autres, fait retomber sur P'équation (). Donc les
deux premiéres, ainsi que les deux derniéres appartiennent a deux
droites qui se coupent sur la courbe ; mais les deux premicres ap-
partiennent respectivement & deux droites qui passent par les points
(A4, B), ( 4/, B’), tandis que les deux derniéres appartien—
nent & deux droites qui passent respectivement par les poiunts (A,
B'), (A4, B); donc les deux prewmiéres sont celles de deux cor—
des menées de l'un quelconque des points de la courbe aux deux
Tom. XVIII, 51
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points (A4, B), (A’, B’), tandis que les denx derniéres sont cel-
les de deux cordes menédes d’un autre point également quelconque
de la courbe aux deux points (A4, B’), (4, B).

On peut donc considérer ces quatre cordes, et les deux cotés op-
posés A, A" du quadrilatere, comme les cotés d'un hexagone quel-
conque inscrit, et alors les couples de cotés respectivement oppo-
sés de eet hexagone serout donnés par les couples d’équations

A=—o , yA+bB=o , aAd’4+yB'=o0 ,
A’=—o , aA'4yB=o0, NA4bB =0 ,

lesquelles détermineront aussi conséquemment les points de con-

cours de ces couples de cotés opposés; or, il est visible que 1'é-
quation

v A—abA'—o ,

est également satisfaite par chacune de ces couples en particulier ;
donc, cette derniére équation est celle d'une droite qui contient
les points de concours des directions des cOtés opposés. De 1a, et
par la théorie des polaires réciproque, on conclura ces deux théo-

rémes si connns et si féconds ea belles conséqaences :

2. THEOREME. Dans tout 12, THEOREME. Dans tout

hexagone inscrit & une conique,

hexagone circonserit & une coni-
les points de concours des direc-

que , les droites qui joignent les
sommets opposés concourent Lou-

tes trois en 1n méme point.
Cn ne doit pas perdre de vae, dans Papplication de ces théo-

rémes , que les six mémes peints, pris sur une ligne du second
ordre, peuvent étre les sommets de so/zante hexagones iuscrits ,

“tions des cOtés opposés oppartien-
nent {ous tror's aune méme droite.

et que les six mdémes tangentes A cette courbe peuvent étre les co-
tés de soizanie hesagones circonscrits, ek que les deux théorémes
que nous venons de démontrer ont lien également pour tous. Fauate
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de cette attention, on pourrait prendre pour théoréme nouveau ,
relatf a 'un de ces hexagones, un de nos théorémes appiiqué A
un autre et transporté ensunite & celui-la ; tels seratent, par exemple,

ces deux-ci:

Dans tout kexagone inscrit &
une conique, le point de con-
cours de deux ciétés qui ne sont
ni consécultifs ni opposcs , le point
de concours de leurs vpposés res-
pectifs et le point de concours des
droites qui joignent les deux cou-
ples de sommets opposés qui dé-
terminent les deux cétés restans ,
appartiennent tous trois & une
méme droite.

Dans tout hexagone circons-
crit @ une conique , la droite gui
joint deux scmmels qui ne sont
niconsécutifs ni opposés,la droite
qut joint leurs opposés respectifs
et la droite qui joint les points
de concours des deux covples de
cotés opposés , qui déterminent les
deux sommnels restans , concou-
rent {foules lrois en um mdéme

point.

13. 8i l'onsuppose que les fonctions linéaires 4 , 4/, B, B’ sont
en z,%,z, on obtiendra, sans aucan nouveau calcul relative-
meunt aug angles tétraddres gauches inscrits et aux quadrilatéres gau-
ches circonscrits 2 une surface réglée du second ordre, des théo-
rémes analogues & ceux que nous venons d’établir.

14. Si l'on suppose ensuite que ces fonctions, soit en z et y,
soit x4,y , z, au lieu d’étre linéaires sont d’un méme degré quel-
conque , supéricur au premier , on obtiendra des théorémes géné-
raux , soit sur le systétme de quatre courbes du méme degré oun
de méme classe, comprises dans nn méme plan, soit sur le sys-
téme de quatre surfaces du méme degré ou de méme classe , si-
tuées du maniére quelconque dans l'espace.

A




