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ANALYSE ALGEBRIQUE,

Démonstration de la Régle de Descartes, d’aprés
M. Gauss ;

Par M. GERGONNE.
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.EJA démonstration de la régle de Descartes , sur les signes des ra-
cines des équations , donnie par Segner, et adeptée par la plu-
" part des auteurs de traités élémentaires , ne laisse sans doute rien
A distrer du céé de la mgueur, mais elle est d’une exposition
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asser. pénible , de sorie qucn ne parvient pas, savs quelque peine,

LI

a la faire bien comprendre anx commencaas. En ouire , la mauniére
dont on en brasque la conclnsion , dans les traités d’analyse , semn-
blerait la rendre inexacte ou da motus incomplite. A la vérité les
professeurs habiles savent fort bien suppléer en’ cet endroit an la-
conisme des auteurs ; mais, malheureusement les professeurs ne sent
pas tous habiles , et d’ailleurs les personnes qui s’instruisent dans
les livres, sans le secours d’aucun maitre, ne sauraient guére sup-
pléer d’elles-mémes aux omissions qu’elles y rencontrent,

Dans la derniére livraison du Journal allemand de M. Crelle
( tom. III, pag. 1.7 ), M. Gauss a donné une démonstration non-
velle du théoréme de Descartes, qui n’est sujette & aucun de ces
inconvéniens ; c’est, pour le fond , cette démonstration que nous
nous proposons de reproduire ici, en n'y faisant que quelques chan-
gemens légers qui nous oat paru propres a rendre l'exposition plus
claire et plus briéve encore. Nous croyons faire en cela une chose
d’autant plus agréable & MM. les Professeurs de nos écoles, que la
démonstration de la régle de Descartes fait actuellement partie du
programme des connaissances exigées des aspirans a l'Ecole poly~
technique.

Soit une équation en x d’'un degré quelconque dont toutes les
racines soient supposées conaues. Soit fait le produit des facteurs
binomes qui répondent tant aux racines imaginaires de cette équa;
tion qu’a ses racines négatives, et soit représenté ce produit par
X. Soient en outre a, 3,7, ... les racines positives de cette équa-
tion ; l'équation sera conséquemment

X(z—a) (=LY (Z—7)ssuren=0. )

Soit ordouné le produit X suivant les puissances descendantes de
x. Soit alors Mx™ son premier terme que nous pouvons toujours
supposer positif. Soit —Nz” son prewier terme négalif ; soit 4-Pa?
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le premier terme positif qui se présente 3 la snite de celni-ld; soit
—@a7 le premier terme négatif qui le suit, et ainsi du reste. Soit
FUz" le premier des termes consécutifs qni ont tous le méme

signe jusqu'au dernier inclusivement ; et soit =% ce dernier terme ,
on aura ainsi

X:Mxm+.-n"—an‘—'-ua+Pxp+tu-_qu—-'--:tijuiuuiV; (2)

M,N,P,Q, .. U,V é&ant des nombres positifs quelconques, et
m,n,p,q,..u des nombres entiers continuellement décroissans,

Si 'on multiplie le poiynome X par x=o, et qu'on ordonne
le produit par rapport & «, le premier terme dn produit sera
M+, 11 est manifeste , en outre, que le terme en z"*+* sera né-
gauf, que le terme en 277" sera positif, que le terme en 274
sera négatif, et ainsi de suite. Quant au terwe en 2, son signe
sera le méme que celui du terme en z* dans X, et le dernier
terme sera o/ ; de sorle qu'on aura

X(x—a)=Mar+ o=Vt - PP 1, o Qo1+, cbm Ui, gzl (B

N, P/, @, ...U étant des nombres positifs quelconques.
Quant aux termes intermédiaires , sous entendus , leurs signes
dépendront, dans chaque cas particulier , de la valeur numérique
des coefliciens ; mais , quels qu’ils soient , on voit que, tandis que
parvenu au terme —Nz" de (2), on avait rencontré une seule va-
riation ; on en aura renconiré une au moins, quand on sera par-
venu au terme —N’z"*+* de (3) ; que, tandis que parvenu au terme
—-Pz? de (2), on avait rencontré deux variations; on en aura
rencontré deux au moins , quand on sera parvenu au terme -+ P/a?%*
de (3); que, tandis que parvenn au terme —-Qx7 de (2), on
avait rencontré trois variations ; on en aura rencontré trois au moins ,
quand on sera parvenu au terme — Q’z’t* de (3), et ainsi de
suite ; de sorte que, parvenus au terme +U'z*** de (3), on aura
rencontré autant de variations au moins qu'on en avait rencontré
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dans (2), lorsqu’on était parvenu au terme +U=z*; mais comme
le signe du dernier terme ¥ de (3) est contraire & celui da
terme +U/2"+", tandis que le signe du dernier terme +F de
(2) est semblable & celui du terme + Uz, il s’ensuit que, fina-
lement , parvenu au dernier terme de (3), on aura rencontré tout
au moins une variation de plus qu'on n'en avait rencontré dans
(2) lorsqu’on était parvenu & son dernier terme , c'est-a-dire, en
d’antres termes , que dans X(z—a) 1l y a tout au moins une va-
riation de plus qu’il ne s’en trouve dans X.

Par une raison tout & fait semblable, il y aura tont au moins dans
X(z—0a)(x—f) une variation de plas qu'on n’en rencontre dans
X(x—a), et par suite deux de plus que wen offre X ; il y aura
de méme dans X(#—a)(x—B)(x#—y) tout au moins une variation
de plus qu’il ne sen trouve dans X z—a)(x—f), et ,par suite,
tout au moins trois de plus que n’en renferme X, el ainsi de
suite ; de sorte que, finalement , le premier membre de la proposée
(1) devra offrir au moins autant de variations que cette équation
a de racines positives.

Si la proposée n’avait ni racines négatives ni racines imaginai-
res , cela reviendrait & supposer X=1 , et la proposition & laquelle
nous venons de parvenir subsisterait dans toute sa force.

Soit présenteruent une équation en x, de degré quelconque, ayant
aussi ou da moins pouvaat avoir des racines ndgatives et des ra-
cines imaginaires. Supposons celte équation compléte ou du moins
rendue telle, si elle ne I'est pas, par la restitution des termes qui
manquent , affectés du coeflicient zéro , auquel on pourra donner
d’ailleurs quel signe on voudra.

Soit cnsuite changé, dans cette équation, les signes de tous
les termes de raugs pairs, il en résultera uue. transformée qui,
d'aprés ce qui précede , aura au moins autant de variations que
de raciuics positives ; mais les racines de cette équation transformée
ne sout autre chose que celle de la proposée prise en signes con-
traires ; donc on pourra dire aussi que celte transformée aura an
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motas autant de variations que la proposée aura de racires néga-
tives. D’nn antre 6té, il est visible qu'a chaque variation de la trans-
formée , répondra une permanence dans la proposée , et ¢ice versé;
de telle sorte que le nombre des permanences de la proposée sera
précisément égal au nombre des variations de la transformée , d'cur
il suit que la proposée devra offrir au moins autant de perma-
nences de signes qu’elle aura de racines négatives.

En rapprochant cette proposition de celle qui a été démontrée
en premier lieu, on aura donc ce théoréme :

THEOREME. Une équation ne saurait avoir plus de racines
positives qu'elle n'offre de variations, ni plus de racines néga-
tives qu'elle n'offre de permancnces de signes.

Supposons présentement que les racines de la proposée soient
toutes réelles, et soient r le nombre de ses racines positives et 7/
le nombre de ses racines négatives ; soient de plus s le nombre
de ses variations et s’ le nombre de ses permanences de signes ; on
aura

ropri=sst 5 @

et, d’aprés ce qui vient d’étre démontré , on ne pourra admettre ni
r>s nir'>s'; les seules hypothéses admissibles seront donc

r=s, r'=s’,
rs, r'<s,

or, il n’y a que les deux de la premiére ligne dont la combinai-
son puisse vérifier I'équation (4); d'ott il suit qu’elles seront seu-
les conformes & la véritéd, On a donc cet autre théoréme :

THEOREME. Lorsque les racines d'une équation sont toutes réel-
les , le nombre de sesracines positives est précisément égal au nom-
bre de ses variations, et le nombre de ses racines négatives égal
au nombre de ses permanences de signes.

Supposons présentement que I'équation ne soit pas compléte ; des
termes consécutifs pourront manquer en plusieurs endroits, et ces
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termes consécutifs pourront étre en nombre pair en quelques en-
droits , et nombre impair en d’autres; en outre, les séries de ter—
mes consécutifs manquant , pourront manguer tantét entre des ler-
mes effectifs de mémes sigues et tantét entre des termes effectifs
de sigues contraires.

Cela posé, soit a le nombre des séries de termes consécutifs man-
quant en nombre pair , entre deux termes eflectifs de méme signe,
et soient a, , @, , @y, ... a,, les nombres de termes dont se com-
posent ces diverses séries;

Soit B le nombre des séries de termes conséentifs manguant, en
nombre impair , eatre deux termes effectifs de méme signe, et soient
bbb,y lyy o é’,s , les nombres de termes dout se composent ces
diverses séries

Soit y le nombre des séries de termes consécutifs manquant, en
nombre pair, entre deux termes effectifs de signes countraires, et
SOICUL €, , €,y €5y sueunes €5, les nombres de termes dont se compo-
sent ces diverses séries.

Soit enfin J le nombre des séries de termes consécutifs man-
quant, en nombre impair, entre deux termes eflectifs de signes
contraires , et soient &y, d,, dy, wuwee dy, les nombres de termes
dout se composent ces diverses séries.

Soicnt en outre F et P les nombres de variations et de per-
maneuces qu'offrent les diverses séries de termes effectifs et consé-
cutifs de l'équation que nous supposons du 7. degré,

En considérant qu’en général % termes manquant consécutivement ,
font manquer %-}-r tant variations que permanences, on aura

F “+ax+”;+”3+m....-.+a¢
O o 25 S/ R SRS Y 8
N 20 w2 R OIS 2%

+8+dx+d:+d3+ -n.nn+a7;
Tom. XVIII. 56
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i, mous restituons les termes qui manqueant, affectés du coefli~
cient z‘ro , en donnant & ce coellicient, dans chacun d'eux , le
signe qui peut rendre le nombre des variations le moindre possi—

ble, il est visible que le nombre total de ces variations sera seu-
lement
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et telle sera aussi conséquemment la limite que le nombre des ra-
cines rlelles positives ne pourra dépasser.
Si, au coutraire, nous restituons les termes qui manquent, affectés
du coefficient zéro, en donnant & ce coefficient , dans chacun d’eux,
le signe qui peut rendre le nombre des permanences le moindre

possible, il est visible que le nombre total de ces permanences sera
seulement

Patd
et telle sera aussi conséquemment la limite que le nombre des
racines réelles négatives ne pourra dépasser.

Le nowmbre total des racines réelles, tant positives que nigati-
ves de la proposde sera donc, au plas,

Pk Pbadtad ;
le nombre de ses racines imaginaires sera done au moins
MV e Pt —p=23 ,

on bien, en wmettant pour m—F—2P sa valeur donnée par I'équa-
tion (5),

a,+a, oy toinitag

2 2 SYOCN SIS S/ . .

A4 p=—d) ,

“i’“’{'l+(‘)"§“I‘3+n........+(ﬂy

+d A dAdyte et dy

ce qui donne ce thdoreme :
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THEOREME, Le nombre des racines imaginaires dune équa-
tion incompléte est au moins égal eu nombre des termes dont elle
est dépourvue , augmenté de l'excés du nombre des séries de nom-
bres impairs de termes consécutifs manquant, enire deux iermes
effectifs de méme signe,sur le nombre des séries de nombres im-
pairs de termes consécutifs manquant , enire deuwx. lermes effectifs,
de signes contraires.
On trouvera, & la pag. 382 du XVLe® vol. da présent recueil
et & la pag. 63 de celgi-ci, quelques autres conséquences de la re-
gle de Descartes.




