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GÉOMÉTRIE PURE.

Mémoire sur les projections stéréographiques ,
et sur les coniques homothétiques ;

Par M. CHASLES ,, ancien élève de l’Ecole polytechnique.

PROJECTIONS STEREOGRAPHIQUES.

jy Ai avancé , dans un précédent mémoire ( pag. 2~ ) ~ que les
propriétés des coniques semblables et sembiablement disposées dans
un même plan étalent tout-à-fait analogues à celles d’un système
de cercles. Je me propose y dans ce qu’on va lire , de justifier cette
assertion. J’en prendrai occasion de donner quelques développel-nens
sur les projections stéréographiques dont Femptol peut être d’un

très-utile secours dans la géométrie. Ce sujet a déjà été traité , d’urr.e

l’nanlere fort élégante, par M. Dandelin , dans la ~‘orres~otrdarlce ma-
tl~ém~tz’c~~e et physi"que du royaurnes des Pays-Bas ( ~’nnrrl~~s, toin.
XVI, pag. 3-22 ) ; mais ML Dandeim n’a considéré uniquement que
les projections stéréographiques des cercles de la s~~l~~~re , tandis que
ce qu’on lit dans. la Correspondance sur l’Ecole laol~tecl~nyr~e
( tom. 1~.~ , pag.. ~63 181~) ) , et le contenu de ma lettre à NI. Ha-

chette, insérée dans sa ~éc~rnc?~rie à trois dzïne~asl’ons ( 1817 ) ,
prouve que depuis tong-temps j’ai envisagé la question d’un manière
beaucoup plus générale , 1 en considérant les projections stéréographl-
ques des sections planes, faites dans une surface quelconque du se-
coud ordre.

1. Soient C, Cf deux sections planes faites d’ans une surface du

~’um, .~’i~III , n.° 1 r , l.er mai 1828. 43
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second ordre. On sait que , par ces deux sections , on peut toujours
faire passer deux surfaces coniques S , J S~y qu’on peut aussi circon-5-
crire a cette surface deux autres surfaces coniques S y ~’ qui la

touchent respectivement suivant les courbes C , C/ , et que les som-
mets de ces quatre cônes appartiennent à une même droite, po-
laire conjuguée de l’intersection des plans des courbes C , C~.
On sait de plus que si, par le sommet de l’un des deux cônes

S, &#x3E; SI et par l’Intersection des deux plans C , C~, on conduit un

plan, ce plan aura pour polaire, dans ce même cône, la droite qui
contient les quatre sommets c’est-à-dire , en d’autres termes , que
toutes les sections faites dans ce cône , parallèlement à ce plan,
auront leurs centres sur cette droite.

Il est évident , en outre , que toutes les sections faites dans

la surface du second ordre et dans l’un et l’autre des deux cô-

ries S, S/ , parallèlement au plan de l’une ou de l’autre des cour-

bes C , C~ seront semblables à cette courbe et seront disposées de
la même manière qu’elle ; d’où il résulte qu’elles seront aussi sem-
blables et semblablement disposées entre elles.

Ces choses ainsi entendues , supposons que l’une des courbes C,
C~ , la courbe CI , par exemple , se réduise à un point P, 9 ou, en
d’autres terines , que son plan devienne un plan tangent en P à
la surface du second ordre , il n’y aura plus alors qu’un seul S
des deux cônes S, S/ , lequel aura dès lors son sommet en ce même
point P ; et tout plan parallèle au plan tangent en P , qui repré-
Seiite 1. dans ce cas particulier , le plan de la courbe C~, coupera
encore le cône S et la surface du second ordre suivant deux cour-
bes semblables et semblablement disposées.

Présente~~rent , le plan qui passait par le sommet du cône S~ et

par la commune section des deux courbes C , C étant devenu le

plan tangent lui-même ~ et la droite polaire de ce plan , par rap-
port au cône S, qui contenait les quatre somiiiets , étant devenue

ce!l~~ qui joint le point P au sommet du cône circonscrit S, J sui-

vant la combe C, ce sera actuellement cette dernière droite qui
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contiendra les centres de toutes les sections faites dans le cône S ,
parallèlement au plan tangent en P. On a donc ce théorème qu’on
peut regarder comme fondamental. ,

2. TH~nI~~,l~l.~’. I,’ceil étant placé en z~n 9 r~elr~on 9’ up des points
d’une surface du second ordre, et le plan du tableau étant ~aral-
lèle au plan tan~ ent à celle surface en ce paint ;

1.0 Toutes les courbes planes, tracées sur la surface du second
ordre dont il s’agit, se projeteront szir le tableau suivant des cour-

bes semblables et, semblao’lenient situées, tant entre elles que par

rapport à l’intersection de la surface du second ordre avec le plan
du trxbleau ;

2.0 Les projections de ces di~~erses courbes, sur le plan du tableau,
auront re~s~ec.~r.w4ment pour ceritres les prajections, sur ce tc~bloaz~,
des somrnels des cônes circonscr~a’ts à la surface du second ordre
suir&#x3E;ant ces rncr~res ca~=rbes.. -

J’avais publié la première partie de ce théorème en l’endroit cité
de la 6~rr~?~~/z~ ~ et je donnai, dans l’ouvrage de M. Hachette,
une démonstration analytique de la seconde, y parce que cette dé-

monstration convenait mieux à la destination qui lui était affectée.

3. Si l’on prend pour le sommet commun des cônes de projection ,
lieu de l’0153il , l’une des extrémités de l’un des deux diamètres, lieux
des centres des sections circulaires de la surface du second ordre

dont il s’agit, les projections de toutes les courbes planes tracées à
volonté sur cette surface , seront des cercles, comme dans la spllère ,
et les centres de ces cercles seront les projections des sommets des
cônes circonscrits à cette surface suivant les courbes projetées.

Cette dernière propriété peut trouver une utile application dans
le tracé des cartes géographiques ou uranographiques parce qu’etie
offre un moyen fort simple de déterminer les centres des cercles

que l’on doit y tracer. Tout se réduit alors, en eflèt , à détert-ni-
ner le sommet d’un cône circonscrit à la sphère suivant un cercle
donné, et l’on sait que ce sommet se trouve sur le prolongement
du rayon perpendiculaire au plan du cercle de contacta à une dis-
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tance du centre de la sphère troisième proportionnelle à la distance
de ce centre au plan du cercle et’ au rayon de cette même sphère.

4. On sait qu’il existe, pour la sphère y une autre propriété bien
précieuse aussi, y dans le tracé des cartes, laquelle consiste en ce

que les prol*ections stéréographiques de deux cercles se coupent sous
le même angle que ces cercles eux-r~2é~nes ~ mais cette propriété ~

cesse d’avoir lieu pour une surface quelconque du second ordre ;
ou , y pour mieux dire , il n’y a, pour une telle surface, que trois -

directions de la corde commune pour lesquelles elle puisse avoir
lieu. Elle tient, en etÎet , pour la sphère, comme l’a fait voir M.
Dand~lin à l’endroit cité, à ce que deux cercles qui se coupent sur
une telle surface se coupent sous le même angle, en leurs deux

intersections attendu qu’en conduisant un plan diamétral perpen-
diculaire à la corde commune , tout se trouve égal de part et d’au-
tre de ce plan. Mais , dans une surface quelconque du second or-

dre , le plan diamétral conjugué à la corde commune à deux sec-

tions planes étant mené; les ingénies aux deux courbes concour-
ront bien deux à deux sur ce plan, également distant des sommets
des deux angles ; mais les angles de ces tangentes ne seront égaux,
pour toutes sections planes passant par les deux mêmes points, qu’au-
tant que la corde qui les joindra sera perpendiculaire à son plan
diamétral conjugué, c’est-à-dire~ qu’autant que la corde commune

sera parallèle à l’urr des diamètres principaux, y et que l’o~il sera

placé en un point du périmètre de la section principale qui con-
tient les deux autres. 

’

Dans tout ce qui va suivre, nous continuerons d’appeler coni-
ques hom(~théti yues des coniques semblables et selnblablement dis-

posées dans un même plan.
5. 777jE’~ARjE’~E. Réciproquement, des coniques homothétiques ctant ~

trarées r~ctrrs un mérne plan, en ~’L~l nombre qu’on voudra , on pourra
toujours les considérer coui,-ne les projections stéréographiques d’au-
tant de courbes planes tracées sur une même surface du second
ordre; et leurs ce,-ilres seront ,alors les projectzons des sommets
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des c~~nes circonscrits à cette surface si-,-,~i!a,21 ces mêmes cot~rbe,~.

.~3~naonstra~ton. Soient, pour le prouver, CI , C~~ , c lit, .... les coni-

tes homothétiques dont il s’agit. Sur leur plan , ., soit tracée arbitrai-
rement u-ne nouvelle conique C , qui lenr soit 11on10thétique, et par

laquelle scfit fait passer, aussi arbitrairement une surface S du se-

cond ordre; en conduisant tin plan tangent à cette surface paral-
lèle à celui des coniques données C/ , Cn, C’t~, ....... son point de
coiit,3ct P sera celui où il faudra placer l’oeil pour que ces coni-

ques soient les projections stereographiques d’une suite de courbes
planes tracées sur cette surface.

En effet , par le point P et par trois des points du périmètre
de l’une quelconque ~’ de ces coniques, soient menées trois droi-

tes ; ces droites perceront la surface S en trois points qui appar-
tiendront à une section plane de cette surface, t dont la projection
stéreographique sera, y par ce qui précède (2), une conique 1101110-

thétique avec C , et conséquemment avec ~~ , dont le centre sera.
la projection stéréographique du sommet du cône circonscrit à S sui~

vaut cette section plane. Mais cette conique homotliétique avec C~
aura trois points communs avec elle ; elle ne sera donc autre chose

que C/ elle-même ~ puisque deux coniques horriotliè’tiques ne sali-

raient se couper en plus de deux points.
Il suit de la y en particulier, que ~an~ de cercles qu’on voudra
.tracés sur un même plan, peuvent toujours être considérés comme

les pr~)ieciior,,s ,s~~réo~ra~f~l~r~es ~t’r~n pareil nombre de sectionspla-
nesfaites dans rzne surface du second oi-,-Ire , et leur,s centres comme

les projce~ions s~c~r~o~rr~~~L~’~ues des sommets des cônes circonscrils

;~ c~ette .s;~r~~cc~ sl~i~~znt ces rnémes sections planes ~~).
.~_...._.~ .

~x) Ce principe par.~~t ne pas être inconnu aux géomètres allemands. M.
P!ucker l’invoque forn1elletncnt, à la pag. 4ï du présent volume , et M.

Steiner s’en appuyé ë~al~mcaL dans le niémoire dont nous .avons donné
un extrait à la ~~a~~ de notre XYll.c volullle, pour transporter ses cons-
tructions planes sur des surt’aces quelconques, du second ordre.

’ ~’~ ’" ’ ’ 
’ .... ° 

J. D. G.
~ " ~ ~ 

1 .~ " - 

J. D. e G.
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6. Considérons les projections stéréobral3hiques S, S~ de deux cour~.

Les planes ~,~, tracées arbitrairement sur une surface U du se-

cond ordre. Par les deux courbes 2 ,. ~’ on peut faire passer deux
cônes C , c; les projections de leurs sommets seront évidemment les
points de concours des tangentes communes aux deux coliques ho-
mothétiques S et S~ , si des tangentes communes peuvent leur être

menées. Dans tous les cas, ce seront leurs deux centres de simili-

t~td~, que nous désignerons par 0 et o~

Une arête quelconque de l’un des cônes C, c rencontre les deux
courbes ~, ~~ en deux points pour lesquels les tangentes à ces cour-
bes sont toutes deux situées dans le plan tangent mené au cône par
cette même arête ; ces tangentes 3 quelle que soit d’ailleurs l’arête

que l’on considère sur le cône , se coupent dunc en un point de
l’intersection des plans des deux courbes ~ , ~~ ; la projection de
l’arête du cône passe par le centre de similitude 0 ou o des deux

coniques homothétiques S, S~ ; et les tangentes aux deux courbes

~, ~ se projètent suivant des tangentes à S , SI aux points où
elles sont coupées par la projection de l’arête du cône ; ces deux
dernières tangentes doivent donc concourir sur une droite fixe, pro-
jection de la commune section des plans de ~ , il , corde commune
à S, S/ , si elles se coupent , y et , dans tous les cas , leur axe ra-

dical ou axe de symptose.
7. Ainsi , une sécante commune étant menée arbitrairement à deux

coniques honzothéti9ues , par l’un ou l’autre de leurs deux centres
de similitude , les tangentes menées aux deux courbes, aux points
non homologues où elles sont coupées par cette sécante , concourent
constamment sur une même droite ~xe , axe de symptose de deux
courbes.

Nous disons par deux points d’intersection non homologues parce
qu’autrement les tangentes seraient parallèles et ne seraient pas les

projections des tangentes aux courbes ~., :21.
Soient toujours 0 , o les deux centres de similitude directe et

inverse des deux courbes homothétiques 8, S,.
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Deux arêtes du cône C rencontrent la courbe S en deux points

a, b et la courbe ’5-~/ en deux points ~~ ~ et les droites ab, 2~
se rencontrent en un point de la commune section des plans de ~ ,
~’ , puisqu’elles sont toutes deux dans un même plan qui est ce-
lui des deux arêtes. Les deux tangentes â ~ , aux points y b ,
se rencontrent en un premier point et les deux tangentes à 2~ ~
aux potnts a’ , Z~ se rencontrent en un second point ; ces deux
points seront sur une droite qui passera par le sommet du cône

C , car elle sera l"intersection des plans tangens à ce cône suivant

les deux arêtes dont il s’agit.
Eu faisant donc la projection , J on obtiendra ce théorème :
8. Si, par un des deux centres de similitude de deux coniques

homotlléti9r.~cs, on conduit deux transversales rectilignes, telles que
chacune d’elles coupe chaque courbe en deux points ;

1.0 La droite qui joindra deux des quatre points d’intersection

des deux transversale.s avec l’une des courbes, et la droite qui j’oin-
dra les deux points d’l’rlter.secti~n non honaolob~ues avec l’autre courbe
iront concourir en un p,)iiii de l’axe de symptose des deux courbes;

2.~ Le point de concours des tangentes menées à la première
courbe par les deux premiers points , et le point de concours des tan-
gentes menées à la seconde par les deux derniers, sort en ligne
dr~oite avcc le centre de similitude d’où émanent les deux~ transver-
sales.

La réciproque de cette proposition sera également facile à établir.
L’axe de symptose de S , SI est , comme on le voit , la projec-

tion de la commune section des plans ~ , ~~ ; c’est donc la corde

commune lorsque les deux coniques se coupent.
Si, par un quelconque des points de l’axe de symptose des deux

courbes S, SI , on leur mène quatre -tangentes , ces tangentes se-

ront les projections des quatre tangentes menées aux deux cour-

bes ~ , par un même point de I’intersection de leurs plans , les-

quelles tangentes sont, deux à deux, dans 1 un des deux plans tan-
gens menés par le même point aux deux cônes C , c ; en outre ce
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point sera le sommet dOnne surface conique circonscrite à U, con-
tenant les quatre tangentes y et par suite les quatre points de con-
tact.

9. Donc, si, par l’nn quelconque des points de l’axe de s~.fmp-
tose de deiix corzi~ue,~ horrut.r~étz‘9ues , on r~z~ne quatre tc~n~:er~tes à

ces courbes ;
i.° Deux pointe de contact, pris sur les deux courbes serat~t

toujours en ligne droite avec leuiz des centres de similitude
2.° Par les qitatre points ~ de contact on pourra faire passer

une conique h(,,rnothe.tique avec les deux proposées, et cette dernière
aura son centre srrr l’axe de s~~nzptose des deux at~ir~es, au point
de départ des quatre tangentes.

Si l’on décrit une suite de coniques qui soient, par rapport aux
deux proposées , dans le même cas que celle que nous venons de

considérer en particulier y elles seront les projections des lignes de
contact d’une suite de surfaces coniques circonscrites à U ayant
toutes leurs sommets à l’intersection des plans de "’-0 , et les

plans de ces lignes de contact se couperont tous évidemment sui-

vant la droite qui joindra les sommets P, p des deux cÔnes C, c.

ï0. Donc , toutes les coni~r.ees homatlrétz’ciues aux deux propo-
sées, passant respectivement par les quatre pal .nis de contact dcs
tangentes issues de divers points de leur axe de slrn-zpiose , auront

pour axe de symptose commun la droite qui contient les centres

de ,~z;~i‘la’tude de ces deux-là.

Si le point de départ des quatre tangentes est le point ou l’axe
de symptose des deux courbes coupe une de leurs tangentes com-

munes, laconique homcthétique passera par les deux points de con-
tact de cette tangente commune ; mais, parce que le centre de

cette troisième conique se trouve en ce même point d intersection ,
ces deux points de contact se trouveront aux extrémités d’un même
diamètre. ’

1 1. Donc, l’axe dé symptose de deux coniques homothéiliques
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est c~a~errtent c,?istart des ~cÎl.~°’f~es , rcl~.Y tt’,~cs ~~ ~° d~°°~~ courbes
d’un même centre de ,s~’rnt’lGt~ ~e.

Considérons présentement sur la surface ~ , trois courbes pla-
ces ~, ~~ S~; leurs plans se couperont deux à deux suivant trois
droites concourant en un même point. Si de ce point on mené des
tangentes aux trois courbes) les six points de contact seront sur la

ligne de contact du cône circonscrit qui aurait son sommet en ce

point.
12. Donc les axes de symptose ele, trois conir°~t~es ilorr’~)t~°Pi: ~tres,

1 
,

prises d~~.x à der° ,~ , cr..itcol; r~J°~t tous trc~s et-z itiz rnce,ne ~oint ,
y 

Et si, &#x3E; de ~°c poz*,-!,~ , t on m ’i,,,e cl~s tangentes aux trols couruPS;
les six poilzis r~v conil,,ié-1 s.,,rc;ni ,s~~r L,,ne coi?ique qiji leur sera ho-
tnot~’~~ti~t~e , et ~tri c~r°r~.c c,,- r°~c~ne point pour centre~ 

‘

Soient ~, c les deux cônes qui passent par ~’ et S~; soient C/
CI les deux cônes qui passent par ~~~ et et soient enfin C~?
c°° les deux cônes qui passent par ~ et ~° 5 on sait que les som-

mets de ces six cônes sont distribués trois à trois sur quatre droites.

13. Donc (6), les six centres de simllittt~le de trois coî2iqties
ho,-noihéli*qzies , pri ses tour à tor~r deux à d~,,-iix , sont di-cli-iil.,és

troif à trois aux t’atersectiotts de g~t°.~tre droites.

En d’autres tern1es, ces points sont les six sommets d’un qua-
drilatère coti-iplet ; or, on sait que, dans un tel quadrilatère, les

mi!!eux des trois diagonales sont en ligne droite ; donc , le n~lriee~

de la distance entre les centres de similitude de SI et SII, le mi-

lieu de 1"intervalle entre les centres de sitnilitude de ~%° et S , et
enfin le milieu de l’intervalle entre tes centres de similitt,,,de de S

et S’, sont trois points qui appartiennent à une nie-me droite.
Si l’on mené un plan tangent arbitraire à l’un des deux cônes

C~~ il coupera la surface U suivant une courbe tangente à ia

fois à ~ et S~; les points de contact seront sur une arête de ce

cône , et le sommet du cône circonscrit à la surface U , suivant cette
courbe , sera sur l’une des deux courbes planes d’intersection des
surfaces coniques circonscrites à U 9 suivant les courbes ~° et 2~.

Tom. XVIII., 44
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1 Donc , c~er~x coniques étant f~omothéti~ues , si tant de coni-
ques ~~or~ot~LPti~~es avec elles qu"o.,z voudra les touchent toutes deux;

~ ,° Les d,-,ux points de contact seront en li~ ne droite avec l’un
des deux centres de sir~rz’liiude des lIeux propose,es;

~.° Les cerell~11-es de to~ci~~s ces cc~nz~r~es sero~rt siii- deux nouvelles

coniques. ,
. 

La preniière partie de cette proposition résulte aussi fort simple-
ment (:3) de ce que les deux points de contact sont des centres
de sÍnlililude.

Par chacune des quatre droites aux intersections desquelles se
trouvent situés les sommets des six c~af~cs ~ , c , &#x3E; C/ , c/ 3 CI/ , Cil on

peut mener aux trois cônes qui y ont leurs sommets deux plans
tangens con1U1uns, lesquels couperont la surface U suivant deux

courbes tangentes, à la fois, aux trois courbes 2!p~~~;d~ou il

résulte que sur la surface U on peut, généralement parlant; tra-

cer huit courbes planes telles que chacune d’elles touche à la fois

les trois CUtlrl)eS ~ 9 ~~ , 2~. 
°

Parmi ces huit courbes. considérons , en particulier , celles que
déterminent les deux plans tangens conduits par la droite qui con-
tient les sommets des trois cônes C ~ CB C~ ; l’une de ces courbes

touche les courbes 3 ~ en deux points qui sont sur une nlêllle

arête du cône C , et l’autre touche les deux mêmes courbes en

deux points qui sont sur une autre arête de ce cône, d’où il suit /

que les quatre points de contact sont sur deux droites qui se cou~.

pent, et conséquemment dans un même pla~~ , et que , par suite ,
la droite qui joint les deux points de contact sur ~r et celle qui

- 

joint les deux points de contact sur ~-r doivent se rencontrer en

un même point de l’intersection des plans de ces deux courbes.

Par une raison semblable, la droite qui joindra les deux points de
contact sur ~ devra rencontrer les deux autres, et , comme elle

n’est pas dans le même plan avec elles, elles devront concourir

~ot~c~~~ trois au point de concours des plans des trois courbes £ ,
.,.¿/ ~y 

’

~).....,.
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Les tangentes à la courbe ~ ~ aux points où les deux courbes

en question la touchent, devant être dans les plans de ces deux

dernières, et toutes deux dans le plan de cette coLr~e ~ , doi-
vent concourir en un point de l’intersection des deux plans , c’est-

à-dire y en tin point de la droite qui contient les sommets des trois
cônes C, C~, C’l, et on n’en peut dire autant pour chacune des

deux autres courbes S~ ~u

15. Donc, 1.0 trois co.,2iques horno~hébi~ues étan~ iracées daiî.f

un mé~r~e plan, il existe , ~~n~~r~lern~~~z~ parlaîîl , huit coniques
~lorroi~~~fi9T~es avec elles qui It,,s ~o~.;chcr~t tolites trois ;

~.° Ces lîîiii cnr~ia~d.~es ai,~ront dcr~.~ à de-lix ~c~~~r axe de s~~rnp-
tose l’un des quatre ~~ ps de sinit‘litude des trois proposécs ;

3. 0 La droite qui joi,,zcî,’ra le.r poiîît4s de contact de ces deu.,r co-
niques ucJec cliaciiiie d.,,s tr~or’s ,nro~os~es passera par le point de
concours des u..Mcs de s~rm~tose de ces trois ~ro,~osécs ~

4.° Eiifi,-? , les ~~n~~,~a~es en ces d~r~,~ points cle, coi2lact iront con-

cor~rir en r~n ,~oint de l’axe de sim~~itude , axe de symptose des
deux cctrzici~~es touchantes.

Il résulte de cette dernière proposition que la droite qui joindra
les deux points de contact avec l’une des deux proposées contien-

dra le pôle de l’un des quatre axes de similitude, et, comme elle

doit en outre passer par le centre ra~iical , point de COl1conr~~ des
trois axes de symptose , elle se trouvera complètement déterminée.

16. Lors donc que, trois coniques hoinotl-iétiques étant tracées

dans un même plan , y on demandera d’en décrire un quatrième qui,
leur étant l~o$notla~tiq~~e , les touche toutes trois , on construira d~a-
bord le centre radical ou centre de s~rm~tosc~, et les quatre axes
de similitude des trois proposées ; alors, en joignant le centre de

symptose aux pôles de l’un des axes de similitude relatifs aux pro-

_ posées par trois droites, ces droites les couperont respectivement
aux six points de contact de deux des courbes résolvant le pro-
blème. En répétant donc cette construction pour chacun des qua-
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ire axes de similitude, on obtiendra les huit solutions dont ce pro-
blème est susceptible (~~.

Il pourrai se fitrequie pour tout ou partie des quatre axes de

SiiU ilitude , les clrcji~e5 qn i d¡JÍ veut d0ternliuer les pain ts de contact

sur les trois proposées ne les rencontrassent pas toutes trois ; alors
le nombre des solutions s en trouverait d’autant rédti’ it et 9 si cette

circonstance avait lieu pour les quatre axes de similitude, le pro-
blème serait tout à fait impossible.

Diaprés la remarque qui i a été faite ci-dessus (11) ~ on peut rem-
placer ce procédé par celui qui suit , lequel évite la construclioli

des axes de symptose.
17. Trois coniques homothétiques Sy SI , S// étant données pour

déterminer en quels points l’une d’elles , S"’ par exemple ~ ,, doit étre

tOl1ch(:e par deux des huit coniques hom~~hédqucs avec ceiles qui
les toucheut Lou tes trois, on dëtennincra lun des centres Ode si-

militude de S’ et ~", et un des centres 0/ de sinulitude de S et

S/1 ; les polaires de 0 et 0’ , relatives a S/1 , se couperont en un

point ; les polaires de 0 relatives à S’ et de 0/ relatives a S se

couperont en un autre point, et la droite qui joindra ces deux

points coupera S" aux deux points de contact cherchés (~).
183 Rien ne sera plus aisé que de modifier ces constructions de

r-~~’J~____________________________________________________________________________________________________

(~) En supposant que les trois coniques données sont des cercles , on ob-
tiendra une nouvelle démonstration de la construction indiquée tOH1. XV 1 1 , i
pag. :~()9, t laquelle comme l’on voit , n’est qu’un cas particulier de ccUe~là.

J. D. G.

(~...) C’est sous cette forme que nous avions présenté la construction re-

lative à trois cercles , dans les I~~ër~toi~~es de Turin, pour ~8~ÿ. , où nous avions

déjà observé qu’eUe était applicah!e à des eUtpses homothétiques ; si nous avons
im.ru.iu!l ~~~stér~ieur~ecuetli ( Annales, tOln. VII, page 289 ) l’elnploi du cen-
tre rauicat, c’est uu:qnemcnt pour pouvoir rendre la construction appHca-
bic ~ truis cercles tracé:&#x3E; sur une sphère.

J. D. G. .
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manière à les rendre propres au cas où quelqu’une des trois coni-

ques données deviendrait une droite ou un point ; il suffira seule-

ment de se rappeler les propo5itioc~s snivantes t facile; à justifier;
J.O Les deux centres de si,~lli~ude d’une conique et d’un poirrt

se con~on, der~t en un seul ~r~i est re ,~nirrt lui-rn~me ; leur axe de

si,m,otose est une parallèle à la polaire de ce poi.,il , rel~-iiii-e à la

conique ~b~l~~mer~i dl’,stanfc de celle polax‘r~e et du point dont il

s~~~’’Zt ;
2.’0 Les deux centres de si,~nilii~.~de d’une conique et d’une droite

snnt aux deux e.~trérnités d~~ dt~rnier~e de la conique conjugué à
.la di- oz.le; le,,,,ir axe de s~~mp~ose est la dro,,,"le elle-rnéme ;

3.° Les centres &#x26;-le s~r~~ilitude de deux points sont deux lrarrno--

?zi*qv-es quelconqiies de ces de~~x points ; leur axe de s~rnpfose est
î,-,ï pcj pendzcular’r e sur le trril~~u de la droite qui les joir~t ;

!~.° lr,cs deux centres de srina‘lr‘iude de deux di-oiles parall~l~,r se
,cor ~crrdcr~i en un seul si~u~ ~ l’infrni ; leur axe de s~rrr2ptose est

une dro-;ïe par~alièle à leur d,,*rcclion et égaieî7zent drstante de l’une
et de Éi~,ltr e.

A ces principes il faudra joiudra encore les siiivans

~ .~ Le pôle d’une drc~rtc , par rapport à un point directeur , est
ce point lui~mérne ; la polaire d’un point , par rapl~ort à un point
directeur , est une dr~oiâe firbitraire menée par ce dernier poirrt ;

~.° La polc7l’r~, d’un point, par rapport à une droite directrice)
est cette dro~‘te elle-~nén~e ; le pôle , par rapport à cette mcrne di-
rectric,,- d’une di-o,,,"le qui lrri est parallèle, est un ~ueieor~~l~e des
points de la directrice.

A raIde de ces diverses renlarques on résoudra, pour les coni- 
°

c~~~es hornothétiques ( 1 7 , , 18 ») les dix problèn1es q ne ~’ j~fe , dans
son ~~~polo~~~ius ~alius , s’est proposé de résoudre par rapport au

cercle ; -. avec cette différence qu’au lieu de ramener tour à tour ,
corn~e le fait ~’i~~e , les plus difficiles aux plus faciles, on obtien-
dra une soL.ltiun directe pour chacun d’eux.

.En ernplnyant ensu ite la considération des polaires rrci proques 1
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comme nous l’avons fait dans notre précédent mémoire c’es~-â-dire,
en prenant le centre d’homologie pour centre de la conique direc-
trice, on transportera ces constructions à des coniques quelconques ;
puis y par cette même théorie des polaires réciproque.:; , employée

. ensuite comme on le fait ordinairement , on parviendra à doubler
ces problèmes et leurs solutions. On obtiendra ainsi , par exemple,
la solution des problèmes suivans :

P~D.~.~.~’~~~’E, Étant données
t~rrc conique et deux tangentes à
cette courbe, décrire une autre

conique qui, touchant celle-là et

ses deux tan~~~entes, sall,sfassc en
outre à deux autres conditions ,
prises parmi les suivar~tes; Sa-

Poir :

-Pie, passer par de~~x points de, n-
nés ;
De toziclier deux droites don-

nées ;

- 

De passér par un point donné
et de toucher une droite donnée ?

PROBLÈME. Étant donnés

une corai, ~~e et deux points de

cette courbe , dc~rire une autre

conique, faiîgetite rz celle-~~ , riui
la coz!l~e en ces deux points, et

qui satisfasse en outre à deux

al~tres coizd,,"iions , prises parmi
les suis~arrtes ; savoa’r :

De toucr’~er deux droites don-

nées ;

De passer par der~x par ~ts don-
n es ;

De to,,,,cher une droite dcjrnn~e

et de passer pai- ur~ point donnc ~’
Soient tant de sections planes ~ , ~~ ~~~ , ........ à la surface U

qu’on voudra, faites par des plans qui se coupent suivant une nîêloe

droite D ; si, par un point pris arbitrairement sur cette droite,
on leur mène des tangentes , t les points de contact seront tous sur

une conique dont le plan, quel que soit le point de départ des.

tangentes sur la droite D, passera par une droite fixe polaire con-

juguée de cette droite D et lieu des sommets des surfaces coni-

ques circonscrites à U , suivant les courbes S~ ~:’/ , ...,.

i g. Dgnc si plusieurs coniques hoi7îoilïétiqi.,es ont nn même axe
de symptose, et que, de l’un quelconque des point de cet axe on

leur mène des i~n~entes ~ tous les points de contact de ces tangen-
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tes a ,pp -,,rtiendront ’ a urae m~rae conique homothét~~ue aux prepo
sées et ay~ant pour centre le point de départ des t~rnge.ntcs.

Si l’on narie , sui- l’axe de symptose, le point de départ d~ s

lai.?geiîtes , 3 les poi ~ts de r,o,~tact appartiendront à a-ne série de co-

niques horno~rericl~~Ps entr~e elles et aux prernié:~es , ~~c~nt pour
axe de s~ ~ nptose commun la droite qui contiendra les centres des

prer~i~r~~s.
Si lu ùro:te D ne perce pas la surface U, sa polaire la percera

n~cessairean~,~~t en deux points, et ces points, qui seront les points
de co;it,,,,ct de cette surface avec les plans tatigeiis, conduits par la

droite D, J pourront être consic~L~rés C01TIlne deux courbes infinÍ111ellt

petites COlYlprises dans la série 1 , ZI ~t/,’ .....:..
20. l)onc 1 si p~~~sieurs co~z~’~ues hornotht9ti~ues ont un méme axe

de sr n,,-,tos,,- ç,-i,,.,s se co.,jper , les coniques , lieux des poir.~is de con-
tact des ~a,~~~e~ates é,,zzanées des divers points de leur axe de symp-
~ose , passero,=~t toutes par les deux ménzes points fixes y et pourront
être con.~t’~’ére’es comrne deux coniques de la première s~rie , rédui..
~es à des pc.zr~ts.

Chacun de ces points jo~~it de celle prnpr~‘él~ que ses polaires
~elatives aux coniques de la prerni .ère série , se confon.6leizi toutes en
une mér~e droite ~~assant par l’t~utre point ~~xe.
En effet , l’axe de syniptose de l’un (le ces points et de l’une

quelconque de ces coniques est (11) à pgale distance de ce point
et de sa polaire relative à cette conique; g or , cet axe de synlptose
est le ll1êi.ne de quelque nlanière qu’on choisisse la conique, puis-
que toutes les coniques de la série ont par hypothès-e un Illênle

axe de s~ymptose ; en outre, le second de ces deux points fait partie de
cette série) et la polaire du prpnlier, par rapport à ce second point,
doit passer par ce point l~n-~r~4me ; donc, chacun de ces deux poillis

. a même polaire dans toutes CS3 courbes 1 et cette rolaire passe par
l’autre point.

.21. Ces deux points jt-.tiiïseii~t,. encore de cette propriété que les

droites menées de l’~~ra d’cc~x aux dc~u.~ points de contact d’ur;e
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NOUVEAU PROCEDE
tar~~e~rte ~ot~~mr~r~e ~ deux des coniques de la première série J sont
parallcl~~s ~ der~~ diamètres cor~ju~aués de ces corri~ues , car nous

savons (1 1) que l’axe de symptose de ces deux coniques coupe la
tangente commune en un point également distant des deux points
de contact, lequel point sera par conséquent le centre d’une co-

nique ~lol~10il1~tl~I~e aux proposées, passant par les deux points de
contact et en outre par les deux points fixes ; ces deux points de
contact seront donc les extrémités d’un diamètre de la courbe, d’ou
il suit que les droites menées de l’un quelconque des points de la

- courbe, et conséquemment de l’un quelconque de nos deux pointa
fixes, aux deux points de contact, seront paraUeles à deux diamè-
tres conjugués de cette courbe ; elles seront donc également paral-
lèles à deux diamètres conjugués des deux autres qui lE~i sont ho-

mothétiques.
En particulier si les coniques sont des cercles , ces deux droi-

tes devront être perpendiculaires l’uue à l’autre , comme nous l’a-
vons déjà remarqué page 3~ (n~ i~).

PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE.
Essai sur un nouveau mode de recherche des

propriétés de l’étendue ; 

Par M. BOBILLIER , professeur à l’Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur-Marne.

LA méthode de recherche que nous allons faire connaître est sus-

ceptible d’applications nombreuses et variées que nous nous pro-
posons de publier successivement. Nous choisirons, pour le présent,


