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GXOMITRIE DE SITUATION.

Mémoire sur les propriétés des systémes de
sections coniques , situées dansun méme plan ;

Par M, CuasLEs , ancien éleve de I'Ecole polytechnique.

AWMV VRV VNYVWARNNY

M. PONCELET parait étre le premier qui ait publié des recherches
sur les propriétés du systémes de deux coniques quelconques,
situées d’'une maniére quelconque dans un méme plan ; propriétés
fort remarquables, comme on peut le prévoir d’aprés celles du sys-
téme de deux cercles. Je m’étais occupé, lorsque j’étais encore &
Iécole polytechnique, c’est &-dire dés 1813, de I'étude des coni-
ques semblables et semblablement situées. J'en ai dit quelques mots
dans la Correspondance de M. Hachette (tom. IlI, pag. 326), ol
j’ai fait voir que leurs propriétés sont tout-a-fait analogues i cel-
les des cercles.

En m’occupant postérieurement des applications de la théorie des
polaires réciproques, j’ai reconnu que cette théorie oftrait un moyen
trés-facile de traiter les questions relatives an systéme de deux co-
niques quelconques , situées dans un méme plan, en les ramenant,
par une méthode générale, & des coniques semblables et sembla-
blement situdes.

Exposer cette méthode, et en faire connaitre les principales ap-
plications , tel est 'objet que je me propose dans ce qu’on va lire,
Elle est différente de celle de M. Poncelet, bien que j'y emploie
la thécrie des polaires réciproques, qui offre un des points les plus
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258 "SYSTEMES

remarquables de son bel ouvrage. Je prie d'ailleurs M. Poncelet de
m’excuser si, me rencontrant avec lui dans quelques résultats, je
néglige de le faire remarquer. Mon excuse est que, me trouvant ici
momentanément et seulement depuis peu de jours, je n’ai sous la
main aucune des ressources qui me seraient nécessaires pour rem-
plir envers lui un devoir de justice et de convenance , auquel je me

garderais bien de me soustraire dans des circonstances plus favora-
bles.

§. L
Considérations préliminaires.

1. On a tellement éwudié, dans ces derniers temps , les propriétés
de deux ou d’un plus grand nombre de cercles tracés sur un méme
plan, qu’on peut aujourd’hui considérer ces propriétés comme géné-
ralement connues des géométres; elles se trouvent dailleurs déve-
loppées avec beaucoup de détail dans un mémoire de M. Gaultier,
de Tours, faisant partie du XVL® cahier du Journal de I'Ecole
polytechnique , ainsi que dans plusieurs endroits des Annales de
Mathématiques (*). Il doit donc suffire 2 notre but de rappeler ici
sommairement celles d’entre elles sur lesquelles nous aurons le plus
fréquemment besoin de nous appuyer.

2. Deux cercles étant tracés sur un méme plan, si on leur méne
quatre tangentes parallcles de direction arbitraire , les points de
contact de ces tangentes seront les quatre sommets d'un quadrila-
tere dont deux cOtés opposés seront des diamétres des deux cer-
cles , tandis que le point de concours des deux autres cotés op-
posés, ainsi que celui des diagonales seront deux points fixes, in-
dépendans de la direction commune des tangentes; ces points se-

(*} Voy. notamment tom. XIII, pag. 193, et tom, XVII, pag. 285,
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ront les points de concours des denx conples de tangentes com-
munes, tant extérienres qu’intérieures avx deux cercles, si ces deux
cercles sont extérieurs I'un A 'autre Ces mémes points sont, ce qu'on
appelle, les centres de similitude des deux cercles; d'ot l'on voit
que , pour que le point de concours de deux tangentes communes
soit un centre de similitude , il est nécessaire que les cercles soient
inscrits tous deux dans l'un des quatre angles formés par ces tan—
gentes , ou que l'un d’eux étant inscrit dans 'un de ces angles ,

Pautre le soit dans son opposé au sommet.

3 Si, par l'na ou l'antre des deux centres de similitude de deux
cercles on leur méne une sécante commune mobile, les quatre tan-
gentes menédes aux deux cercles en lears points d’intersection avec
cette sécante, formeront un parallélogramme , dont deux sommets
opposés, qui seront les péles de la sécante relatifs aux deux cer-
cles , seront en ligne droite avec le centre de similitude dont il
s’agit, et décriront les polaires de ce centre, relatives aux deux cer-
cles , tandis que les deux autres sommets opposés du parallélo-
gramme , dégriront une droite fixe, indépendante du centre de si-
militude qu’on aura choisi, laquelle sera la corde commune aux
deux cercles, lorsque ceux-ci se couperont. Celtte droite est ce qu’on
appelle Juxe radical des deux cercles,

4+ Si, par un point mobile sur l'axe radical de deux cercles on
leur méne quatre tangentes , leurs points de contact seront les quatre
sommets d’'un quadrilatére dont deux c6tés opposés , seront les polai-
res du point mobile, relatives aux denx cercles , tandis que les deux
autres cotés opposés du quadrilatére iront concouriv en l'un des
centres de similitude, etles deux diagonales & I'autre.

5. Les polaires des denx centres de similitude de denx cercles ,
prises par rapport A ces cercles, sont ce qu’on appelle leurs polai-
res de similitude , et il y en a deux pour chaque cercle. Ce sont
quatre droites paralléles entre elles et & I'axe radical , par rapport au-
quel elles sont symétriquement sitaces; de manicre que la distance
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cntre les deux polaires relatives & I'un des cercles se trouve étre
égale & la distance entre les deux polaires relatives a l'autre.

6. Trois cercles, situés dans un méme plan, ont deux & deux trois
axes radicaux concourant en un wméme point qu'on appelle leur
centre rodical , et six centres de similitude distribués trois & trois
aux intersections de quatre droites quon appelle leurs axes de
similitude.

7. Nous pourrions démontrer directement , d’'une maniére pure-
ment géométrique , & 'aide de la doctrine des projections stéréo~
graphigques, que ces diverses propriéiés du systéme de deux et trois
cercles appartiennent généralement an sysiéme de deux coniques
quelconques, semblables et semblablement disposées ; mais , pour
ne point étendre ces préliminaires outre mesure , nous regarderons
celte vérité comme admise ; elle est évidente, au surplus, pour
des ellipses semblables et semblablement disposées, qui peuvent
toujours étre projetées orthogonalement suivant des cercles.

8. Pour éviter les périphrases, nous dirous & l'avenir de deux
coniques tracées dans un mélme plan , qu’elles sont homothétigues ,
pour exprimer qu'elles sont & la fois semblables et semblablement
disposées ; nous abandonnerons d’ailleurs trés-volontiers cet adjec-
uf, st l'on nous en offre un autre plus convenable,

9. Deux coniques homothétiques ont donc , comme deux cer-
cles, deux centres de similitude points de concours soit de deux
cotés opposés soit des deux diagonales d’un quadrilatére dont les
sommets sont les points de coutact des quatre tangentes paralléles
de direction arbitraire, lesquels sont aussi les points de concours,
toujours réels, de leurs tangentes communes, réelles ou imaginai-
res ; en ne prenant toutefois, pour tangentes d’une méme couple, que
celles qui toachent les deux courbes de la méme manicre. Elles
ont aussi deux couples de polaires de simnilitude toutes paralléles ,
tellement situées que la distance entre celles qui appartiennent A
Pune des deux courbes est égale & la distance entre celles qui ap-
partiennent & l'autre ; elles ont enfin un axe radical, lieu de deux
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sommets opposés du parallélogramme variable dont les céiés sont
des tangentes & quatre points des deux courbes en ligne droite avec
Pun quelconque de leurs deux centres de similitude. Cet axe ra-
dical , paralléle aux deux couples de polaires de similitude, et éga-
lement distant des unes et des autres, est la droite, toujours réelle,
qui contient les deux points d’intersection , réels ou imaginaires des
deux courbes.

10. On sait qu'en gdénéral deux coniques, situées dans un méme
plan , ont quatre points d'intersection , réels ou imaginaires ; mais
Iorsque deux coniques sont homothétiques , deux de ces quatre
points passent & l'infini, de sorte qu’il n’en reste au plus que deux
d’accessibles, réels ou imaginaires, Cela se voit évidemment pour
deux hyperboles; et le calcul I'indique également pour deux ellip-
ses. Il est aisé de voir que, réciproquement, deux coniques dont deux
des quatre points d’intersection sont situés a l'infini, sont par cela

méme deux coniques homothétiques.

§ 1L

Exposition de la méthode.

11. Considérons deux coniques quelconques, tracées sur un méme
plan, et concevons que I'on construise la figure polaire réciproque
de leur systéme , relative & une conique directrice quelconque , ayant
son centre au point de concours de deux tangentes communes,
tellement choisies d’ailleurs que les deux courbes soient l’une et
lautre inscrites dans 'un des angles formés par ces tangentes, ou
que P'une de ces courbes soit inscrite dans l'un de ces angles et
Vautre dans son opposé au sommet. La polaire réciproque sera,
comme l'on sait, le systéme de deux autres coniques dont tous les
points seront les pdles des tangentes aux deux premiéres , tandis que
les points de contact auront, a l'inverse, pour polaires les tangen-
tes aux différens points des deux derniéres,
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Les intersections des deux proposdes auront donc pour polaires
les tangentes communes & leurs polaires réciproques, dont les in-
tersections seront, a l'inverse, les pdles des tangentes communnes
asux deux premicres.

Or, deux de ces tangentes communes, passant par le centre de
la conique directrice, doivent avoir leurs poéles & linfini; donc,
des quatre intersections des coaiques polaires réciproques des
proposées doivent étre situées a linfini, d’ott il résulte que ces po-
laires sout homothétiques. On a donc ce théoréme foudamental :

12, Deux coniques quelconques , situées d’'une maniére guelcon-
que dans un méme plan , et r;pporlées @ une conique directrice
ayant son centre au point de concours de deur tangentes commu-
nes aux deux courbes , ont pour polaires réciproques deux econi-
ques homothétiques.

Mais il ne faut pas perdre de vue, dans Vapplication de ce théo-
réme (2, 9), que les deux tangentes communes doivent étre choi-
sies de telle sorte que les deux coniques soient inscrites dans le
méme angle, ou lune dans un angle et l'autre dans son opposé au
sommet.

13. Or, il peut ici se présenter trois cas: 1.° Si les deux cour-
bes sont extérieures l'une & l'autre , elles auront quatre tangentes
communes et deux seulement de leurs six points d’intersection pour-
ront étre pris pour centres de la eonique directrice; 2.° si les deux
courbes se coupent en deux points, elles n’auront que deux tan-*
genles communes, et conséquemment aucune difliculté n’aura lien
3.° enfin, si les deux courbes se coupent en quatre points, elles
auront de nouveau quatre tangentes communes ; tmais alocs chacun
de leur six points de concours pourra étre pris pour centre dela
conique directrice.
~ 14. Si l'on prenait pour centre de la conique directrice le poiat
de concours de deux tangentes telles que les denx courbes se trou-
vassent inscrites dans deux angles consécutifs, leurs polaires réci-
proques ne seraient plus des coniques homothétiques, mais deux
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hyperboles qui, ayant leurs asymptotes respectivement paralléles ,
auraient bien, & la vérité, deux intersectious a l'infini, mais qui,
lors méme qu’elles seraient équilatéres , et conséquemment sembla-
bles, ne seraient pas semblablement disposées ; les angles des asymp-
totes qui contiendraient les courbes n’étant pas alors de méme di-
rection,

15. On voit donc que /e systéme de deux coniques quelcongues,
Siluées comme on le voudra dans un méme plan , est toujours po-
laire conjugué du systéme de deux conigues homothétiques , situées
dans ce plan. Cette considération va nous conduire rapidement &
la découverte des propriétés les plus remarquables du systéme de
denx coniques quelconques. Pour plus de clarté et de brieveté, nous
appellerons systéme primitif, le systétme de ces coniques, et sys-
2éme transformé le sysitme des coniques homothétiques dont il est
‘e polaire réciproque.

§ IIL

Propriétés de deux conigues quelconques.

16. Soient menées aux deux courbes du systéme transformé, qua-
tre tangentes paralléles de direction arbitraire ; leurs points de con-
tact seront (9) les sommets d’un quadrilatére, dont deux cétés op-

#posés concourront & 'un des centres de similitude, tandis que ses
* deux diagonales concourront & lautre. Le polaire réciproque de ce
quadrilatére , dans le systéme primitif , sera un autre quadrilatére
dont les cités serout quatre tangentes aux deux courbes ayant letirs
points de contact aux poéles des quatre tangentes paralléles du sys—
téme transformé , et les deux couples de sommets opposés de ce
quadrilatére devront étre constamment sur deux droites fizes polai-
res des deux centres de similitude du systéme transformé, D’un au-
tre coté, les quatre tangentes du systéme trausformé étant paral-
léles, leurs poéles, points de contact des cétés du quadrilatére pri-
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mitif doivent étre en ligne droite avec le centre de la conique di-
rectrice , point de concours de deux tangentes communes aux cour-
bes de ce systéme; on a donc, dabord , immédiatement , puis par
la théorie des polaires réciproques, les deux théorémes que voici :

17. 8¢ une droite mobile , sur
le plan de deux coniques quel-
eonques , tourne autour du point
de concours de deux tangentes
communes & ces courbes, de ma-
niéread les couper en quaire points;
les tangenies aux qualre pnz'm’s
d'intersection seront telles que les
quatre poinis de concours des lan-
gentes @ l'une des courbes avec
les tangentes @ lautre , décriront
le systéme de deux droites fixes ;
lesquelles seront des cordes com-
munes , st les deux courbes se

17. 87 un point mobile , surle
plan de deux coniques quelcon-
ques , parcourt une corde com—
mune & ces courbes , de maniére
a pouvorr étre le point de départ
de quatre tangentes ; les points
de contact de ces quatre tangen-~
tes seront tels que les quaire droi-
tes qui joindront les points de con-
tact sur lune des courbes avee
les pornisde contact sur lauire
concourront en deux pornts fizxes ;
lesquels seront les points de con-
ceurs des langentes comimunes ,

coupent. si les deux courbes ne se cou=
pent pas.

18. Dans le cas ou les deux courbes du systéme primitif ont
quatre tangentes communes, si au point de concours des tangentes
d’une méme paire on substitue le point de concours des tangentes
de lauawe paire, on retrouvera encore les deux mémes droites
fixes. £n efict, ce deuxiéme point de concours est le péle de la
corite commune aux deux courbes du systéine transformé; et l'on
sait (4) que les quatre points de contact des tangentes issues d’un
point de cette corde commune , sont les sommets d’'un quadrilatére
dout deux cétés opposés concourrent en 'un des centres de simi-
litude et les deux diagonales a lautre ; d’oft il suit que les polai~
res de ces points de contact, dans le systéme primiuf, lesquelles
ne sont auntre chose que les tangentes mendes aux deux cour-
bes , aux quatre points ol elles sont conpées par la droite issue da
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point de concours des tangentes communes, doivent se couper deux
& deux sur les denx droites fixes, polaires des centres de simili~
tude du systeme transformé.

On verra pareillement, & I'aide de la théorie des polaires réci-
proques , que, dansle cas ot les deux courbes se coupent en qua-
tre points , soit qu’on prenne pour corde commune celle qui joint
deux quelconques de ces points, on qu’on prenne au contraire celle
qui joint les deux autres , l'application du sccond des théorémes
(17) conduira toujours aux deux mémes points f{ixes.

Ces droites fixes qui, lorsque deux courbes se coupent, cn sont
des cordes communes, ont été appelées par M. Porcelet, daws le
cas contraire , des cordes communes 7déales , ce qui pourrait faire
penser qu’alors ces droites disparaissent, tandis qu’elles ont une exis-
tence réelle dans tous les cas, et quil n’y a alors d’imaginaires
que les intersections des deux courbes. D'un autre cété, la déno-
mination d’axes radicaux ne saurait convenir ici ou il n’est plus
question de cercles. En conséquence, en attendant qu’on ait trouvé
pour ces droites, qui jouent un réle tres-important dans la théo-
rie des sections coniques, une dénomination plus convenable , je
les appelerai des axes de symptose , & raison de leurs propriéiés
relatives aux tangentes ‘issues de leurs différens points. Quant an
point de concours des tangentes communes, choisies comme il a
été expliqué ci~dessus ( 2, 9, 14 ), comme la dénomination de
centre de similitude ne saurait leur convenir, lorsqu'il s’agit de co—
niques quelconques , on méme de coniques semblables qui ne se-
raient pas scrublablement disposées, nous continuerons & les appe-
ler, avec M. Poncelet , des cenires d’homologie. Le cenire d’ho-
mologie , dans le systéme primitif, est donc le pdle de Faxe ra—
dical du systéme transformdé , tandis que ses axes de symptose sont
les polaires des deux centres de similitude de ce second systéme:.

Au moyen de ces dénominations, nos deux théorémes (17) peu-
vent ¢tre énoucés plus brievement comme il suit:

19. Tous les quadrilatéres dont 19. Tous les quadrilatéres qus’

Tom. XVIII. 4o
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les cbtés touchent deux coniques
auz qualtre points ou elles sont cou-
peées par une droite menée arbi-
trairement par leur centre d'homo-
logie ont leurs quatre sommets sur
les deux azes de symptose de ces
deux courbes , pourve giu'on ne
prenne , pour aucun sommet, le
point de concours de deux tan-
gentes @ la méme courbe.

SYSTEMES

ont leurs sommets aux quaire
points de contact de deux coni-
ques avec leurs tangenies issues
d'un méme point de leur oxede
symptose ont leur quaire cités
concourant aux deux centres d'ho-
mologie de ces deux courbes,
POUrvu qUOn ne prenne , pour au-
cun ¢6té , une droite contenant les
deux points de contact d’une méme

courbe.

20. M. Poncelet a discuté trés-clairement I'existence des centres
d’homologie et des axes de symptose, et nous ne saurions mieux
faire que de renvoyer, sur ce sujet, a son Traité des propriéiés
projectives. On y verra que , quand deux coniques se coupent en
quatre points, elles ont, comme nous I'avons déja va (13), six cen-
tres d’homologie , qui sont les six intersections deux a deux de
leurs quatre tangentes communes, et six axes de symptose, qui
sont les six droites qui joignent denx a deux leurs quatre points
d'intersection, On peut alors appeler centres d'homologie conjugués
deux centres d’homologie qui n’appartiennent pas a une méme tan-
gente , et axes de symptose conjugués, cenx qui ne concourrent
pas en un méme point commun aux deux courbes.

Dans tous les autres cas , ou les deux courbes ne se coupent pas
ou bien n'ont que deux points d’intersection, il n’y a que deux
axes de symptose et deux centres d’homologie seulement; et ces
droites et ces points ont ioujours une existence réelle. La raison
analytique de ce fait est que les trois systémes d’axes de symptose
conjugués, ainsi que les trois systémes de centres d’homologie con~
jugués , sont donnés par une méme équation du troisicme degré
qui a nécessairement une racine réelle, au moins ; mais qui n'en
a quune seule de réelle lorsqu'elles ne le sont pas toutes les trois.

On sait (3, 4) que, dauos le systéme transformé, toute droite
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qui contient 'un des centres de similitude , a ses péles relatifs aux
deux courbes en ligne droite avec ce méme cenlre , et que tout

point situé sur l'axe radical a le point de concours de ses polai-

res relatives aux deux courbes sur ce méme axe. IEn repassant
donc au systéme primitif , on aura ces deux théorémes :

21. Les polaires de tout point
situé sur l'un des azxes de symp-
tose de deux coniques , prises re-
lativement & ces courbes , yont
concourir sur ce méme azxe.

.

21. Les pdles de toute droite
gui passe par lun des cenires
d’homologie de deux conigques,
pris relativement & ces courbes ,
sont en ligne droite avec ce méme
renire,

Or, comme l'on sait, avec la régle seulement , construire la
polaire d’un point donné ou le péle d’une droite donnée , par

rapport & uue conique quelconque, il s’ensuit qu’avec la regle seu-

lement, on peut résoudre ces deux problémes.

22. Etant donné un seul des
points d'un axe de symplose de
deux coniques, construire un au-
tre point de cet axe, et par suile
cet axe lui-méme?

23. L’axe de symptose étant
ainsi construit, on en pourra con-
clure (19) les deux centres d’ho-
mologie correspondans , et en—
suite , au moyen de l'un d’eux ,
I'axe de symptose conjugué.

Ainsi, pour déterminer deux
axes de symptose conjugués, il
suffit simplement de connaitre un
des points de la direction de I'un
d’eux.

22, Etant donnée une seule des
droites qui conticnnent un cenire
d'homologie de dewx conigues,
consiruire une autre droite qui
le conticnne également , et par
suite ce cenire lui-méme ?

23. Le centre d’homologie étant
ainsi construit, onen pourra con-
clure (1) les deux axes de symp-
tose correspondans, et ensuite,
an moyen de l'un d’eux, le cen-
tre d’homologie conjugué.

Ainsi, pour déterminer deux
centres d’homologie conjugués , il
suffit simplement de connaitre une
droite qui passe par l'un d’eux,
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I faut pourtant excepter le cas Il faut pourtant excepter le cas
ol le point donnéserait un point oula droite donnée serait une tan-
commun aux deux courbes, car gente commune aux deux cour-
alors la construction se trouve- bes, car alors la construction se-
rait en défaut. rait en défaat.

La raison analytique de ce fait, est qu'alors le point donné ou
la droite donnde se trouvaut appartenir & la fois aux trois couples
d’axes de symptose ou de centres d’homologie conjugués, le pro-
bléme doit alors s’élever au troisi¢me degré, et n’étre plus dés
lors résoluble avec la ligne droite et le cercle. Le cas olt, au con-
traire , le probléme se résout par les élémens, doit répondre & quel-
que circonstance particuli¢re dans les équations du troisiéme degré.

24. Les axes de symptose de deux coniques , sont des lignes fort
importantes, puisqu’elles font connaitre les points d’intersection des
deux courbes, et que ces points d’intersection donnent la solution
de tout probléme déterminé qui admet plus de deux solutions sans
en admettre plus de quatre , lors méme qu’un tel probleme est
étranger & la géométrie. On aurait donc beaucoup étendu le do-
maine de la géométrie, si I'on parvenait & construire, par la ligne
droite et le cercle, les axes de symptose de deux coniques; on
saurait alors résoudre les problémes qui admettent trois et quatre
solutions , comme on sait résoudre cenx qui n’en admettent que
deux.

25. Algébriquement parlant , chacun des trois systtmes d’axes de
symptose est une conique qui passe par les quatre points d'inter-
section , réels ou imaginaires , des deux courbes proposées. On
pourra donc les déterminer comme il suit: Soient M=o, A/=o0
les équations des deux courbes ; 'équation cominune i toutes coniques
passant par les quatre mémes points scra M--AM/'==0; et il s'agira
de déterminer 2 de telle sorte que le premier membre de celle
dernidre équation se décompose en deux facteurs rationnels da pre-
mier diégré, ce qui conduira & une équation du troisi¢me degré
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en A Les trois systtmes d’axes de symptose de deux coniques fai-
sant ainsi partie des coniques qu'on peut faire passer par les points
d’intersection de ces deux ld , ces systémes d’axes doivent jouir des
propriétés communes & toutes ces courbes.

Avant d’aller plus loin, faisons remarquer quelques relations har-
moniques qui existent entre deux axes de symptose conjugués et
les deux centres d’homologie correspondans , relations qu’il peut
étre utile de connaitre.

On sait que , dans deux coniques homothétiques (9), I'axe radi-
cal est également distant des deux polaires de similitude qui ré-

pondent & un méme centre ; il en résulte ces deux théorémes :

26. Les poles delun des axes
de sympiose de deux conigues
quelcongues , pris par rapport @
ces courbes , divisent harmonique-
ment la droite qui joint les deux
centres d'homologie relatifs a cet
azxe.

26. Les polaires de lun des
centres d’homologie de deuz co-
nigues quelconques , prises par
rapport & ces courbes , forinent
un jfaisceau harmonigue avec les
deux azxes de symptose relatifs
a cet axe.

Ces deux propositions serviront & résoudre Ia question snivante :

27. Etant donnés un axe de symptose et un cenire d'homolo~

gle, déterminer laxe de symptose et le cenire d'homologie con~

jugués ?

Nous ne nous sommes occupés, dans ce qui précéde, que de

la propriéié principale da systéme de deux coniques , laquelle con-
v
siste dans D'existence des axes de symptose et des centres d’homo-
logie ; mais il en est d’autres moins importantes qui se rattachent
a cellesla, et qu’on déduira également de la considération des co-
niques homeotliétiques.
Par
similitude de deax coniques homothétiques sont quatre points en

exemiple, de ce que les centres de figure et les centres de

¥

ligne croite, il en résultera les propositions suivantes :
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28. Les polaires relatives a
deux coniques de dewx cenires
d'homologie conjugués l'un a l'au-
tre et les deuxr axes de symp-
tose qui leur répondent , sont
guatre droites qui concourent en
un méme point.

SYSTEMIS

28. Les pbles relatifs a deuzx
coniques de deux axes de symp-
tose conjugués l'un & lautre et
les deux centres d'homologie qui
leur répondent , sont quatre points
qui appartiennent & une méme
droite.

Pareillement , de ce qu’un point situé a linfini , sur I'axe radical

de deux coniques homothétiques a pour polaires dans les deux cour-
bes, la droite qui joint leurs centres de similitude, il en résultera
les propositions suivantes qui n’en font proprement qu'une seule :

29, La droite qui joint des
centres d homolvgie comjugués de
deux coniques a pour pdle com-
mun , duns les deux courbes, le
point de concours des axes de
symptose conjugués correspon—
dant ¢ ces deux centres

29. Le point de concours des
axes de symptose comjugués de
deux coniques a pour polaire com-
mune , dans les deux courbes, la
droite qui joint les centres d'lo-
mologie conjugués correspondant
& ces deux axes.

3o. Si donc on construit deux triangles dount 'un ait pour ses
sommets les points de cancours des trois couples d’axes de symp-
tose conjugués de deux coniques, et dont laatre ait pour cotés
les droites qui joignent leurs trois couples de centres d’homologie
conjugués , les sommets du premier triangle seront, pour l'une et
Vautre conique , les pdles communs respectifs des c6iés correspon-

A

dans du second , lesquels seront & l'inverse, pour ces deux cour-
bes , les polaires communes respectives des sommets correspondans
du premier. Ces deux triangles pourront quelquefois se réduire 2
un point et une droite, mais ils pourront aussi avoir une existence
effective, dans le cas méme ou les deux coniques n’auront qu’un
seul systtme d’axes de symptose et un seul systéme de centres d’ho-

mologie,
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§ 1V,

Propriétés des séries de coniques qui ont un
centre dhomologie ou un awe de symptose
commurn.

31. Occupons-nous présentement des séries de coniques qui ont
un centre d’homologie commun ou un axe de symptose commun.
1l nous suffira de nous occuper ici des séries de coniques de la
premicre de ces deux sortes ; tout ce qui concerne les autres pourra
étre déduit de ce que nous aurons dit de celles-la, a l'aide de
la théorie des polaires réciproques.

En prenant le centre d’homologie commun pour centre de la
conique directrice , toutes les polaires réciproques de ces courbes se-
ront des coniques homothétiques; leurs propriétés dépendront d’ail-
leurs des conditions particuliéres auxquelles elles se trouveront as-
sujetties ; et, avec les modifications convenables , ces propriéiés se-
ront transportables aux coniques proposées.

Par exemple, on sait (6) que les cordes communes 3 trois co—-
niques homothétiques prises denx & deux concourent toutes trois
en un méme point; d’ott on conclura les propositions suivantes :

32. 87 trofs conigques ont un 32. 8¢ irois coniques ont un
centre d'homologie commun , les  axe de symptose commun , les
centres dhomologie conjugués & azes de symptose conjugués & ce
celui-1a, dans les trois courbes, [lui-ld , dans les trois courbes ,
appartiendront d une méme droite. concourront en un méme pornt.

De ce que trois coniques homothétiques ont (6), prises deux 4 deux,
six centres de similitude , distribués trois & trois aux intersections
de quatre droites, il en résultera ce qui suit :

33. 87 trois coniques ont un 33. Sitrois conigues ont un axe .
cenire d'homologie commun , leurs  de symptose commun , Jeurs six
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siz axes de symptose conjugueés ,
relatifs & ce centre , passeront
trois & trois par les quatre mé-
mes poinis.

SYSTEMES

centres d'liomologie conjugués , re-
latifs ¢ cet axe, seront distri-
bués trois & irois aux intersec-
tions de quatre droites.

On sait que si, du centre radical de trois coniques homothéti-
ques, on mene des tangentes & ces courbes, leurs six points de con-

Y

tact appartiendront a
thétique , et qui aura ce point
suit :

34. 87 trois coniques ont un
cenire dhomologie commun , la
transversale qui contiendra leurs
trots centres d'homologie conju~
gués & celui-la , les coupera en
six points dont les tangentes en-
velopperont une quatriéme coni-
que qui aura pour centre dho-
mologie , avec chacune des trois
autres,le centre d'homologie com-
mun. La transversale sera la po-
laire de ce centre , relativement
& cette quatriéme conique , con-
sidérée comme directrice.

une quatrieme conique qui leur sera homo-

pour centre. De 1d résulte ce qui

34. 8¢ irois conigues ont un
axe desymptése commun , et gue ,
du point de concours des trois
axes de symplose conjugués d ce-
lui-la, on méne des tangentes &
ces courbes, leurs six points de
contact appartiendront & une qua-
triéme conigque qui aura pour
axe de symptose avec chacune dcs
trois autres l'axe de symplose
commun. Le point de concours
des tangenies sera le pdle de cet
axe, relativement & cette qua-
trieme conigue considérée comme
direcirice.

35. Quand deux coniques se touchent , il est manifeste que leur

point de contact est un de leurs centres d’homologic, et queeleur
tangente commune en ce point est un de leurs axes de symptose. En
appliquant cette remarque aux précédens théorémes, on en obtien-
dra de nouveaux qui correspondront aux théorémes sur le con-
tact des courbes homothétiques. En voici quelques exemples.

Deux coniques étant homothétiques , toutes les coniques qui leur
sont tangentes et homothétiques ont leurs centres sur deux autres
coniques , et leurs centres de similitude avec l'une et l'antre des
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deux proposées sont aussi sur deux autres coniques. De I résul-

tent les COl]Séqll(:‘l’lCGS sulvantes :

36. 8¢ tant de conjgues gu’on
voudra sont toutes langentes a
deux coniques données , et ont
pour centre d'homologie avec el-
les un des centres d'homologie de
ces deux courbes , toules les po-
latres de ce centre , dans cette
suite de coniques , envelopperont
deux nouvelles coniques ; et les
axes de symptose de ces mémes
conigues avec l'une et larire des
deux proposées envelopperont en-
core deux aulres conigues.

36. 87 tant de conigues gi'on
voudra sont toutes rangentes &
deux coniques données , et ont
pour azxe de symptose avec elles
un des axes de symptose de ces
deux courbes , tous les pdles de
cet axe , dans ceite suite de co-
nique , seronl situés sur deux nou-
velles coniques ; ef les centres
d'homologie de ces mémes coni-
ques avec lune et lautre des deux
propose’es seront encore Stiués sur

dewx autres coniques.

On sait ( Arnales, tom. XVII, pag. 309 ) que les droites qui
joignent le centre radical de trois coniques homothétiques aux po-
les de l'un quelconque de leurs axes de similitude , pris tour a
tour par rapport & chacune d’elles, les coupent aux points de con-
tact avec elles de deux autres coniques qui leur sont homothéti-
ques, 11 n’en faut pas davantage pour résoudre les deux problé-

mes suivans :

39. PROBLEME. Etant don-
nées irois coniques qui ont un
centre commun dhomologie, dé-
crire une qualriéme conique qui ,
les touchant toutes trois , ait avec
elles ce méme centre d'homologie
commun P '

Solution. Déterminez (32) la
Tom. XVIII.

37. PROBLEME. Etant don-
nées lrois coniques qui ont un
axe desymplose commun , décrire
une quatriéme conique qui, les
touchant toutes trois , ail avec
elles ce méme axe de symptose
commun P

Solution. Déterminez (32) le

41
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transversale qui contient les con-
jugués, relatifs anx trois courbes
du centre d’homologie commun;
déterminez aussi (33) les quatre
points de concours des six axes
de symptose, conjugués deux a
deux , relaufs & ce centre com-
muo ; les polaires relatives aux
trois courbes de 'un quelconque
de ces quatre points de concours
couperont la transversale en trois
points tels que , si de chacun
d’eux on méne deux tangentes &
la conique correspondante , les
points de contact seront les six
points ou elles seront touchées
par deux des coniques qui ré-
solvent le probléme.

En opérant tour a tour sur les
quatre points de concours des six
axes de symptose, comme nous ve-
nons de le prescrire pour l'un
d’eux , on obtiendra les huit so-
lutions dont le probleme est sus-
ceptible.

S

SYSTEMES

point de concours des conjugués,
relatifs aux trois courbes , de 'axe
de symptose commun ; détermi-
nez aussi (33) les quatre droites
qui contiennent les six centres
d’homologie , conjugués deux 2
deux, relatifs & cet axe commun ;
en joignant, par trois droites, le
point de concours des trois axes
de symptose aux polaires de 'une
quelconque des quatre droites re-
latives aux trois courbes; ces trois
droites les couperont respective-
mement aux six points ou elles
seront touchées par deux des co-
niques qui résolvent le probleine.

En opérant tour 4 tour sur Yes
quatre droites qui contiennent les
six centres d’homologie , comme
nous venons de le prescrire pour
I'une d’elles, on obtiendra les huit
solutions dont le probléme est
susceptible,

V.

Propriétés des systémes de coniques qui satis-
font d quatre conditions.

38. Occupons-nous présentement de la recherche des prineipales
propriétés d’'un systeme de coniques qui satisfont & quatre condi-
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tions données, telles que de passer par des points ou de toucher
des droites données. Nous avons ici cinq cas & considérer; mais,
4 Vaide de la théorie des polaires réciproques, il nous suffira de
nous occuper des deux premiers et de la moitié des considérations
relatives au troisicme, pour pouvoir immédiatement en déduire

tout le reste,

Considérons d’abord le cas ol toutes les coniques touchent quatre:
droites données Remarquons en premier lieu que, si tant de coni-
ques homothétiques qu'on voudra , ont deux points communs, leurs
poleires réciproques seront toutes tangentes aux deux mémes droi-
tes, polaires de ces deux points; mais elles ont, d’autre part, pour
centre d’homologie commun, le centre de la conique directrice ; elles
aaront donc deux centres d’homologie communs , ou , en d’autres
termes, elles seront inscrites & un méme quadrilatére.

Or , quand des coniques homothétiques passent toutes par les
deux meémes points,

1.° Leurs centres de figure sont en ligne droite,
k4

2.° Leurs centres de similitude sont sur cette droite,

3.° Si on leur circonscrit des angles ayant le sommet commun,
leurs cordes de contact concourront en un méme point ; en ou-
tre, la droite qui joindra ce dernier point au sommet commun
sera divisée en deux parties égales par la corde commune & toutes
les coniques ; enfin, cette droite sera divisée harmoniquement par
chacune de ces courbes.

4.° Enfin, si on les coupe par une transversale , les pdles de cette
droite , relatifs & toutes ces courbes, appartiendront 3 une nouvelle
conique.

On conclut de 14 ces deux théorémes :

3g. THEOREME. Si tant de 39. THEOREME. Si tant de

coniques qu'on youdra sont ins- coniques qu’on voudra sont cir-
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1.° les polaires de chaque cen—
tre d'homologie de ces courbes
concourront en un méme point ;
2.% les axes de symptose de ces
courbes , relatifs & ce cenire,
passeront par ce méme point ;
3.2 sf lon tire une transversale
droite arbitraire, ses péles , dans
toutes les conigues , appartien-
dront & une méme droite ; en ou-
tre, cette droite et la transver-
sale diviseront harmoniquement
la distance entre deux cenires
d'homologie conjugués, et forme-
ront un faisceau urmonique avec
les tangentes menées @ lune quel-
conque de ces courbes par leur
point d'intersection ; 4.° enfin
si lon fait d'un point arbitraire
le sommet commun dune suite
d'angles circonscrits & ces cour-
bes , les cordes de contact enve-
lopperont toutes une méme coni-
que.

On peut ajouter encore que ,
si, par le sommet commun des an-
gles circonserits , on fait passer
une transversale droiie mobile ,
la droite, lieu de ses poles relatifs
a toutes ces courbes, enveloppera
celie méme derniere conique.

SYSTEMES

crites @ un méme quadrilatére ; -

conscrites & un méme quadrila-
tére ; 1.° les piles de chaque axe
de symptose de ces courbes ap-
partiendront & une méme droite ;
2.° les centres d'homologie de ces
courbes ,relatifsacet axe , seront
sur cette méme droite ; 3.° si d'un
méme point arbitraire , comme
sommet , on circonscrit des an-—
gles & toutes ces coniques , leurs
cordes de contact concourront tou-
tes en un méme point; en outre
les droites menées du point de
concours de deux axes de symp-
tose conjugués & ce point et au
sommel commun formeront, avec
ces axes,un faisceau harmonigque,
et la drotte qui joindra ces deux
mémes points sera coupée har—
monz’yl}ement par toules les cour-
bes ; 4.°

transversale arbitraire , ses poles

enfin , st l'on méne une

relatifs & toutes ces courbes ap-
partiendront & une mméme coni-
que.

On peut ajouter encore que,
siun poz’nt se meut sur la trans—
versale, le point de concours des
polaires de ce point relatives @
toutes ces courbes décrira cctte
méme derniére conigue.
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Si, dans le systéme de coniques homethétiques, on prend pour

sommet commun des angles circonscrits , le centre méme de la co-

nique directrice, les cordes de contact auront, pour péles relatifs a

cette conique directrice , les centres des coniques inscrites au qua-

drilatére ; et alors la troisiéme partie du théoréme deviendra cette
proposition connue de Newton :

4o. Les cenires de toutes les coniques qui ont deux centres d'ho-
mologie communs appartiennent & une méme droite qui passe par
le milieu de celle qui joint ces deux centres dhomologie.

On parvient ‘encore & cette proposition, en supposant, dans la
troisitme partie du théoréme, que la transversale passe & linfini.

La troisiéme partie de l'un et de l'autre théorémes contient im-

plicitement une propriété assez remarquable du systéme de qua-
tre droites ou de celai de quatre points , qui parait n’avoir point

eucore été signalée; voici en quoi elle counsiste :

41. Six points élant distribuds
irols & trois aux Interscctions
de quatre droites , et ceur qui
n'appartiennent pas a la méme
drotte étant ‘joints deuxr & deux
par trois droites ; toule trans-
versale coupera ces derniéres en
trois points tels que leurs quatrie~
mes harmoniques oppariiendront
toules trois & une méme droite.
En outre ceite derniére droite et
la transversale formeront un fais-
ceau harmonigue avec les droi-
tes qui iront de leur point de
concours aux deux extrémités de
lune quelconque de nos trois droi-
zes.

41. Sixz droites passant trois
a trors par quatre points donnés ,
et celles qui ne passent pas par
le méme point concourant deuz
& deux en irols autres points; si
de chacun de ces points on méne
trois droites @ un méme point
quelconque de leur plan , les qua~
triémes harmonigues de ces droi-
tes concoeurront toutes Irois en un
méme point. En outre, la drotte
gui joindra ce dernier point au
premier sera coupée harmonique-
ment par les deux droites gui
passent par l'un quelconque de
nos irois pornts.
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Si, dans le premier de ces deux théorémes, on suppose que la
transversale passe & linfini , on obtiendra ce théoréme connu :

42. Les milicux des diagonales d'un quadrilatére complet ap-
pariiennent tous irois & unc méme droite.

Il est facile de voir que , si plusieurs coniques homothétiques pas-
sent par les denx mémes points, et qu'on les coupe toutes par une
autre conique qui leur soit homothétique, les cordes d'intersection
passeront par un méme point et auront lenrs péles respectifs , re~
latifs & ces coniques, sur une méme nouvelle conique. On conclut

de 14 ces deux théorémes :

43. Tant de coniques qu'on
voudra étant inscrites ¢ un qua-
drilatére, si on les coupe tou—
tes par une auire conique ,lan-
gente ¢ deux des cotés de ce
quadrilatére , et qu'on détermine
les points de concours des deux
autres tangentes communes d celle
derniére conique et & chacune
des premieres ; 1.° lous ces points
de concours appartiendront & une
méme droite ; 2.° leurs polaires
respectives , relatives aux coni-
ques proposées, envelopperont tou-
tes une nouvelle conique.

43. Tant de coniques qu’on vou-
dra etant circonscrites ¢ un méme
quadrilatire, si on les coupe tou-
tes par une autre conique , pas-
sant par deux des sommets de
ce quadrilatére , et qu’on méne
des droites par les deux autres
points communs & cette derniére
co/nique et a chacune des pre~
mieres; 1.° loutes ces cordes com-
munes concourronl emn un méme
point ; 2.° leurs pdles respectifs
relatifs aux coniques proposées ,
appartiendront tous & une nou-
velle conique.

On pourrait déduire de nouveau de ces deux derniers théorémes
la quatriéme partie de ceux que nous avons énoncé plus haut (39) ;
mais cela nous entrainerait dans des détails de peu d'intérét,

Eufin , si plusienrs coniques homothéliques passent par les deux
mémes points , et qu'on les coupe par deux autres coniques qui
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leur soient homothétiques, les cordes communes & ces deux der-
ni¢res coniques et A chacune des autres se couperont en un point
qui sera sur la corde d’intersection de ces deux derniéres, et les po-
laires des points ainsi déterminés , respectivement relatifs A ces co-
niques , envelonperout une méme nouvelle conique. De la résultent

ces deux thdorémes :

44. 1ant de coniques qu'on
poudra étant inscriles @ un méme
quadrilatére , si I'on trace deux
autres com'ques qui sorent tarngen-
tes @ deux des c6tés de ce quadri-
latére , et gu’on détermine lepornt
de concours des deux autres ian-
gentes comrunes @ chacune de ces
deux derniéres et & toutes les au-
tres, en Jolgnant ensuite deux &
deux par des droites les points
de concours correspondans 5 1.°
ces droites concourront touies en
un méme poiit fixe, point de
concours des tangentes communes
cuxr deux derniéres coniques ;
2.° leurs pdles respectifs , dans
les premiéres coniques, appariien-
dront tous & une méme conique.

44 Tant de coniques qu'on
voudra étant circonscrites @ un
méme quadrilatére , si Pon trace
deux autres coniques qui passent
par deux des sommets de ce qua-
drilatére et qu'on jorgne par
des droites les deux autres points
communs & chacune de ces deuz

\

derniéres et @ toutes les autres,
en prolongeant ensuite deuzx a
deux jusqu'a leurs points de con=
cours les droites correspondantes ;
1.° ces points appartiendront tous
@ une méme droite fixe , corde
commune aux deux derniéres co-
niques 5 2.° leurs polaires res—
pectives , dans les premiéres co-
nigues , envelvpperont toules une

méme conique.

Passons maintenant & la considération des coniques tangentes
trois droites et passant par un point donné. Pour cela , considérons
des coniques homothétliques toutes tangentes & une méme droite
et passant par un méme point., On verra facilement ;

1.° Que le lieu de leurs centres est une conique.

2.> Que les piles d’'une méme droite quelconque relatifs & ces

b

courbes appartiennent a

une autre conique.
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3.° Que les polaires d’'un méme peint quelconque relatives i
ces courbes enveloppent une troisi¢me conique.

De 14 résulteront ces deux théorémes :

45. THEOBEME. Si tant de
coniques qu'on voudra sont tan-
gentes aux trois mémes droites
et passent par un méme point ;
1.° les drottes qut joignent deux
a deux les points de contact de
ces courbes avec deux quelcon—
ques des irois tangentes commu-
nes enveloppent une conique ; 2.°
lespoles d'une transversale quel-
conque , relatifs a toutes ces co-
niques , appartiennent tous & une
autre conique ; 3.° enfin , les po-
laires d'un point quelconque , re-
latives & ces mémes coniques , en-
veloppent une troisiéme conique,

45. THEOREME. Si tant de
conigues qu'on wvoudra passent
par les trois mémes points et tou-
chent une méme droite; 1.° les
points de concours deux & deux
des tangentes & ces courbes par
deux quelconques des trois points
communs appartiennent tous d une

conique ; 2.°

les polaires. d'un
méme point quelconque , relotives
@ toutes ces coniques , envelop-
pent une autre conique ; 3.° en-
JSin, les pbles d'une transversale
guelconque , relatifs & ces mémes
coniques , enveloppent une iroi-

siéme conique.

Considérons enfin une série de coniques touchant deux droites
données et passant par deux points donnés. Il nous suffira, pour
cela, de rechercher les propriéiés d'une série de coniques homo-
thétiques toutes inscrites 3 un méme angle. Or, il est facile de voir

qu’alors:

1.° Les cordes de contact de ces courbes avec les c6tés de l'an-

gle sont tontes paralléles.

2.% Les cordes d’intersection de ces coniques deux & deux sont
aussi paralleles entre elles et aux cordes de contact.

3.° Enfin les polaires d'un méme point, relatives a ces courbes ,

enveloppent une conique.
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De 13 résulte ce double théoreme :

46. THEOREME. §i tant de coniques qu'on voudra touchent
toutes les deux mémes droites et passent toutes par les deux mémes

points

1.° Les sommels des angles cir-
conscrits dont la corde de con-
tact sera la corde commune , ap-
partiendront & une méme droiie;

2.° Les tangentes communes &
ces courbes , deux @ deux , iront
concourir sur cette drotie ;

3.° Enfin, les pdles d'une méme
droite quelconque , relatifs a ces
courbes , appartiendront a4 une
méme conique.

1.° Les cordes de contact de
langle circonscrit commun con—
courront toutes en un méme point ;

2.° Les cordes communes & ces
courbes , deuxr & deux , passe~
ront toutes par ce point ;

3.2 Enfin , les polaires d’un
point quelconque , relatives a ces
courbes , envelopperont une méme
conigue.

Dans un prbchain article, nous examinerons ce que deviennent
ces divers théorémes, lorsque quelques-unes des coniques qu'on y
considére se réduisent & des droites ou & des points,

Tom. XVIII.



