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GÉOMÉTRIE DE SITUATION.

Recherche sur les lois générales qui régissent
les lignes et surfaces algébriques ;

Par M. BOBILLIER , professeur à l’Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur-Marne.

PROPRIETES DES LIGNES ET SURFACES Al~,GEBRIQUES.

~. L

Pro~riétés des ~i~nes ~our~es,

DANs tout ce qui va suivre 3, nous adopterons les définitions sui-
vantes : 

~ 

,

i. e Une courbe sera dite du

/?2/~ degré 3 lorsqu’elle pourra
couper une même droite en m

points. -

2. La courbepolaire d’un point,
par rapport à une directrice du

m.‘~r"e degré , sera la courbe du

(/7z2013~~~ degré qui contiendra

les points de contact de toutes les
tangentes à celle-là issues de ce

point (*).

i. Une courbe sera dite de

n2."" classe , lorsqu’on pourra lui
mefier nz tangentes d’un même

point.
2. La courbe polaire d’une

droite, par rapport à une direc-
trice de ~2~’classe~ sera la courbe
de (~22013i)~’ classe que touche-
runt les tangentes menées à celle-
là par tous ses points d’intersec-
tion avec cette droite (~).

(*) Voy. Annales, tom. XVI, pag. 315 et 319, et tom. XVII, pag. 91
et 93.

Tom. J~~7//, y?." 9, 1.er mars 1828. 35
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3. Les poi,,îts polaz*i-es d’une

droite seront les ~m..m )s points
communs aux courbes polaires de
tous les points de cette droite (*).

3~ Les ~r~//?~9/~/r~ l~’tlr~ lJOlt2~
seront les (’11-1)2 tangentes com-
munes aux courbes polaires de
toutes les droites qui passent par
ce point (*).

Cela posé, considérons deux lignes du rra,‘e"=e degré ayant respec-
tivement pour équations .

en désignant par oc une indéterminée, l’équation

appartiendra à une troisième courbe, aussi du /7z/~’ degré , pas-
sant par les m’ points d’intersection des deux prelnières , quel que
soit oc.

n. fi 
,. 

d. 
B 

1 
dy l,.Difîérentiant cette ernlere, et remplaçant 2013 par a, l’équation

résultante 
dx

sera celle de la courbe du (/722013i)’~ degré qui contiendra les points
de contact de toutes les tangentes menées à la courbe (i) paral-
lèlement à la droite fixe ayant pour équation

Or, cette équation est évidemment vérifiée, quelle que soit la va-
leur attribuée à 1 indéterminée oc , en posant les deux suivantes : 

(11) Voy. la pag. 153 du présent volume.
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qui correspondent à deux courbes Invariables du (/??2013~~~ degré t
et dont le système appartient à (m--~~z points fixes ; d’où il suit ~

que les courbes polaires d’rrn point situé à 1’*infzni , 9 relatives à tant
de courbes qu’on voudra du m.ieme degré , passant par les na’ mé-

mes points fixes , passent toutes par les (rn-J)3 mêl7ics polr~ts ~
également fixes.

Si l’on fait varier la direction de la droite y=ax, ces (rra-.--I ~3
points décriront une courbe dont on obtiendra réquadon eu éli-

minant la variable a entre les équations (3) ; ce qui donnera celle-ci :

- laquielle est ‘évic~e~~~nent du ~2~m.~- ~ ~~jems dégré. ~,~in~i , les (m--I)2
,points cornrr~uns aux courbes polaires d’un point situé à l’infini 

1&#x3E;
. relatives à tant de courbes qu’on voudrd du Ï11.’em~ degré, passant

par les lil~ rr~émes points ~xes ~ décrivent une courbe du [2(m-I)]ie..
degré, lorsque ce poi~zt dEfcrit une droite également située Il à l’in-

fini.
En mettant l’équation (2) sous la forme

on voit s~lr-~e-cha~~ap ~ que les points polaires d’une droite située à
l’infini, relatifs à la. courbe (1), sont donnés par le système d’c-
quations 

-
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on aura dOlle l’équation de la courbe décrite par les points polai-
res lorsqu’on fait Ynri~r oc, en élimitiant cette indétern1inéè entre

les deux pqt1ations (6) ; ce qui conduira de nouveau à l’équation
(4)..lBinsi s les po.~,~*.,zls polr~ires d’une droite située à i’i~l~ni , ~e~air~s
à toutes les courbes du lll,icffie de,-, r~ qui ~t~sser~t par les m’ mérnes

~otrnts fixcs , sont ~or~s sr~r~és si.,i- la inême cor~rbe du [2(111- I)]i’1148
degré ~(~ll ~ il Gl~fll t t~’~~I’~ (~llC~stl~oll.
En g(~néralisaul ces trois propositions, à l’aide de la théorie des

projections, et en déduisant en outre de chaque proposition , ainsi
généralisée, sa correlative, au moyen dé la théorie des polaires ré-
ciproques , ou obtieud J’a les théorèmes su i vans :.

3’.~~.~’n.~.~’~’~~~ .~, ~’u nt de cour-

bes du m,‘~’~e degré qu’on vaudr~ ~
passant toutes par Its 1112 me~’ines

points fixes ; p 1.0 les courbes po-
laires d’un point r~uelcola ~ u;~ , re-
latdves ~ toutes ces courbes, pas-
seront toutes par les (ln- 1)2 mé-
mes poi~its é~~ulen~ent f ~~es ; ~.°

si ce poirzt parcourt u,,2e droite,
ces (m-i)’poinis, s décriront une
cour‘be du [2( rn-I )Jieme degré ;
3.° enfin, les po.;Iîis pQlü ~‘j cs de
cette dr~al~te sera~zt sitr~és sur cette

même courbe du [2(ln-l)Ji~mede-
~~~e.

l’H ORÈME . Tant de cour-
bes de In.Í8me classe qu’on voudra’ -

a~rant ~a~~tes les ~n’ mérnes ta~z-

gentes fixes ; 1.0 les (,-ozirbes po-
laires d’une droite rlueleon~ue, re-
latr‘ves ~ foules ces courbes, au-
roni toutes- les (rn-I)2 mêmes
tat2~entes~xcs ~ 2.0 si cette droite
tourne auto~ar de l’un de sespoints,
ces (n1-1)2 tan,,,-erites enveloppe-
ront une courbe de [2(n1-I)]ieme
classe ; 3.0 en~’-crz , les droites l~o-
laires de ccpointtoucl~erant toiiies
cette r~aén~e courbe de [2~ lll- 1 ) Jjemc
classe. "~.

Dans la supposition particulière de in:=2, , 3 on déduira de ces
théorèmes les corollaires suivans *

Corollait-e. Tant de lignes du
second ordre qu’on voudra étant

circonscrites à un même c~dri-
latcre; I.° les poliii-es d’.nn point
quelco11(fue, relatives à toutes ces

Corollaire. Tant de ]ignes du se-
cond ordre qu’on voudra étant ius-
crites à un tnê;ne quadrilatère; 1,°

les pÙles J’une droite quelconque,
relatifs à toutes ces courbes, 1 ap-
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courbes, se coupent toutes en un
incine point fixe ; 2.~ si le pôle
commun à toutes ces courbes par-
court une droite, le point de con-
cours de toutes ses polaires par-
courra un ligne du second or-

dre ; 3.° en Gu, cette dernière

courbe contiendra les pôles de la
droite parcourue par le pôle com-
mun (~).

partiendront à une même droite
fixe ; 9 2.0 si la polaire commune
à toutes ces courbes tourne an-

tour de l’un de ses poi n ts, la droite
lieu des pôles, enveloppera une
ligne du second ordre ; 3.° en-

fin, cette dernière courbe sera

touchée par toutes les polaires du
point autour duquel la polaire
aura tourne (¥-).

s. IL

-- 

~~ ~~~~r ~é~~s des surfaces cottr~csa

Dans tout ce qui va suivre~ nous adopterons les définitions sui-

Tances :

i. Une surface sera dite da i. Une surface sera dite du

(*) Si l’on suppose , dans ces corollaires, qu£ soit le point, soit la droite,
11asse à l’infini, on en déduira les propositions suivantes :

~.° Les conjugués des diczn~étres parallèles dans les lignes du second ordre

~irconsc,rites à r~ra rrc~~~ quadrilatère concourent en un même point. Cette pro...
position parait due ~l 1B1. Lan1é ( Annales 4J ton. VII , pag. 233 ). "

~b° En faisant varier la direction commune des diamètres parallèles, leur

point de concours décrira une nouvelle ligne du secoiiij ordre, lieu des centres

de toutes les autres ( V oy. la p«tg 106 du présent volume ).
30~ Les centres de toutes les lig.,zes dcc second ordre inscrites à un znêîne qua-

drilatère apparticii.-2ent à une me,-me droite. Cette proposition est de l"eBvton

( ,r~nnc~les, tOH1" XiI, pllg. top et tom. XIV pllg. 3°9 j.
4-o Les conjugués des ctialiètres pai-allèles de ces Illêrnes lignes, du se-

cond ordre, enveloppent une antre ligne du lllêlne ordre.

On ponrrait J au surplus, ~énéraii5e~~ ces ~ternières propositions et les étcn...
(1re à des courbes de tous les c~e~~~é5 et de toutes classes, en appelant points
centr°au:~ de ces sortes de lignes, les pôles (rUne droite située à l’infini , et

droites u’ianntr°ales les polaires d’un point égaleu1cnt si t né il l’infini.
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rr,‘~m‘ drgrt~, lorsqu’elle pourra cou-
per une même droite en m points.

2. La 4~1~r~ f’uce pol~:re d’un ~~orn~,
par rapport à une surface direc-
trice du ui,‘·’~e degré , sera la sur-
face du (/~2013i)~ degré qui con-
tiendra les lignes de contact de la
surface comquecirconscnte à celle-
là qui a son sommet en ce point.

3. Les points polaires d’un

plan seront les (~22013i)~ points
communs aux surfaces polaires
des différens points de ce plan ~).

4. Enfin , la courbe polaire
d"une droite sera la courbe à dou-

ble courbure suivant laquelle se

couperont les surfaces polaires des
divers points de cette droite (**).

Il résulte de ces définitions:

1.0 Que la surface potage, d’un
point contient les pôles de tous

les plans menés par ce point, ainsi
que les courbes polaires de tou-
tes les droites conduites par le

même point.
2.0 Que la courbe polaire d’une

droite renferme les pôles de tous

/7z/~ classe, lorsqu’on pourra par
une même droite lui conduire i,-z

plans tangens.
2. La~~r/~r~~?c/~z/~~z/~/?~/2 ~

par rapport à une surface direc-

trice de classe , sera la sur-
face de ~17z-’~l~te»ae classe inscrite

à la surface développable qui tou-
che celle-là suivant ses lignes din-
tersection avec ce plan.

3. ~.es~~a~as~o~r~res d’un point
seront les (//22013i)~ plans tangens
communs aux surfaces polaires des 

‘

difrérens plans conduits par ce

point (*).
4. Enfin, la surface d~velap-.

pable poi"aire d’~~ne dro,,-«Ie sera

l’enveloppe des surfaces polaires
de tous les plans conduits par
cette droite (**).

1.° Que la surface polaire d’un
plan touche les plans polaires de
tous les points de ce plan, ainsi
que les surfaces deveioppables po-
laires de tontes les droites tracées
sur ce plan.

2.° Que -la surface développa.-
ble polaire d’une droite touche

(*) v oy. le théor~me ~I de la pag. 153 du présent volume.
(~) Voy. encore le même théorème.
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les plans que Fou peut conduire
par cette droite.

3.~ Que les courbes polaires de
plusieurs droites situées dans un

même plan passent toutes par les

pôles de ce pian.

~ 
- 

-~~,
les plans polaires de tous les poin Ws
de cette droite.

3.~ Que les snrfaces dé~ eiop-
pables polaires de plusieurs droi-
tes qui concourent en un l11êule
point touchent toutes les plans
polaires de ce point.

Cela posé, considérons d’abord deux surfaces du /7?/’’~ degré ,
données par les équations

ea désignant toujours par a une constante arbitraire , l’équation

appartiendra à une nouvelle surface du même degré , contenant.

quel que 50: tex, les in tersections des deux preinières.
. 

En différentiant celle-ci et rempiacant respectivement par a et

l. 1 . 
d x d y 1 1 . , 1~ les coelJIClens â7 et 20132013 . l’équation résultante
dz dz ’

du (~22013~~ degré seulement, appartiendra à la surface qui con-
tient les courbas a dolible courbure lieu des points où la surface

(1) est touchée par toutes ses tangentes parallèles à la droite fixe

donnée par les deux équations x=az Et ~.==~~ ; c’est~â-c~&#x3E;re , en

d autres termes , q lIe cette sunace (~) contiendra les lignes de con-
tact de la surface (i) avec la surface cylindrique dont ’eûtes les
arêtes ou élémens rectilignes seraient paraUeies à cette droite fixe.
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Or, cette surface (j), quelle que soit la constante oc, contient les

intersections des deux surfaces du (/722013.i/~~ degré -

.

donc, les sur~ f’r~~es polaires d’un point sitr~é ~ l’infini, relatives Ii

tant de surfaces qu’on voudra du Ul.ieme degré, se coupant sui~Fant
les mêmes courbes à double courbure , se coupent toutes aussi sui-
vant les mêmes courbes à double courbure , intersections de deux
.~ur~aces du (ln-I )icme degré. 

1

Supposons que, la quantité a resta.nt constante, on fasse varier
- l’autre b; la courbe à double courbure dont il s’agit engendrera UIle

surface courbe dont on - aura l’équation en éliuliuant b entre les,

deux équations (3) , ce qui donnera

Ainsi les courbes à double courbure suivant lesquelles diverses sur--
faces du m.iema degré, ayant les mêmes inter~°ectio~s , sont coupées
par les surfaces polaires des poi,,.Is d’une droite située à l3in,~ni ,
appartiennent toutes à une surface unique du ~Z~n~-~~~~"’~‘ de~r~ 0

Si, au lieu de faire varier ~ , on fait varier a, l’équation (4)
sera remplacée par celle-ci

qui conduirait à des conclusions analogues. Or, il est facile de voir

que les équations (4) et (5) , quels que soient d’ailleurs a et b ,
sont satisfaites par les trois suivantes , ne comptant que pour deux
seulement , 

’
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lesquelles conséquemment appartiennent à une courbe fixe à dou-

ble courbure, intersection de deux surfaces du ~2 ~m ~ 1 degré;
donc, la sr~r~‘ace du [2 (111-1 )Jicme degré, dont il vient d’être ques-
tion ci-dessus , passe constamment par urae me"me courbe fixe, à
dt~able cozirbiii-e , lorsqu’on fait mouvoir la droite srtuée ~ l’infini
dans un plan é~ale~nent situé à l’infini.
En 111ettant l’équation (2) sous la forme ¡

- on voit de guite que la courbe polaire de la droite située à l’in-

fini, dans le plan x=az , a pour ses équations

Si l’on suppose donc que ex soit variable, on obtiendra réquatioI1
de la surface engendrée par cette courbe, en éliminant oc entre

ces deux équations, ce qui conduira de nouveau à l’équation (4).
- 

Ainsi, les courbes polaires de la r~ror~e e~r~~li l~l s’~~r~T’t, sont 3v’tuées

Tom. ~~//7. 36
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~ 

sur la surface du [2~2013i)j~" de~r~ d~rai ~l a été question c~-
dessus. 

‘

On conçoit également que les pôles d’un plan situé à 1‘infini ,
relatifs à la surface (1), sont donnes par les trois équations

or , par l’éliLuinatiol1 de ce entre elles, on retolllbe de nouveau
sur les équations (6) ; donc, les pôles d’un plan situé à l’in,~r~i ,
relatifs à p~’r~sieurs surfaces du nl.iem~ degré, ayant les mêmes in-
-te,rsections . se trouvent sur la courbe à double courbure, intersec_
ti.oiz des surfaces du [2(rn-l)]ieme degré dont il a été question
. c~-dessus~

En généralisant ces diverses propositions, au moyen de la théorie
des projections , et en leur joignant celles que la théorie des po-
laires réciproques perrnet ensuite d’en déJ uire, on obtiendra les

théorèlnes suivans :

~’.~E~~.~ ~.~E Il. Tant de sur-
~~~;es du m.ienH! de~ré qu’,on vo~u-

dra se cor~~ant toutes suivant les
n2wme,~ courbes à double co~rl~ure ,
1. 0 les surfa"ces polaires d’un point
r~uelcon~r~,e de l’espace 1 reÏat~‘ves

à toutes celles-là, se co~,oent toules
suivant une nzéme courbe à doi.,b!e

t°our°~~;re ; 2.0 si ce point par-
c~~ur~é une droite , la courbe à

d,ozible c~our~~~re c~~~en~rera, dans
son ~lD~t’P~11(’~~ , une sur face du
[2 (rn- i 1 ~teme ~f,b r,é ~ 3.0 les cour-
la as ,~ul~rr..z~s de cette droite seront
~rl~u~;~ys ~,uj~ cette mérne surface du

~’.~~C~l~~I~T~ l~. 7’ant de sur-
faces de m.~me classe qu’on f,oitdra,
ctar~i toutes inscrites à une même

surface développable, 1.° les sur-

faces polaires d’un plan quelcon-
que, relatives à toutes eell~~s-l~x’ ~
snzît toutes ir~scrites à une autre

sr~r f ace ~écteloplaable; ~.° si ce plan
tor~rr2e autour d’~cne droite, ci,,Ile

dern.~’cre sur~ ace dé;,~elop pable sera
rrjue de r~ani~re à ciz;,elopper cons-
tamnient une sur, fr~r;e fixe de

[2( ffi- J) J’P’~e classe; 3.0 les sur-
f aces dévclo~pa~Ies pcala~ i~es de

cette dl’olte seront ~9~i~~S circons-
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[.2(m-J )]leme ~~,~,~’~ ~ 4.0 si cette
droite décrit un plan les surfaces
~~l’Ï’‘e.S~%ol’t.dt’~’7l~es f1~6 [2(ln- g )]ieJ’~
degré se couperont torlt~s sr~i~arzt

une même courbe à double c~o~~r~

hure; 5.~ enfin, cette coi-,rbe à

double coitrbiire co~atier~dra les

points polaires du plan décrit

par cette d~°oite.

crites à ce~~e rn~3rne sur face de

[2(111--1) ]¡eme classe; ~ 0 ~s~ cette

dî-oz’ie tourne autour de l ~r~jt de

ses point-ç, les sur~~rces correspon-
dantes de [2(rn-1 )]:eme cla ssc ,
seront toutes cir~:or~s~rates à une

m~rr~e sa~rf~zce de,’vel,,) î- Il Ip able ; 5.°

enfin , cet~e su~-lace dével(~pp,,jlle
touchera tous les plans pil~aircs
du point ar~~r~;~r duquel cc~te droite
aura tourné.

Dans la supposition particulière de in=,2 , on déduira de ces

théorèmes les carol lai res. suivans :
Corollaire. Tant de surfaces

du second ordre qu’on voudra,
se coupant suivant les menées

courbes planes ou à double cour-
bure; j.- les plan5 polaires d’un
point quelconque de 1-espace,re-
ladfs a toutes ces surfaces se cou-

peront tous suivant la même droite ;
. 2.~ si ce point parcourt une droite

l’intersectioii des plans polaires en-
gendrera. dans son rtiolive[nent,
une surface gauche ou develop-
pable du second ordre; 3 0 les po-

// laires conjuguées de cette droite

seront toutes situées sur cette sur-

face si cette droite décrit un

plan) les surfaces gauches ou de-
veloppabiesdu second ordre corres-
pondantes se couperont toutes sui-
vant une mcaie courbe à double

C~/’~//~//~. Tant de surfaces d t1
second ordre vozidra ) étant
inscrites à une Lliêtike surface dé-

ve!opp~d)!e ; i.’ les potes d’tin plan
quelconque, relatifs à toutes ces

sur fa ces, sont tous situes sur uue
même droite; 2.0 si ée plan tourue
autour d’une droite, la droite, lieu
des poies y engendrera dans son
lllOUyeU1ent, une surface gauche
ou dëveioppabie du second or-

dre ; 3.° les polaires coLijLi,tiéei
de cette droite seront toutes Si-

tuées sur cette surface ; 4.0 si cette

droite tourne autour d’un de ses

points, les surfaces gauches ou
dëveioppabtesdu second ordre cor-
respoH dan tllS envelopperont tou-
tes une meaie surfclce développa2013
blé; 5.° eniin, cette surface Jé-
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co~~~~~~Fe; 5a° enfi n’, cette courbe
contiendra les pôles de ce plan (*).

veloppable touchera tous les-plans
polaires de ce point (*).

Considérons présentement trois surfaces du ~."~ degré adonnées
respectivement par les trois équations

, Si l’on désigne par ex et ~ deux constantes indéterminées , l’équiation

appartiendra à une quatrième surface du degré . passant par
les "23 points d’intersection des trois premières 3 quels que soient

a et ~. 
~ 

’

- (-te) Si l’on suppose , dans ces corollaires, que soit le point, soit la droite
soit le plan passent à l’infini , on en déduira les propositions suivantes :

1. Tant de surfaces du second ordre qu’on voudra ayant les mêmes cour-
bes d’intersection; 1.° les plans diamétraux conjugués à leurs diamètres pa-
rallèles se coupent tous suivant une même droite ; 2.~ si l’on fait varier

la direction commune des diamètres parallèles, de manière à leur faire dé-

crire un système de plans diamétraux parallèles cette droite décrira une

surface du second ordre ; 3.~ les diamètres conjugués de ces plans diamé-
traux parallèles seront situés sur cette, surface ; 4,0 si l’on fait varier la di-

rection commune de ce système de plans diamétraux parallèles, les surfa-

ces du second ordre, lieux de leurs diamètres conjugués, se couperont tou-

tes suivant une même courbe à double courbure ; 5.~ enfin) cette courbe

sera le lieu des centres des surfaces initiales.

II. Tant de surfaces du second ordre qu’on voudra étant inscrites à une même
surface développitble ; 1.0 leurs centres sont tous situés sur’une même droite ;
2-.° leurs diamètres conjugues à des plans diamétraux parallèles sont situés

tous sur une même surface du second ordre ; 3.~ leurs plans diamétraux con- ,

jugués à des diamètres parallèles e.nveloppent une surfaoe développable cir-
co-nscrite à deux surfaces du second ordre.
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Différentiant cette éc~~aation , en remplaçant respectivement les

coefliclens dif~érentiels 
dx 

et 
oy . 

ar a et ~ l’é uatian résultantecoefficiens luerentle S 2013 et 2013 par a et , Feqnation résultantedz c~z ~ ’ 

représentera la surface du (~2013ï~~ degré , lieu de la ligne de con-
tact de la surface (i) avec la surface cylindrique circonscrite ayant
ses élémens rectilignes parallèles à la droite fixe donnée par les

deux équations x ~-az et y~:..~bz.
Or, quelles que soient les valeurs assignées aux deux constan-

tes indéterminées oc et {3, cette surface contient évidemment les

(m-I)3 points d’intersection des surfaces données par les trois équa-
tions

Donc, les s~~r~ace.s polaires d’un point situé à l’znfinz , relatives à
tant de sur~’c~ces qu’on voudra du lll.ieme degré, passant toutes les

m3 mêrres poi 1?7ts f,xes , passent elles-mêmes par les (m-I)3 mê-
mes points fixes.

Si ron 11T1~~’lCle que a reste constante et que b varie , ces (m~.-I )3
points décriront une courbe dont on obtiendra les équations en éli-
minant b entre les équations (3), ce qui donnera
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équations du [2(m-I)Jlen¡. degré qui ne doivent compter qite pour
deux seulenlent. Ainsi , a lorsg~u‘un point sit~~ à l‘infir~i décrit une
droi’te ~~-~lernent s4~r~ée à l’irrfini , les (rn-I)3 points communs aux
si-,~faces polaires de ce point relatives à toutes les siiijàces de n1.ieme 

’

degi,é, qui passent 1,Quies par les m3 mënzes poirrts,~zxes , engendrent ,
dr~rzs leur mou~ernent , une courbe à double courbr~re , ir~tersection

de deux surfaces du (2(tn-I)Jieme degré.
Ilnaginons ~c~e ~ soit aussi variable, et élirninons cette qua ntité

entre deux des équations (4) ; ce qui revient, au surplus , à éli-

11l1.ner a et b entre les équations (3) f nous aurons ainsi

équation du p(~2013t)j~" degré. Ainsi, lorsr~rz’urre dror’te suaéc d~~

/7~/2/ d~r;rit ~’7Z ~/~7/2 é~al~~ment sitr~~ â /7/?/?~/ ) la ~?~/~~ ~ d~r~-

~le cor~r~~zr"e ~ ., /’/2/~r~~~/~/2 de deux sur~acPS du [2(ln-I)]ierue de~,~~’
~lera des points ~~/??/72~~~ arzx sur~f az~es polaires des di’vers ~oir~ts de
cette dr~o~’te ? reiatr’~es J/9~~~/~ sar~crc~s d l.~ il1.iemc dc"~.ré ~ui pas~-
sent ~ar ~es fi13 3 772~/72~ pozrr~s ~xes , enb endre , dalas son /?2?~~~~/2~,
ua~e ~~7j~?~~ du [3( ln - 1 ) J ierne degré.
En écrivant 1"E~c~~~~tic~r~ (2) sous la forme

on voit de suite que la courbe polaire de la droite située à l’in-

fini, dans le plan ~.~~~~z ? par rapporta la surface (i) a pour ses

équations

cl1aS3ant la variable 0; , , l’é~uati~~ résultante
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représentera une surface qui contiendra cette courbe polaire ; mais il
est visible que cette surface contiendra aussi la courbe à double

courbure (4). Donc cette courbe polaire et la courbe 4) se cou- 
B

pent en ~(rr~~-- ~ )3 points. Ainsi, les courbes polaires de la drolte

située à l’in,%-rni dont il a été question ~i-dessr~s cou,,,vent li~dividuel
lement en 2 tii - 1)3 points la courbe à double courbrrre dont il est ’

questi .on à 1"endroit cité.

~nf~n , l’ét~il~tiotl (3~ fait voir que les points polaires d’un plan
situé à rinfini ~ relatifs à la directrice ( i) , sont détermines par les

~ 

trois équations

mais, en éliminant ex et {3 entre elles, on retombe de nouveau sur

l’équation (5) ; donc, les ~U~tlts ~~iu~i’es d’un plan situé à l~lr~~’nl
soj~~ tous si~ués sur la surface du f 3 (m- i) - "-’ degré dont il a

été qi.,estion ci-d(.,ssus,

En gpuéralisant ces résultats , a par la théorie des projections, et en
les doublant par la théorie des polaires réciproques, on ohtieudra 

°

les t~:C’01’t~~iit’~ sui vans:

~I-~~ ~~’.~’16~~ ~ l.~l. ~’a~2t de

sii,r f aces du m,~eln~ d~,~.~.~ ,fr~’otz
csc.~udra passant toutes par les L13 

3

~IZG’tltC’S ~’IOltl1S _fixes ; s 1.° les s-ur-

faces polaires de l ‘r~n ~~~cl~~a~~--

77~~F7~E’ 777. ~ar~t cle

Slli~Clcl’S de I~i ~~e’ne cla~ssc qu’on
t~OllC~l’cl /7~7/2/ Îl?ZIteS les 111i t72~~

tl2G’S /?/~//?~ ~(~l?~~’C’nS ~I,xc’,S ~ 1.0 les

s~ ,~ aces ~JD~~I!’~S C~il~l2 plan ~uel-
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que des points de l’espace, rela-
tives à toutes celles-là , passeront
toutes par les (ln-I)3 mérnes

poi’tzts eb~alernent fixes ; 2.° si ce

point parcourt une droite , les

(ln- Í)3 points, devenus rnobz-

le,r , de-ci-i7-oiit dans l’es~c~ce une
courbe à ~a’or~ble courbure, in-

tersection de deux surfaces du

[2(lU-I)]ieme de~~ré ? ~ s ~’ les cour-
br~s polaires de cette droite cou-

pent iridivz’dr~ellemer~t cette courbe
à 1 do.,ible courbure en 2(nl-I)J
points ; 4.0 si cette droite décrit

utz plan ~, la courbe à double cour-
bl~re décrira dans l’espace une
surface du [3(ln-I )Jieme degré
5.° en,~in , les poi~a~s polaires de
ce plan seront tous situés sur

cette dernière surface.

conque, relatives à toutes celles-

là, toucheront toutes les (n1- 1 )3
mêmes plans é~~alerne,~t fixes ; 2. e
si ce ~lan tout~ne autour d’une

droite, les (1l1- 1)3 plans , de.

veîz,ys modliles , envelopperont une
si.,rf(;,ce dévelo~,~crble , circonsci-ite
à deux surfaces de ~ ~ (n~.-~-- r ) ~ ié~’.c
classe; 3.. 0 les surfaces dés~elo~_
~abl;J.s polaires de cette droite ont
inc~’i~~r’duellerr~ent 2(m-I)3 3 plans
tangens cnrn.muns avec cette sur-

face; 4.0 si cette droite tourne

autour d’un de ses points, la

sur ,face développable, eavelo~-
pera dans l’espace une surface de
[3(nl-I)Jieme ~las ~e ; 5.° enfin,
les plans polaires de ce point tou-
cheront tous cette dernière sur-

face.
Dans la supposition particulière de ~72==a~ on déduira de ces

théorèmes les corollaires suivans :

Corollaire. Tant de surfaces du

second ordre qu’on voudra étant
circonscrites à un même corps oc-

togone ; J. 0 les plans polaires de
l’un quelconque des points de l’es-
pace, relatifs à toutes ces sur-

faces, passeront tous par le même

point fixe 2.° si ce point parcourt
une droite, le point fixe devenu
mobile décrira , dans l’espace ,
une courbe à double courbure ,

Corollaire. Tant de surfaces du

second ordre qu’on voudra étant
inscrites à un mêrne corps octaè-

dre ; 1.0 les pôles d’un plan quel-
conque relatifs à toutes ces sur-

faces, seront tous situés sur une
même droite fixe ; 2.0 si ce plan
tourne autour d’une droite , la

droite fixe devenue mobile dé-

crira, dans l’espace , une surface
développable , circonscrite à deux
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intersection de deux surfaces du

second ordre ; 3.0 les polaires
conjuguées de cette droite coupe-
ront individuiellemer)t cette courbe

à double courbure en deux points;
Ir,~ si cette droice décrit un plan,
la courbe a double courbure dé-

crira dans l’espace une surface du
’ 

troisième degré ; 5.~ enfin, les

pôles de ce plan seront tous si-
tues sur cette dernière surface (*).

surfaces du second ordre ; 3 "’es

polaires conjuguées de cette c~rclxe
seront telles qc~e, par chacune d v’t-

les, on pourra conduire deux plans
tangens à cette surface dévelop-
pable ; 4.° si cette droite tourne

autour de Fun de ses points y la

surface développable enveloppera
une surface de troisième classe ;
5.° enfin, les plans polaires de

ce point seront tons tangens à

cette dernière surface (* .

GÉOMÉTRIE PURE.

Théorèmes sur les sections coniques confocales ;
Par M. CHASLES , ancien élevé de FEcoIe polytechnique.

Au REDACTEUR des Annales.

MONSIEUR,

CE n’est seulement qu’hier au soir que votre numéro de jan-
vier t-n est parvenu. J’ai parcouru le mémoire de M. BohIUier avec

(*) Si l’on suppose , dans ces corollaires que soit le point, soit in droite,
soit le point passe à l’Infini, on en déduira les propositions suivantes :

1. Tant de surfaces du second ordre qu’on voudra étant circonscrites à

un même corps octogone, 1.0 leurs plans diamétraux conjugues à des d~a"

n~ét~~es ~7arai~~les concourront en un 111 ~~ ln e point ; 2.0 si l’on fait varier ia

direction commune des diamètres parallèles, t de telle sorte qu’ils décrivent
un système de plans diamétraux parallèles , ce point décrira une courbe a

double courbure , intersection de deux surfaces du second ordre ; 3.° cette

courbe sera rencontrée en deus: points par tous les diamètres dont t ces plans
7~2. o ~~: ~’~~‘l.. . 38


