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GEOMETRIE DE SITUATION.

Recherche sur les lois générales qui régissent
les lignes et surfaces algébriques ;

Par M. BoriLLER , professeur 3 I'Ecole des arts et métiers
de Chalons-sur-Marne.

AVIVVTVIANVIIVWWWRAAN

§.

I.

Propriétés des lignes courbes.

DANS tout ce qui va suivre , nous adopterons les définitions sui-

vantes :

1. Une courbe sera dite du
m*™ degré , lorsqu’elle pourra
couper une méme droite en m
points. -

2. La courde polaire d'un point,
par rapport & une directrice du
m. ™ degré , sera la courbe du
(m—1)*™ degré qui contiendra
les points de contact de toutes les
tangenies a celle-1a issues de ce

point (*).

1. Une courbe sera dite de
m.! classe , lorsqu’on pourra lui
mepner 7z tangentes d’'un méme
point.

2. La courbe polaire d'une
droite , par rapport a une direc-
trice de 72.°™ classe , sera la courbe
de (m—1)*™ classe que touche-
ront les tangentes menées a celle-
la par tous ses points d’intersec-
tion avec cette droite (*).

(*) Voy. dnnales, tom. XVI, pag, 315 et 319, et tom, XVII, pag. gt

et g3.

Tom., XVIII, n.° g, 1.°* mars 1828,
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254 PROPRIETES DES LIGNES

3. Les points polaires d'une  3.Lesdroitespolaires d'un point
droite seront les (m—1)* points seront les (m—1)* tangentes com-
communs aux courbes polaires de munes aux courbes polaires de
tous les points de cette droite (*). toutes les droites qui passent par

ce point (*).

Cela posé , considérons deux lignes du m./** degré ayant respec—

livement pour équations

)
M=o , M=o ;
en ddsignant par « une indéterminée , I'équation

M+toM =0 (1)

appartiendra & une troisitme courbe, aussi du m.*"* degré, pas—
sant par les m’ points d'intersection des deux premieres , quel que

soit .

. , . .y d 4 M
Diftérentiant cette derniére, et remplacant d_y_ par 2 ,1’équation
x

résultante
dM daM dm dmr
— P e (=0, (2)
dx d dx dy

sera celle de la courbe du (z—1)*" degré qui contiendra les points
de contact de toutes les tangentes menées a4 la courbe (1) paral-
léelement & la droite fixe ayant pour équation

—Aax .

Or, cette équation est évidemment vérifiée, quelle que soit la va~
leur adriboée & lindéterminée «, en posant les deux suivantes:

(*) Voy, la pag, 153 du présent volume,
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aM M aw  dmr .
4 TP T e S I O

qui correspondent & deux courbes invariables du (m—1)*" degré ,
et dont le systéme appartient & (m—1)* points fixes ; d’olt il suit
que les courbes polaires d'un point situé a linfini , relatives & tant
de courbes gu'on voudra du wm.*™ degré, passant par les m* mé-
mes points fizes , passent toutes par les (m—1)* mémes points ,
également fizes.

Si I'on fait varier la direction de la droite y=ax, ces (m—1)?
points décriront une courbe dont on obtiesdra I'équation en éli-
minant la variable @ entre les équations (3) ; ce qui donnera celle-ci :

dM dn/ dM dM

AT T 4y T de T 9o 4

laquelle est'évidemment du [2(m—1)]*"* dégré. Ainsi, les (m—1)*
points communs aux courbes polaires d'un point situé & linfini ,
relatives & tant de courbes qu'on voudra du m.*™ degré, passant
par les m* mémes points fixes , décrivent une courbe du [2(m—~r)]|ie=e
degré , lorsque ce point décrit une droite également située & l'in-
Jint.

En mettaut I'équation (2) sous la forme

dm dam ( dM dm ) -
E;—]—cx dx+dl'—;+d ?’-—0, (0)

on voit, sur-le-champ , que les points polaires d'une droite située 3
Vinfini , relatifs & la courbe (1), sont donnés par le systéme d’¢-
quations

am dM dM dmr

d_x— a—éa—:':o ’ T o =0 (6)
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on aura donc l"éguation de la courbe décrite par les points polai-
res lorsqu'on fait varier «, en éliminant cette indéterminée entre
les deux équations (6) ; ce qui conduira de nouveau a l'équation
(4). Alusi, les points polaires d'une droite située a l'infini , relatifs
a toutes les courbes du w'*™ degré qui passent par les m® mémes
points fixes , sont lous situés sur la méme courbe du [2(m—1)]*>
degré dont il cient d'étre question. ‘

En gdéucralisaut ces trois propositions, a4 l'aide de la théorie des
projections, et en ddéduisant en outre de chaque proposition, ainsi
généralisée, sa correlative , au moyen de la théorie des polaires ré-

ciproques , on obtiendra les théorémes suivans:

THEOREME I. Tznt de cour-
bes du wm.*™ degré gu'on voudra,
passant toutes par les m* mémes
polnts fizes ; 1.° les courbes po-
laires d'un point quelconqgue , re-
latives & toutes ces courbes , pas-
seront toutes par les (m—r1)* mé-
mes points également fixes; 2.°
si ce point parcourt une drotte,
ces (m—1)* points, décriront une
courbe du [2(m—1)]™ degré ;
3.0 enfin, les points polaires de
celte droite seront situés sur cette
méme courbe du [2(m--1)]*" de-

gré.

THEOREME I, Tant de cour-

iemo

bes de m.*™ classe qu’on voudra,
ayant touies les m* mémes tan-
gentes fixes; 1.° les courbes po-
laires d'une droite quelcongue, re-
latives o toules ces courbes , au-
ront toutes les (m-—1)* mémes
tangentes fizes ; 2.° si ceite droite
tourne autour del'unde ses poinis,
ces (\n—1)* tangentes enveloppe-
ront une courbe de [2(m—1)]*™
classe ; 3.° enfin , les droites po-
lairesde cepointiouchkeront toutes
cette méme courbe dg [2(m-1) ™
classe.

Dans la supposition particuliére de m=2, on déduira de ces

théorémes les corollaires saivans :
Corollaire. Taut de lignes du
sccond ordre qu'on voudra étant
circonscrites & un méme quadri-
lutére; 1.° les polaires d'an point
quelcongue, relatives & toates ces

Corollaire. Tant de lignes duse-
cond ordre qu’on voudra étant ins—
critesdun mnéne quadrilatére 5 1.°
les pdles d'une droite quelconque,
relatifs & tontes ces courbes, ap-
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courbes, se coupent toutes en un
mdéme point fixe; 2.° si le pole
commun & toutes ces courbes par-
court une droite, le point de con-
cours de toutes ses polaires par-
courra un ligne du sccond or-
dre ; 3.° eufin, cette derniére
courbe contiendrales pdles de la

droite parcourue par le péle com-

ALGEBRIQUES.

partiendront & une méme droite

257

fixe ; 2.° si la polaire commune
a toutes ces courbes tourne au-
tour de I'un deses points, la droite,
lieu des poles , enveloppera une
ligne du second ordre ; 3.° en-
fin, cette dernitre courbe sera
touchée par toutes les polaires du

point autour duquel la polaire

mun (*). aura tourné (*).

S IL

-

Propriétés des surfaces courbes.

. Dans toat ce qui va suivre, nous adopterons les définitions sui-
¥antes:

1. Une surface sera dite du 1. Une surface sera dite du

(*) Si Pon suppose, dans ces corollaires, que soit le point, soit la droite,
passe & Pinfini, on em déduira les propositions suivantes:

1.0 Les conjugués des diaméires paralléles dans les lignes du second ordre
circonscrites & un méme quadrilatére concourent en un méme point. Cette pro-
position parait due & M. Lamé ( Annales, tom. VIiI, pag. 233 ).

a.> En faisant varier la direction commune des diamétres paralléles, leur
point de concours décrira une nouvelle ligne du second ordre, lieu des centres
de toutes les autres ( Yoy, la pag 106 du présent volume ).

3.¢ Les centres de toutes les lignes du second ordre inscrites & un méme qua-
drilatére appartiennent & une méme droite. Cette proposition est de Newton
( Annales, tomn, Xil, pag. 109, et tom. XIV, pag. 309 ).

4.0 Les conjugués des diamétres paralleles de ces mémes lignes, du se-
cond ordre, enveloppent une autre ligne du méme ordre.

On pourrait, au surplas , généraliser ces derniéres proposilions et les éten.
dre & des courbes de tous les degrés et de toutes classes, en appelant pornfg
ceniraux de ces sortes de lignes, les poles d'une droite situde a linfini, et
droites diamédtrales les polaires d’un point également situé & Vinfini,
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m. ™ degré, lorsqu’elle pourra cou-
per unc méwe droite en 7 polints.

2. La surface polaire d'un point,
par rapport a une surface direc-
trice du 72.*™ degré , sera la sur-
face du (m—1)*" degré qui con-
tiendra les lignes de contact de la
surface coniquecirconscrite & celle-
13 qui a son sommet en ce point.

3. Les points polaires d'un
plan seront les (m—r)* points
communs aux surfaces polaires

des difl¢rens points de ce plan (*).

4. Enfin, la courbe polaire
dune droite sera la courbe 4 dou-
ble courbure suivant lagnelle se
couperont les sarfaces polaires des
divers points de cette droite (**).

Il résulte de ces définitions:

1.° Que la surface polaige d’'un
point countient les péles de tous
les plans menés par ce point, ainsi
que les courbes polaires de tou-
tes les droites conduites par le
méme point.

2.°Que la courbe polaire d’une
droite renferme les péles de tous

DES LIGNES

teme

m»™ classe, lorsqu’on pourra par
une méme droite lui conduire 2
plans tangens.

2. Lasurfacespolaire dunplan ,
par rapport a une surface direc—
trice de m.™ classe, sera la sur-
face de (m—r1)*™ classe inscrite
ala surface développable qui tou~
che celle-la suivant seslignues d’in-
tersection avec ce plan.

3. Lesplans polaires d'un point
seront les (m—1)’ plans tangens
communs aux surfaces polaires des
différens plans conduits par ce
point (*).

4. Eufin, la surface dévelop-
pable polaire dune droite sera
I'enveloppe des surfaces polaires
de tous les plans conduits par
cette droite (**).

1.° Que la surface polaire d’'un
plan touche les plans polaires de
tous les points de ce plan, ainsi
queles surfaces développables po-
laires de toutes les droites tracées
sur ce plan.

2.° Que la surface développa-
ble polaire d’une droite touche

(*) Voy. le théoréme 11 de la pag. 153 du i)résent volume.
(** Voy. encore le méme théoréme.
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les plans que 'on peut conduire
par cette droite. )

3.° Que les courbes polaires de
plusieurs droites situdes dans un
méme plan passent toutes par les
poles de ce plan.

ALGEBRIQUES,
les plans polaires de tous les poicts
de cette drotte.

3.° Que les surfaces dévelop-
pables polaires de plusienrs droi-
tes qui concourent en un méme
point touchent toutes les plans
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polaires de ce point.
Cela posé , considérons d’abord denx surfaces du m.™¢ degré,

données par les équations

M=o, M=o ;

en désignant toujours par « une constante arbitraire, I'équation

Mo =0 (1)

apparticndra & une nouvelle surface du méme degré, contenant,
quel que so.t a, les inteisections des deux premicres.
En différentiant celle-ci et remplacant respectivement par & et

. dx d; . ,
& les coefficiens — et '5); , U'équation résuliante
¥4
ayr dmM am 5 dmr dnr amr
a —— — JOR— —_— — ) T 2
dx+bdj dz a(adx dy'rdz§ °, (2

du (m—i1)*" degré seulement, appartiendra & la surface qui con-
tient les conrbes & double courbuare , lien des points ot la surface
(1) est touchide par tontes ses tangentes parallcles & la droite fixe
donn’e par les deux éguations zr==ez €t y==bz; C'est-d-dire, en
d’antres termes , que ceite surfuce (2) contiendra les lignes de con-
tact de la surface (1) avec la surfuce cylindrique dont ‘outes les
arétes ou élémens rectilignes seraient paralléles a cette droite fixe.
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Or, cette surface (1), quelle que soit la constante o, contient les
intersections des deux surfaces du (me——1, degré

dm dM dnvr dnr dMr dM .
— —_ —_— =20 —_— —_— —_ =0 z
“ dx +b dy dz ’ 2 dx dy dz 03 (,)

donc , les surfaces polaires d'un point situé & linfini, relatives &
tant de surfaces qu’on voudra du m.™ degré, se coupant suivant
les mémes courbes & double courbure , se coupent toules aussi sui-
vant les mémes courbes & double courbure , intersections de deux
surfaces du (m—1)*™ degré.

Supposoas que , la quantité # restant constante, on fasse varier
Vautre 4; la courbe & double courbure dont il s’agit engendrera une
surface courbe dont on aunra l'équation en éliminant & entre les.
deux équations (3) , ce qui donnera

am am A dM ) | dM A dW M
TE Ty TE e W

Ainsi les courbes & double courbure suivant lesquelles diverses sur—~
Jaces du m.™ degré , ayant les mémes intersections , sont coupées
par les surfaces polaires des points d'une droite située & linfini,
appartiennent toutes & une surface unigue du [2(m—1)]*™ degré.

Si, au lien de faire varier &, on fait varier ¢ , I'équation (4)
sera remplacée par celle-ci

ng dw  aw dM) | AM dM ddr anr

S St SR ()

dy dx dy dxs dz dx dz  dx

qui conduirait & des conclusions analogues. Or, il est facile de voir

que les équations (4) et (5), quels que soient dailleurs @ et 5,
sont satisfaites par les trois suivantes, ne comptant que pour deux
seulement ,
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dy dm dmr dm i

—— e — — — = () ,

dx dy de, dy

dMm dnr dpy dM

T Ty e= f ©

dy dz dy dz

dM dm dmr dM

——  — —— —— o — ()

dz dx dz dx v

b1

lesquelles conséquemment appartiennent & une courbe fixe d dou-
ble courbure, intersection de deux surfaces du [2(m=1)]" degré;
donc, la surface du [2(m—1)]"™ degré , dont il vient d'étre ques-
tion ci-dessus, passe constamment par une méme courbe fize , a
double courbure , lorsqu’on fait mouvoir la drotte située & linfini
dans un plan également situé & linfini.
En mettant équation (2) sous la forme

KPR RTINS L N
aldx +adxs+b% dy Fo dy dz+adz =0, (7)

on voit de suite que la courbe polaire de la droite sitnée a I'in—
fini, dans le plan #==¢z, a pour ses équations

| o e+ e =
' ®
dM dnr
|

Si 'on suppose donc que o soit variable, on obtiendra I'équation
de la surface engendrée par cette courbe, en ¢éliminant o entre
ces deux équations, ce qui conduira de nouveau A I'équation (4).
" Ainsi, les courbes polaires de la droite dont il s’agit sont situées

Tom. XVIII. 36
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sur la surface du [2(m—1)]" degré dont il a été question ci-
dessus. )

On congoit également que les péles d’'un plan situé & linfini,
relatifs a la surface (1), sont donnés par les trois équations

dam

dx

dnr

adx

dnr
dy @ Ty— =%

aM
dz

d v
dz

=0,

+o =03 (9)
or, par U'élimination de « entre elles, on retombe de nouveau
sur les équations (6) ; donc, les péles d'un plan situé a linfini,
relatifs a plusieurs surfaces du w.*™ degré , ayant les mémes in-
tersections , se trouvent sur la courbe & double courbure, interscc-
tion des surfaces du [2(m—1)]“™ degré dont il a été question
.ci-dessus. ‘

En généralisant ces diverses propositions, au moyen de la théorie
des projections, et en leur joignant celles que la théorie des po-
luires réciproques permet ensuite d’en déduire , on obtiendra les

théorémes suivans:

THEOREME II. Tani de sur-

THEOREME II. Tant de sur-

Jaces du m.*™ degré qulon eou- faces dem.*™ classe gu’on voudra,

dra se coupant toutes suivant les
mémes courbes & double courbure
1.°les surfaces polaires d'un point’
guelconque de lespace , relatives
a toutes celles-1d, se coupent toules
sulvant une méme courbe & double
courbure ; 2.° si ce point par~
court une droite , la courbe a
double courbure engendrera, dans
son mouvemnent , une surface du
[2(t—1) }= degré ; 3.° les cour-
b2s polaires de cette droite seront
situdes sur cette méme surjace du

-

étant toutes inscrites @ une méme
surface développable , 1.° les sur-
Jaces polaires d'un plan quelcon-
que, relatives & toutes celles-la |
sont ioules inscrites & une auire
surface développable ; 2.° sice plan
lourne autour d'une droite, celte
derniére surface développable sera
mue de maniére @ envelopper cons-
tamment une surface fixe de
[2(m—1)J classe; 3.° les sur-
Jaces développables polaires de
celte droite seront toules circons-
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[2(m—1\]*" degré; 4.° si cetie
droite décrit un plan, les surfaces
correspondantes du [2(m-1)}"
degré se couperont toutes suicant
une méme courbe & double cour—
bure ; 5.° enfin, cette courbe &
double courbure contiendra les
points polaires du plan dicrit
par celte droite.

ALGEBRIQUES. 263
crites @ celie méme surface de
[2(m-—1)]*™ classe; 4° si cette
droite tourne autour de l'un de
ses points, les surfaces correspon-
dantes de [2(m—1)]*™ classe,
seront touies circonscriles 4 une
méme surface développable ; 5.°
enfin , celte surface développatle
touchera tous les plans polaires
du point autour duquel cette droite

aura tourné.

Dans la supposition particuliére de m==2, on déduira de ces

thdéorémes les corollaires suivans:

Cerollaire. Tant de surfaces
du sccoud ordre qu'on voudra ,
se conpant suivaut les mdlmes
courbes planes ou a double cour-
bure; 1.9 les plans polaires d'un
point quelconque de I'espace, re-
latifs & toutes ces surfaces se cou-
peront toussuivant la méme droite;
2.° sice point parcourt une droite ,
Pintegsection des plans polaires en-
gendrera, daus son mouvement,
uue sviface gauche ou dévelop-
pable du secoud ordre; 3 ° les po-
laires conjuguées de cette droite
seront toutes situces sur cetle sur-
face ; 4.° si cetie droite décrit un
plan, les surfaces gauches on dé-
veloppables du second ordre corres-
pondantesse couperont toutes sui-
vant une méme courbe a double

Corollaire. Tant de surfaces du
sccond crdre gu'en voudra, étant
inscrites & une méme surface dé-
veloppable; 1.° les pdles d’un plan
queiconque , relaufs & toutes ces
surfaces, sont tous situds sur une
mdéme droite; 2.° si ce plan tourne
autour d’une droite, la droite, lien
des poles, engendrera dans son
mouvewment , une surface gauche
ou ddéveloppable du sccond or-
dre; 3.° les polaires coujugnées
de cetie droite scront toutes si—
tudes sur cette surface 3 4.° si cette
droite tourne autour d’'un de ses
poiuts , les surfaces gauches on
développablesduscecondordre cor-
respondautes envelopperont tou-
tes une méme sarface développa-
ble; 5.° enlin, ceute surface dé-
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courbure; 5.° enfin, cette courbe veloppable touchera tous les plans
contiendra les poles de ce plan (*).  polaires de ce point (*).

Cousidérons présentement trois surfaces du . degré , données
respeciivement par les trois équations

M=o , M=o , M=o .
Si l'on désigne par « et 3 deux constantes indéterminées , I'équation
MA-aM/'H-pM/ =0 , (1)

appartiendra & une quatriéme surface du m.*"* degré , passant par
les m® points d’intersection des trois premicres, quels que soient
o et f.

- (*) S8i l'on suppose, dans ces corollaires, que soitle point, soit la droite
soit le plan passent & l'infini, on en déduira les propositions sumivantes:

1. Tant de surfaces du second ordre qu'on voudra ayant les mémes cour-
bes d’intersection; 1.2 les plans diamétraux conjugués a leurs diametres pa~
ralltles se coupent tous suivant une méme droite; 2.0 si V'on fait varier
Ia direction commune des diamétres paralléles , de maniére & leur faire dé-
crire un systéme de plans diamétravx paralléles, cette droite décrira une
surface du second ordre ; 3.0 les diamétres conjugués de ces plans diamé-
traux paralléles seront situés sur cette surface; 4.°si Pon fait varier la di-
rection commune de ce systéme de plans diamétraux paralltles, les surfa-
ces du second ordre , lieux de leurs diamé&tres conjugués, se couperont tou-
tes suivant une méme courbe & double courbure; 5.0 enfin, cette courbe
sera le lieu des centres des surfaces initiales.

II. Tant de surfaces du second ordre qu’on voudra étant inscrites & une méme
surface développable; 1.0 leurs centres sont tous situés sur "ane méme droite ;
2.% Jeurs diamétres conjuguds a des plans diamétraux paralléles sont situés
tous sur une méme surface du second ordre; 3.0 leurs plans diamétraux eon-
jugués a des diamétres paralltles enveloppent une surface développable cir-
conscrite 4 deux surfaces du second ordre.
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Différentiant cette équation, en remplagant respectivement les

. ey . dx d , .
coefficiens différentiels —— et 2 par @ et b, Péquation résultante

dz dz

7

dn dnr d nt dM’ dm» dmv dm
e G G S e S e T 4 O
representera la surface du (m— Jeme degré , lleu de la ligne de con-
tact de la surface (1) avec la surface cylindrique circonscrite ayant
ses élémens rectilignes paralléles & la droite fixe donnée par les

deux équations z=az et y=bz,

Or, quelles que soient les valeurs assignées aux deux constan-
tes indétermindes a et (3, cette surface contient évidemment les
(m—1)* points d’interseﬁction des surfaces données par les trois équa-

tions

dM \
dx + + dz =0,
di dM’ dmr
a + -Tz- =0 , & (3)
dnr dmr dn
a - ~+5 3 o =0 -

Donc , les surfaces polaires dun point situé & linfini, relatives &
tant de surfaces gu'on voudra du m.’ ™ degré, passant toutes les
m’ mémes points fizes , passent elles~-mémes par les (m—1)® mé-
mes points fixes.

Si l'on imagine que 2 reste constante et que 4 varie , ces (m=—1)*
points décriront une courbe dont on obtiendra les équations en éli-
minant 5 entre les équations (3), ce qui donnera

dM dm 4 dMm (dM ddr dMr A )
g b S
de dy dx dy 2 dz dy dz dy ;
dy dpr dAMr Aamy dmr  dhn dirr dmy
— s bt el $4 et — — - =0
g de dy de dy dz dy dz dy } >0 (4
ng” dM dM  dwr § dm dM dyM  dmn
@ dx-_d_yd_— dx‘dy ; 2 dz dx* dz -‘Ey— =0
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équations du [2(m—1)]*"* degré qui ne doivent compter que pour
deux seulement. Ainsi, lorsqu'un point situé & [infini décrit une
droite également située & linfini , les (m—1)? points communs ouz
surfaces polaires de ce point relatives & toutes les surfaces de m.*™
degré, qui passent teules par les m® mémes points fizes , engendrent ,
dans leur mouvement, une courbe & double courbure , intersection
de deux surfaces du [2(m—r1)]*™ degré.

Imaginous que ¢ soit aussi variable, et éliminons cette quantité
entre deux des équations (4); ce qui revient, au surplus, a éli-
miner & et 4 entre les équations (3), nous aurons ainsi

dM ~dxr amr dM dmr dmr dpl dmy dmr

T T e Ty TE e
dM dMr dmr dM dM’ dM7 dM dmr dmv

T ETL e e Ty w0
équation du [3(m—1)]" degré. Ainsi, lorsqi’une droite située &
linfini décrit un plan égulement situé a linfini, la courbe & dou-
ble courbure , intersection de deux surfaces du [2(m—1)]™ degré,
lierr des points communs aux surfaces polaires des divers points de
cette droite , relatives o toutes les surfaces du m.'™ degré qui pas—
sent par les m® mémes poinis fixes, engendre , dans son mouvement
une surface du [3(ma—1)]*" degré.

En écrivant l'équatiou (2) sous la forme

anr a1 am dpr dnrry dM dny dpr
A () S e e Ll
dx _ dx dy S dz dz dz

on voit de suite que la courbe polaire de la droite situde & lin-
fini, dans le plan #==a4z, par rapport & la surface (1) a pour ses
équatious

L4 anr anry | am | dar dM”___
2 dx adx+ﬁdxs+dz+ +6 —°
' (7)
am am ann :
— 4o — 4 — =0 ;
dy dy dy

chassant la variable o , I'équation résultante
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dM dpr aM dmr ) | A A dM dW

[__._____._ u

dw  dy dy dw | dz dy dy dz
[Cdw avr  amr amr ] dwy dmr dw dMr)

=0 ,

L&y 75w
représentera une surface qui contiendra cette courbe polaire ; mais il
est visible que cette surface contiendra aussi la courbe & double
courbure (4). Donc, cette courbe polaire et la courbe 4) se cou-
pent en 2(m—1)® points. Ainsi, les courbes polaires de la drotte
située @ linfini dont 1l @ été question ci-dessus coupent indrviduel-
lement en 2 m—1)? pornts la courbe a double courbure dont il est
guestion a [lendroit cité,

Enfin, Péquation (2) fait voir que les points polaires d'un plan
situé & Dinfini, relatifs & la directrice (1), sont déterminds par les

' trois équations

dM dM/ dnn
& T TP =0
dp dar dmn -
o ey P
dM dm dpm
PPl R PR

mais , en éliminant « et 5 entre elles, on retombe de nouveau sur
I'équation (3); donc , les points polaires d'un plan situé d linfini
sont lous situés sur la surface du [3(m—1) ™ degré dont il a
été question ci-dessus.

En généralisant ces résultats , par la théorie des projections, et en
les doublant par la théorie des poleires réciproques , on obtiendra
les théorémes suivans :

THEOREME 1. Tant de  THEOREME II. Tant de
surfaces du m." degré guon  surfaces de m. " classe qu'on
voudra passant foutes par les w*  voudra ayant toutes les m® mé-
mémes poinis frxes; 1.° les sur- mes pluns tangens fixes ; 1.° les
Jaces polaires de lun quelcon-  surjaces polaires d'un plan quel-
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que des points de l'espace, rela-
tives @ toutes celles-la , passeront
foutes par les (m—1)® mémes
points également fixes ; 2.° sice
point parcourt une droite , les
(m—1)? points, devenus mobi-
les, décriront dans l'espace une
courbe @ -double courbure, in-
tersection de deux surfaces du
[2(m~—1)]™ degré; 3.° les cour-
bes polaires de cette droite cou-
pent individuellement cette courbe
& double courbure en 2(m—1)?
points ; 4,° si celte droite décrit
unplan, la courbe & double cour-
bure décrira dans [lespace une
surface du [3(m—1)]"" degré ;
5.° enfin , les points polaires de
ce plan seront tous situés sur
cette derniére surface.

conque, relatives @ toutes celles-
la , toucheront toutes les (m—1)3
mémes plans également fixes; 2.°
si ce plan {lourne autour dune
drotte , les (m—1)} plans , de-
venus mobiles , envelopperont une
surface développable , circonscrite
@ deux surfaces de [2(m——rx)]eme
classe; 3.° les surfaces a’évclo;;-
pablzs polaires de cette droiie ont
individuellement 2(m—1)* plans
tangens communs avec celte sur-—

Jace ; 4.° si cette droite tourne

autour d'un de ses points , la
surface  développable  envelop-
pera dans lespace une surface de
[3(m—1)]= classe; 5.° enfin,
les plans polaires de ce point tou-
cheront tous cetle derniére sur—

Sace.

Dans la supposition particuliére de m=2, on déduira de ces

théorémes les coroilaires suivans :

Coroliarre. Tant de surfaces du
second ordre qu'on voudra étant
circonscrites & un méme corps oc-
togone; 1.° les plans polaires de
I'un quelconque des points de I'es-
pace , relatifs a toutes ces sur—
faces, passeront tous par le méme
point fixe ; 2.°sice point parcourt
une droite, le point fixe devenu
mobile décrira, dans l’espace ,
une courbe a double courbure,

Corollaire. Tant de surfaces du
second ordre qu'on voudra étant
inscrites & un méme corps octaé-
dre; 1.°les pdles d’'un plan guel-
conque , relatifs & toutes ces sur-
faces, seront tous situés sur une
méme droite fixe ; 2.° si ce plan
tourne autour d’une droite, la
droite fixe devenue mobile dé-
crira , dans 'espace , une surface
développable , circonscrite & deux
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intersection de deux surfaces du
second ordre ; 3.° les polaires
conjuguées de cette droite coupe-
rout individuellement cette courbe
ddouble courbure en deux points;
4.0 st cette droite déerit un plan,
la courbe A double courbure dé-
crira dans l'espace une surface du
troisicre degré ; 5.° enfin , les
poles de ce plan seront tous si-
tuds sur cette deraiére surface (*).

CONFOCALES.

r
209
surfaces du second ordre; 3 °'es

polaires conjuguées de cette droite
seront telles que, par chacuned «i-
les , on pourra conduire deux plans
tangens & cette surface dévelop-
pable ; 4.° si cette droite tourne
autour de l'un de ses points, Ia
surface développable enveloppera
une surface de troisiéme classe ;
5.% enfin , les plans polaires de
ce point seront tous tangens 3
cette dernicre surface (*.

st

(*) 8i Pon suppose, dans ces corollaires , que soit le point, soil la droite,
soit le point passe & Pinfini, on en déduira les propositions suivantes :

I Tant de surfaces du second ordre qu’on voudra étant circonscrites A
un méme corps octogone , 1.° leurs plans diamétraux conjugués a des dia-
metres parailéles concourront en un mdime point ; 2.° si Pon fait varier la
direction commune des diamétres paralléles, de telle sorte qu’ils décrivent
un systéme de plans diamétraux paralléles, ce point décrira une courbe a

double courbure, intersection de deux surfaces du second ordre; 3.0 cette
courbe sera rencontrée en deux points par tous les diamétres dont ces plans
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