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LIEUX GEOMETRIQUES

GEOMETRIE ANALYTIQUE.

Recherche de quelques lieux géométriques ,
dans lespace;

Par M. BopiLLiER , professeur & I'Ecole des arts et métiers
de Ghalons-sur-Marne.
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P ROBLEME 1. Quel est le liew du sommet d'un angle tricdre

tri-rectangle mehile , dont les arétes touchent constamment une sur-
Jace du second ordre ?

Solution. Supposons, en premier lieu, que cette surface soit un
ellipsoide donné par 'équation

Vo xrd-cary* a’h z2=a*b’c? (1)

en désignant par (o, B, y) le sommet de I'angle tri¢dre, on pas-
sera, des trois diamétres principaux auxquels I'ellipsoide est rapporté,
aux trois arétes de cet angle tricdre, counsidérées comme axes des
coordonnées , au moyen des formules connues

r=a-tptt-qutry ,

y=B+pttquitrr, (
z=.y+p":+7”u+r"v ;

1

)

dans lesquelles les neuf coefficiens qui représentent les inclinaisons

des nouveaux axes sur les anciens seront liés, comme )on sait, par
les six équations
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P pr=1, gr+g'r'tgiri=o ,

g+g +g"=1, ) (3) rptrpript=o,  (4)

rririi=r ; Pitr'9+rg’ =0 ; &
ou, ce qui revient au méme, plar celles-ci

pPAytr=1, l PPty krir=o0 ,

prtgitrr=1, o (5) P P q4r'r=0,  (6)

Pl =1, PP g9/ frri=o .

On aura, en substituant,
belatptt-qure)r 3
Fod(Bpthqgutr) Y =arlic.
+2’ 0 (yAp "t g uA-r"v )

En développant les puissances et posant, pour abréger,

5’£2p2+l)3£12/0/2+0252p”2=.4 R ﬁzczqf'—l—()z(l2q’7"+azbaqﬂr”= D R
6!6‘2?2‘%_6302?/2_*_0252?//2:B , (7) 526'27'[)"1‘6‘2[2’r’p’ﬂ-d:baf”p”:E , (8)
yord-carr® +abirr=C ; b’a"pg—}-c’a’p’g’+azézp”9’/ =F: S

blop-ca By’ pl' =G
b'cog+t-cra’by'+a’byg'=H , (9)
borar-c’a’pr'4a’b’yr’'=K ,

Pow A wE AV E=L 5 (1)
‘on aura
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Atr4-Bur-Cy2 2 Duv4-2Eot-f-2Ftude2 Gt 3 Hut2K¢4-L==0 . (1)

Pour déterminer les poiuts ot ellipsoide rencontre les nouveaux
axes, c'est-i-dire, les arétes de l'angle triédre mobile, il faudra
faire tour-a-tour, dans I'dquation (11), deux des- trois coordon-
nées égales a zéro, ce qui donnera

Ar4-2Gt+L=o , By'4-2Hu4-L=o , Cv'4-2Kv4-L=o .
[ 8
Si donc on vent que ces trois arétes soient tangentes & Dellipsoide,

il faudra exprimer que ces trois équations ont leurs racines éga-
les ; ce qui dounera

G'—AlL—=—o0 , H'—BL=o , K*—CL=o0 ;
d’otlt, en ajoutant
G - K'=L(A-+B4C) . (12)

Or, les équations (9) donnent, en ayaut égard aux équatious (5)
et (),

GCH+H LK =04 oa - ctadB S abdhy)
les équations (7) donnent ensuite, en ayant égard aux équations (5),
A4B+C=bc+cfa’t o™l {

Substituant donc ces valeurs et celle de L, donnée par I’équation (10),
dans Péquation, (12), cette derniére deviendra, toutes réductions
faites, en y changeant respectivement «, ,v en 2, ¥,z

& 4-c) - (CHar)y (@' + b)) =b a4 a’h 5 (13)

e’est I'équation du lieu du sommet de l'angle triedre mobile qui,
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comme lon voit, est un ellipsoide dont le centre et les diamdtres
principanx coincident avec le centre et les diamétres principaux de
Pellipsoide proposé.

Soit s le double de l'aire du triangle dont les sommets sont les
extrémités positives des trois diamétres principaux de lellipsoide
proposé ; les carrés des trois cotés de ce triangle seront évidemment
br4-c?, c*+at, a*+4b*. Soient g, %, k les hauteurs correspon-
dantes & ces cOtés, pris respectivement pour bases, on aura

gl(&l+62)=52 ) ]ZG<CQ+02)_—_82 , k,(az_*__&z)___sz .

Les doubles des projections de l'aire'de ce triangle, sur les trois plans
coordonnés, serout respectivement b¢, ¢a ,ab ; d'ou on couclura, en
veriu d’'un théoréme connu,

VoH-ca’4-a’lr =5 .

Substituant donc dans I'équation (13), et divisant par S*, elle de=

viendra
(34 V+ (3 )=

ce qui prouve que les demi-diamétres prineipaux de lellipsoide,
lien du sommet de I'angle triédre mobile , ne sont autre chose que
les trois hauteurs du triangle dont il vient d’¢ire question.

Si Pellipsoide proposé est de révolution , ce triangle sera iso-
céle ; deux de ses hauteurs seront donc égales; Iellipsoide , lien
des sommets de l’angle tri¢dre mobile, aura donc deux de ses trois
diamétres priacipaux égaux entre eux ; ce sera donc aussi un el-
lipsoide de révolution.

Si Pellipsoide proposé devient une sphére, le triangle en ques-
tion deviendra équilatéral , et, par suite , la surface cherchée sera (ga-
lement sphérique.

Tom., XVIII. 32
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Si 'un des axes de l'ellipsoide proposé devient infini, c'est-d-dire,
si cet ellipsoide devient un cylindre elliptique , une des hauteurs
du triangle deviendra infinie, tandis que les deux autres, toujours
finies , deviendront égales; la surface cherchée sera donc , dansce
cas, un cylindre de révolution ; d’ot I'on pourrait conclure, s’il en
était besoin, que le lien du sommet d’un angle droit mobile sur
un plan, constamment circonscrit & une ellipse, est la circonférence
d’'un cercle.

Si enfin deux des axes de lellipsoide devenaient infinis, c’est-
a-dire , si cet ellipsoide devenait un cylindre parabolique ; les trois
hauteurs du triangle deviendraient également infinies ; de sorte que
la surface demandée serait plane. On pourrait conclure de 13, s’il
était nécessaire , que le lien du sommet d’un angle droit mobile
sur un plan, constamment circonscrit & une parabole , est une ligne
droite.

Supposons présentement que la surface donnée du second ordre
soit un hyperboloide 4 une nappe, ayant pour équation

Vodriay—a b ; (14)

cette équation pouvant étre déduite de I'équation (1), par le
simple changement de ¢* en —¢*, on déduira de I'équation (13),
par un pareil changement, I'équation de la surface demandée qui
répond & ce cas. Cette équation sera donc

BV (@ (@B =V (@ F) o (15)
Cela posé, a et & éant supposés inégaux, si l'on a
CU>C@+)
il en résultera

b2e2 act
a2 2
’ Aol D> —

5>

a3’
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3*~—c?, a>~—c* et le second membre seront tous trois positifs; de
sorte que la surface cherchée sera un ellipsoide.

Si l'on a
ab’=c'(a>40%) ,
on en conclura

b2c2 ac?

) — ) e a—

b’

a?
au moyen de quoi Iéquation (15) deviendra
bk ctaty’fatdizi=o0

de sorte qualors le lieu cherché se réduira & un point ou au cen-
tre de I'hyperboloide.

Si 'on a enfin
@b L c(@*+07)
d’ott résultera

202
peec ¥ e
b*—c* et a*—¢ pourront étre indistinctement positifs , nuls ou né-
gatifs,
Soit alors @>5 ; ¢ pourra étre moindre que 4, ou égal a 2, on
compris entre @ et 5, ou égal & @, ou enfin plus grand que a.
Si T'on a ¢<b et conséquemment e<a, Véquation (15) sera ab-
surde, c'est-a-dire , qu'aucun angle tricdre tri-rectangle ne pourra
remplir la condition exigde.
Si lon a c==4, et par suite c<a, Péquation (15) sera encore
absurde, car elle deviendra

(@ =By @B+ P =o
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Silon a ¢>4 et ¢<a, I'équation (15) pourra éiure écrite ainsi

() (@ )y = (@)= )= B

elle exprimera alors une hyperboloide & deux nappes.
Si I'on a enfin c=a et par suite ¢>54, I'équation (15) pourra
étre derite ainsi «

(@ =02 —(@ b)Y =0t 5
elle exprimera un cylindre hyperbolique. :
8i 'on a ¢>a et par suite ¢>5 , I'équation (15) pourra étre
éerite ainsi -

(e*—b*)a 4 (c*—a®)y*—(a*+ b%) z2*=c*(a* +- 5% y—a?b?

qui exprimera une autre hyperboloide & une nappe.
Posons , dans I'équation (14), a=mc, b=nc, elle deviendra,
en divisant par c¢*, et en posant ensuile c=o,

n*amryr—miniz*=o; (16)

équation d’une surface conique du second ordre. En faisant les mé-
mes transformations dans I'équation (15), élle deviendra

(—na (=) E=o s ()

équation d’une autre surface conique du second ordre dont le som-
met et les axes coincident avec le sommet et les axes de la pre~
miere, et qui sera alors le liew cherché ; ce qui revient encore a
dire que le lieu de l'aréte d’un angle droit diédre mobile, dont
les faces sont constamment tangentes & une méme surface conique
du second ordre, est une autre surface conique.

En retranchant I'équation (17) de I'équation (16), il vient

© @y =(mP-n*4m'n®)z*
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équation d'une surface conique de révolution qui passe par les iu-
tersections des deax autres et a le méme axe qu’elles ; ce qui prouve
que ces intersections sont également inclinées sur Paxe commun.
On voit , au surplus , par la forme de I'équation (17), que le lieu
cherché n’est possible qu’autant que I'un au moins des deux nom-
bres m et » est moindre que l'unité, c’est-d-dire, lorsque le plus
petit des angles que font les génératrices da coéne proposé avec son
axe est moindre qu'un demi-angle droit. Si ce plus petit angle éiait
demi-droit, le lieu cherché se réduirait & deux plans passant par
le sommet du céne proposé.

Il est d’ailleurs évident que, si les surfaces données (14) et (16)
sont des surfaces de révolution, les lieux cherchés (15) et (17)
seront aussi des surfaces de révolution. En particulier, la derniére
se réduit & un plan, lorsque l'angle générateur du cone est demi-
droit.

Supposons , en troisicme lieu , que la surface donnée soit une
byperboloide 4 deux nappes , ayant pour équation

@b 2 —brcrzr —atcryri=a*lc? (18)

comme elle pourra étre déduite de (1), en y changeant respec-
tivement a® et 4* en —a* et —2*, on déduira de 1'équation (13),
par un pareil changement, celle du lieu cherché, laquelle sera aiusi

(b—c)at(a*— )yt (o +07) 2 = c* (@ b)~al . (15)

En raisonnant sur cette équation, comme nous lavons fait sur
Véquation (15), dont elle ne diticre que par le signe du second
mewmbre, on verra aisément 1.° que,si l'on a a”ZZ>c’(a"-{-b:) ’
elle n’exprimera absolament rien ; 2.° que, si l'on a a*f2=—=c*a=+5%),
elle exprimera uniquement le centre de P’hyperboloide proposée ;
3.° enfin, que,si l'on a 2*0*<c*(a*+25?) , elle esprimera un el-
lipsoide , si ¢ est plus pelit que la wmoindre des deux longueurs e
et , un cylindre elliptique, si ¢ est égal & la moindre de ces deux
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longueurs, une hyperboloide & une nappe, sic est compris entre
ces deux longueurs, un cylindre hypefbo]ique, si ¢ est égal A la
plus grande , enfin nne nouvelle hyperboloide & deunx nappes , si¢
est plus grand que la plus grande.

Il est aisé de voir d’ailleurs que, si la surface (18) est de révo-
lution , la surface (19 le sera aussi, Si, en outre, on a c=a=b,
c’est-a-dire , si la surface proposée est engendrée par la révolution
d’une hyperbole équilatére autour de son axe transverse, le lien
cherché se réduira & deux plans paralléles , lesquels ne seront an-
tre chose que les plans polaires des deux foyers.

Passons enfin au cas ot la surface proposée est dépourvue de centre
et, pour cela, transportons Porigine d’abord au sommet négatif situé
sur l'axe des z, ce qui se réduira & changer z en z—¢, dans les
équations (1) et (14), lesquelles deviendront ainsi

b tcrary*tarh (z—c)*=a*bac?

(Prke)zbe oty D) (i p b T

quani ensuite
a'’=gc , b2=/lc
ces dguations deviendront, en réduisant,
c(har gy —2ghz)+ghz=0 ,

eyt —a(gH) g4 Ui g 5Dz o 5

supposaut alors ¢== o, il viendra
hxd-gyr=—=2ghz , (20)

Hyi=2(g+A)z+gh . (21)
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~La premiére de ces équations est celle de la surface proposée ; la

seconde est celle du lieu du sommet de l'angle triédre tri-rectan-

gle mobile dont les trois arétes touchent constamment cette sur-
face.

L’équation (20) appartient & une paraboloide elliptique ou & une
paraboloide hyperbolique , suivant que g et % sont des mémes signes
ou de signes contraires. Dans I'un comme dans I'autre cas, I'équation
(20) appartient & une paraboloide de révolution, dont le paramétre
est la somme ou la diflérence des parameétres des sections princi-
pales de la surface proposée,

On peut, d’aprés ce qui précéde , établir le théoréme suivant,
sur lequel nous reviendrons plus loin :

THEOREME I. Lorsqu'un angle triédre tri-rectangle se meut
dans lespace , de telle sorte que ses trois aréles sont consiamrment
langentes & une méme surface Sfixe ; 1.° si celte surface est un
ellipsoide, le sommet de langle triédre décrira un autre ellipsoide ,
dont le centre et les axes coincideront avec ceux du premier ; 2.°
si cette surface est une sphére , lautre sera également une sphéire
qui lui sera concentrigue; 3.° si un angle droit triédre mobile a
ses faces constamrment tangenies & une surface conique du second
ordre, son aréle décrira une autre surjface conigue du second or—
dre dont le sommet , laxe et les plans principaux coincideront avec
le sommet , laxe et les plans principaux de lu premiére ; 4.° en-
Jin , st les trols arétes d'un angle triédre tri-rectangle mobile sont
constamment tangentes @ une hyperboloide de révolution @ deux nap-
pes , engendrée par une hyperbole équilatire , tournant autour de
son aze transverse, le sommet de cet angle tricdre décrira les

plans polaires des foyers de I'hyperbolvide.

PROBLEME II. Quel est le liew du sommet d'un angle triddre
tri-rectangle mobile dont les arétes s'appuient constammmsnt sur une
courbe plane du second ordre?
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Solution. Soit d’abord cette courbe une ellipse située dans le plan
des zy et donnde par les deux équations

5’x;+a’_y==a’5’ , z=o0 ; (22)

en y substituant les formules (2) , dans lesquelles «, 3, y serout tou-

jours , comme alors , les coordonnées du,sommet de langle, el-
les deviendront

b (adpttqutrvptor (B-p't4-gut-rivy=a'b* , {

(23)
y+p'tvq"udr""v=o0 . '

Pour que cette courbe rencoutre I'axe des¢, qui est ici une des
arétes de I'angle triédre tri-rectangle, il faut qu’en faisant z et ¢
égaux A ,zéro, dans ses équations, les équations résultantes

b (a+-pt)’ a*(B + p't)=a’b* , y+p't=o0,

admettent une méme valeur de 7z, de sorte que 7 puisse étre éli-
miné eantre elles. Exécutant donc I'édlimination,, et formant les équa-
tions analogues, relatives & » et ¢, on aura )

bXp/a—py) tar(plp—py) =pla’t? ,
b (g a—gvp+ta*(g"B—g")=g"a*0*
o (r'la—ry)* 4a*(r"B—r/y)*=r"a*b* .

En prenantla somme de ces équations, et ayant égard aux équations
(5)et(G), il viendra, en changeant respectivement«, 3 ,yen z,y,z,

Va -y -(a*4-b7)z2=al" . (=29

Telle est donc 1'équation de la surface demandée. C’est, comme l'on
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voit, un ellipsoide qui a pour deux de ses axes les deux axes mé-

x

. , . .. ab
mes de Dellipse proposée, et dont le demi-lroisiéme axe est ————.

Va:+bz
Son troisi¢ime axe est évidemment plus petit que chacun des deux
autres, e€ar on a
ab? at a2b2 1.1

0% — — 53__ — ;

argbr | ardbr aapba T grgbe

quantités essentiellement positives. Ce demi-axe est égal i la per-
pendiculaire abaissée du centre de UDellipse sur la corde qui en
joint denx sommets consécutifs, On voit par li que, lors méme que
cette ellipse devient un cercle, Vellipsoide ne devient point une
sphére, mais seulement un sphéroide aplati.

Supposons , en second lieu, que la courbe donnée du second or—
dre, toujours située dans le plan des xy , soit une hyperbole ayans
pour équations

ey’ =a’l’ , z=o0; (25)

comme ces équations se déduisent des équations (22) en y chan-
geant simplement +4* en —5*, I’équation de la surface cherchée
se déduira alors d’un pareil changement fait dans I'équation (24),
qui deviendra ainsi

b:xn_a:f:‘__(az__bz)za=aabz ; (26}

€’est 'équation d’une hyperboloide & deux nappes ou & une nappe
unique, suivant que & est plus grand ou plus petit que 4 ; c’est-
a-dire, suivant que l'axe transverse de I'’hyperbole proposée est le
plus grand ou le plus petit des deux. Dans l'un et dans Pautre
cas, I'hyperbole proposée est toujours une des sections principales
de cette surface. Dans le cas particulier ot hyperbole proposée est
équilatére , la surface cherchée est un cylindre hyperbolique dont

Tom. XVIII. 33
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la section perpendiculaire 4 ses élémens rectilignes est cette hy-
perbole elle-méme.

Si, dans les équations (25) et (26), on fait b=ma , elles de-
viendront

3.2 2,1 2,.2 .2 a 2 2,3
m’r*—y'=ma* , m'g =y —(1—m*) 2’ =m’a’ ;

puis, en supposant @=o ,

(y—maz)(y+mz)=o , - m'z’—y ' —(1—m*)z*=0 .

On voit par 13 que, si I'hyperbole proposée se réduit au systeme
de deux droites qui se coupent, la surface cherchée se réduira a
une surface conique du second ordre; ce qui revient encore a dire
que l'aréte d’un angle droit diédre mobile, dout les faces passent
constamment par deux droites qui se coupent, décrit dans lespace
une snrface conique du second ordre; théoréme déja démontré par
M. Hachette qui a démontré, ea outre, que les plans des deux sé-
ries de sections circulaires qu’on peut faire dans cette surface co-
nique sout respectivement perpeundiculaires aux deux droites.

Si, dansles équations (22) et (24), on change x en (v—a), ce
qui revient 3 transporter l'origine au sommet négatif du grand axe
de Lellipse, elles deviendront

ba’tay*=z2ab’x , xita'y (@’ F-b7) 2 =zabx .
Posant eusuite $’==Fka, et simplifiant , on aura

a(y*—z2kz)rhz’=o0 ,
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w

a(y* -z —zha)+k (@ +y)=o0 ;

puis , en supposant « infini,
y'=2kz , vtz =2kx

d’olt résulte ce curieux théoréme : Le lien da sommet d’un angle
triedre tri-rectangle mobile, dont les cités s’appuyent constamament
sur uue parahole donnée, est la surface engendrée par la révolution
de cette méme parabole autour de son grand axe.

On peut, daprés ce qui précéde, établir le théoréme suivant,
sur lequel nous reviendrons plus loin :

THEOREME 1II. Lorsqu’un angle triédre tri-rectangle se meut
dans lespace o de telle sorte que ses trois aréles sappuyent cons-

® si cette courbe est une

temment sur une méme courbe plane ; .
eliipse , le liew du sommet de Iangle triédre sera un ellipsoide
dont cette ellipse sera la plus grande section principale; 2.° sila
courbe est une hyperbole équilatére, ce licu scra un cylindre hy-
perbolique qui aura pour base cetle hyperbole elle-méme ; 3.° en-
Jin , si la courbe est une parabole , ce lieu sera une paraboloide

de révolution , dont cette méme parabole sera un méridien.

PROBLEME III. Quel est le dieu du sommet d'un angle trié-
dre tri-rectangle mobile , dont les faces touchent constanment le
perimétre d'une . courbe plane du second ordre ?

Solution. Couservons toutes les notations du précedent probléme ,
et faisons p=—=o0 dans les équations (23); elles deviendront —

b atpttgu)yta(B4p'ttgiu =a’b” ,

'}’+P”t+9””=0 :
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ces deux équations feront connaitre les coordonndes du point o
'ellipse donnée perce le plan des 7zz; on aura donc la coordonnée
¢ de ce point, en éliminant z entre elles, ce qui conduit & I'équa-

tion
b g a—qyH(pg!'—gp' M} a* (g B—gly-(p'g —q/p" )t Y =¢"a*b* 5

c'est-d-dire , en développant et ordonnant,

.

{b:(pq’I__qp//)a_l_a:(plq//__q/'p//)z}zr '
+2{b(pg"—gp") (g t—gv)a (p'q"'—g'p" ) (¢ B—g)}t =0 ,
+-{0°(g " a—gv)y +a*(g"B —g"v)—g"*a*b*} g

si donc I'on veut exprimer que l'ellipse est tangente au plan des.
tu, il faudra exprimer que cette équation a ses deux racines éga—
les , ce qui donnera B

0 (pg"'—gp" )" a—gi) +a*(p'g"—g'p") (g B—g"7)}*
— (8" pg~ gp" ) tat(p'g’~q'p") Y (B (g ammgy) e (g B~g 1) —p' @b =0 :
En développant cette équation, réduisant, ordonnant l'un des

deux membres par rapport & «,f3, 7, et l'autre par rapport a« et
&, et formant ensuite ses analogues relatives au contact de l'ellipse

avec les plans deés v et des ¢z, on aura
(G —gp )t g—g Pty — g WY =(plg"—g'p o+ 94 )"
{(q’r”-—-r’q”; @ +(q”r-—-r”q) @_l_(q,./__,-q/)y} !_—:(q/r//_rlql/): a’—-l— (q//,-_.. 7“”7) b .

{(r'p/'—p'r!Yat=(r! p—p/'r)B4-(rp/'—pr' WY =(r'p""—p'r) a4 (r/ p—p/'r)b* 4
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faisant la somme de ces équations, en ayant égard aux équations
{5) et (6), il viendra, toutes réductions faites , et en changeant res-
pectivement «, 8,y en x,y, z,

z:+y:+z:=az+5z R (27)

Telle est donc I'équation du licu du sommet d’un angle tri¢dre tri-
rectangle mobile dont les faces touchent constamment une ellipée
ayant pour équation

b*x*4atyr=ad? , (=8)

On voit que ce lieu est une sphére concentrique & Pellipse, ayan
pour rayon la corde qui joint deux sommets consécutifs de cette
ellipse.

Si l'on remplace l'ellipse par une hyperbole ayant pour équation

> Py — -
brx*—aty*=a2b? ;
léquation du lieu cherché sera

x=+y’+,z’=a'-—-b‘ ;

ce sera donc encore une sphére concentrique & I'hyperbole propo~
sée , mais dont le rayon sera y/a:—% ; de sorte que, si I’hyperbole
est équilatére, le lieu demandé se réduira & son centre; et que,
si son axe transverse est le plus petit des deux, il sera impossible
que la courbe soit touchée & la fois par les trois faces d'un angle
triedre tri-rectangle,

Si, dans les équations (27) et (28), on change 2z en z—a,
elles deviendront
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a®pyitzr=2a2405" bratdraryr=zabrz ;
puis , en faisant b=/a,
zi4-yrtzt =a(22-k) , a(y?—zkz)4-kz*=o ;
et enfin, en supposant ¢ infini,
2x4-k=o0 , yt=2kx ;

c’est-3-dire que , quand la courbe donnée est une parabole, le lien
cherché est le plan perpendiculaire au sien, conduit par sa directrice.

On peut, d’aprés ce qui précéde, établir le théoréme suivant:

THEOREME III. Lorsqu'un angle triddre tri-rectangle se meut
dans lespace 4 de 1clle sorte que ses trois faces touckent cons-
tamment une méme ligne fizxe du second ordre , son sommet décrit
une sphere concentrique a la courbe ; laquelle peut dailleurs seré-
duire & un point ou un plan , ou miéme étre imaginaire.

Nous n’avons rien dit da lieu du sommet d’'un angle trid¢dre
tri-rectangle mobile, dont les faces sont constamment tangentes a
une surface fixe du second ordre, parce qu’il est bien connu que
ce lien est une sphere concentrique & la surface dont il s'agit, Ce
théoréme, qui est du & Monge et doat M: Poisson a donué une
démounstration fort élégante dans la Correspondance sur I'Ecole po-
lytechnigue ( tom. 1, pag. 240 ), pourrait également se démon-
trer par les procédés qui précedent. Il est exactement, par rapport
au dernier qui vient d’étre démontré, ce qu'est le théoréme 1, par
rapport au tiéoréme Il. .

En éablissant ces trois théorémes, nous avons eu principalement
. S0 A ,
en vue d'en déduire, & l'aide des principes exposés dans un au-
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tre article, et que nous déclarons de nouveau nous avoir été sug-
géré par la lecture de la lettre de M. Poncelet (tom. XVII, pag.
265 ), d’autres théorémes peut-étre moins remarquables en eux-
mémes que par la maniére dont on y est conduit. Afin de mieux
faire saisir la correspondance entre les premiers et ceux-ci, nous
emploirons le méme numérotage, en prévenant que la surface di~
rectrice est constamment une sphére au centre de laquelle nous sup-
poserons quelquefois une ‘situation spéciale.

THEOREME I. Un angle triédre iri-rectangle mobile ﬂjfant
son sommet fixé en un point quelconque de Uespace , 1.° si les trois
faces de cet angle triddre , dans leur mouvement , coupent constam-
ment une surfuce fixe quelconque du second ordre , le plan mobile
qui s’appuyera sur les trois sections touckera constamment une au-
tre surface fize du second ordre; 2.° si la surface fixe du second
ordre que coupent les trois jaces de l'angle iricdre est une surface
de révolution dont son sommnet soit un jfoyer, loutre surface du
second ordre sera aussi une surface de révolution ayant méme foyer
el méme plan directeur que la premicre ; et il en sera encore de
méme pour un angle triédre mobile quelconque , de forme invaria—-
ble ; 3.0 toutes celles des eordes inscrites & une ligne du second
ordre qui sont vues sous un angle droit , d'un méme point quel-
conque de lespace, enveloppent une autre ligne du second ordre ;
et on'peut inscrire au quadrilatére formé par les quatre tangentes
communes @& ces dewx courbes une trorsiéme ligne du second or-
dre qui, vue du méme point , paraiira un cercle (*); 4.° enfin,
si, a une distance du cenire dune sphére égale au cété du carré
inscrit & son grand cercle , on place le sommet fire d'un angle
triedre iri-rectangle mobile , les deux sérics de plans mobiles qui

(*) Cette partie du théoréme est une extension d'un théoreme de M, Fré-
gier ( Correspondance sur I'Ecole polytechnique , tom. Il1 pag. 394 ).
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toucheront & la fois les sections circulaires jfaites dans la sphére
par les trois fuces de Pangle triédre, passeront lune et Pautre par
un méme point fize, et le cenire de la sphére sera un de ces deux
points.

THEOREME II. Un angle triédre tri-reciangle mobile , ayant
son sommet fixé en un point quelconque de l'espace ; 1.° si, dans
le mouvement de cet angle triédre , ses faces coupent constamment
un coéne ou un cylindre, le plan mobile qui sappuyera constam—
ment sur les trois sections enveloppera une surface du second or-
dre inscrile @ ce cone ou & ce cylindre ; 2.° si les faces de I'an~
gle triédre tri-rectangle coupent , dans leur mouvement , un cylin-
dre de révolution , et si, en méme temps, le sommet de cet angle
triedre est fixé & une distance de laxe du cylindre égale au coré
du carré inscrit & sa section circulaire, le plan mobile qui s ap-
puyera sur les irois sections touchera constamment la section cir-
culaire dont le plan passera par le sommet de langle tricdre ;
3.2 enfin, si le sommet de langle triédre iri-reciangle molbile est
Sixé en un des points de la surface du cylindre, le plan mobile
qui s'appuyera constamment sur les trois seclions enveloppera une
sphére inscrite au cylindre.

THEOREME III. Un angle triddre tri-rectangle mobile, ayant
son sommet fixé en un point quelcongue de Iespace, si, dans son
m.ou-ement , ses aréles percent continuellement une surface conique
ou cylindrique du second ordre , le plan mobile déterminé par les
trois intersections envcloppera une surjace de révolution du second
ordre qui aura pour foyer le sommet fixe de langle triédre. Dans
le cas particulier on ce sommet sera sur la surface conigue ou
cylindrique , le plan mobile passera constamment par un méme

point fize.



