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202 OQOUESTIONS

QUESTIONS RESOLUES.
Solution des deux premiers problemes de géo-
métrie proposés a la pag. 124 du présent
- volume ;

Par M. VaLLks, éleve ingénieur des ponts et chaussées.

P ROBLEME I. Dans l'intérieur dun triangle, on en a cons—
truit un autre, & volonté, dont les cliés sont respectivement pa-
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ralléles aux siens, et qui est touwné dans le méme seuns. Les c6-
tés du triangle intérieur , prolongés jusqu’au périmétre de lautre
partagent celui-ct en sept parties. Quelles sont les relations diver-
ses qui exisient entre ces parties ?

Solution. Les sept parties du triangle divisé sont:

1.° Le triangle iutérieur que nous désignerons par A ;

2.° Trois parallélogrammes que nous désignerons par P, P/, P/

3.° Enfin, trois trapézes, respectivement opposés, que nous dé-
signerons par 1", 17, 17,

Par celui des trois sommets de A qui lui est commun avec P,
concevons une paralltle au c6té opposé; cette droite divisera res—
pectivewent les deax trapézes 77 et 77, en deux parallélogram-
mes p/ et p//, et en deux triangles ¢ et &/, respectivement op-

posés; de sorte que l'on aura
p/__l__,g//: T , }7”+3/:T” 5 (I)
mais alors les six parties
P, 7, 2"
A R & , N ,

se trouvant dans le cas du théoréme II ( pag. 114 ), on aura,

comme alors ,
P2=483" p”:4A3” ’ p”2=4A3’; (2)
et il s'agira d’éliminer p/, p*, &, &/ entre les cinq équations (1)

et (2).

En mettant dans les trois derniéres les valeurs de 97 et ¢/ tirées
des deux premiéres, il vient '
P=4(T"—p")(T"'—p") , (3)
pr=4A(T"—p’) ,
D=4 A(T!—p") .

(4)
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Des équations (4) on tire facilement .

p'=2V aGa+1—24 ,

Pl=2y AT —24
et de 14

T'—p'=2A+T'—2y/ (a5 T, =V a+T—V A ) »
T—p"=284-T"—2y/ a(a4 T =(y/ a+T'—y A )* 3

sabstituant dans I'équation (4) et extrayant la racine quarrée des
deux membres, on aura finalement

P=2(y/a5T—Va)(V 5¥T"—V/3) .

Mais , comme nous aurions pu raisonner sur P/ on P/, comme
nous avons raisonné sur P, il sensuit que les relations demandées
entre les sept parties du triangle sont les trois suivantes :

P=a(v/ a+T—V2)(V 5+T'—V'3) ,
Pl=2(y a+T'—V3)(V 3+ T—V 3) ; (1)
P'=> y axT~v BD)(VE+T—V'3) .

Ces équations donnent les valeurs de P, P/, P/, lorsque les au-
tres parties sont connues. \

Il est facile d'en déduire d'autres qui donnent les valeurs de T,
T',T", en fonction de P, P’, P et A. En divisant, en effet, par

chacune d’elles le produit des deux autres, il vient, en chassant les
dénominateurs ,

PPI=2P(y a4T—V'4)" ,

P'P=3P/(/ 5 T—y/3)" ,
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PP =2 P'(/ a5Tit~—/3)" }

multipliant respectivement celles-ci par 2P, 2P’ , 2P” et extrayant
la racine quarrée des deux membres des équations résultantes , on
aura

V TPPB==P(y FFT—y T) , -
VaPPFi=aP'(V/ AT —y/'3) , (5)
v SPPE=1P(y ST —y/5) ;
d’olt, en transposant,
2P\ TFT=2Py ity TFTF
aP'\/ 5§ T=2P!y/ T+ FFF7 ,
3Py ST =2P"y Gty TP ;

puis , en quarrant de nouveau , réduisant et divisant respectivement
par 2P, 2P, 2P",

- QPT:PIP”-—-{—z‘/zAPP/Pu ,
" 2P'T'=P/P4-2y/ 7aPPP" , an
2P”T”=PP/+2‘/W 5

<quations qui donneront 7', T/, T, lorsque tout le reste sera connu.,

En prenant la racine quarrée du double du produit des équations .
(1), on obtient

4V 53FT—y B)(V A T—V B)(V a+Ti—y/ 8)=y2PPP7 . (IIT)

En égalant entre eux les seconds membres des équations (5) , on
obtient cetle double équation
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P/ 55T —y D=P/(y 55T~V 3) =P\ TFTi—y/3) . (IV)

On obtient enfin , en égalant entre elles les valeurs des radicaux,
dans les équations (II), .

2PT—P/Pll= 2P/ {'—P/P—a P"T/'—PP! ; (V)

équations délivrées de A,

Si, dans ces divers résultats, on suppose A—=o, on retombe sur
les relations obtenues t/iéoréme III ( pag. 114 ), comme cela doit
étre.

PROBLEME II. Dans l'intéricur d'un tétraédre,on en a cons—
truit un autre dont les jfaces sont respectivement paralléles aux
siennes, et qui est tourné dans le méme sens que lui. Les faces
du tétraédre intéricur , prolongées jusqu’a la surface de Tautre, par.
tagent celui-ci en quinze parties. Quelles sont les relations diver.
ses qui exisient enire ces parties ? '

Solution. Les quinze parties du tétraédre divisé sont:

1.° Le téiraédre intérieur que nous représenterons par A ;

2.* Quatre parallélipipédes, que nous représenterons par P, P/,
i P , P///; ‘

3.6 Quatre troncs de tétraddres, & bases paralldles , respective-
ment opposés , que mnous représenterons par T', 17, TV T,

4.* Enfin, six troncs de parallélipipéde, que nous représenterons
respectivement par (pp’) , (pp”) » (pp"") s ' p''p"") , (p""'p"), (P'P"),
suivant les parallélipipédes entre lesquels ils se trouveront situés.

Par celui des quatre sommets du tétraédre A qui lui est com-
mun ‘avec le parallélipipéde P, concevons un plan paralléle & ce-
lui de la face opposée; ce plan divisera respectivement, savoir :

1.° Les troncs de parallélipipédes (pp’) , (pp’’) , (pp’"’) en trois
parallélipipédes TT', T1” , I, et en trois troncs de prismes quadran-
gulaires , ayant une aréte latérale nulle, que nous désignerons par

(r=), (p=’), (p=') s
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2.° Les trois troncs de téuraédres 77, TV, T/, en trois téirac-
dres &, &/, 8/, et en trois troncs de prismes quadrangulaires ayant
une aréte latérale nulle, que nous représenterons par (w'=”), (w"w’),
(w'=").
En conséquence, nous aurons

WA+(p=)=(pp) » * 4 (wa!)y=T"
Wpe)=Gp") , ¢ () O (ere=T", ) ()
H;// + ( )m_r//)__:\/pp’//) ; s t/!/_*_(,m.’,m.//):__-’-]‘/// N

Mais alors les quatorze corps
P: I, 11 P II/”’ (Pm/) ’ (PWU) ’ (pw”/) >
A, ¥, &, &, (wlwl), (wsr), (o/'s") ,

se trouvant dans le cas du zkéoréme V ( pag. 121 ), on aura, comme

alors ,

3 3
(Pe)=3(V TV Ty T,

3 3_ 03
(pcr”):&(\/ M-\ T oy, ) (3)

“-e

(pe)=3(y T+ Ty 570

~

o3 S 3
(w''w)=3(y/ T+ F)v 55

~

(i) =3y FHY TVET, [ (&)

(ara)=3(y/ 5y T)Y 5 5

P3=2.168&"¢ (5)
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T3 =216A87811
I =216A81y 6
Ir=2164838 .
11 s’agira donc d'dliminer ,entre ces seize équations, les douze quantités
Y, W, (e, (wrem),
¥, W, (e, (e,
&y \ e, (p=), (='=") .

En tirant d’abord les valeurs des six derniéres des équations (1)

et (2), pour les substituer dans les équations (3) et (4), celles-ci
deviennent

(PP)—TV=3(y) Ty Ty T57 ,
(") =TV=3(y Tty BVTT, | ()

3
(p") =TV =3/ T/ T 77

i .

i 3 '
T =3 /T4y )Y AT ,

3 3 3
T/—8"=3(y/ 3ty ¥y 2% , ) ()

, 3 \
T"—~8"=3({/Z+v/ )y 55 .
Les équations (8) peuvent, ensuite, étre mises sous cette forme

A+T'=(VEHVT) ,
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A+TI=(y T4y T, -

AT = (y Tty ) 5
puis sous celle-ci
3 3 3
VA+T=y2+y 57 ,
V ERT=y sty 577,

3 3 3
VERTT=y 5y T ;

ce qui donne
Y=(y TFT—3)

3 __ 3 )
'=(a¥T—v3)?, | (9

3 3
& =(y/ AFTr—\/3)3.
En subtituant ces valeurs dans les équations (7), on en tire
/
O'=(pp")

3 3 3 3 3 3 3 3
—3{(VAYT/ -\ B) (VA T =/ D) } (VAF T~/ A)(V ATV —\/7),

'=(pp") [
3 3 3 3 s 33 N 1o)
"'3{(\/A+T/”“'\/A)+(\/A+T"‘VA)}(\/A‘i‘T”"‘\/A)(\/A‘FI”VA) ’
n///:(pp [//) <

3 3 3 3 3 3 3 3
=3{ (VAFT—V )+ (VAFT—VA2) ) (Vat T—VA)(V At T7—\j3),
Tom. XVIII. 29
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Ces dernitres valeurs et les valeurs (9), substituées dans les équa-
tions (5) et (6), donnent finalement

P=6y SFT—y/ )V SFT—V 2V SFTi—y B) »

_ : |
(PP)=3(/ TFT—y By FT—/ By TFT+V TT)
(pp")=3(y SFTi— 5)y FFT—v D)V 5¥T+V 55T »

3 .
(") =3(y TFT—y T)(y/ 5¥Ti—y 5)(V 5¥T+V 5FT) -

Il est clair présentement que, ce que nous avons dit du parallé-
lipipéde P, nous aurions pu le dire également des parallélipipédes
P/, Pit, P, de sorte que les relations demandées entre les quiaze
parties du tétraédre proposé -nnt les dix suivantes :

3, 8 s - 8 L \
P=6(y/ 55T~V 3)(v 55T —V )V TF—%)

3 3 3 3 3 3.
P'=6(y a1’ —V AV 33T1—y 3V a+T—V'3) , -

3 E S S 3
Pr=6(y/ a5 Ti—y SNV 54 T—V 3NV AFT~V 3) »

M 3 3 . 3 .
P"=6(y AFT—y i)V A¥T-V AV ATT—V3) 3 '
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N 5 3 33 3
() =3 TFT—v D BFT—V'E (v AT+ EFT)

3 3 _ E 3 3
(") =3(y A¥T'—V &) (V A+T—V A) (V AFT7+v AFT »

(pp')= Vv AFT—y 2V AFT—y B) (v ATT+v AT

) (D)

(7'p") =3(V BFT—y DNV ATT—V DNV AFT+Y AFD) ,

, 3, 3 3 3, __ .3 3
(PP /=3 A+T—V D)V A+T'—V A) (V AFT+HV AFT)

3 3

3
(PP =3y BFT—V DY TFT—v DV AFT-+V BFT7) .

Les équations (1) donnent P, F/, P/, P/, en fonction des cing
quantités A&, T, T/, 77, 7/, 1l est trés-facile d’en déduire d'an-
tres qui donnent 7', 7%, 7%, T/, en fonction des cinq quantités
A, P, P, P, P,

En divisant, en eflet, tour & tour, par le quarré de chacune d’elles
le produit des trois autres, il vient

3 3

P'P/PN=6P*(VA+T—VA)?,
3 3

PiPIP=6P"(V ATT—) &) ,

3 3
Pppl= Gp//z) Vm‘— Vz,f
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]
PP PI=6P/ (P ETTI—VE) |

multipliant respectivement celles-ci par 36P, 36P/, 36P/, 36P!",
et, extrayant ensuite la racine quarrée des deux membres des équa-
tions résultantes, on aura

3 s 3
V3PP EPi—=6P(VAF+T—VA) ,

3 3 3
Vieprprpn =8P/ (VA+T —VA),
> (11)
3 3 3
V3epppipn=6P"V AT~V A),»

-3

3 3
VEerepirn 6P (VAT 17~V &) »

d’olt, en transposant,

3 3 3
6FVA+T =6PV A-V36PP PP
3 3 3
6P’V A+T=6PV A-+V36PPPIFm ,
(12)
3 - 3 3
6PV AT T =6P"V A+V36PPirpm ,

1 3 3
6P"V AFT"=6P"F A+ V36PD/ PP ;

d'oli encore en cubant, réduisant et divisant respectivement par

18P, 18P/, 8P/, 18P
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3 3
1 2P1T= QP/P”P///’!”; ‘O‘SAP:PI:P”:P//“ +6P 14 56A 2 P PPl pin ,

3
12P*T'==2P//P/"P4- V3G A P-p-Drapia +6P';/36A1PP/P”P/// ,
(11I)

) 3 3
12P"* 1" =2P"PP'4 Vi6ap:pprp-+6P" V35 A-pppipn ,

] L3 3
13P"* 1" = 2PP'P"+ V36 AP-Pispr- P +6 P/ V35 A- PP P/DT

équations qui donneront les valears de 7", 77, T , T,
Au moyen des équations (11) et (12), les équations (II) devien-
pent facilement

s
aPVP! (pp!)y=PP!(P/4-P")) 42 VG A PP pipiis

s
2 PIVP! (pp)y = PP’/(P’”-{—P’)+2V6AP:p/zP/wP///z , =~

:
2 P/ P! pp!!ly = PP/ (P! 4P\ d2 VG AP P Pt
> (1Y)

lPP’(P//,U///) :P//P///(P.{_‘D/) + 2( VSE’A p:prpipis ,

3
2PP/( P"’P’) — P/ p/( P+ P//) -2V AP Pappm

3
2 PP plp/ty== P'PUN PP o PERTT DD 5 )

équations déliveées de T°, 77, T, T,
En prenant la racine cubique de 36 fois le produit des équa—
tions (1) on obiient
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3 3 3 3__ 3 3 3 3 3 \
36(VagT—Va)(VagT—FVT) (¥ ot T'—V 2)(V ag Ti— V&)=V 36PPP"P" + )

En égalant entre eux les seconds membres des équations (11), on
obtient la triple équation

3 3 3 3 3 3 L
P(?;VA+ 1'—VK)=P’(VA+T’—I/Z)=P”(I/A-{-T”—VA_):P"/( A+T///——VA). (VI}

On tire enfin facilement des équations (IV) la triple équation

J

PP/(p"p" )+ PP ppY=PP"(p/'p" 4P P'( pp')=P P1(p'p"\ X PP/ (pp™) (VID)

Toutes ces diverses relations , en y supposant A nul, deviennent
celles du théoréme ¥V ( pag. 121 ) ainsi que cela doit étre,

Dans tout ce qui précéde, nous avons jformellement supposé que
le triangle ou le téiraddre intérieur étaient tournés dans le méme sens

que le triangle ou le tétraédre & partager; et cest qu’en eflet,
lorsqu’ils sont tournés en sens inverse , les formules sont fort com-
pliquées et peu maniables. Bornons-nans donc & une indication som-~
maire de ce qui arrive dans ce cas.

I. Pour le triangle, les sept parties sont =

1.* Le triangle intérieur A ;
2.° Trois autres triangles 7', 17, T ;

3.° Enfin trois pentagones ou troncs de parallélogrammes P, P",
P" , respectivement opposés.

Par des considérations analogues & celles que nousavons employées
ci-dessus, on trouve, entre ces sept parties, trois équations de la forme

A-P=2(y TFTFP— Dy TFTFP—Y/T) .

.
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IL. Pour le tétraédre, les quinze parties sont:

1.* Le tétraédre intérieur A ;

2.® Quatre autres tétracdres 7', 7V, IV, TV

3.° Quatre troncs de parallélipipédes, respectivement opposés P,
P/, PV, P, A chacun desquels il manque le tétra¢dre A, pour
étre un parallélipipéde complet ; ‘

4.° Enfin six tétraédres doublement tronqués, A chbacun desquels
il manque, pour étre un tétraédre complet, deux des quatre té-
traédres 7', 77, 77, 17, et qu’en conséquence nous représenterons
par. (e20) (7, (1) , @y, ("), (#'t') , suivant les deux té-
traédres qui leur mangueront.

Par des considérations analogues & celles que nous avons enployées
ci-dessus , on trouve, enire ces quinze parties, d’abord quatre équa- .
tions de la forme .

o 1] 3 3 H 3
A+P=6{FTrT@s-F B PTR Ty VIV VTF D@ -) T,

nis quatre groupes d'égnations de la forme
q

3

3 3 3 3 3
P(1ey=3{ V' v pd-(coy—V T J{ VT4 (e y— VT Y VI T @'y + VT T4 (007 }

2 s 4 ] 3 3
P4 () =3{ VT (o =V T} [ F iy T @oy—V T { VI T @i+ VTr T+ 00) ) »

3 <, 3 3 3 3
P+(z"t”) — 3{ VT’”-‘}' I el 4 T’”} { | &S N N O VT”’}{ VT"”+ P4+ V LTV (017 } H

mais il est clair que ces douze derniéres doivent éire réductibles A
six seulement (¥).

(*) Au moment ol ceci s'imprimait , nous avons recu de M. Noél, profes-
seur 2 Luxembourg, une solution qui rentre exactement dans celle-la.

J. D. G,



