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PILES DE BOULETS. 19

ARITHMETIQUE APPLIQUER.

Théorie élémentaire de la sommation des piles
de boulets

Par M. Rocue , professeur de mathématiques , de physique
et de chimie & I'école royale d'artillerie de la marine de
Toulon. ‘
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ON présente ardinairement la sommation des piles de boulets comme
une application de la théorie des suites dont le terme général est
une fonction rationnelle et entiére de I'indice, et ce probléme est
trés-propre , en effet, & faire comprendre lutilité de cette théorie.
Mais elle n’est guére accessible aux sous-officiers et soldats d’artil-
lerie , dont l'instruction est généralement bornée & Parithmétique et
tout au plus & quelques notions trés-élémentaires de géométrie; et
pourtant le probléme de la sommation des piles de boulets se pré-
sente continuellement a leurs recherches. On pourrait bien, i la vé-
rité, se borner A leur faire apprendre les énoncés des régles pra-
tiques et les exercer & en faire I'application ; mais, outre qu’il est
pénible, pour des étres doués d'intelligence d’employer des procé-
dés dont ils ne saveut pas se rendre compte , il est souvent & crain-
dre, dans ce cas, que, par l'effet d’'un défaut d’exercice plus ou
moins long , les préceptes venant & se brouiller , dans leur mémoire,
ils n’en viennent a appliquer & un cas la régle qui convient a un
autre, Ce danger est beaucoup moins a craindre lorsque celui qui
opére sait se rendre compte 3 lui-méme des molifs de ses procédés.

Nous croyons donc ne pas faire une chose dépourvue d’utilité, en
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essayaut.ici de ramener le probléme de la sommation des diverses
sortes de piles de boulets aux notions d’arithmétique les plus élé~
mentaires. Nous emploirons pour abréger les signes algébriques,
wais on verra aisément que leur emploi n’est pas indispensable.

Avant de nous occuper de la sommation des piles de boulets,
occupons-nous d’abord de la sommation des boulets, des faces qui
les termiunent. Ces faces peavent étre des rectangles, des quarrés,
des trapézes ou des triangles.

1. Si m et n sont les nombres de boulets de deux c6tés d’une
face rectangulaire , il est manifeste que le nombre des boulets de
cette face sera mn; et il en serait encore de méme si, par leffet
d’une eonstruction vicieuse , le parallélogramme était obliquangle ,
au lien d’étre rectangle.

2. Si le rectangle devenait un quarré dont chaque c6té fut formé
par 2 boulets, le nombre des boulets de ce quarré serait donc »*;
et il en serait encore de méme si, par leffet d’une construction
viciense , le quarré dégénerait en un rhombe.

*3. Supposons qu’il en soit ainsi, et que la petite diagonsle du
rhombe soit égale & chacun de ses c6tés, ce rhombe équivaudra
alors & deux triangles équilatéraux ayant base commune ; de sorte
que, si 'on voulait en former deux triangles équilatéraux isolés I'un
de lautre, il faudrait introduire une nouvelle base de » boulets.
Ainsi , pour former deux faces triangulaires ayant chacune des co-
tés de » boulets, il est nécessaire d’employer n’4-» on n(n41)
boulets ; donc le nombre des boulets contenus dans une seule face

n(n=4-1)

triangulaire , dont les cotés contiennent » boulets, est ——— .
2

" 4. Soit enfin une face figurée en trapéze; et soit n le nombre
des boulets de 'un des cdtés non paralléles et 7 le nombre de ceux
de la petite base , comme il y a 4 sa suite, et parallélement a sa di-
rection, z—1 rangées de boulets, croissant constamment d’un bou-
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let d’une rangée 3 lautre, il s’ensuit que le nombre des boulets
de la grande base du trapéze sera m-}n—r.

Ce trapize sera évidemment composé d’un parallélogramme ayant .
n boulets dans un sens et 2 dans l'autre, et d’'un triangle ayant
tous ses cités de » boulets; ces deux figures ayant un cété com-
mun de 7 boulets. Si on veut les isoler 'une de l'autre, il fau-
dra introduire dans l'une les 7z boulets du c6té commun enlevés
par l'autre. Le nombre total des boulets du triangle et du pa-

rallélogramme sera ainsi (1) et (3) n(njl) -mn ; donc le nombre

n(nd-1) T n(2m4n—1) .
2 2
On pourrait encore considérer le trapéze comme la différence
entre deux triangles , dont le plus grand aurait & tous ses cotés
" m-+n—1 boulets, tandis que le cotés de 'autre n’en auraient seule-
wment que m—1 ; on trouverait d’aprés cela (3), pour le nombre des
(m~4-n==1)(m-4-n) (m=1)m . n(2m-fn—1)

—

2 3 2 4

des boulets du trapéze est sealement

boulets du trapéze ,

comme ci-dessus.

5. On peut résumer ces diverses formules dans ce principe uni-
que : Le nombre des boulets d'une face en trapéze, parallélogramme
ou triangle s’obtient en multipliant un cété par la demi-somme
des aréles paralléles qui s’y terminent ; pourva que, dans 'appli-

cation , on se rappelle que l'une des arétes paralléles, pour la face
triangulaire, n’a qu’un boulet seulement.

6. Passons an nombre des boulets des piles, On ne saurait for-
mer des piles en forme de parallélipipéde rectangle qu’en les en-
caissant. Si les trois arétes d’'un méme angle d’une telle pile étaient
m, n, p,le nombre des boulets de la pilé serait évidemment mnp ;
et il en irait exactement de méme si le parallélipipéde était obli-
quangle. .

7. Si le parallélipipéde avait pour base un quarré ou un rhombe
dont chaque cité fut de ~ boulets, et que ses arétes se terminant
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a cette base fussent de m boulets, le nombre total des boulets da
perallélipipéde serait alors mn® , soit que ses arétes latérales fussent
perpendiculaires & cette base ou” qu’elles lui fussent obliques,

8. Et si le parallélipipéde se réduisait & un cobe dont chaque
aréte contient 2 boulets, le nombre total des boulets du cube se-
rait »¥; et il en irait encore ainsi, si la pile, au lien d’étre cubi-
que était nn parallélipipéde obliquangle terminé par six rhombes.

g9 Considérons de nouveau la pile qui a pour base un rhombe
dont les c6tés contiennent » boulets chacun et dont les arétes la-
téralés contiennent m boulets; cette pile contiendra (7) mn® bou-'
lets. Supposons que la petite diagonale du rhombe soit égale & ses
c6tés ; le parallélipipéde sera formé de deux prismes triangulaires ,
4 base équilatérale, ayant une face rhombe commune qui con-
tiendra ma boulets. Pour isoler ces deux piles 'une de lautre, il
deviendra nécessaire de rétablir pour l'une d’elles ces mn boulets
enlevés par I'autre ; les deux prismes triangulaires contiendront donc
entre eux mn'+4mn ou mn(n+1) boulets ; d’'ott il suit que le nom- -

; . n(n<-1
bre des boulets de chacun d’eux sera . ——i——)—.

10. Dans le cas particulier ou il y aurait, dans les arétes laté-
rales autant de boulets que dans les c6tés de la base, le nombre
. . . . . . . n(n41
des boulets de 11 pile prismatique triangulaire deviendrait 2oty
2
11. Supposons qu'il en-soit ainsi ; le prisme sera composé de trois té-
traédres tels que 'un d’entre eux aura une face commune avec chacun:
des deux antres et que toutes leurs arétes auront 2 boulets. Si I'on veut
isoler ces tétraédres les uns des autres, il faudra retablir, pour deux
d’entre eux, la face commune enlevée par le troisiéme , ce qui con-

sommera (3) n(n--1) nouveaux boulets ; le nombre total des boulets
.y . . n? + ]

des trois tétraeédres sera ainsi n—-En:-—l) +r(n41)= i 2("4—7)

d’olt il suit que le nombre des boulets de I'un d’eux ou de la pile té--

\ . ’ . . . n(n4-1)(n+42)
traédre,, improprement appelée pile triangulaire, sera —————.

L

H
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12. Supposons que, par leffet de la mauvaise conformation de
cette pile, sa base Soit un triangle rectangle isoctle, et que sa
face adjacente & I'hypothénuse de cette base soit perpendiculaire &
son plan, Si P'on construit deux pareilles piles, on pourra les réu-
nir de maniére & en former une pile pyramidale quadrangulaire,
improprement appelée pile quarrée ; mais il sera nécessaire pour cela

n(n1)
2

d’enlever & P'une d’elles les boulets de la face qui doit lui de-

venir commune ave¢ l'autre. Le nombre des boulets de la pile quarrée
n(n4-1)(n-}-2) n(n41) _ n(n4-1)(2n+41)
. 6 T T "6

13. Il ne sera pas difficile , d’aprés cela, d’obtenir le nombre des
boulets de ce qu’on appelle pile oblongue , c’est-a-dire , d’une pile
dont la base est un rectangle et qui se termine, a la partie su-
péricure, par une aréte unique , parallele anx longs cotés de sa
base. Soient m le nombre des boulets de cette aréie , et » le nom-
bre de ceux de l'un des petits cotés de la base; il est aisé de voir
(4) que le nombre des boulets des longs cotés de cette base sera
m—n--1.

La pile pourra étre considérée comme formée de deux autres,
I'une quarrée ayant » boulets A ses arétes et 'autre prismatique trian—
gulaire ayant aussi » boulets aux cOtés de ses bases et m A ses aré-
tes latérales ; ces deux piles ayant une face triangulaire commune,
Si I'on veut les isoler I'une de lautre, il faudra rétablir , pour
T'une d’elles, la face commune enlevée par l'antre , et on aura
alors pour le nombre total des boulets des deux pies (9) et (11)
n(n<-1) n{n~41)(2n+41)

sera donc ainsi 2.

; d’olt il suit que le nombre des bou-

2 6
lets de la pile oblongue sera seulement 7. n(njl) -+ n(n+1)6(2n+t)
nn41) n(n--1)(3m-4-2n=—2)
— 2 = 3 .

En rapprochant toutes ces formules on s’assurera que, pour avoir
le nombre des boulets d'une pile triangulaire quarrée ou oblongue
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il faut constamment multiplier le nombre des boulets de l'une des
Jaces triangulaires par le tiers de la somme des trois arétes pa-
ralléles qui s’y terminent , en observant qu'une de ces arétes, pour

la pile quarrée, et deux, pour la pile triangulaire se réduisent &
un boulet. :

Une pile peat n’étre pas terminde , c’est-a-dire, qu'on peut avoir
4 évaluer le nombre des boulets dans des piles tronquées triangu-
laires , quadrangulaires ou oblongues ; c’est une chose facile , d’aprés
ce qui précede.

14, Soieat m le nombre des boulets des c6tés de la base supé-
rieure d’un tronc de pile triangulaire et z le nombre des boulets
des arétes latérales ; le nombre des boulets des cotés de la base in-
férieure sera (4) m-n—1. On pourra ainsi considérer le tronc
comme la différence entre deux piles triangulaires dont la plus
grande aurait m-fn—1 et la plus petite m—1 boulets & cha-
que aréte. Le nombre des boulets du tronc sera donc (11)
(mn—1) (mAn){m+n 1) —(m=—=1)m(m+-1)

5 .

15. Soient 7 le nombre des boulets des cotés de la base supé-
rieure d’un tronc de pile quarrée et » le nombre des boulets des
arétes latérales; le nombre des boulets des cotés de la base in-
férieure sera encore ici (4) m-+4n—r1. On pourra alors consi~
dérer letronc comme la différence entre deux piles quarrées dont
la plus grande aurait m-tn—i1 et la plus petite m—r1 boulets
a chaque aréte. Le nombre des boulets du tronc sera donc
) (m-+n—1)m-4-n)2m+4-2n=—1)—(m—1)m(2m=—1)

5 .

16. Soient enfin m et n les nombres de boulets des deux cdtés
de la base supérieare d’un tronc de pile oblongue et p le nom-
bre des boulets des arétes latérales , les nombres de boulets des'
deux cOtés de la base inférieure seront respectivement (4) m-p—1
et 2+p—i1. En supposant m>n, on pourra considérer le tronc
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comme la différence entre deux piles oblongues qui aureient I'une et
Vautre m—n—1 boulets & l'aréte supérieure et dans lesquelles le petit
c6té de la base aurait n4p—1, boulets pour la plus grande , et 2—1
pour la plus petite. Le nombre des boulets du tronc sera donc (13)

(ndp—1)n4p) Bm=n42p=—1)—n(n=—1)(3m=—n—1)
6 H
ou bien, en développant et réduisant

%32,0\2+3(m+n-—1,‘P+(6m”—3’”"‘3”+‘) -

formule symétrique en m et n , comme cela doit étre, et qui ren-
ferme, comme cas particuliers, ceux de la pile oblongue et de la
pile quarrée; le premier s’en déduisant si I'on fait n=1, et l'an-
tre s1 l'on fait en outre m=—r.

et mpm—ai ———

Tom. XVI1II.



