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THEOREMES DE GEOMETRIE. 185

— 4

GEOMITRIE PURE.

Démonstration de divers théorémes de
géométrie ;

Par M. Bosirrier , professeur & I'Ecole des arts et métiers
de Chélons-sur-Marne.

AUV

1. IL est connu que le péle d’une droite par rapport & un cercle
est sur la direction du rayon perpendiculaire & cette droite ; et,
comme d’ailleurs, lorsqu'un quadrilatére a deux angles droits, ses
denx autres angles sont égaux , il s'ensuit que Zangle des rayons
d'un cercle qui contiennent les polaires de deux droites , est égal
8 langle de ces deux droites (*).

Cette observation fort simple conduit & des conséquences assez
remarquables; on en déduit d’abord ces deux théorémes:

L. 87, d'un point pris arbitrairement sur le plan d'un triangle,
on ménc des droiles & ses sommels , puis , par le méme point , des
perpandz’culaz’r(’s a ces droites; ces derniéres détermineront, sur les
cOtés respectivernent opposés , irois points qui appartiendront d une
méme droite.

. 87, d'un point pris arbitrairement sur ke plan d'un triungle,
on méne des droites @ ses sommets el gqu'ensuite , par le méme
point , on méne six autres droites divisant en deux parties égales

(* Deux droites tracées sur un méme plan déterminent quatre angles
égaux deux a deux; mais nous nentendons parler ici que des angles aigus.

Tom, XVili, n° FII, 1. juneicr 1828, 26
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tant les angles que forment les trois premiers devx & deux que
les supplémens de ces angles ; ces derniéres détermineront , sur-la
direction de chacun des cotés opposés, deux points tels que les siz
points ainsi déterminés se lrouveront aux inlersections de quaire
droites. -

Si, en effet, dans chacun des deux cas, on construit la polaire
réciproque de la figure dont il s’agit, relative & un cercle de rayon
arbitraire , ayant son centre au point de départ des droites qui vont
aux trois sommets du triangle, cette polaire réciproque sera, dans
le premier cas, un autre triangle et les perpendiculaires abaissées de
ses sommets sur les directions des cdtés opposés , et dans le second
un triangle avec les six droites qui divisent en deux parties égales
tant les angles de ce trilmgle que leurs supplémens. Or, on sait
que les perpendiculaires abaissées des sommets d’un triangle sur les
directions des cdtés opposés se coupent toutes trois au méme point;
d’otr il suit que les points dont ces droites sont les polaires doivent
appartenir tous trois & une méme droite. On sait, en outre, que
les six droites qui divisent tant les angles d’un triangle que leurs
supplémens en deux parties égales joignent deux a deux quatre
points, centres des cercles qui touchent & la fois ses trois cotés;
donc les six points dont ces droites sont les polaires doivent éire
anx intersections de quatre droites,

2. Svient @, b, ¢, d, ... tant de points qu’on voundra, situés dans
un méme plan , auxquels soient menées des droites oa , 0b , oc, 0d, .
par un autre point quelconque o de ce plan. Supposons qu’il existe ,
entre les distances mutuelles @b , ac, bc, ad, ..... des points du sys-
teme, une relation telle que cette relation subsiste encore en subs-
tituant respectivement & ces distances les sinus des angles aob, aoc,
boc , aod , ...... En d’autres termes, supposons qu’en coupant le fais-
ceau des droites partant du point o, par une transversale arbitraire ,
en des points A, B, C, D, ..., il y ait entre les distances AB,
AC, BGC, AD, ...... les mémes relations qui existent entre les dis—
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tances ab, ac, bc, ad, ..... Si l'on construit la polaire réciproque
de la figure, relative & un cercle sitné d’une maniére quelconque
sur son plan, les péles respectifs &', &' ,c', d', ... des droites oz,
0b , oc, 0d, ...... seront tous situés en ligne droite sur la polaire
du point o, et les rayons o’a’, 0’8’ , 0o’c’, 0'd’, w..... mends d ces
péles du centre du cercle, feront entre eux des angles &'o’l/, &'o’¢’,
o', a'od, ... dont les sinus seront respectivement égaux a ceux
des angles ao0b , aoc, boc, aod, ..; dou il suit qu’il devra y avoir,
entre les distances o'6', a'c’, b'c’, a'd , ..... ou entre les angles &'0'd’,
do'd , bod, av'd ..., les mémes relations qui existent entre les
distances ab, ac,bc, ad, .....ou entre les angles aobd, aoc, boc,
aod, ...

Donc , s existe une relation de nature projective enire les dis-
tances mutuelles de différens points a, b, c,d, ... d'un méme plan,
et que ', b, ¢/, d’, cue sofent respectivement les points ou une
iransversale arbitraire coupe les polaires de ces différens pornis ,
relatives @ un cercle tracé arbitrairement sur leur plan; ceite re-
lation subsistera encore lorsqu’on aura accentué loutes les leltres
qui désignent les points dont il s’agit.

Ainsi , par exemple, les polaires de quatre points harmoniques
forment un faisceau harmonique et réciproquement.

On peut déduire de 1a le théoréme indiqué par M. Poncelet
( Annales , tom. XVII, pag. 272 ) et méme un théoréme plus gé-
néral, en remplacant le triangle sécant par un polygone quelconque,:

3 Soit r le rayon dua cercle directeur, et soient &, &’ les dis-
tances d'vne droite arbitraire et de son péle au centre de ce cer-
cle; on aura, comme l'on satt dd’=r*, d'on
ra3 r

A o

=g » =7
par conséquent, s'il existe nne relation quelconque entre les dis—
tances du centre du cercle directeur aux points et aux droites d'une
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figure rectiligne , on obtiendra, en faisant usage de ces formules,
la relation correspondante entre les distances de ce méme centre
aux points et aux droites de la figure rectiligne , polaires réciproques
de celle dont il s’agit,

Pour faire une application de cette remarque, par le centre O du
cercle directeur, soit menée a un autre cercle C une sécante arbi-
traire qui le coupe aux points M et N; on aura

OM.ON=Const.

Les polaires des points de la circonférence du cercle C seront, comme
I'on sait, tangentes & une méme conique; et, en particulier , cel-
les des points M et N seront deux tangentes paralléles. Si 'on dé-
signe par M’ et N/ les pieds des perpendiculaires abaissées du point
O sur ces tangentes, on aura, en vertu des formules ci-dessus,

OM/.ON/==Const.

.

d'oti il suit que les points M’/ et N/ sont & la circonférence d’un
méme cercle; et, attendu que les tangeutes paralléles les plus dis-
tantes sont les tangentes aux deux extrémités du grand axe de la
conique , il s'ensuit que ce grand axe est le diamétre du cercle dont
il s’agit. Gn sent d’ailledrs que, si la polaire réciproque du cercle
C est une parabole , le cercle lieu des points M/ et N/ dégénérera
en une tangente au sommet de cette courbe.

Ou voit donc qu’en général, si 'un des c6tés d’un angle droit
mobile passe constamment par le point O, et que l'antre cété de
cet angle droit soit constamment tangent a la polaire réciproque du
cercle C, son sommet décrira une circonférence qui aura pour dia-
métre le grand axe de cette polaire. On reconnait aisément par la (*)
que le point O est un foyer de cette polaire.

(*) Voy. dnrales, tom. V , pag. 51.
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On peut parvenir & ce résultat d’une manicre plus satisfaisante
an moyen des considérations suivantes :

Menons an cercle G deux tangentes paralléles quelconques ; les
points de contact'et le centre se trouveront sur un méme diamé-
tre qui sera en méme temps perpendiculaire aux deux tangentes.

Dans la conique polaire réciproque du cercle C, cette propriété
répond & la suivante : .

Si, dans la conique polaire réciproque du cercle C, on méne
une corde arbitraire qui passe par le ceutre O du cercle directeur,
puis des tangentes & la courbe par les extrémités de cette corde ,
‘ces tangentes iront concourir sur la polaire du centre du cercle C,
et, en outre, la droite qui unira le point O au point de concours
des tangentes sera perpendiculaire & la corde de contact,

Or, le centre du cercle directeur et la polaire du centre du cer-
cle C ne peuvent jouir d’'une telle propriéié a I'égard de la coni~.
que polaire de ce dernier cercle, sans étre respectivement le foyer
et la directrice de cette conique ; on a donc ce théoréme :

La polaire réciprogue d'un cercle , relative & un aulre cercle con-
sidéré comme directeur , est une conique qui a pour foyer le cen-
tre du cercle directeur et pour direcirice la poluire du centre de
lautre cercle.

Les tangentes menées au cercle C, par le centre O du cercle di-
recteur, sont les polaires des points de la conique situés & l'infini,
et leurs points de contact sont les péles des tangentes en ces points ,
c’est-3—dire , des asymptotes ; donc la conique polaire réciproque
du cercle C est une ellipse, une parabole ou une kyperbole , sui-
vant que le centre O du cercle directeur est intérieur au cercle G
sur sa circonférence ou extérieur a ce cercle,

4. Ce dernier théoréme est susceptible d’un grand nombre d’ap-
plications ; nous nous bornerons A en indiquer quelques-unes, en
énoncant d’abord un théoréme connu , et en placant immédiatement
a sa suite celui qui s'en déduit en vertu de ce qui précéde.
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On sait que tous les angles inscrits a un méme segment de cer-
cle sont égaux.

Douc, Zangle sous lequel on vort, du foyer d'une conique , la por-
tion d'une tangente mobile interceptée entre deux tangentes fixes
quelconques est un angle constant.

On sait que , Jorsqu’'un angle mobile invariable , @ son sommet fixé
en un des points de la circonférence d'un cercle , la corde qu’il sou-
tend dans le cercle enveloppe un autre cercle concentrigue au pre-
mier , tandis que le péle de cette corde, relatif au cercle primitif,
déerit un troisiéme cercle qut lui est également concentrigue. On
sait de plus que , si I'angle invariable est droit, I'un des deux cer-
cles concentriques au cercle primitif se réduit & son centre, tandis
que lautre passe & Vinfini,

‘Bone, si un angle variable , circonscrit é une conique , se meut de
maniére ¢ intercepter , entre ses cédiés , une portion dune tangente
Jixe quelcongue qui soit vue du foyer sous un angle constant, 1.°
le sommet de ['angle mobile et variable décrira une seconde conique ;
2.° lacorde de contact enveloppera une troisiéme conique ; 3.° ces trois
conigues auront méme foyer et méme directrice. Si I'angl: constant
sous lequel la portion de tangente interceptée est vue du foyer est
un angle droit, le sommet de l'angle variable déerira la directrice
de Ja conique donnde , et sa corde de contact passera constamment
par le foyer de cette courbe.

On sait que, dans tout quadrilatire formé par dewx tangentes
& un méme cercle et par les rayons menés aux points de contact,
les dewx diagonales se coupent orthogonalement et font respeciive-
ment des angles égaux , soit avec les tangentes , soit avec les rayons.

Donc, une corde étant arbitrairement inscrite @ une conigue, si,
de lun de ses foyers, on méne des rayons vecteurs (1) et (2) auzx
deux extrémités de cette corde, un rayon vecteur (3) au point o
cette corde coupe la directrice qui répond & ce foyer, un rayon
vecteur (4) au sommet de langle civconscrit gui répond & la corde
inscrite , enfin deux autres rayons vecteurs (5) et (6) aux points
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o2 tes cdtés de cet angle circonscrit coupent celte méme directrice
il arrivera alors que le rayon vecteur (4) divisera en deux par-
ties égales langle des dewx rayons vecteurs (1) et (2) 5 que le
rayon vecteur (3) divisera en deux parties égaleslangle des rayons
vecteurs (5) et (6), et gu’enfin ces deux rayons vecteurs (3) et (4)
seront perpendiculaires l'un a lautre.

Les quatre sommets du quadrilatére dont il vient d’¢tre question
ci-dessus appartenant & une méme circonférence, il s’ensuit que Zes
cotés d'un angle circonscrit & une conique, la corde de contact et la
directrice touchent une autre conique qui a méme jfoyer que la
premiére.

Mais on sait que /les obligues abaissées dans le méme sens et
sous la méme inelinaison du foyer d'une conique sur toutes ses
tangentes , ont leurs pieds sur une méme circonférence.

Donc, sz, du foyer d'une conique, on abaisse, sous un méme
angle et dans le méme sens, des obliqgues sur les deux cités d'un
angle circonscrit et sur sa corde de contact, la circonférence dé-
terminée par les pieds de ces obliques , et toutes les circonférences
détermindes par une semblable construction se couperont touies au
méme point. Si Ton fait varier 'angle des obliques , ce point décrira
la directrice relative au foyer qu’on aura choisi.

On sait que, s7,de lun quelconque des pornits de la circonférence
du cercle circonscrit & un triangle, on méne, dansle méme sens,
des obligues également inclinées sur les trois cétés de ce triangle ,
les pieds de ces obligues appartiendront tous irois @ une méme
drotte.

Donc , un triangle éiant circonscrit arbitrairement & une conique ,
si Lon méne de son foyer des droites aux irois sommels du triangle ,
puis du méme point trois nouvelles droites faisant, dans le méme
sens , avec celles-la, des angles égaux quelcongues , toute tangente
& la courbe coupera ces trois derniéres droties de telle sorte gu’en joi-
gnant les points d'tntersection aur sommets correspondans du trian—-
gle par des droites , ces trois droites concourront en un méme pornt.
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On sait que tous les angles droits, circonscrits & une méme co-
nigue pourvue de cenire, ont leurs sommets sur la circonférence
d'un cercle concentrigue a cette conrque.

Donc, si un angle droit, mobile sur le plon d’'une confque , tourne
autour de son sommet fixe, la corde soutendue par cet amgle droit
enveloppera une aulre conique ayant pour foyer le sommet fize de
Langle mobile.

On sait que fous les angles droits circonscrits a une méme pa-
rabole ont leurs sommets sur la directrice.

Donc , un angle droit mobile ayant son sommet fixe en I'un
quelconque des points du périmétre d'une conique, la corde qui le
soutendra passera constamment par un méme point de la normale
menée ¢ la courbe par le sommet de [l'angle mobile.

On sait que fous les angles. égaux circonscrits & une méme pa-
rabole ont leurs sommets sur une méme hyperbole équilatére.

Donc, si un angle quelconque , mobile et invariable , a son som-
met fixé en un quelconque des points du périmétre d'une conique,
la eorde qui le soutendra enveloppera une autre conique.

Ez., et

5. Les principes desquels nons avons déduit ces divers théoré~
mes et ces théorémes eux-mémes mettent en évidence la vérité de
l'assertion contenue dans la lettre de M. Poneelet ( 76/d., pag. 270 ),
savoir : que les propriétés descriptives et angulaires d'un systéme
de coniques confocales sont les réciprogues de celles qui appartien—
nent & un systéme de cercles situés dans un méme plan. Ainsi
tous les théoremes relatifs aux points de concours des tangentes com-
munes & trois cercles , et les problémes de contact, fouruissent au-
tant de théorémes et de solutions de problémes relaiifs a des co-
niques confocales. Ainsi, par exemple, de ce que /Jes cordes com-
munes deux @ deux @ trois cercles qui se coupent concourent fou-
tes trois au méme pornt , il seasuit que les sommcls des angles
circonscrits communs & Irois conigues confocales , priscs iour &



DE GEOMETRIE. 193
tour deux a deux , appartiennent tous irois & une méme droite.

Voici encore deux applications :

Il est visible que , sz un angle incariable se meut, sur le plan
de deux cercles concentriques , de maniére que ses cotés soient res-
peclivement tangens & ces deux cercles, son sommet engendrera un
troisicme cercle concentrique & ces devx-la , tandis que la corde
de contact en engendrera un quatriéme qui leur sera également
concenirigue.

Donc, si un angle mobile et invariable a constamment son som-
met au ﬁ)fﬁl‘ commun de deux coniques de méme directrice , la
drotte qui jorndra le point dintersecticn de lun des cotés de cet
angle avec une des coniques au point d’intersection de lautre coté
du méme angle avec lauire conique, enveloppera une troisiéme co-
nique de méme foyer et de méme directrice que les deux premiéres ;
en ouire , le point de concours des tangentes menées aux deux
courbes , par les extrémités de cette droite, décrira une quatricme
conique qui aura aussi méme foyer et méme directrice que les trors
auires.

On trouve aisément que , s7, sur la droite qui joint le cenire
de similitude directe de deux cercles @ leur cenire de similitude
inverse , prise pour diamétre , on décrit un iroisicme cercle , les deux
premiers seront vus sous des angles égaux de chacun des pornts
de la circonférence de ce troisiéme cercle.

Donc , s/ une droite se meut sur le plan de deux sections co-
niques confocales , de telle sorte que les cordes interceptées par
les> deux courbes soient vues constamment de leur /byer commurn
sous des angles égaux , cetic droite enveloppera , dans son mouve-
ment , une iroisiéme conique , de méme foyer que les deux premicres.

6. Si Uon remarque que le péle d’'un plan, relatif & une spheére
directrice , est situé sur la perpendiculaire abaissée de son centre
sur ce plan, et que la polaire conjuguée d'une droite, par rapport

Tom. XVIII 27

-
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a cette méme sphére, se trouve située dans le plan conduit per-
pendiculairement & cette droite par le centre de la méme sphére ,
on en pourra tirer les conclusions suivantes:

1.° L'angle de deux plans est égal & celui des rayons de la sphére
qui contiennent leurs piles.

2. L'angle de deux droites est égal & langle des plans con-
duits par le centre de la sphére et par leurs polaires conjuguées,

3.° L'angle d'une droite et d'un plan est égal & l'angle du rayen
qui contient le pdle du plan et du plan qui, passant par le cen-
tre de la sphére , contient la polaire conjuguée de la droite (*).

Soit placé au centre de la sphére directrice le sommet d’un an-
gle polyédre quelconque ; les rayons vecteurs des poles de ses fa-
ces, lesquels poles seront infiniment distants, seront des diamétres
respectivement perpendiculaires & ces faces, et les plans vecteurs des
polaires conjuguédes de ses arétes seront les plans consécutifs déter-
minés par ces mémes diamétres. On formera donc ainsi un nou-
vel angle polyédre qui sera dit le supplémentaire du premier , at—
tendu que les angles plans de chacun d’eux seront les supplémens
des angles diédres correspondans de l'autre,

Considérons , plus généralement, un angle polyédre gauche , c’est-
a-dire , un assemblage de plans consécutifs qui, au lien de con-
courir tous au méme point, concourent deux & deux suivant les
cotés d’un polygone gauche, Il est visible que les rayons vecteurs
des péles de ses faces constitueront les arétes d’un angle polyédre or-
dinaire dont les faces seront les plans vecteurs des polaires conju-
gudes des arétes du premier. Ainsi les angles plans et les angles
diédres de l'angle polyédre gauche auront, pour supplémens res-
pectifs , les angles diédres et les angles plans correspondans de l'an-
gle polyédre ordinaire.

Ces considérations sont susceptibles d’une multitude d’applications

(*) On comprend qu’ici, comme au commencement de l'article, il ne pent
&tre question que d’angles aigus,
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diverses, parmi lesquelles nous choisirons, comme exemples, les
deux suivantes :

Il est connu que les arcs de grands cercles abaissés des irois
sommels d'un triangle sphérigue, sur les directions des cétés res-
pretivement opposés , se coupent tous trois aw méme point.

Douc, dans deux iriangles sphérigues , polaires I'un delauire
les points de concours des directions des cdiés opposés appartiens
nent tous trois & un méme arc de grand cercle.

Il a été démontré par MM. Hachette ct Binet que, s/ devx
plans mobiles sont assujeitls & passer consiamment par deux droi-
tes fixes non sttuées dans un méme plan, et & se couper cons-
Zamment & angle drott , le liew de leur intersection sera une sur—
Jace gauche du second ordre, se réduisant & une surface conigue,
si les deux droites sont dans un méme plan , et @ un cylindre, si

elles sont paralléles.
Donc, lorsqu'une droite glisse sur denx autres , non situées dans

un méme plan, de telle sorte que la partie interceptée entre elles
soit constamment vue sous un angle droit d'un certain point de
Lespace ; cette drotte engendrera une surface gauche du sccond or-
dre , lagquelle , lorsque les deux droites Jizxes seront dans un méme
plan , se réduira au plan de ces drofies. Dans le dernier cas, la
droite mobile enveloppera une ligne du second ordre.

7 Concevons que , par l'accroissement progressif du nombre et
la dimination progressive de la grandeur de ses angles plans et de
ses angles diddres, 'angle polyédre gauche, dont il a é1é question
ci-dessus , devienne une suiface développable , 'angle polyédre sup-
plémentaire correspondant deviendra une surface conique, et ces deux
surfaces conserveront les propriétés relatives de celles dont elles se-
ront les limites.

Si les génératrices rectilignes de cette surface développable sont
d'inclinaison coustante par rapport 4 un certain plan, les rayous
vecteurs des poles de ses plaus tangens feront des angles égaux avec
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le rayon vecteur du pdle de ce plan, et conséquemment la surface
conique supplémentaire sera une surface de révolution.

Si, dans ce méme cas, 'aréte de rebroussement de la surface dé-
veloppable se réduit a un point, cette surface développable se trans-
formera en un céne de révolution et sa polaire en une courbe
plane ; d’oft on voit que la surface conique , qui a pour base la
courbe polaire d’an cone de révelution , est elle-méme de révolution.

8. Par une droite quelconque pg, et par chacun des points &,
b,c,d, ... de Uespace, faisons passer des plans pag, pbg, pcq,
PG 5« oy €t suppusons qu'il existe, entre les distances mutuelles
de ces points , une relation telle qu’elle donne lieu & une autre
relation tout-&-fait semblable entre les sinus des angles diedres for-
més par les plans qui interceptent ces distances ; en d’autres termes
supposons qu’une transversale rectiligne perce ces plans en des points
A,B,C,D,..., tels que la méme relation subsiste encore en rem-
placant respectivement les points de la premiére suite par cenx-ci;
les poles respectifs @/, &/, ¢/, d', ..... ne seront autres que les points
o les plans polaires des points @, 6,c¢, 4, ... seront percés par
la polaire conjuguée de la droite pg. Or, les rayons vecteurs de ces
poles faisant entre eux des angles égaux aux angles diddres des
plans correspondans , 1l s’ensuit que la relation supposée subsistera
encore en y changeant @, &, ¢,d, e en a/, b/, ¢’ , d/, ..., res—
pectivement.

Donc, s'il existe une relation de nature projective enire les dis-
tances mutuelles de différens points a, b, c,d, w.... de lespace,
et gue a/ W, , &', ...... solent respectivement les points ou une
transversale arbitraire perce les plans polaives de ces différens points
relatifs a une sphere quelconque ; cetie reletion subsistera encore
lorsqu’on aura accentué toutes les lettres qui désignent les points
de lespace dont il sagit.

Aiusi , par exewple , les plans polaires de quaire pornts harmo-
nigues forment un sysiéme harmonigue , et réciproquement ; et il
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en est de méme de quatre droites harmoniques et de leurs polai-
res COU]US‘U&(’S.

Il est connu que, st @, 4, ¢, d sont les sommets consécutifs d'un
quadrilatére gauche, et qu'une surface du second ordre coupe le
coté ab en e et £, le c6té been g et 2, le cOtéed en 2 et £, le
cOlé du en / et m, on aura

ac.af.bg.blciick.dldm=be.bf.cg.ch.di dk.al.am ;

et, parce que cette relation est de nature projective,, on en dé-
duira la suivante:

Soient @, 4, c, d les quatre faces d’'un angle polyédre gauche.
Soit une surface du second ordre a laquelle soient menés deux plang
tangens ¢ et f par l'aréte (ab), deux plans tangens g et Z par l'aréte
(6c), deux plans tangens ¢ et £ par l'aréte (¢d) , et enfin deux plans
tangens / et m par laréte (da). Si l'on ddsigne respectivement par
@b, e, d e, g, ki, k', I les poiuts ol ces douze plans
coupent une transversale rectiligne quelconque, on aura

a'ealf by bl il A A = bl b g B A a'l am!
£

9. Soit r le rayon d’une sphére directrice. Soit & la distance de
son centre & un point, une droite ou un plan; et soit & la dis-
tance du méme centre au plan polaire de ce point, & la polaire
conjuguée de cette droite ou au péle de ce plan; on aura, comme
Von sait, dd’=r* d’ott

r? r2

=d'—l ) d’/:—

Par conséquent, s'il existe une relation quelconque entre les dis-
tances du centre de la sphére directrice aux sommets, arétes et fa-
ces d’'un polyédre, on obtiendra, en faisant usage de ces formu-
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les, la relation correspondante entre les distances du méme centre
aux faces, arétes et sommets d'un autre polyédre, polaire récipro-
que de celui-la. Ces deux polyédres auront évidemment un égal
nombre d’arétes , et chacun d’eux aura auntant de sommets triedres,

tétraédres , pentagdres, ..., que lautre aura des faces triangulaires,
quadrangulaires , pentagonales, .....

En raisonnant ici comme nous l'avons fait ci-dessus (3}, on re-
connaitra aisément que le lieu des pieds des perpeudiculaireg abais-
sées du centre de la sphére directrice sur tous les plans tangens 3
la polaire réciproque d'une autre sphére , est une sphére déerite sur
le grand axe de cette polaire pris ponr diametre. Cette dernicre
sphére se réduit d’ailleurs au plan tangent au sommet , lorsque la
surface polaire est un paraboloide.

On reconnait par la que la polaire réciproque d'une sphére, par
rapport & une autre sphére directrice , est une surface de révolu-
tion da second ordre, ayant pour foyer le centre méme de la sphere
directrice. Voici, au surplus, un autre moyen de parvenir a celte
conclusion.

Lorsqu’une surface cylindrique est circonscrite 3 une sphére, la
ligne de contact est plane et perpendiculaire aux génératrices rec—
tilignes de cette surface. En passant donc de cette sphére & sa po-
laire réciproque, cette propriété se transformera dans la suivante :

Si un coéue circonscrit & la polaire réciproque d’une sphére a son
sommet dans le plan polaire de son centre, le plan de la ligne de
contact passera par le centre de la sphére directrice et se trouvera
perpendiculaire 2 la droite qui unit ce point au sommet du cone,

Or, le centre de la sphére directrice et le plan polaire du cen-
tre de l'autre sphére ne peuvent jouir d’une telle propriété, & 'é-
gard de la polaire réciproque de cette dernicre, & moins que ce
point et ce plan n’en soient le foyer et le plan directeur.

Donc , /a polaire réciproque d'une sphére, par rapport & une au-
tre sphére , est une surface de révolution du second ordre, qui a
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pour foyer le centre de la sphire directrice et pour plan directeur
le plan polaire du centre de lautre sphére.

On s’assurera d’ailleurs facilement (3) que cette surface polaire
réciproque est un ellipsoide , un paraboloide on un hyperboloide ,
suivant que le centre de la sphére directrice est intérieur i lautre

sphére, sur sa surface ou hors d’elle.

10. Cette théorie est susceptible d’un grand nombre d’applications
entre lesquelles nous choisirons les suivantes :

On sait que Zous les angles inscrils & une sphére , qui s’appuyent
sur un méme diaméire sont droits.

Donc , si l'on méne deux plans tangens & une surface de ré—
volution du second ordre, par une droite tracée arbitrairement dans
son plan directeur ; les deux plans déterminés par le foyer et par
les intersections des deux plans tangens avec un auire plan langent
quelconque , seront rectangulatres.

On sait que /e cdne circonscrit a une sphére et celui qui , ayant
son cenire pour sommet , passe par la ligne de contact du premier
son? deux cones de révolution ayant pour axe commun la droite
qui joint leur sommet , lagquelle est perpendiculaire au plan de la
ligne de contact.

Donc, 1.° toute surface conique qui, ayant son sommet au foyer
d'une surface de révolution du second ordre, passe par une sec-
tion plane quelcongue de cette surface de révolution, est elle-
méme une surface conique de révolution ; 2.° la droite qui joint
le foyer au pdle du plan de la section, faite dans la surface
du second ordre, est l'axe de la surface conigue; 3.° enfin cet
aze est perpendiculaire au plan déterminé par le foyer et par la
commune section du plan directeur et du plan de la section faite
dans la surface du second ordre.

On sait que /Je centre d'une sphére, le sommet d'un céne circons-
¢crit et le cercle de contact sont situés sur une méme autre sphére.

Donc , le plan directeur d’une surface de révolution du second
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ordre , une surface conigue circonscrite et le plan de la ligne de
contact touchent une avire surface de révolution du sccond ordre
de méme foyer que la premiére. On trerait de 1a des conséquen-
ces analogues a celles qui ont été énoncées (4).

On sait que le licw du sommet d'un angle triédre tri-rectangle
mobile , dont les faces sont constamment tangentes & une surface
quelcongue du second ordre, pourvue d'un centre, est une sphére
qui lui est concentrigue,

Donc , s¢ un angle triédre iri-rectangle mobile a son sommet en
un point fixe, le plan mobile ,déterminé par les intersections de ses
trois arétes avec une surface quelcongue du second ordre, enve—
loppera une surface de révolution de méme ordre, dont le foyer
sera le sommet fixve de langle triédre mobile.

On sait que le liew du sommet d'un angle triédre tri-rectangle
mobile , dont les faces touchent constamment une surface du second
ordre dépourvue de centre, est un plan. -

Donc , st un angle triédre iri-reciangle mobile a son sommet en
un point fixe, pris sur une surface quelconque du second ordre,
le plan déterminé par les intersections de ses trois arétes avec cette

surface passera constamment par un méme point de la normale qui
répond au sommet de I'angle.
- Eit. , etc., elc.

11. On voit donc que les propriétés angulaires et descriptives d'un
systéme de surfaces de révolution du second ordre confocales sont
réciproques de celles qui appartiennent & un sysiéme de sphéres ,
situées arbitrairement dans I'espace. Conséquemment, tout théoréme
ou tout probléme relanf & de telles sphéres a nécessairement son
analogue relatif & un pareil nombre de surfaces de révolution con-
focales du second ordre. Ainsi, par ‘exemple, de ce que les plans
cordes commuuns & trois sphéres, prises deux X deux, se coupent
tous trois suivant une méme droite, ¢t de ce que les plans cordes
communs & quatre sphéres, prises également deux & deux, con-

s
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courent tous six au méme point, il s'ensuit que les surfaces coni-
ques circonscrites A trois surfaces de révolution confocales du second
ordre, prises deux & deux, ont leurs trois sommets sur une méme
droite, et que les surfaces coniques circonscrites & quatre surfaces
de révolution confocales du second ordre, prises également deux
4 deux, ont lears six sommets situés dans un méme plan, aux
intersections de quatre droites, .

Voici encore deux applications :

Il est manifeste que , si un angle triddre mobile et invariable a
ses faces respectivement tangenles & trois sphéres concentrigues , son
sommet décrira ,. dans lespace, une quatrieme sphére , concentri=
que & ces irois-la, tandis que le plan des trois points de contact
enveloppera une cinquieme sphire , qui leur sera également con-
centrigue.

Douc, lorsque trois surfaces de révolution confocales du second
ordre ont le méme plan directeur , si un angle triedre, mobile et in-
variable quelconque , tourne autour de son sommet , fizé a leur foyer
commun , le plan des intersections respectives de ses arétes avec
ces trols surfaces enveloppera une quatriéme surface de révolution
du second ordre, et le point de concours des plans tangens & ces
surfuces en ces trois points en décrira une cinguiéme. En ouire
ces deux derniéres auront méme foyer et méme plan directeur gue
les trois autres.

On prouve aisément que la sphére qui a pour diamétre la dis-
lance entre les centres de similitude directe et inverse de deux sphé—
res données est telle que , de chacun des points de sa surface, on
voil ces deux sphéres sous le méme angle.

Donc, si un plan se meut dans lespace , de telle sorte gu'il coupe
constamment deux surfaces de révolution confocales du second or-
dre suivant des courbes qui appartiennent & des cénes de révolu-
tion égaux , ayant leur jfoyer pour sommet commun, ce plan en-
veloppera une troisiéme surface de révolution du second ordre, de
méme foyer que les deux premiéres.

Tom. XVIII 28
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Et de 1A encore ‘

Si un plan se meut dans Uespace, de manitre que sesintersec—~
tions avec trois surfaces de révolution confocales du second ordre
appartiennent & irois cénes égaux de révolution , ayant leur foyer
pour sommet commun , ce plan enveloppera une surface conigue du
second ordre.

12. Nous croyons devoir déclarer, en terminant, qu’il est fort
loin de notre pensée de prétendre nous attribuer la propriéié ex-
clusive des divers théorémes que nous venons de démontrer, et
dont il nous eut éié facile d’étendre indéfiniment la liste. Nous ne
doutons pas que quelques-uns d’entre eux ne soient déja connus,
et il se pourrait méme que tous eussent déja éié découverts par
d’autres que par nous. Tout ce que nous pouvons affirmer avec cer-
titude , c’est qu’en rédigeant l'article qu’on vient de lire, nous ne
nous sommes uuiquement aidés que du contenu de la. lettre de M,
Poncelet déjd citée. C’est sans doute un devoir, lorsquon s’aide da
travail d’autrui, de citer soigueusement les sources ot I'on a puisé,
mais on serait évidemment découragé de toutes recherches si, aprés
étre parvenu, par ses propres méditations,, & quelque résultat que
Pon croit nouvean, on était tenu , avant de rien mettre au jour ,
de lire tout ce qui aurait pu étre écrit sur le méme sujet.




