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RESOLUES. 15

Solution des quatre problémes de géoméirie
énoncés & la pag. 56 du présent volume;

Par MM. BosiLLier , professeur & I'Ecole des arts et mé-
tiers de Chalons-sur-Marne ; Rocie, professeur de Mathé-
matiques , de physique et de chimie a I'Ecole d’artil-
lerie de la marine, et VALLEs, éleve ingénieur des ponts
et chaussces.
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LORSQU’UN corps pesant pose par plusieurs points ou par une base
finie sur un plan horizontal , on sait qu’il ne peut y éire en équi-
libre qu’autaut que la projection de son centre de gravité sur ce
plan, tombe dans I'intérieur ou du moins ne tombe pas en dehors du
plus petit polygone convexe yui enferme tous les points d’appui.

Mais la stabilité de Pégnilibre d’un tel corps peut étre plus ou
moius grande ; et d’abord elle sera évidemment d’autant plus grande,
toutes choses égales d’ailleurs, que son centre de gravité sera plus
voisin de sa base; et, pour le dire en passant, cest par la raison
contraire que nos voitures publiques versent si fréquemment.

La base du corps étant donnée, ainsi que I’élévation de son cen-
tre de gravité, si cette base_est un cercle et que le centre de gra-
vité se projette & son centre , il est manifeste que l'équilibre sera
également stable dans toutes les directions ; mais il n’en sera plus
de méme dans le cas contraire , c’est-a-dire, lorsque la base cessera
d’étre un cercle ou lorsqne cette base étant un cercle, la projection
du centre de gravité ne coincidera plus avec son centre.

Si, par exemple , cette base est une courbe fermée, et que du poiug
ou le centre de gravité se projette sur elle, on lui méne des nor-
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males, il est manifeste que la stabilité sera la plus grande possible
dans le sens de la normale la plus longue, etla moindre possible
du c6té de la plus courte. Il est visible , en outre, que, par un
changement de disposition dans les parties du corps qui, sans éle~.-
ver ni abaisser le centre de gravité, en déplacerait seulement la
projection, on ne pourrait augmenter la stabilité dans un sens sans la
diminuer en méme temps dans I’autre, Si , par exemple on faisait coin-
cider la projection du centre de gravité avec l'une des extrémités
de la plus longue corde qui ptit étre menée dans la base, on aurait,
dans la direction de cette extrémité & l'antre, la plus grande stabilité
possible, etune stabilité tout-a-fait™nulle dans la direction opposée.

Toutes ces remarques subsistent également, soit que'la courbe fer-
mée qui forme la base du corps soit soumise i la continuité ma-
thématique, soit qu’elle soit simplement soumise & la continuité phy-
sique , ainsi qu’il arriverait si elle était formée par des courbes di-
verses et des droites, tangentes les unes aux autres. Quant au cas
ou le périmétre de cette base présenterait des ahgies rectiligues, cur-
vilignes ou mixtilignes, on pourrait remplacer leurs sommets par
des courbes infiniment petites d’'un rayon de courbure nul, dirigé
vers la projection du centre de gravité; de sorte qne les droites
menées de ce centre aux sommets des angles de la base devraient
étre réputées des normales.

Pour qu’un corps pose le plus convenablement sur un plan qu’il
touche par une base finie, il convient que, dans le sens méme ou
ce corps a la moindre stabilité, cette stabilité soit néanmoins aussi
grande qu’elle puisse I'étre. Il poserait, au contraire, de la maniére
la moins favorable, si, dans le sens de la plus grande stabilité, sa
stabilité était la moindre possible.

On se trouve donc conduit, par ces considérations, & se propo-
ser les deux problémes généraux que voici: ‘

L. Quel est, dans Uintérieur dun polygone plan rectiligne , miz-
tiligne ou curviligne , ou .d'une courbe plane fermée , continue ou
discontinue , le point dont la moindre distance & son périmétre est
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la plus grande possible , ou celui dont la plus grande distance &
son périmétre est la moindre possible ?

En étendant la question aux trois dimensions de l'espace, on est
conduit a cet autre probléme général :

IL Quel est dans lintérieur d'un polyédre terminé par des sur—
Jaces planes ou courbes , ou dans lintérieur d'une surface courbe
Jermée , continue ou discontinue, le point dont la moindre distance
@ cette surface est la plus grande possible ,ou celui dont la plus
grande distance a ceiie méme surface est la moindre possible ?

Ce sont ces problemes , bornés au triangle et au tétraédre , les
polygone et polyédre les plus si:uples, que nous avons entendu pro-
poser a la pag. 56 du présent volume , et nous regrettons de ne
pas en avoir fait précéder I'énoncé des développemins dans lesquels
nous venons d’entrer, et qui en auraient mieux fait saisir esprit.

Il est résulté de 1a que deux des géomeétres qui se sont occupés
de ces problémes, MM. Roche et Valles, ont entendu, par plus
courte distance d'un point au périméire d’un triangle, la plus courte
des perpendiculaires abaissées de ce point sur ses coiés, et par plus
longue distance de ce point & ce méme périmétre la plus longue
des droites menédes de ce point aux trois somwmets, et ils en ont
agi d’une maniére analogue pour le tétraédre. Quant & M. Bobil-
lier, il a constamment considéré le mot distance comme synonyme
de perpendiculaire sur les cdtés.

Les deux problémes qu’il s’agissait de résoudre paraissaient étre
ceux-ci :

I. Placer un point dans lintérieur d'un triangle , de telle sorte
qu’en menant de ce point des perpendiculaires sar les cdtés du trian-
gle et des droites & ses sommets, la plus courte de ces six droi-
tes soit la plus grande possible , ou de telle sorte que la plus lon-
gue de ces siz droites soit la plus courte possible ?

IL. Placer un point dans lintérieur d'un tétraédre , de telle sorte
gu'en menant de ce point des perpendiculaires sur ses faces et des
droites & ses sommets , la plus courte de ces huit droites soit la plus



178 QUESTION
longue possible , ou -de telle sorte que la plus longue de ces hut
droites soit la plus courte possible ? ;

Au lien de cela , M¥. Vailes et Roche se sont proposés les qua-
tre problémes que voici :

I. Quel est le point de lintérieur d'un triangle dont la plus
courte distance & ses cités est la plus grande possible ?

. Quel est le point de lintérieur d'un triangle dont la plus
grande distance @ ses sommets est la moindre possible ?

L. Quel est le point de Uintérieur d'un tétraédre dont la plus
courte distance a- ses faces est la plus grande possible ?

IV. Quel est le point de Pintérieur d'un tétraédre dont la plus
grande distance & ses sommeis est la moindre possible P

Nous ne prétendons pas dire que les deux problémes ci-dessus
ne se raménent pas a ces quatre derniers; mais, pour en complé-
ter 'analyse, encore faudrait-il faire voir qu'ils s’y rapportent.

MM. Vallés et Roche ont trouvé tous deux que les deux pre—
miers problémes sont respectivement résolus par les centres des cer-
cles inscrit et circonscrit, et gue les deux derniers V'étaient respec-
tivement par les centres des sphéres inscrite et circonscrite.

Supposons en effet, dit M. Vallés, que du centre ¢ du cercle
inscrit on abaisse des perpendiculaires 7 sur les trois c6tés du trian-
gle, ces perpendiculaires le diviseront en treis quadrilateres bi-rec-
tangles, et tout autre point p, intérienr au triangle , appartiendra
nécessairetaent a un de ces quadrilatéres. La distance de ce point
p au coté opposé sera nécessairement plus. grande que r, et la somme
de ses distances aux deux autres sera moindre que 2r; d’ou il suit
que 'ane d’elles an moins sera moindre que r; M. Vallés conclut
de 13 que le point ¢, centre du cercle inscrit, est celai dont la
moindre distance aunx c6tés du triangle est la plus grande possible.

Pour prouver cette méme assertion, M, Boche imagine que par
le point ¢ on a mené des paralleles aux trois ¢6tés du triangle, et
il remarque qu’il n’est aucun point p de son intérieur qui ne soit
compris entre un c6té et sa parali¢le ; d'ott il conclut que la plus



RESOLUES. 179
courte distance de ce point p & ce coté sera moindre que la dis-
tance r au méme cb6té du centre ¢ du cercle inscrit.

M. Vallés suppose ensuite que du centre € du cercle circonscrit
on ait mené, aux trois sommets du triangle, des droites B qui le di-
viseront en trois autres, dans 'un desquels se trouvera nécessaire-
ment tout autre point P de son intérieur. La distance de ce point
au sommet opposé sera évidemment plus grande que R, et la somme
de ses distances aux deux antres sommets sera moindre que 2R ;
d’olr il résulte que I'une d’elles au moins sera moindre que £; le
centre € du cercle circonscrit, conclut M. Vallés , est donc le point
de lintérieur du triangle dont la plus grande distance & ses som-
mets est la moindre possible.

Pour prouver cette méme assertion , M. Roche imagine que, des
trois sommets du triangle pris pour centres et avec le rayon AR du
cercle circonscrit, on ait décrit trois arcs entre ses cotés, et il re-
marque qu’il n’est aucan point P de l'intérieur de ce triangle, au-
tre que le centre € de ce cercle circonscrit, qui ne soit extérieur
a l'un de ces trois arcs au moins; d’ott il conclut que la distance
de ce point P au sommet qui est le centre de cet arc, sera plus
grande que la distance du centre € du cercle circonscrit au méme
sommet. ]

M. Vallés ne néglige pas d’observer que cette derniére solution
est en défaut pour les triangles obtusangles, pour lesquels il faut
remplacer le centre du cercle circonscrit par le milieu du plus grand
des trois cotés.

L’extension de tout ceci au tétraédre est trop facile pour que
nous croyons nécessaire de nous y arréter.

Dans sa maniere d’envisager la question , M. Bobillier s’est borné
3 démontrer ces deux théorémes :

1. Il n'est aucun point, dans [Pintérieur d'un iriangle , dont la
moindre distance & ses cdtiés soit plus grande, ni dont la plus grande
distance & ces mémes cOlés soit moindre que le rayon du cercle
inscrit,
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. Il v’est qucun point, dans I'intérieur d'un tétraddre , dont la
moindre distance @ ses jfaces soit plus grande , ni dont la plus grande
distance @ ses faces soit moindre que le rayon de la sphére inscrite.

La maniére dont M. Bobiilier justifie ces deux assertions est re-
marquable par sa netteté , sa sumplicité et son élégance.

I. Soient d’abord A, B, C les trois sommets d’un triangle, @,
&, c les cotés respectivement opposés, 7 le rayon du cercle ins-
crit et 7 sa surface; on aura, comme l'on sait,

2T=r(a-+b+<) .

Soit ensuite P un point situé d’une maniére quelconque dans Vin-
térieur du triangle, duquel soient abaissées respectivement sur ses
c6iés les perpendiculaires @, B, . En considérant ce point P comme
le sommet commun de trois autres triangles, ayant respectivement
pour bases les trois ebtés 2, &, ¢, on aura

2T:a°‘+z’@+5'l s

et par conséquent

ao4-bB--cy=r(a+-b-4-c) ;

ou encore

a(a—r)t-b(f—r)tc(y—r)==0 .
Or, comme la somme de trois quantités des mémes signes ne sau-
rait éwre nulle, on voit déjd que les distances «, 3, y ne sauraient
étre ni toutes trois plus grandes ni toutes trois moindres que 7.

Il est donc absurde de supposer que la moindre des trois est plus
grande que le rayon 7, puisque les deux autres le seraient, 3 pius
forte raison ; ni que la plus grande est moindre que ce rayon, puis-
que les deux auntres devraient I'étre aussi.

11 Soient, en second lien, A, B, C, D, les quatre sommets d'un
téiraédre, a, 4, ¢, d, les aires des faces respectivement opposées ,
r le rayon de la sphére inscrite et 7 le volume du tétraédre; on
aura, comme lon sait,
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3Tr=r(a+o4c+d) .

Soit ensuite un point P, situé d’une manicére quelconque dans
Vintérieur du tétraédre , duquel soient abaissées respectivement sur
ses faces les perpendiculaires o, 5, y, 8. En considérant ce pownt P
comme le sommet commun de trois antres tétracdPes, ayant respec-
tivement pour bases les quatre faces ¢, 4, ¢, d, on aura

3T=a0}-tf4-cy+dd ,

et par conséquent

ao4-bf-cyt-dS=r(atb+-ctd) ; :

ou encore
a(am=r)+-b(B—r)4c(y—r)+4-d(d—r)=o0 .

En raisonnant sur cette dernitre équation, comme ncus l'avons
fait ci-dessus sur son analogue, on verra, sur-le-champ, 1.° que
les perpendiculaires «,-$, vy, & ne sauraient étre ni toutes les qua-
tre plus grandes ni toutes les quatre plus petites que le rayon r;
2.° que par conséquent la moindre d’entre elles ne saurait étre plus
grande ni la plus grande d’entre elles moindre que ce rayon r.

On pourrait ausst se proposer ces deux problémes :

L Quel est le point de lintérieur dune surface plane fermée ,
dont les distances aux divers points de son périmétre sont les moins
inégales possibles , de telle sorte que lexcés de la plus grande de
ces distances sur la plus peiiie soit un minimum ?

1. Quel est le point de lintérieur d'un corps dont les distances
aux différens points de sa surjace sont’les moins inégales possibles,
de telle sorte gque lexcés de la plus grande de ces distances sur la
plus petite soit un minimum ?

Ne serait-ce point alors le centre de gravité du périmétre qui ré-

Tom, XV1II 25
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soudrait le premier de ces deux problémes, et le centre de gravité
de la surface qui résoudrait le second ?




