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OPTIQUE.

Recherches sur la caustique par réfraction
relative au cercle ;

Par M. THOMAS de ST-LÀURENT , capitaine au Corps royal
d'Etat-Major.

( Extrait; par M. GERGONKE. )

JLA recherche de l'équation générale de la caustique par réfraction
relative au cercle, quelque méthode d'ailleurs qu'on tente de lui
appliquer , s'offre sous un aspect capable de décourager le calcu-
lateur le plus intrépide. Au défaut de cette équation , XI. de St-
Laurent , qui paraît s'être dévoué spécialement aux spéculations de
ce genre , a voulu du moins obtenir la caubtiqne pour quelques
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% CAUSTIQUE PAR REFRACTION
cas,particuliers ; et tel est le sujet d'un mémoire assez étendu qu'il
nous a fait l'honneur de nous adresser , et que nous nous déter-
minons d'autant plus volontiers à ne publier que par extrait , que
déjà l'auteur 9 après avoir traité quelques cas particuliers de la caus-
tique par réflexion relative au cercle ( Annales , tom. XYII, pag,
i.re ) a donné ensuite l'équation générale de cette courbe ( pag.
128 ) ; qu'il faut espérer qu'il en sera de même pour la causti-
que par réfraction, et que dès lors il aura ainsi lui-même rendu
inutile le mémoire que nous extrayons présentement. Nous aurons
soin d'ailleurs de l'analyser de manière qu'il n'y ait de perdus pour
le lecteur que des détails de calcul et des transformations que cha-
cun peut aisément suppléer à son gré.

Pour rendre les formules d'une interprétation plus facile 5 voici
les notations que nous croyons devoir adopter.

Soit r le rayon d'un cercle séparateur de deux milieux plans
homogènes 5 d'un pouvoir réfringent inégal 5 dont nous supposerons
le centre à l'origine des coordonnées rectangulaires. Le point rayon-
nant sera {x1 , J / ) > le point d'incidence d'un rayon quelconque, sur
la circonférence du cercle , sera ( /, u ) , et le point de contact du
rayon réfracté correspondant avec la caustique sera (x,y)-, enfin
6/ sera l'angle d'incidence et 6 l'angle de réfraction ; et nous sup-
poserons que le rapport constant de leurs sinus est celui de X/ à
À; de manière? que , excepté t et u , toutes les lettres accentuées
seront relatives à l'incidence , et toutes les lettres non accentuées
relatives à la réfraction. On âiîra d'ailleurs

f+u*=zr\ (1)

Si l'on voulait faire usage du théorème de MM. Sturm et Que-
telet ( Annales, tom. XVI 5 pag. 307 ) il faudrait considérer la
caustique comme la développée de l'enveloppe de tous les cercle!
compris dans l'équation générale
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dans laquelle t et u sont deux paramètres, liés par la relation ( i) .
On trouve facilement, pour l'équation de celte enveloppe , trajec-
toire orthogonale des rayons réfractés 9 réquation du quatrième degré

r
2)

ce qui confirme complètement la conjecture que nous avions for-
mée il y a déjà bien long-temps ; savoir ? que les caustiques les plus
compliquées sont souvent des développées de courbes assez simples.

La recherche de la caustique pourrait donc se réduire à celle
de la développée de la courbe, donc voilà l'équation. M. de $t~
Laurent ne pense pas qu'il y ait beaucoup à gagner à suivre cette
voie ; et en conséquence ? il considère immédiatement la caustique
comme la courbe enveloppe des rayons réfractés. On pourrait tout
au moins chercher quels sont les points de courbure maocima et
minima de cette trajectoire, et en déterminer les centres de cour-
bure , qui seraient les points de rebroussement de la caustique.

M. de St-Laurent prend pour données immédiates la longueur
du rayon incident, comptée depuis le point rayonnant jusqu'au point
d'incidence, et la longueur de la corde interceptée sur sa direction
par le cercle séparateur, II prend pour inconnues immédiates la lon-
gueur du rayon réfracté 5 comptée depuis le. point d'incidence jus-
qu'à son point de contact avec la caustique, et la corde interceptée
sur la direction de ce rayon par le cercle séparateur. Nous allons
d'abord employer les coordonnées. Il nous sera facile ensuite de
passer aux données et aux inconnues de Fauteur.

Le rayon incident , la normale au cercle au point d'incidence
et le rayon réfracté font avec Taxe des ce des angles dont les tan-
gentes tabulaires sont respectivement
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yf—u U y—U

* 7 y QC—t '

d'où ou conclut ? par les formules connues 9

Sin.O—
oc—i t ' yt—xu

y'—u

Sin.9'~ — - ^

et ensuite, par les lois de la dioptrique ,

yt~-xu yft—x'u

c'est là, pour chaque point d'incidence (/5^) , l'équation en x et
y du rayon réfracté. Cette équation semblerait être double > à rai-
sont des doubles signes dont les radicaux sont susceptibles; mais
c'est bien ainsi qu'elle doit être écrite pour la question qui nous
occupe. Si , en effet ? on suppose X/=^Xy c'est-à-dire , si l'on suppose
que la réfraction est nulle, le rayon réfracté ne doit être alors que
le prolongement du rayon incident 5 et doit conséquemment conte-
nir le point rayonnant (# ' 9 y0 sur sa direction. 11 faut donc que,
dans ce cas , Inéquation soit satisfaite en posant à la fois xr=zx/ et
J — J ^ C'est ce qui arrive en effet et ce qui n'aurait pas lieu si
nous eussions adopté d'autres signes.

Si pourtant, dans la vue de résoudre cette équation 5 on en fait
* disparaître les radicaux , elle montera au second degré. On n'a pas

lieu de s'en étonner ? et il est aisé de reconnaître quelles sont les
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deux droites qu'elle exprime alors. En faisant en elïct évanouir les
radicaux, À et À; n'y entrent plus qu'au quarré 5 de sorte qu'elle
reste la même en changeant le signe de À ou de Sin,Q*9 ce qui
prouve qu'elle appartient alors au rayon réfracté et a une autre
droite passant comme lui par le point d'incidence et symétrique-
ment située avec lui par rapport à la normale au cercle en ce
point.

Ces considérations nous paraissent expliquer clairement comment
il arrive que les caustiques par réfraction ont des branches physi-
quement inutiles ? que M. de St-Laurent appelle branches obscu-
res 5 par opposition aux branches utiles qu'il appelle lumineuses. Il
est clair qu'il doit en être ainsi toutes les fois que l'équation de
la caustique ne renferme que des puissances paires de \ et À'; et
c'est ce qu'on remarque ? en particulier 5 pour la caustique par ré-
fraction relative à la ligne droite ( Annales, tom. XI , pag, 236
et 251 )* II arrive bien quelque chose d'analogue pour les causti-
ques par réflexions , du moins lorsque leurs équations sont rendues
rationnelles; mais alors la branche obscure se réduit au point rayon-
nant lui-même, de l'expression duquel on peut toujours débarras-
ser l'équation. Ces réflexions montrent au( surplus toute l'importance
du conseil que donne M. Poncelet ( Annales, tom. VIII ; pag. 282 )
de bien étudier, dans chaque problème, les équations de départ,
afin de se mettre en état d'interpréter exactement les résultats qu'on
en obtient.

Si présentement nous rendons aux coordonnées / et u du point
d'incidence leur variabilité, l'équation (2) appartiendra à tous les
rayons réfractés ; e t , pour obtenir l'équation de leur courbe enve-
loppe 5 c'est—à-dire , de la caustique , il faudra , suivant les théo-
ries connues ( Annales , tom* III, pag. 36i ) , i.° difTérentier les
équations (1) et (2)., par rapport à / et u seulement; 2 0 élimi-
ner entre leurs différentielles le rapport de àt à du ; 3° enfin,
éliminer i et u entre l'équation résultante et ces mêmes équations
(1) et ( 2 ) .
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Les différentielles de ces deux équations sont

—xdu)—(yt—xu){(r.—t)dt+(y—u)âu

—x'àu)~- (yjt—x'u){{x'—t)dt+(y'--u)àu}

Multipliant la dernière par# , remplaçant à mesure uàu par sa va-
leur — tàt, que donne la première ? et divisant enfin par àt > il
viendra

(xt+yu) {<

(3)

de sorte que l'équation en x et y de la caustique cherchée sera
le résultat de l'élimination de / et u entre les équations (1) , (2) 9 (3).

Il suit de là que ? pour un point d'incidence donné ( / ,« ) , l'é-
quation (3) est l'équation en x et y d'une courbe qui coupe le
rayon réfracté en son point de contact avec la caustique. Or ? lors-
qu'un point est ainsi donné par l'intersection de deux lignes dont
on a les équations, il Test également par les intersections de tou-
tes autres lignes dont les équations seraient des combinaisons quel-
conques de celles-là ; d'où il suit que f dans la recherche qui nous
occupe, nous pourrons remplacer l'une ou l'autre des équations (2)
et (3) par de semblables combinaisons.

Mais puisque, pour parvenir à notre but, il faut éliminer / et
u entre elles , au moyen de l'équation (1) , nous devons prînci-
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paiement nous attacher à profiter de cette dernière équation pour
rabaisser le degré des deux autres par rapport à ces deux paramè-
tres. On a d'abord ? en vertu de l'équation ( i ) ,

(*—ty+(y—u) * — z(xt+yu)

On a ensuite, identiquement et par l'équation ( i ) ,

au moyen de quoi les équations (2) et (3) deviennent, en quar
rant la première ?

)—(xt+yu)*
)—z&t+yu) \

(4)

Si nous posons présentement

•«)}*

(5)

et z/ seront les longueurs des rayons réfracté et incident 9 comptées



8 CAUSTIQUE PAR REFRACTION
depuis le point d'incidence (/, w) jusqu'au point de contact {% , y)
avec la caustique d'une part et jusqu'au point rayonnant {oc* 9 y')
de Fautre. On en tirera , en quarrant et transposant

r2)-z> , (6)

ïr2)—z'z ; (60

substituant ces valeurs dans les équations (4) et (5), après les avoir
préalablement multipliées par quatre, elles deviendront, eu rédui-
sant 9

2—r2)*

(7)

(8)

Si Ton parvient à tirer de ces équations les valeurs de jz et z' 9

on en conclura facilement, au moyen des équations (6) et (&'), cel-
les de / et u , dont la substitution dans l'équation ( i) conduira à
l'équation en x et y de la caustique cherchée.

Ces équations sont des sixième et septième degrés, par rapport
à z et ^ ; mais il est aisé d'en déduire d'autres d'un degré moins
élevé» D'abord l'équation (7) peut être écrite comme il suit ;

mais, en quarrant l'équation (8) 9 elte devient
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ce qui donne, en retranchant,

Changeant respectivement z2 et z/z en Ç et Ç', tant dans l'équation
(?) <Iue dans cette dernière, elles deviendront

(9)

(10)

équations qui ne sont plus que des troisième et sixième degrés en
Ç et Ç;. En supposant qu'on parvienne à les résoudre par rapport
à ces deux inconnues, on conclura de leurs valeurs, au moyen des
équations

Tom. XVIII



io C A U S T I Q U E P A R R E F R A C T I O N
celles de t et uf dont la substitution dans l'équation (i) conduira
à celle de la caustique cherchée (*)•

Passons présentement aux données et aux inconnues de M. de
St-LaurenU Soient 2*> et 2.9* les longueurs des cordes respective-
ment interceptées par le cercle sur les directions des rayons réfracté
et incident. En continuant de représenter respectivement par 0 et
8/ les angles de réfraction et d'incidence , et en supposant , pour
fixer les idées, que les points (&9f) , (&'* y*) s o n t t o u s deux in-
térieurs au cercle, ce qui est permis, puisque si , par exemple,
le dernier se confondait avec son centre, le premier se confondrait
avec lui ; on aura , par les premiers principes de la trigonométrie,

*>'=rCos.9' y a

d'où on conclura par l'élimination &e Cos.9 et Cos.ô',

z—2*>), (11) ^ / J +y ' a =r*+z>(^— 2?') . (11')

Dans l'hypothèse contraire à celle que nous venons d'admettre 9
et v1 devraient changer de signes ; mais ces quantités devant dispa-
raître des résultats, il importe peu d'avoir égard à cette différence.

(•) Si l'on voulait procéder à l'élimination entre les équations (9) et (10),
on se priverait aussitôt des avantages de la symétrie ; symétrie qui conduit
à soupçonner que l'on pourrait de ces équations en déduire deux autres
où il n'entrât plus que Ç+£r et ££' et où conséquemment on pourrait éli-
miner l'une de ces quantités sans troubler la symétrie. L'analyste qui
trouverait quelque méthode abrégée pour résoudre deux équations de la
forme

rendrait incontestable un grand service à ceux qui s'occupent d'optigue.
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En portant les valeurs (11) et (u ' ) dans les équations (6) et
(6') 5 celles-ci deviennent

u-=r*—vz , (12) y

ces mêmes valeurs portées dans les équations (7) et (8) donnent

(•3)

et la recherche de l'équation en x et y de la caustique se trouve
réduite à l'élimination des six quantités / , u , 9 , vf, z , z* entre
les sept équations (1) , ( n ) , ( n 7 ) , (12) , ( i2 7 ) , ( i3) et (14).

L'équation ( i4) ? comme l'observe M. de St-Laurent , est Télé-
gant théorème de Petit , au moyen duquel on peut construire la
caustique par points. Lorsqu'en effet le point rayonnant P ainsi que
le rapport constant du sinus d'incidence au sinus de réfraction sont
donnés , on peut , pour chacun des rayons incidens , construire la
direction du rayon réfracté. On connaîtra donc alors AjÀ7, 9,9*
et z1

7 et l'équation (14) donnera la longueur z de ce rayon , c'est-
à-dire , la situation de son point de contact avec la caustique.

L'élimination de / et u entre trois de nos sept équations n'offre
aucune difficulté 7 en éliminant tour à tour u et / entre les équa-
tions (12) et ( i2 x ) , on obtient

En ajoutant les quarrés de ces deux équations et ayant égard à l'é-
quation ( i ) , il vient
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*—xftf)%

t—w)a , (i5)

ce qui réduit la recherche de l'équation de la caustique à l'éli—
xnination des quatre quantités 9 ? ç

1
 ? z % zf entre les cinq équations

(11), d i ' ) , ( i3), ( i 4 K ( i 5 ) .
M. de St-Laurent, dans la vue de se procurer des équations auxi-

liaires s utiles pour les applications qu'il a en vue, élimine / et u
de cette autre manière: en combinant l'équation (1) avec les équa^
tions (11) et (LI ' ) , et en quarrant les équations (12) et (12') ou
obtient

d'où en retranchant, réduisant et extrayant les racines

yt—œuz=zz\/r2-- v* , (16) y H—%/u=z/\/r*—v'2 .

Nous adoptons ici les signes nécessaires pour que ces équations f

combinées avec l'équation (i3) , s'accordent avec l'équation (2).
Si , entre les équations (16) et ( lô^ et les équations (12) et

( i ^ ) respectivement 5 on élimine tour à tour y et y/
y oc et xf

 ? on.
trouvera ? en ayant égard à l'équation (1),

(17)
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M.de St-Laurent en conclut, en ayant toujours égard à l'équation

-—v* \ (19)

on en peut conclure aussi

Alors l'équation de la caustique sera le résultat de l'élimination
de f, ^ , 2 , ^ , entre les quatre équations (11), ( n ' )> C1^) >
(i4) et Tune ou l'autre des deux équations (19) et (20),

Pour première application de ces formules , M. de St-Laurent
cherche d'abord à en déduire l'équation de la caustique par ré-
flexion d'une manière moins laborieuse qu'il ne l'avait fait ( An-~
naïes^ tom. XVII, pag, 128 ). On a dans ce cas A/z=—A et P'Z^P 9

ce qui réduit l'équation (14)

l'équation (i3) devient alors inutile 5 mais elle prouve que les deux
radicaux doivent être pris en signes contraires ; de sorte que les
équations (19) et (20) deviennent

O ; (y)

il faudra y joindre les équations ( n ) et ( n ' ) , qui sont

II sera facile de chasser 9 des quatre dernières , au moyen de l'é-
quation (a); on n'aura plus alors qu'à éliminer z et zf

 5 et on
trouvera facilement $ comme M. de St-Laurent l'avait déjà obtenu
la première fois 5
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II serait à désirer que Ton pût mettre cette équation , comme celle
de la caustique par réfraction relative à la ligne droite , sous la
forme irrationnelle } elle en deviendrait probablement plus concise.

Pour deuxième application , M. de St-Laurent suppose que le
point rayonnant est sur la circonférence même du cercle sépara-
teur; ce qu'on exprime en écrivant

C'est alors l'équation ( n ' ) qui devient inutile, l'équation (14} se
réduit à

Xzp*=2Xt>(z—y) ; (oc')

les équations (19) et (20) deviennent

; (y')

on doit y joindre les équations (11) et ( i3 ) , qui sont

Au moyen des équations (<*') et (e7) , on chasse facilement de
et ( /) vf, 9^ et 1/r2—y* des équations (^) et (v7) ; et il ne reste
plus alors qu'à éliminer 9 et z entre les deux équations résultan-
tes et l'équation (#). On trouve ainsi
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En multipliant de part et d'autre par r* , faisant passer le fac-
teur rs du premier membre entre les crochets et se rappelant qu'ici

*, cette équation pourra être écrite comme il suit :

Posant alors Ar=A/p, elle deviendra, en divisant par A/6,

xyt—xtyy^-^f—xP—y')% ;

qui ne diffère de (21) qu'en ce que r y est changé en p. Il en ré-
sulte ce théorème remarquable.

La caustique par réfraction relative au cercle , dans le ras oh
le point rayonnant se trouve situé à la circonférence mêm& du
cercle séparateur , est en même temps la caustique par réflexion
relative au même point rayonnant et à un cercle réflecteur de
même centre que le premier, mais dont le rayon serait au sien
dans le rapport du sinus de réfraction au sinus d'incidence*

Pour troisième application , M. de St-Laurent suppose que la
distance du point rayonnant au centre du cercle séparateur est au
rayon de ce cercle comme le sinus d'incidence est au sinus de ré-
fraction. Cette supposition donne

ou, en vertu de l'équation (xi')

(A'2—A>2=ÀV(z'

mais Féquation (i3) donne

(A"_A>a=À'V—

dune
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ou bien en transposant

d'où, en extrayant les racines

équation qui, comparée â (i4)> doni\e

en cherchant à éliminer entre ces deux équations Tune des deux
quantités ^ et ^ , l'autre disparaît aussi, et il vient

Cette équation nous apprend que les longueurs z> zf des rayons
incident et réfracté sont ici dans un rapport constant Or, c'est une
des propriétés du cercle que les distances de tous les points de sa
circonférence à deux points conjugués p^r rapport à lui sont dans
un rapport constant. On a donc ce théorème :

Lorsque la distance d'un point rayonnant au centre du cercle
séparateur de deux milieux est au rayon de ce cercle dans le
rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction , les rayons
émanés de ce point, après s'être réfractés convergent vers le point
çui lui est conjugué.

Ce théorème dû à M. de la Rive ( Annales, tom. XVI, pag.
76 ) ? outre que quelquefois il est physiquement faux , est de plus
incomplet en ce qu'il ne donne que la caustique qui répond à
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une partie des rayons incidens. Pour le compléter ; M. de St-Lau-
rent observe, comme nous l'avons fait remarquer plus haut , qu'on
peut fort bien changer les signes de v et pf ; et ? en ayant égard
à cette circonstance , il arrive à l'équation

qui rentre dans l'équation (21) lorsqu'on y remplace le point rayon-
nant par son conjugué. II en résulte ce théorème ? non moins re-
marquable que le premier :

La caustique par réfraction relative au cercle ? lorsque la dis-
tance du point rayonnant à son centre est à son rayon dans le
rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction , se compose
i.° du conjugué du point rayonnant, 2.0 de la caustique par ré-

flexion relative au même cercle 9 considéré comme courbe réfléchis-
sante , et à ce point conjugué considéré comme point rayonnant.

M. de St-Laureirt, en renversant ses deux théorèmes 5 en tire
cette conséquence que la caustique par réflexion relative au cercle
peut , de deux manières différentes ? être considérée comme une
caustique par réfraction, savoir ;

i.° En la considérant comme caustique par réfraction relative au
même point rayonnant, mais à un cercle séparateur concentrique
au premier , passant par le point rayonnant, et pour deux mi-
lieux tels que le rapport des sinus d'incidence et de réfraction soit
le même que celui des rayons des cercles séparateur et réfléchis-
sant ;

2.0 En la considérant comme caustique par réfraction pour le
même cercle devenu séparateur, mais pour un nouveau point rayon-
nant qui serait le conjugué du premier, par rapport à ce cercle,
et pour deux milieux tels que le rapport du sinus d'incidence au sinus
de réfraction serait le même que le rapport de la distance de ce
point conjugué au centre du cercle à son rayon.

Tom. XFIIL 3
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M. du St-Laurent considère enfin le cas des rayons incidens pa-

rallèles. On peut ? pour ce cas , poser d'abord

p sera ainsi la distance du point rayonnant au centre du cercle
séparateur , et \f> sera l'inclinaison du rayon sur Taxe des x ; en
substituant dans l'équation (1 î ) et supposant ensuite p infini, oa
aura aussi zf infini, par suite de quoi l'équation (14) deviendra
simplement

substituant ces mêmes valeurs dans les équations (19) et (20) et
observant qu'on peut, après la substitution , supposer z'c=p et l'un
et l'autre infinis, il viendra simplement

équations auxquelles il faudra adjoindra les équations ( u ) et (i3)
i sont

, ()

au Tiioyen des équations (a'/;) et (em) on pourra chasser des trois
autres 9 > t>n et \/r2—v* ; et on n'aura plus qu'à éliminer ^ et z
entres les équations résultantes et l'équation (&")• M. de St-Lau-
rent supposant, pour abréger, que les rayons sont parallèles à l'axe
des x 9 parvient à l'équation

équation résolue par rapport à x.
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ARITHMETIQUE APPLIQUÉE»

Théorie élémentaire de la sommation des piles
de boulets^

Par M. ROCHE , professeur de mathématiques » de physique
et de chimie à l'école royale d'artillerie de la marine de
Toulon.

/Wi'\/V%IV\/\'\/V\/\/V\'Vl/l<V\i\IVV\

\JN présente ordinairement la sommation dçs plies de boulets comme
une application de la théorie des suites dont le terme général est
une fonction rationnelle et entière de l'indice , et ce problème est
très-propre, en effet, à faire comprendre l'utilité de cette théorie.
Mais elle n'est guère accessible aux sous-officiers et soldats d'artil-
lerie , dont l'instruction est généralement bornée à l'arithmétique et
tout au plus à quelques notions très-élémentaires de géométrie; et
pourtant le problème de la sommation des piles de boulets se pré-
sente continuellement à leurs recherches. On pourrait bien , à la vé-
rité , se borner à leur faire apprendre les énoncés des règles pra-
tiques et les exercer à en faire l'application ; mais ? outre qu'il est
pénible , pour des êtres doués d'iutelligence d'employer des procé-
dés dont ils ne savent pas se rendre compte , il est souvent à crain-
dre , dans ce cas , que , par l'effet d'un défaut d'exercice plus ou
moins long 5 les préceptes venant à se brouiller ? dans leur mémoire,
ils n'en viennent à appliquer à un cas la règle qui convient à un
autre. Ce danger est beaucoup moins à craindre lorsque celui qui
opère sait se rendre compte à lui-même des motifs de ses procédés.

Nous croypns dora; ne pas faire une chose dépourvue d'utilité 9 en
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essayant, ici de ramener le problème de la sommation des diverses
sortes de piles de boulets aux notions d'arithiiiétique les plus élé-
mentaires. Nous emploîrons pour abréger les signes algébriques,
mais on verra aisément que leur emploi n'est pas indispensable.

Avant de nous occuper de la sommation des piles de boulets ,
occupons-nous d'abord de la sommation des boulets, des faces qui
les terminent. Ces faces peuvent être des rectangles , des quarrés,
des trapèzes ou des triangles.

1. Si m et n sont les nombres de boulets de deux côtés d'une
face rectangulaire , il est manifeste que le nombre des boulets de
cette face sera mn ; et il en serait encore de même si, par l'effet
d'une construction vicieuse , le parallélogramme était obliquangle ,
au lieu d'être rectangle.

2. Si le rectangle devenait un quarré dont chaque côté fut formé
par n boulets , le nombre des boulets de ce quarré serait donc n2 ;
et il en serait encore de même si , par l'effet d'une construction
viciense, le quarré dégénérait en un rhombe.

: 3 . Supposons qu'il erf soit ainsi , et que la petite diagonale du
rhombe soit égale à chacun de ses côtés, ce rhombe équivaudra
alors à deux triangles équilatéraux ayant base commune ; de sorte
que 9 si Ton voulait en former deux triangles équilatéraux isolés l'un
de l'autre , il faudrait introduire une nouvelle base de n boulets.
Ainsi , pour former deux faces triangulaires ayant chacune des cô-
tés de n boulets, il est nécessaire d'employer /2a-f-/2 ou /2(/2 + i)
boulets ; donc le nombre des boulets contenus dans une seule face

triangulaire, dont les côtés contiennent n boulets, est —-. .

4- Soit enfin une face figurée en trapèze ; et soit n le nombre
des boulets de l'un des côtés non parallèles et m le nombre de ceux
de la petite base , comme il y a à sa suite , et parallèlement à sa di-
rection, /z —i rangées de boulets, croissant constamment d'un boa-
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let d'une rangée à l'autre, il s'ensuit que le nombre des boulets
de la grande base du trapèze sera m-^-n—i.

Ce trapèze sera évidemment composé d'un parallélogramme ayant.
n boulets dans un sens et m dans l'autre, et d'un triangle ayant
tous ses côtés de n boulets ; ces deux figures ayant un côté com-
mun de n boulets. Si on veut les isoler l'une de l'autre , il fau-
dra introduire dans l'une les n boulets du côté commun enlevés
par l'autre. Le nombre total des boulets du triangle et du pa-
rallélogramme sera ainsi (i) et (3) \*mn ; donc le nombre

des boulets du trapèze est seulement -\-mn*~>n=: -* .

On pourrait encore considérer le trapèze comme la différence
entre deux triangles , dont le plus grand aurait à tous ses côtés
772-J-̂ —i bpulets, tandis que le côtés de l'autre n'en auraient seule-
ment que m—i ; on trouverait d'après cela (3) , pour le nombre des

A (m-f-n—i)(ro+n) (m— \)m n(2m+72—i)
boulets du trapèze , — — = *-— ,
comme ci-dessus.

5. On peut résumer ces diverses formules dans ce principe uni-
que : Le nombre des boulets d'une face en trapèze, parallélogramme
ou triangle s'obtient en multipliant un côté par la demUsomme
des arêtes parallèles qui s9y terminent; pourvu que, dans l'appli-
cation , on se rappelle que l'une des arêtes parallèles > pour la face
triangulaire, n'a qu'un boulet seulement.

6. Passons au nombre des boulets des piles. On ne saurait for-
mer des piles en forme de parallélépipède rectangle qu'en les en-
caissant. Si les trois arêtes d'un même angle d'une telle pile étaient
m, n9 p,le nombre des boulets delà pile serait évidemment mnp ;
et il en irait exactement de même si le parallélipipède était obli-
quangle.

7. Si le parallélipipède avait pour base un quarré ou un rliombe
dont chaque côté fut de n boulets, et que ses arêtes se terminant
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à cette base fussent de m boulets, le nombre total des boulets du
parallélipipède serait alors mn2 , soit que ses arêtes latérales fussent
perpendiculaires à cette base ou qu'elles lui fussent obliques.

8. Et si le parallélipipède se réduisait à un cube dont chaqne
arête contient n boulets , le nombre total des boulets du cube se-
rait n* ; et il en irait encore ainsi, si la pile, au lieu d'être cubi-
que était un parallélipipède obliqnangle terminé par six rhombes.

9 Considérons de nouveau la pile qui a pour base un rhombe
dont les côtés contiennent n boulets chacun et dont les arêtes la-
térales contiennent m boulets ; cette pile contiendra (*j) mn' bou-1

lets. Supposons que la petite diagonale du rhombe soit égale à ses
côtés ; le parallélipipède sera formé de deux prismes triangulaires ,
à base équilatérale , ayant une face rhombe commune qui con-
tiendra ma boulets. Pour isoler ces deux piles l'une de l'autre 5 il
deviendra nécessaire de rétablir pour Tune d'elles ces mn boulets
enlevés par l'autre ; les deux prismes triangulaires contiendront donc
entre eux mn-\-mn ou mn(n-i-i) boulets; d'où il suit que le nom- y

bre des boulets de chacun d'eux sera m. .
2

io. Dans le cas particulier où il y aurait, dans les arêtes laté-
rales autant de boulets que dans les côtés de la base, le nombre

des boulets de h pile prismatique triangulaire deviendrait -— .

i r. Supposons qu'il en^oit ainsi ; le prisme sera composé de trois té-
traèdres tels que l'un d'entre eux aura une face commune avec chacun
des deux autres et que toutes leurs arêtes auront n boulets. Si l'on veut
isoler ces tétraèdres les uns des autres, il faudra rétablir, pour deux
d'entre eux , la face commune enlevée par le troisième, ce qui con-
sommera (3) n(n-\-\) nouveaux boulets; le nombre total des boulets

des trois tétraèdres sera ainsi J-/2(/2-|-i)=: • 9

d'où il suit que le nombre des boulets de l'un d'eux ou de la pile té-

traedre, improprement appelée/?//<? triangulaire, sera g •
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X2. Supposons que , par l'effet de la mauvaise conformation de

cette pile , sa base Soit un triangle rectangle isocèle ? et que sa
face adjacente à riiypothénuse de cette base soit perpendiculaire à
son plan, Si Ton construit deux pareilles piles , on pourra les réu-
nir de manière à en former une pile pyramidale quadrangulaire,
improprement appelée/?//*? quarrèe\ mais il sera nécessaire pour cela

d'enlever à l'une d'elles les boulets de la face qui doit lui de-

Tenir commune avec l'autre. Le nombre des boulets de la pile quaflrée
, . . 72(^+l)(72+2) 71(12+1) 72(72+I)(2fl+l)

sera donc ainsi 2. == - .
6 a 6

i3. Il ne sera pas difficile , d'après cela, d'obtenir le nombre des
boulets de ce qu'on appelle pile oblongue 5 c'est-à-dire , d'une pile
dont la base est un rectangle et qui se termine , à la partie su-
périeure 5 par une arête unique, parallèle aux longs côtés de sa
base. Soient m le nombre des boulets de cette arête , et n le nom-
bre de ceux de l'un des petits côtés de la base ; il est aisé de voir
(4) que le nombre des boulets des longs côtés de cette base sera
m—/2-|-i.

La pile pourra être considérée comme formée de deux autres,
l'une quarrée ayant n boulets à ses arêtes et l'autre prismatique trian-
gulaire ayant aussi n boulets aux côtés de ses bases et m à ses arê-
tes latérales ; ces deux piles ayant une face triangulaire commune.
Si Ton veut les isoler l'une de l'autre , il faudra rétablir , pour
Tune d'elles, la face commune enlevée par l'autre 9 et on aura
alors pour le nombre total des boulets des deux piles (9) et (11)W(fl + l ) 72(fl+l) (272+1) , • » . ! • 1 ï T 1

m. ~- | : ; d où il suit que le nombre des bou-
1 A i -i 11 l nin+O t n{n+i)(2n+i}

lets de la pue obloague sera seulement m» t——— -|~ g- —
72(71 + 1) 72^72+1)(3

En rapprochant toutes ces formules on s'assurera que, pour avoir
h nombre des boulets d^une pile triangulaire c/uarrée ou ohlonguû
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// faut constamment multiplier le nombre des boulets de Vune des
faces triangulaires par le tiers de la somme des trois arêtes pa-
rallèles qui s'y terminent, en observant qu'une de ces arêtes , pour
la pile quarrée, et deux , pour la pile triangulaire se réduisent à
un boulet.

Une pile peut n'être pas terminée , c'est-à-dire, qu'on peut avoir
à évaluer le nombre des boulets dans des piles tronquées triangu-
laires, quadrangulaires ou oblongues ; c'est une chose facile , d'après
ce qui précède.

14. Soient m le nombre des boulets des côtés de la base supé-
rieure d'un tronc de pile triangulaire et n le nombre des boulets
des arêtes latérales; le nombre des boulets des côtés de la base in-
férieure sera (4) m^n—1. On pourra ainsi considérer le tronc
comme la différence entre deux piles triangulaires dont la plus
grande aurait m-\-n—1 et la plus petite m—1 boulets à cha-
que arête. Le nombre des boulets du tronc sera donc ( n )
(m+n—i)(m+n)(m+n+\)—(m—i

6 '
, i5. Soient m le nombre des boulets des côtés de la base supé-
rieure d'un tronc de pile quarrée et n le nombre des boulets des
arêtes latérales ; le nombre des boulets des côtés de la base in-
férieure sera encore ici (4) m-\-n—1. On pourra alors consi-
dérer le tronc comme la différence entre deux piles quarrées dont
la plus grande aurait m-\-n—1 et la plus petite m—1 boulets
à chaque arête* Le nombre des boulets du tronc sera donc

(m+n—i)(77î-4-/2)(?>m-f-2f2—1)—(m—i)m(2m—1)

16. Soient enfin m et n les nombres de boulets des deux côtés
de la base supérieure d'un tronc de pile oblongue et p le nom-
bre des boulets des arêtes latérales , les nombres de boulets des
deux côtés de la base inférieure seront respectivement (4^ m-\-p—*x
et /2+/?—••!• En supposant m>n7 on pourra considérer le tronc
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comme la différence entre deux piles oblongues qui anroient Tune et
l'autre m—/?-f-i boulets à larcte supérieure et dans lesquelles le petit
côté de la base aurait n\p—i , boulets pour la plus grande , et /2~~i
pour la plus petite. Le nombre des boulets du tronc sera donc (i3)

I)^rt??(?2"~O(3w—n—i)

ou bien 5 en développant et réduisant

] —3m—— ] 2
6 (•

formule symétrique en m et n , comme cela doit être, et qui ren-
ferme , comme cas particuliers, ceux de la pile oblongue et de la
pile quarrée ; le premier s'en déduisant si Ton fait n~i , et l'au-
tre si Ton fait en outre mz=i.

QUESTIONS RESOLUES.
Démonstration des quatre théorèmes de géo-

métrie proposés à la page 255 du précédent
volume ;

Par M. BOBILLIER , professeur à l'Ecole royale des arts et
métiers de CMlons-sur-Marne.

THÉORÈME I. Trois lignes THÉORÈME L Trois lignes
du m,ieme ordre étant tracées dans du m/enie ordre étant tracées sur
un même plan ; on peut toujours, un même plan; on peut tou-
d'une infinité de manières àiffé- jours, d'une infinité de manières
rentes, en construire trois autres différentes , en construire trois
qui j ayant entre elles les mêmes autres qui 7 ayant entre elles les
m2 points d'intersection v soient mêmes m2 tangentes communes ,

Tom. XVIII. 4
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telles en outre que chacune del* soient telles en outre que chacune,
les passe par les m2 points din- délies ait les m2 mêmes tan—
ter section de deux des trois pre- génies communes avec deux des
mières. trois premières.

IL Quatre surfaces du m.ième / / . Quatre surfaces du m.!èm*
ordre étant données dans l'es- ordre étant données dans l'espace;
pace ; on peut toujours, d'une in- on peut toujours , dune infinité
finitè de manières différentes 5 en de manières différentes , en cons-
construire quatre autres, ayant truire quatre autres , ayant en-*
entre elles les mêmes m3 points tre elles les mêmes VOL1 plans tan-
communs , et telles en outre que gens communs , et telles en ou-
chacune délies ait aussi les mê- tre que chacune délies ait aussi
mes m? points communs avec trois les mêmes m3 plans tangens corn-*
des quatre premières. muns avec trois des quatre pre-

mières.

Démonstration.

L Si Ton représente par

M=o , (i) M'=o , (2) J f " = o , (3) , .

les équations de trois lignes quelconques du mSeme ordre , tracées sur
un même plan > les suivantes

M«+XM=o , (4) JJf'H-A'tf'==o , (5)

appartiendront, quelles que soient les constantes A et À', à deux
nouvelles lignes du mî*mt ordre, passant, la première par lés m%

points d'intersection des lignes (1) et (3) , et la seconde par les rnz

points d'intersection des lignes (2) et (3). L'équation

c?est-à~dire ,

AfxM4-A^/+(i+fx)M^=o , (6)

exprimera, par la même raison, une ligne assujettie à passer par
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les m* points communs aux lignes (4) et (5) 5 et contiendra de
plus les points d'intersection des lignes (1) et (2), si son équation
est vérifiée par le système Mz=.o , M/=zo ; condition à laquelle on
peut satisfaire , sans rien spécifier sur A et >/ , en posant simple-
ment 1 -j~F=o r d'où {x=— 1 , ce qui réduit l'équation (6) à

ce qui démontre le théorème I, d'où on déduit son corrélatif, par
la théorie des polaires réciproques.

IL Soient présentement

M~o, (1) J l f ' s o , (2) > / " = o , (3) Jlf">=o, (2)

les équations de quatre surfaces quelconques du m.ilme ordre , les
suivantes

o , (5)

zo 7 (6)

o y (7)

appartiendront, quelles que soient les valeurs des constantes A 9 \* f

) / ' , fx 5 fx/, y , à trois nouvelles surfaces du même ordre assujet-

ties à passer respectivement 3 savoir :

la surface (5) , par les m3 intersections des surfaces (2), (3), (4) ;

la surface (6) , par les m1 intersections des surfaces (3), (4) ? ( 0 ;

la surface (7)? par les mz intersections des surfaces (4)* (0> C3) •

L'équation

ou bien

( ^ + À V ) M + ( A ; ^ - P ) ^ ^ (8)

appartiendra, par la même raisonna une huitième surface du mSemê
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ordre , passant par les m1 points d'intersection des trois surfaces (5) ?

(6) 5 (7) ; mais cette équation contiendra en outre les m1 points
d'intersection des surfaces (1), (2), (3) , si son équation se véri-
fie par le système

M=o , M'=o , M"=o ,

ce qui exige seulement qu'en laissant aux constantes A, A', \/f
 9 p, 9

p/, p" s toute leur indétermination , on détermine les constantes v ,
v ' ,par la condition i-j-v+v'^io ou v'=—(i-HO e t réduit ainsi
l'équation (8) à la forme

= O

ce qui démontre le théorème II, d'où on conclut ensuite son cor-
rélatif, par la considération des polaires réciproques.

QUESTIONS PROPOSÉES.
Problème d?optique.

N supposant qu'un point rayonnant est situé hors d'un cercle sé-
parateur de deux milieux plans homogènes, d'un pouvoir réfringent
inégal ; à quelle caustique donneront naissance les rayons de lu-
mière qui auront entièrement traversé le cercle, après s'être réfrac-
tés à leur entrée et à leur sortie ?

Théorème de géométrie.
Si, par un point pris arbitrairement dans l'intérieur d'un trian-

gle 5 on mène des parallèles à ses trois côtés , ces droites le divi-
seront en six compartirnens, dont trois seront des parallélogrammes
et les trois autres des triangles ; et le produit des aires des trois
parallélogrammes sera huit fois plus grand que le produit des ai-
res des trois triangles.
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GÉO11ÉTIIIE ANALYTIQUE.
Mémoire sur les contacts et sur les intersections

des cercles ;

Par M. PiAJKEB , docteur en l'Université de Bonn.

INous nous proposons 5 dans ce qu'on va lire, de déduire d'une
analyse que le lecteur trouvera peut-être assez simple , diverses so-
lutions du problème où il s'agit de décrire un cercle qui touche
trois cercles donnés , ainsi que des autres problèmes compris dans
celui-là > comme cas particuliers. Nous enseignerons aussi, plus gé-
néralement 9 à décrire un cercle qui en coupe trois autres sous des
angles donnés ; et aussi à décrire un cercle qui coupe quatre cer-
cles donnés sous des angles égaux ; ou , plus généralement ; sous
des angles dont les cosinus soient entre eux daus un rapport donné.
Nous montrerons enfin comment on peut résoudre des problèmes
analogues sur les surfaces du second ordre.

Dans un des numéros du journal de M, Crelle, publié à Berlin,
M. Steiner a donné , sans démonstration , la construction de divers
problèmes, paruii lesquels ceux-ci se trouvent compris, en déclarant
que ces constructions se déduisaient d'une théorie qu'il a exposée
avec assez de développement; mais la publicité que ce géomètre
a donnée à son travail ne nous a pas paru un motif suffisant pour
renoncer à publier un sommaire du nôtre, qu'on sera peut-être bien
aise de lui comparer , et dont on trouvera peut-être même la mar-
che plus rapide et plus simple à quelques égards,

i. Soient
Tom. XVIII, 72.0 / / , 1." août 1827, 5
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C=ZO , C;—O , C/f=LO ,

les équations de trois cercles, tracés sur un même plan, et rapportés
aux mêmes axes; chacune des trois équations

étant linéaire en x et y % et ayant lieu en même temps que celles
de deux de ces cercles , sera conséquemment celle de leur corde
commune, réelle ou idéale > c'est-à-dire5 de leur axe radical'; mais
chacune de ces trois dernières équations est évidemment comportée
par les deux autres ; donc elles sont toutes trois satisfaites par le
même système de valeurs de x et de y ; donc , finalement , les
axes radicaux de trois cercles quelconques , tracés sur un même
'plan , et pris tour à tour deux à deux , concourent tous trois en
un même point que nous appellerons à l'avenir le centre radical
des trois cercles dont il s'agit (*).

(*) Ce tour de raisonnement, dont la première idée paraît appartenir à
M. Gergonne, mérite une attention toute particulière, attendu qu'il peut
être utilement employé dans beaucoup d'autres rencontres.

Kous nous bornerons seulement icf k faire remarquer que le théorème
subsiste, lorsqu'on remplace un ou d£ux des cercles donnés, ou même tous
les trois , par des points , dont on peut mettre les équations sous cette
forme

Deux points qui ont avec un même cercle le même axe radical sont .
conjugués Van à l'autre, par rapport à ce cercle. Soit un cercle donné paç
L'équation

et deux points donnés par celles-ci
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On pourra facilement, d'après cela , décrire un cercle qui, pas-

sant par deux points donnes, touche un cercle donné. On peut
remarquer t en effet , que le problème a deux solutions et que les
deux cercles qui le résolvent ont, avec le cercle donné , un cen-
tre radical qui doit se trouver à la fois sur la droite qui joint les
deux points donnés , et au point de concours des tangentes com-

iâurs axes radicaux par rapport au cercle seront donnés par les équations

Âfia donc que ces àe\x% as.es radicaux se confondent, on devra avoir

af bf

La première partie de cette double équation prouve que les deux points dont
il s'agit doivent être en ligne droite avec le centre du cercle; d'où il suit
que , si Ton suppose è = o , on devra avoir aussi ^ / =o . Notre double équa-
tion se réduira ainsi à

d'où on tirera

ce qui prouve i.° que les deux points doivent être situés d'un même côte du
centre ; a.0 que le rayon doit être moyen proporlionnel entre leurs distan-
ces à ce centre.

Il résulte de là que, si l'un de ces points est sur la circonférence, l'au-
tre se confondra avec lui ; et que eonséijueuimcnt Y&w radical d'uu cercle
et d uu point de sa circonférence n'e&t autre que la tangente à ce cercle
en ce point.
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munes à ces deux mêmes cercles et au cercle donné. Ce centre
radical domeurera donc le même si Ton remplace l'un des deux
cercles cherchés par un autre cercle qui 9 passant comme lui par
les deux points donnés , coupe le cercle donné ; puisque ce point
se trouvera toujours à l'intersection des deux mêmes droites. Dé-
crivant donc arbitrairement un tel cercle ; sa corde commune avec
le cercle donné coupera la droite menée par les deux points en un
point duquel menant des tangentes au cercle donné, leurs points
de contact avec lui seront aussi ceux ou il doit être touché par
les cercles cherchés. Menant donc des rayons par ces deux points f

ces rayons seront coupés par la perpendiculaire sur le milieu de
la droite qui joint les deux points donnés aux centres des deux
cercles cherchés.

2. Cette construction se trouve en défaut, lorsque le cercle donné

Rien de plus facile d'après cela <jue d'obtenir l'équation de la tangente
à un cercle

eu l'un quelconque

de ses points. En prenant en effet la différence de leurs équations, et ayant
égard à la condition

on aura, sur-le-chanip, pour l'équation cherchée de la tangente au cercle ,

La même méthode est applicable à toutes les lignes du second ordre. Ap-
pliquée aux lignes des ordres plus élevés , au lieu de leurs tangentes , elle
donnerait leurs lignes osculatrices,

( Note de M. PLUC&ER ).
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dégénère en une droite donnée. Yoyons comment alors on peut y
suppléer. Soient

les équations de deux cercles quelconques, en retranchant on aura

Si donc on place l'origine en un quelconque des points de Taxe ra-
dical ? on aura

ce qui veut dire que si 9 de Vun quelconque des points de Taxe
radical de deux cercles , on mène des tangentes à ces deux cer-
cles y ces tangentes auront même longueur.

Il sera facile , d'après cela , de décrire un cercle qui ? passant
par deux points donnés , touche une droite donnée. On voit , en
effet , que les deux cercles qui résolvent le problème doivent avoir
pour axe radical la droite qui joint les deux points donnés et pour
tangente commune la droite donnée; d'où il suit que la première
de ces deux droites doit couper l'autre au milieu de l'intervalle
entre les deux points de contact. Or, si à l'un des deux cercles
cherchés on en substitue un autre, passant comme lui par les deux
points donnés, Taxe radical ne changera pas, et les tangentes me-
nées aux deux cercles de l'un quelconque des points de cet axe
seront encore de même longueur. La construction se réduit donc
à ce qui suit : Soit décrit arbitrairement un cercle qui passe par
les deux points donnés; par l'intersection de la droite qui joint ces
deux points avec la droite donnée soit menée une tangente à ce
cercle ; soit portée la longueur de cette tangente de part et d'au-
tre du même point sur la droite donnée ; on déterminera ainsi ses
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points de contact avec les cercles cherchés ; alors les perpendicu^
laires élevées à cette droite par ces deux points couperont la per-
pendiculaire sur le milieu de la droite qui joint les deux points
donnés aux centres de ces mêmes cercles.

3. Occupons-nous présentement de la recherche des cercles qui tou-
chent trois cercles donnés. Soient les équations de ces trois cercles.

soient trois autres cercles, concentriques avec ceux-là , ayant des rayons
respectivement égaux aux leurs ? augmentés d'une même longueur
quelconque R , positive ou négative. Les équations de ces nouveaux
cercles seront

On obtiendra les équations des axes radicaux de ces derniers cer-
cles en prenant les différences de leurs équations deux à deux. Sup-
posons y pour plus de simplicité , qu'on ait pris pour origine des
coordonnées le centre radical des trois cercles primitifs ; on aura
alors

et en conséquence les équations des axes radicaux des trois nou-
veaux cercles P pris tour à tour deux à deux, seront
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/_r") R = o

(r—r')R=:o .
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(a—af)x -f (b

En prenant la somme de leurs produits respectifs par r , r ' ,
la longueur R disparaît, et Ton obtient l'équation linéaire

r(a'-a") =0,

d'une droite qui passe par l'origine et qui doit contenir évidem-
ment le centre radical des trois nouveaux cercles , quel que soit R»
On a donc ce théorème ; Si les rayons de trois cercles, tracés sur
un même plan , croissent ou décroissent d'une même quantité quel-
conque y leur centre radical, variable de position , parcourra une
ligne droite. Cette droite est facile à obtenir , puisqu'elle doit pas-
ser par le centre radical des trois cercles primitifs et par le centre
radical des trois cercles qu'on en déduirait en augmentant ou di-
minuant leurs rayons d'une même quantité quelconque.

4. On sait que les équations des centres de similitude directe des
trois cercles primitifs , pris tour à tour deux à deux ? sont

r'—p"

%•=.

r / /_ r
 ; y—

r-—rf

lesquels points sont sur une même droite, qu'on appelle Y axe de
similitude directe des trois cercles ? et dont on trouvera facilement
l'équation

<(V'-b)WXb^')}x={r(J-J^
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or, cetle droite est perpendiculaire à l'autre; on a donc ce nou-
veau théorème : La droite que parcourt le centre radical de trois
cercles , lorsque leurs rayons croissent ou décroissent d'une même
quantité quelconque , est perpendiculaire à leur axe de similitude
directe. Il suffira donc, pour obtenir cette droite, d'abaisser du cen-
tre radical des trois cercles une perpendiculaire sur leur axe de
similitude directe.

5. Si des centres de similitude directe des trois cercles primitifs»
pris tour à tour deux à deux, on décrit trois nouveaux cercles, tels
que chacun d'eux ait avec les deux cercles dont le centre de simi-
litude est son centre, le même axe radical, ces trois nouveaux cer-
cles auront évidemment leur centre radical commun avec les trois
premiers; et, comme ils ont leurs centres en ligne droite, ils de-
vront avoir un axe radical unique passant par ce centre et perpen-
diculaire à cette droite. Cet axe radical ne sera donc autre chose
que la droite dont il s'agit ici ; on a donc encore ce nouveau théo-
rème : La droite que parcourt le centre radical de trois cercles dont
les rayons croissent ou décroissent à la fois d'une même quantité
quelconque, est l'axe radical commun de trois autres cercles qui
ont leurs centres aux centres de similitude directe de ces trois cer-
cles , pris tour à tour deux à deux , et dont chacun a le même
axe radical que deux de ces cercles (*) ; ce qui peut offrir une
troisième détermination de la droite dont il s'agit.

Si , au lieu d'augmenter ou de diminuer à la fois des rayons
des trois cercles, on faisait croître les uns et décroître les autres,
mais toujours d'une même quantité quelconque, leur centre radical
décrirait encore une ligne droite; mais cette droite serait alors per-

(*) Ces trois nouveaux cercles sont ce que nous avons appelé , d'après
M. Steiner, cercles de commune puissance des trois cercles primitifs, pris deuç
à deui ( toin. XVII , pag. 3 n ).

J. D. G.
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pendieulaire à l'un des axes de similitude inverse des trois cercles ;
elle serait axe radical commun de trois nouveaux cercles dont les
centres seraient aux trois centres de similitude situés sur cet axe ,
et dont chacun aurait toujours le même axe radical avec deux des
cercles donnés. On doit remarquer enfin que tout ce qui précède
subsiste encore, lorsqu'on remplace un quelconque des cercles don-
nés par une droite ou un point»

L'application de ceci au problème qui nous occupe est visible.
Que Ton demande > en effet, un cercle qui touche à la fois trois
cercles donnés ; supposons ce cercle déj? obtenu ? et soit R son rayon.
Supposons, pour fixer les idées , que ce cercle touche les trois au
très de la même manière , c'est-à-dire , qu'il les touche tous trois
extérieurement ou qu'il les enveloppe tous trois , ou enfin qu'il en
soit lui-même enveloppé. Si Ton décrit trois nouveaux cercles , con-
centriques avec les premiers ? et passant tous par le centre de ce-
lui-là, ce centre en sera le centre radical; mais leurs rayons ne
seront que les rayons des cercles primitifs, augmentés ou diminués
du rayon R ; donc le centre du cercle cherché se trouvera (4) sur
la perpendiculaire à l'axe de similitude directe des trois cercles prï-
Hiitifs, menée par leur centre radical. En variant donc les hypo-
thèses , sur la nature des contacts, on parviendra à ce théorème
général : Les centres des huit cercles qui touchent à la fois les
trois mêmes cercles donnés sont distribués , deux à deux , sur les
perpendiculaires abaissées du centre radical de ces trois cercles sur
leurs quatre axes de similitude.

On pourrait, en partant de là , et en suivant une marche ana-
logue à celle de Viète , dans son Apollonius Gallus 7 parvenir à
la solution du problème ; mais , en poursuivant notre analyse , nous
en déduirons des constructions beaucoup plus élégantes et plus
brièves.

6. Soient

Tom. XFIII 6
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/•' , (c)

les équations de deux cercles ; en prenant leur axe radical pour
axe des y , nous aurons

Soit ensuite

B)*^ (C)

Péquation d'un troisième cercle que, pour fixer les idées, nous sup-
posons toucher extérieurement les deux premiers ; il en résultera

d'oïl ? ea retranchant et ayant égard à la relation ci-déssus,

Sî , au contraire, le cercle (C) enveloppait les deux autres ou en
était enveloppé, le signe du second membre serait positif; de sorte
que, pour comprendre les deux cas dans un seul, il faudra écrire

âans tous les cas, - sera une quantité constante.

Si donc on considère deux cercles touchans (C), (£') ; on aura

~—^ > ou

d'où résulter^ encore
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R—W
= 0;

or, c'est lu la valeur de x pour le centre de similitude directe des
deux cercles (C) , (C7) ; donc ce centre de similitude est sur Taxe
radical de (c) et (cQ. Ainsi, le centre de similitude directe de deux
cercles qui ont avec deux autres cercles un même mode de contact ,
est sur l'axe radical de ces deux-ci. On démontrera avec la même
facilité que ce sera le centre de similitude inverse de ces deux cer-
cles qui sera sur l'axe de similitude des deux autres, si les pre-
miers ont des modes de contact inverses avec les deux autres. Il
est d'ailleurs évident que ces relations doivent être réciproques ;
c'est-à-dire, qu'à l'inverse l'un des deux centres de similitude des
deux cercles (c) et (c/) doit se trouver sur Taxe radical des deux
cercles {C) et (C7;. Donc , si Ton a un troisième cercle (C;/), tan-
gent comme les deux autres aux deux cercles (c) , (c') 5 le centre
radical de ces trois cercles coïncidera avec l'un des deux centres
de similitude de ces deux-ci , savoir: avec leur centre de similitude
directe ou avec leur ceutre de similitude inverse , suivant que les
trois cercles (C) 5 (C7) , (Cn) seront touchés de la même manière
ou d'une manière différente par les deux cercles (c) et (c;) ; d'où
Ton voit encore que si les cercles (C) , (C7) , {C") étaient en
plus grand nombre, ils auraient tous leur centre radical au même-
point.

7. Si donc de ce point comme centre et avec la tangente menée
du même point à l'un d'eux pour rayon , ou décrit un nouveau
cercle, il coupera tous les cercles (C) , (C7), (C77)..,.. orthogoiia-
leoient; et, à cause de cette propriété, nous l'appellerons le cercle
orthogonal de tous ceux-là (*). Or, si les deux cercles (c) , (c7)

(*) C'est le cercle de commune puissance de M. Steiner.
J. D. G.
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se coupent ? on pourra considérer leurs points d'intersection comme
deux cercles de rayon nul qui les touchent tous deux ; d'où il suil
qu'alors le cercle orthogonal passera par ces deux points ; ce qui
offre un moyen facile de le construire dans ce cas. Dans tous les
cas 5 il aura même axe radical avec ces deux-là»

8. Deux cercles (c) , (c') étant tracés sur un même plan, on
peut toujours concevoir tant d'autres cercles qu'on voudra qui les
touchent tous trois , soit de la même manière soit d'une manière
différente. Soient (C) , (C7) , ( C ) trois de ces cercles ; on voit que
les cercles {C) , (C;), (C") , pris deux à deux , auront l'un de leurs
centres de similitude (7) sur Taxe radical de (c) et (c') et que con-
séquemment trois de leurs six centres de similitude seront sur cette
droite. C'est le théorème de Monge, qu'on peut encore énoncer
ainsi : Les quatre axes de similitude de trois cercles sont en même
temps les axes radicaux de auatre couples de cercles iangens à la
fois à ces trois~là.

9. De ce qui précède on peut déduire divers modes de construc-
tion des cercles tangens à la fois à trois cercles donnés,

1. Soient construits le cercle qui coupe orthogonalement les trois
cercles donnés, ainsi que leurs quatre axes de similitude. Si ces
axes coupent le cercle orthogonal, on achèvera (8) la construction ,
en décrivant (1) des cercles passant par chaque couple de points
d'intersection et touchant en même temps l'un quelconque des cer-
cles donnés,

10. Soient p et p1 les deux points où les cercles (c) et (c') sont
touchés par (C) ; la droite^// passera par l'un des centres de si-
militude de (c) et (c') 9 ou, ce qui revient au même (6) > par le
centre radical des trois cercles (C) , (C), {C"). De plus, les tan-
gentes communes aux points p et pf vont concourir en un point
de Taxe radical de (c) et (c'), centre radical de (c) ? (c') et (C) ;
d'où il suit que cette droite ppf passe par le pôle de cet axe radi-
cal relatif à (C). De là résulte cette autre construction :

IL Que JL'orj construise le centre radical des trois cercles donnés >
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leurs quatre axes de similitude et les douze pôles de ces quatre
axes 9 par rapport à ces trois cercles. Que l'on mène ensuite des
droites du centre radical à ces douze pôles. Ces droites détermi-
neront , sur les trois cercles, leurs vingt-quatre points de contact
avec les huit cercles qui résolvent le problème.

L'on sait qu'on peut construire le pôle d'une droite par Tinter-
section des polaires de deux quelconques de ses points. En 'prenant
pour ces points deux centres de similitude ? on tombe précisément
sur l'élégante construction de ML Gergonne ( Annales, tom. VII ,
pag. 289 ) (*).

i i . La polaire d'un point quelconque de pp passant par son pôle,
intersection des tangentes communes en p et pf ; ce point est aussi
situé sur la polaire du centre radical de (C) , (C7), {C") relative
à (C), ce qui fournit cette troisième construction :

III, Que Ton construise les quatre axes de similitude, et en ou-
tre les polaires du centre radical relatives aux trois cercles ? ces po-
laires auront avec les axes de similitude douze points d'intersection,
desquels menant des tangentes aux cercles respectifs, on obtiendra
de nouveau les vingt-quatre points de contact des huit cercles cher-
chés.

Les constructions indiquées5 sans analyse, par M. Poncelet ( An-
nales , tom, XI5 pag. 3i8 ) doivent nécessairement rentrer dans les
précédentes*

12* Les modifications que doivent subir ces diverses constructions
lorsqu'on substitue des points ou des droites à un ou à deux des
cercles donnés, n'offrent aucune difficulté. On peut prouver ? par
exemple , en toute rigueur analytique , que les deux points où un
cercle est coupé par la perpendiculaire menée à une droite indé-
finie , par son centre , sont les deux centres de similitude de

(*) C'est ta même qui a été reproduite, tom. XVII , pag. Bog.
J. D. G.
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ce cercle et de cette droite. Àin^i % en combinant un cercle a?ee
deux droites, les. quatre axes^de similitude formeront un rectangle
inscrit, dont les diagonales seront respectivement perpendiculaires
aux deux droites données. En nous arrêtant à ce cas, pour y appli-
quer la seconde construction , Ton voit d'abord que les pôles des
axes de similitude sont les sommets du parallélogramme circonscrit
au cercle, dont les côlés sont parallèles aux droites données; le
point d'intersection de ces droites est d'ailleurs ici le centre radical ^
et Ton obtient ainsi la construction suivante :

Pour décrire un cercle qui touche à la fois un cercle donné et
deux droites données, circonscrivez au cercle donné un parallélo-
gramme dont les côtés soient respectivement parallèles aux deux
droites données ; joignez ses quatre sommets à l'intersection de ces
deux droites par quatre autres droites qui ? par leurs intersections
avec la circonférence ? détermineront les points où le cercle donné
doit être touché par les huit cercles qui , en général, résolvent
le problème.

i3. Reprenons présentement notre analyse du n.° 6. Au lieu de
supposer que le troisième cercle (C) touche les deux autres (c) et
(c'), supposons qu'il les coupe sons des angles égaux ou supplé-
mentaires quelconques, que nous représenterons par co .Convenons f

pour fixer les idées, de prendre constamment pour Tangle de deux
cercles l'angle de deux arcs dont les concavités sont tournées danê
le même sens ; nous aurons

les signes inférieurs étant relatifs aux supplémens ; nous aurons en
retranchant , et ayant toujours égard à la relation qui résulte de ce
que Taxe des y et Taxe radical des deux cercles coupés,
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(a—a')J=+(r±r')RCos.io .

En considérant trois cercles (C) 9 (£ ') , (C7') coupant (c) sous
les angles respectifs <*> , 00', co" 5 et (c') sous les mêmes angles ou
sous leurs supplémentaires, on aura

Jï'CosV j?"CosV

et par conséquent

R—R» R"—R R—FJ

d'où Ton voit que Taxe des y , c'est-à-dire, l'axe radical des deux
cercles (c) et (c') est un axe de similitude de trois cercles concen-
triques à (C) , (C') , (C") et dont les rayons /ZCos.co, JR'COS.CO' ,
Rf/Go$.<jo seraient égaux aux leurs 5 diminués dans le rapport de l'u-
nité aux cosinus respectifs des angles o>, ta', <JÙ/; ; savoir Taxe de
similitude directe ou un axe de similitude inverse ? facile à recon-
naître , suivant que les trois angles o>, a/ , 00" sont de même espèce
ou d'espèces différentes.

Les dernières expressions ne changeant pas tant que les rapports

Cos.* Cos.a>' Cos «/'

restent les mêmes ; il en résulte que tout cercle qui coupe (C) 5

(C') , (^'O sous des angles dont les cosinus sont dans le rapport
constant de À, A/, À" a le même axe radical avec (c) et (c'). Parmi
ces cercles , se range évidemment le cercle orthogonal des trois cer-
cles ( 6 ) , (C7) , (C") y pour lequel ces trois cosinus sont nuls ; d'au
résulte la construction suivante du problème où l'on propose de
décrire un cercle qui coupe trois cercles donnés sous des angles
donnés c*> ? a/ , co"«
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Soit diminué le rayon de chacun des cercles donnés dans le rap-

port de l'unité au cosinus de l'angle sous lequel il doit être coupé
par le cercle cherché. On obtiendra ainsi trois nouveaux cercles,
dont on déterminera un des axes de similitude ? savoir : Taxe de
similitude directe , si les trois angles co , o>;, ta'' sont de même
espèce et celui des trois axes de similitude inverse qui passe par
le centre de similitude directe des deux cercles pour lesquels les
angles sont de même espèce , dans le cas contraire. Soit construit
ensuite le cercle orthogonal des trois cercles donnés. Construisant
enfin les deux cercles qui o«t avec celui-ci pour axe radical Taxe
de similitude dont il vient d'être question ? ces deux cercles résou-
dront le problème.

Cette construction se prête , sans difficulté , aux méthodes ordi-
naires de la géométrie analytique 9 même dans le cas- où le cercle
orthogonal devient imaginaire ? c'est-à-dire 9 lorsque le quarré de
son rayon devient négatif. Le problème a deux solutions ou bien
il est impossible. Dans le premier cas, les deux cercles ainsi cons-
truits coupent l'un et l'autre les cercles donnés sous les angles don-
nés , ou bien ils les coupent tous deux sous les supplémens de ces
angles , pu enfin l'un d'eux les coupe sous ces angles même, tan<-
dis que l'autre les coupe sous leurs supplémens.

14. H résulte de ce qui vient d'être dit que les centres de tous
les cercles qui coupent les trois donnés (C), (C) , (Cff) sous des
angles dont les cosinus sont dans le rapport constant des trois nom-
bres À, À', À", sont situés en ligne droite; conséquence qu'on dé-
duirait aussi d'un calcul analogue à celui du n ° 3. En combinant
de même les deux cercles (C) , (C) avec un quatrième cercle (jCm) f
on trouvera une seconde droite 5 lieu des centres des cercles qui cou*
pent ces trois-là sous des angles dont les cosinus sont dans le rap-
port constant de À, À', A//;; le point où cette droite coupera la pre-
mière sera le centre d'un cercle qui coupera les quatre cercles don-
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nés (C) 5 (C7) , (C") y (C

V//) sous des angles dont les cosinus seront
entre eux dans le rapport des nombres A , A', A", X'".

La construction de ce cercle revient donc à décrire, du point
d'intersection des deux droites comme centre , un cercle qui ait avec
l'orthogonal de (C) , (C7) , ( £ " ) , pour axe radical, Taxe de simi-
litude dont il a été question ci-dessus. Comme les quatre cercles
donnés peuvent se combiner trois à trois de quatre manières dif-
férentes , on peut construire quatre droites passant par le centre du
cercle demandé; tout comme on peut aussi construire quatre droi-
tes qui soient les axes radicaux du cercle cherché et des quatre cer-
cles orthogonaux des cercles donnés, pris trois à trois. Si l'un quel-
conque de ces axes radicaux coupe le cercle orthogonal correspon-
dant , le cercle à construire sera réel ; dans le cas contraire il sera

imaginaire.
Le cercle cherché peut être réel sans rencontrer tous ou partie

des cercles donnés.
De ce qui précède , on déduit la construction suivante du cercle

coupant quatre cercles donnés (C) ? (C) , (Cf/) , (C//;) sous des an-
gles dont les cosinus soient respectivement entre eux comme les
nombres A , A', A" , A'".

Soient construits pour deux fois trois cercles, pris arbitrairement
parmi les quatre cercles donnés , les deux cercles orthogonaux. Soient
diminués ensuite, en conservant le rayon du premier des quatre
cercles donnés 5 les rayons des trois autres dans les rapports de A
à X/ , de A à A", de A à Aw, et soient construits les axes de simi-
litude directe des systèmes de trois cercles 3 pris parmi les quatre
cercles transformés , qui répondent aux systèmes primitifs., pour les-
quels on avait construit les deux cercles orthogonaux ; le cercle cher-
ché sera celui qui , pris successivement avec les deux cercles or-
thogonaux , aura pour axes radicaux avec eux ces .deux axes de
similitude.

i5. Le cercle que nous venons d'enseigner à construire sera unir
que, tant qu'on ne prendra pas indistinctement l'angle d'intersec-

Tom. XVII. 7
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tion et son supplément; dans le cas contraire9 le problème aura
huit solutions, comme il résulte des huit combinaisons qu'on peut
faire des signes —J— et —— devant les rapports de Tune quelconque
des quatre quantités A , A', A", A/;/ aux trois autres. Pour les sept
autres cas ? les modifications à faire subir à la construction qui
vient d'être indiquée, consistent à remplacer des axes de similitude
directe par des axes.de similitude inverse.

16. La construction d'un cercle qui coupe quatre cercles don-
nés sous des angles égaux est implicitement comprise dans ce qui
précède (i4)« On peut aussi l'obtenir par le procédé que voici :

Soient construits, pour deux systèmes quelconques de trois cer-
cles , choisis parmi les quatre cercles donnés, deux couples de cercles
tangens. Le cercle à construire devra passer par les intersections des
deux cercles de chaque couple ; ou 5 plus généralement ; il aura
avec eux le même axe radical.

17. La construction suivante» où nous nous bornons aux angles
d'intersection égaux , n'est qu'une légère modification de celle du
n.° 14.

Soient construits les centres de similitude directe de trois cou-
ples de cercles choisis à volonté parmi les quatre cercles donnés;
de manière toutefois que ces quatre cercles s'y trouvent compris.
Par ces trois points soient fait passer trois cercles nouveaux , ayant
même axe radical avec les cercles du couple correspondant. Le cer-
cle à construire sera le cercle orthogonal de ces trois derniers cercles.

18. De la même manière qu'il a été expliqué au n.° 12 , on
pourra, par des modifications convenables, rendre ces constructions
propres au cas où des points ou des droites remplaceront un ou
plusieurs des cercles donnés.

19* Des constructions analogues à celles qui viennent d'être in-
diquées se présentent, sans difficulté , pour les problèmes relatifs
aux contacts et aux intersections des sphères ; et ces mêmes cons-
tructions s'appliquent aussi immédiatement aux cercles tracés sur
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une même sphère. Nous nous arrêterons seulement quelques înstans
sur ce dernier cas. I/on sait que, dans la projection stéréographi-
que , dite de Ptolémée ou de Mercator, les cercles se projettent
suivant des cercles et les angles suivant d'autres angles qui leur
sont égaux. I/on peut aller plus loin encore. En suivant la démons-
tration analytique de la première partie de ce théorème ; celle de
de M Puissant, par exemple , on aperçoit sur-le-champ la vérité
du théorème suivant, beaucoup plus général» En prenant pour tableau
un plan situé d'une manière quelconque , par rapport à une sur-
face d'un second ordre , et en plaçant l'œil à l'extrémité du dia-
mètre de cette surface qui passe par son point de contact avec
le plan tangent parallèle à ce tableau , les projections des sections
faites dans cette même surface par des plans quelconques seront
toutes des courbes semblables. On sait en outre qu'en général toute
surface du second ordre peut, et même dans deux sens difTérens ,
être coupée par des plans parallèles suivant des circonférences de
cercles. Il en résulte qu'en projetant de la manière qui vient d'ê-
tre dite , sur un plan parallèle à ceux de ces cercles, les projec-
tions des sections planes faites dans la surface , suivant toutes les
directions possibles seront également des cercles. En particulier > f>our
les surfaces de révolution du second ordre , l'oeil doit être à une
des extrémités de l'axe et le tableau normal à cet axe. Dans le cas
du paraboloïde de révolution , il faut projeter orthographiquement
sur un plan normal à son axe,

II suit de toutes ces remarques qu'on peut, pour des lignes du
second ordre tracées sur une surface du même ordre, résoudre des
problèmes analogues à ceux que nous avons résolus pour des cer-
cles tracés sur un même plan , et tous les problèmes du même
genre ; celui de Malfatti, par exemple , dans toute sa généralité.
Il suffira pour ceta de projeter les données sur un plan tellement
situé que les projections soient des cercles; de résoudre le problème
plan pour ces cercles et de projeter ensuite les cercles obtenus sur
la surface du second ordre.
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OPTIQUE.

Démonstration abrégée de deux théorèmes de
M. de St-Laurent 5 sur les caustiques par
réfraction relatives au cercle ;

Par M. GERGONNE.

XLN réfléchissant sur les recherches d'optique de M. de St-Lau-
rent 7 dont nous avons rendu compte au commencement de ce vo-
lume 5 nous avons reconnu qu'on pouvait parvenir fort simplement
aux deux théorèmes obtenus par l'auteur; et nous publions d'au-
tant plus volontiers les résultats de nos réflexions sur ce sujet épi-
neux , qu'ils paraissent offrir une voie nouvelle pour parvenir, sans
trop de calcul, à l'équation générale dont M. de St-Laurent n'a
considéré que quelques cas particuliers.

Soit toujours pris le centre du cercle séparateur, dont nous sup-
posons le rayon r , pour origine des coordonnées rectangulaires ;
soient (<%' 9y') le point rayonnant et le rapport de A' à A celui du
sinus d'incidence au sinus de réfraction. On sait que s i , de tous
les points de la circonférence séparatrice, pris tour à tour pour
centres et avec des rayons qui soient aux distances de ces centres
au point rayonnant dans le rapport de À à A', on décrit des cer-
cles , l'enveloppe de tous ces cercles sera une des trajectoires or-
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thogonales des rayons réfractes ; et l'on trouve facilement pour l'é-
quation de cette trajectoire l'équation donne'e page 3 ; c'est-à-dire ,

{ ^ ( x ' + y 1 — r ^ — A ^ ^ ; (i)

de sorte que la caustique n'est autre que la développée de cette
courbe.

Si ? d'après cela $ on demandait une des trajectoires orthogona-
les 5 pour un cercle réfléchissant d'un rayon R, concentrique à
celui-là 9 et pour un point rayonnant (X, Y) , il faudrait poser ,
dans cette équation, xfz=X 9 y'zz-Y\ r^R et À/r=—A; ce qui don-
nerait

La comparaison des équations (i) et (2) va nous conduire directe-
ment à notre but.

I. Supposons d'abord 5 dans l'équation (1) que le point rayon-
nant est sur la circonférence du cercle séparateur ; nous exprime-
rons cette circonstance en écrivant

*/2+j'2:z=r> ; (3)

au moyen de quoi cette équation deviendra , en éliminant r2 de
son premier membre et divisant ensuite par À/4

 9

Or, pour faire coïncider cette dernière équation avec l'équation (2)
il suffît de poser
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s'=X, y=T, tr=R; (4)

on a donc ce théorème :

La caustique par réfraction 5 relative à un cercle et à un point
rayonnant situé sur sa circonférence 5 n'est autre que la causti-
que par réflexion relative au même point et à un cercle rèflèehis-
sant qui 7 étant concentrique au cercle séparateur , aurait un rayon
égal à relui de ce cercle , multiplié par le rapport du sinus de
réfraction au sinus dincidence.

Puis donc que la caustique par réflexion relative à un cercle ré-
fléchissant dont le rayon est R et h un point rayonnant (X 9 Y)
a pour équation ( Annales , tom. XVII, pag. i34 )

en y mettant pour X,Y9R les valeurs (4) ci-dessus 9 on aura,
pour l'équation de la caustique par réfraction relative au cercle dont
le rayon est r et à un point (x'9 y

;) situé sur la circonférence
de ce cercle

précisément comme M. de St-Laurent l'a trouvée.

II. Supposons , en second lieu, que la distance du point rayon-
nant au centre du cercle séparateur soit au rayon de ce cercle comme
le sinus d'incidence est au sinus de réfraction ; nous exprimerons
cette circonstance en écrivant

- 7 ^ — — ~ , d'où À"=:A2 * / a+- r" , (6)
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en substituant cette valeur dans l'équation (t) et divisant par A* ,
elle deviendra

ou bien

ou encore , en -développant le premier membre , comme le quarré
d'un binôme et transposant

ou bien , en de'veloppant le second membre et en ordonnant par
rapport à r

d'où, en divisant par (x/2-{-y/2y,

% J 1
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ou bien enfin

( r r>x> y . r r y T2)

Or, pour faire coïncider cette dernière e'quation avec l'équation
(3) , il suffit de poser

- y ^ — Y r—R

ce qui donne

et prouve aînsî que le point (X, F) est le conjugué de («a?', y ' ) ,
par rapport au cercle séparateur; on a donc ce théorème:

La caustique par réfraction ? relative au cercle , et à un point
rayonnant dont la distance au centre du cercle séparateur est au
raycn de ce cercle dans le rapport du sinus d'incidence au sinus
de réfraction , nest autre que la caustique par réflexion relative
au même cercle, considéré comme cercle réfléchissant , et à un au-
tre point rayonnant qui serait le conjugué de celui-là.

Au moyen de la relation (6) , les valeurs (7) deviennent

' r

substituant ces valeurs dans l'équation (5), on obtiendra, pour Té-
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citation de la caustique par réfraction qui répond au cas particu-
lier qui nous occupe,

exactement comme Ta trouvé M. de St-Laurent,

Les deux théorèmes que nous venons de démontrer , d'une ma-
nière qui nous paraît assez briève , donnent lieu de soupçonner
iju'il se pourrait bien qu'en général la caustique par réfraction ̂
relative à un cercle séparateur et à un point rayonnant donnés ,
ne fut qu'une caustique par réflexion relative soit au même cercle
soit à un autre cercle, concentrique ou non concentrique à celui-
là, du même rayon ou d'un rayon différent, considéré comme cer-
cle réflecteur et au même point où à un autre point rayonnant.

Si ce soupçon était conforme à la vérité , ce que pourtant nous
n'oserions affirmer, le procédé que nous venons de suivre, con-
venablement modifié et généralisé , paraîtrait le plus propre à con-
duire facilement à l'équation de cette courbe. Comme d'ailleurs elle
doit être symétrique par rapport à la droite qui joint le point donné
au centre du cercle donné, il est manifeste que le nouveau point
rayonnant et le centre du cercle réflecteur devraient être tous deux
situés sur cette droite ; et voici, d'après cette remarque, de quelle
manière on pourrait procéder.

Sur une même droite indéfinie on placerait les centres de deux
.cercles C et C9 le premier réputé séparateur et le second réflec-
teur, ayant des rayons quelconques R et Rr. Sur la même droite,
on supposerait des points rayonnans P et Pr, respectivement re-
latifs à ces deux cercles. On chercherait ensuite les trajectoires or-

Torn. XVIII. 8
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thogonales, tant des rayons réfractés relatifs au premier de ces points
et au premier cercle que des rayons réfléchis relatifs au second
point et à l'autre cercle ; et il ne s'agirait plus que d'exprimer
que ces deux trajectoires se confondent, et de déduire de là la gran-
deur du second cercle , ainsi que sa situation et celle du point
P/, par rapport au cercle C et au point P .

Nous observerons seulement à ceux qui voudraient s'engager dans
cette voie, et en particulier à M. de St-Laurent, à qui il ne
saurait convenir sans doute , après s'être approché si près du but »
de le laisser atteindre par d'autres, que, dans ce qui précède % „
nous n'avons employé qu'une trajectoire orthogonale déterminée,
et que peut-être ici il serait nécessaire , pour ne se priver d'au-
cune chance de coïncidence, d'employer l'équation générale de
toutes les trajectoires , contenant une constante arbitraire, ou tout
au moins leur équation différentielle commune.

En admettant même que les caustiques par réfraction relatives
au cercle ne soient pas toutes des caustiques par réflexion relatives
à la même courbe ; le procédé que nous indiquons ici serait en-
core propre à faire découvrir si les deux cas que nous venons de
signaler sont les seuls où il en soit ainsi, ou si au contraire il j
en a d'autres et quels ils sont. *

C'est, il faut en convenir , une sorte de honte pour la science
et pour ceux qui la cultivent que, depuis plus d'un siècle que
l'on connaît les caustiques et qu'on sait très-bien qu'elles seules peu-
vent offrir à l'optique une base solide , on se soit encore si peu oc-
cupé à les étudier ; et que, tandis que nous possédons tant d'habiles
géomètres, que tant de difficiles problèmes ont été résolus par eux,
et qu'en particulier nous emmagasinons par centaines des intégra-
les définies, dont la plupart ne trouveront peut-être jamais d'ap-
plication , nous en soyons encore réduits aujourd'hui à attendre du
hasard ou d'un tâtonnement empyrique de bons oculaires compo-
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ses pour nos lunettes. Ce n'est seulement que depuis une douzaine
d'armées qu'on sait que la caustique par réfraction relative à la
ligne droite est la développée d'une section conique ; c'est depuis
moins de temps encore qu'il a été reconnu que les verres plans à

* faces parallèles amplifient les objets ; et c'est depuis l'an dernier seu-
lement que l'équation générale de la caustique par réflexion relative
au cercle est connue. *

En vain dirait-on que les théorèmes de Petit offrent un moyen
facile de construire par points les caustiques relatives au cercle 9

tant par réflexion que par réfraction : il est manifeste en effet que
les constructions graphiques ne sauraient donner que des caustiques
individuelles, et que les équations de ces courbes ont seules le pri-
vilège de les renfermer toutes. En vain dirait-on encore qu'on n'a
besoin ? dans la théorie des lunettes, que de connaître les portions
de caustiques voisines de Taxe des lentilles > et qu'alors on peut à
la vérité rigoureuse -substituer des , approximations faciles, comme
l'a fait en particulier M. le professeur de la Rive; ces moyens d'a-
bréviation pourraient au plus être tolérables pour une réfraction
unique ; mais qui oserait répondre de l'influence des quantités né-
gligées sur le résultat final, lorsqu'un rayon de lumière a traversé
successivement les deux faces (Je trois ou quatre lentilles ?
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. QUESTIONS PROPOSÉES.
Problèmes de géométrie.

I. V^XJEL est le point de l'intérieur d'un triangle dont la moïndre
distance à son périmètre est la plus grande possible ?

II. Quel est le point de l'intérieur d'un triangle dont la plu^
grande distance à son périmètre est la moindre possible ?

III. Quel est le point de L'intérieur d'un tétraèdre dont la tnoin^
dre dislance à sa surface est la plus grande possible ? "

IV. Quel est le point de l'intérieur d'un tétraèdre dont La plu&
grande distance à sa surface est la moindre possible?

Théorème de géométrie*

Si à une même surface du second ordre on inscrit et on cir-
conscrit deux tétraèdres, de telle sorte que les sommets de l'inscris
soient les points de contact du circonscrit; i.° les intersections des
plans des faces opposées dans les deux tétraèdres seront toutes qua~
tre dans i:n même plan; 2. ° Les droites qui joindront les sommets
opposés dan& les deux tétraèdres passeront toutes quatre par
même point, pôle de ce point.
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GEOMETRIE TILINSGENDANTE.

Recherches sur les courbes à double courbure
dont les développantes sont sphériques ; .

Par M. BOBILLIER , professeur de Mathématiques à l'Ecole
royale des arts et métiers de Châlons-sur-Marne.

CROIENT oc* 5 y
/ 9 zf les coordonnées courantes d'une courbe à dou-

ble courbure , xx , y1 , zl celles de l'extrémité d'un fil tangent à
la courbe au point ( x/, y/, zf ) et s la longueur de ce fil , comp-
tée du point de contact, ou, ce qui revient au même, la longueur
de Tare de cette courbe compris depuis le point de contact jus-
qu'à l'origine du développement. Les projections du fil sur les trois
axes, supposes rectangulaires , seront x1-—xx , y—y, , z—zx et con-
séquemment ces mêmes quantités , divisées par J , donneront les co-
sinus tabulaires des angles formés par la direction de ce même fil
avec les trois axes ; en sorte que Ton aura

àx>

Bifférenliant ces trois équations en regardant s comme la varia-
ble indépendante, et cons^quemment ds comme constante, ce qui
permet de poser

Torn. XVIII, /2.° / / / , i.er septembre 1827, 9
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z)—o , d'où àxfà*x'+ày'd*y'+àz'à%z'=:o % (2)

il vietidra*, en supprimant les termes qui se détruisent,

, d* t=—jd — , d j l = —^d — , dz.—sû — ; (3)

prenant la sdmme des produits respectifs de ces trois équations par
àa/, d j î / , d z / , en remarquant (2) que le second membre de l'é-
quation résultante est nul 9 on trouvera

àxida;l+dydfl+àz/dzl=:o ; (4)

équation qui exprime évidemment que la développante est constam-
ment perpendiculaire à la direction du fil.

Soit actuellement

l'équation de la sphère sur laquelle doit se trouver la développante;
on en tirera, par différentiation,

or 9 comme le point ( x%, yt > zx ) s'y trouve situé 9 on doit avorr

d'où

y1+zlàzx^io . (5)

Mettant dans l'avant dernière équation les valeurs (1), et dans la
dernière les valeurs (2), il vient
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dx> ày> , , âz'

^ d - — + r . d . _ + z , d . ^=0. (7)

L'équation (6) établit un relation entre Tare de la courbe cherchée ,
ses coordonnées courantes et leurs différentielles ; en la dévelop-
pant , elle prend la forme

En intégrant l'équation (7) et remarquant que

as ds J id5

on trouve

Ay*

ou 5 parce qu'en vertu de l'équation (4) la quantité soumise au
signe d'intégration est nulle,

Si Ton désigne par cp l'angle que fait la direction du fil avec
celle de la 110rmale.au point ( a\ > yx , zx ) de la sphère où il se
termine , on aura ; en vertu d'une formule connue , et parce que
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— * — , — soni les cosinus des angles que forme celte normale

avec les axes

Cos v— — —- -j ;—H| — ;
a as a cU a as

ou , en vertu de l'équation (9)

cc
C0S.cp=2 - j

d'où il suit que le Jil est toujours également incliné sur la sur-*
face de la sphère.

1/cquation #Cos.cp=:£ signifie que c est la projection , sur la di-
rection du fil, du rayon qui passe par son extrémité, et que par
conséquent la sphère intercepte sur tous les éléniens de la courbe
cherchée des cordes constantes z.c. Soit r la perpendiculaire abais-
sée de l'origine sur l'un de ces élémens, on aura visiblement

ainsi , les élèmens d'une courte à double courbure dont la déve-<
loppante se trouve sur une sphère donnée, sont tous tangens à
une même sphère concentrique à la première.

Si l'on substitue dans l 'équation (9) les valeurs ( 1 ) , on obtient

) i (/ âr) 1; =G >
eu développant et réduisant

Yy yz> s=c ;
ds J as l ds

quarrant les deux membres de celle-ci , et retranchant ensuite l'é-
quation (8), il vient
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àt +' ) »•-<•

Eo remplaçante—^ par ra , d*a par d#'a+dj /2+cU /2, cette équa-
tion deviendra

z/dz/)1 > ( i o)

qu'on pourra encore mettre sous cette autre forme

C'est là conséquemment une des équations différentielles du pre-
mier ordre des courbes à double courbure cherchées.

Mettons présentement dans l'équation (5) les valeurs ( i ) ; nous
aurons

( <*-£)<-•+ (''-< % ) **•+ (<-> %) **.=*,
qui, à cause de la relation (4), se réduit simplement à

^>/d.r1-j-y
/dj1+^/dz,i=:o . ( n )

Les équations (5) et ( n ) prouvent que le plan

contient les deux points ( xl , yx 5 zx ) et ( xf, y9, z7 ) , et con-
séquemment le fil descripteur ; ce plan passe d'ailleurs par l'origine ;
donc il n'est autre que le plan tangent à la surface conique ayant
son sommet à l'origine et pour directrice la développée. En ou-
tre ? ce plan est normal à la développante , comme il résulte im-
médiatement de la comparaison de son équation avec celles de la
tangente à la développante qui sont
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il existe conséquemment entre le cène dont il s'agit et la déve-
loppante une relation telle que tout plan tangent au cône est
normal à la développante et réciproquement.

Pour énoncer ce résultat d'une manière simple , supposons que
l'on enveloppe un fil sur le périmètre dïine courbe tracée sur une
sphère et qu'on le développe ensuite de manière qu'il ne sorte point
de la surface sphérique et qu'il soit constamment tendu, auquel
cas il se dirigera constamment suivant un arc de grand cercle tan-
gent à cette courbe. L'extrémité du fil décrira visiblement une au-
tre courbe située sur la sphère , et partout perpendiculaire à la di-
rection du fil. On peut donner à cette dernière courbe le nom
de développante sphérique de la première.

Cela posé , on voit que , lorsque la développante d'une courhe
est située sur une sphère, elle est en même temps la développante
sphérique de la ligne de pénétration de la surface de la sphère
par le cône ayant son centre pour sommet et la développée non
sphérique pour directrice.

La développée jouit , sur le cône dont il vient d'être question,
d'une propriété remarquable : elle est , sur celte surface, la plus
courte ligne entre deux de ses points , ou , en d'autres termes , elle se
transforme en une ligne droite lorsqu'on développe ce cône sur an
plan. En effet ? on fait voir , dans le calcul des variations (*) ? que,
si une surface a pour équation ctifféreotielle

les équations de la ligne la plus courte sur cette surface seront

(*) Voy. terni. XIII , pag. 87.
J . D, G.
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z A dY l A ^

T ^ 0 ' d ' d7^d-d7=° »

dont le système satlsfdit à l'équation différentielle de la surface dont
il s'agit. Si cette surface est un cône ayant son sommet à l'origine ,
il existera , comme l'on sait 5 entre les coefficiens différentiels p
et q % la relation

éliminant p et y entre ces trois équations, on trouve

+jd. ; M a . —
ds J As as

or , il est facile de voir que les courbes de développement sphé-
rique satisfont à cette équation ; car ? en substituant dans l'équa
t i o n ( i i ) les f o r m u l e s ( 2 ) 5 il v i en t

xd* + r d . — 4 x d . =O .
as J as ds

Si l'on suppose que le centre de la sphère soit situé à l'infini ,
cette surface dégénérera en un plan et le cône en un cylindre qui
lui sera perpendiculaire ; on aura ainsi les deux premiers résultats
énoncés à la pag. 254 c^11 présent volume.

S'il s'agissait de trouver , sur une surface donnée

les courbes à développantes sphériques ? il faudrait joindre à cette
équation son équation différentielle

et l'équation de condition
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éliminant une des variables et sa différentielle entre ces trois équa-
tions, on aura l'équation différentielle du premier ordre de la pro-
jection des lignes cherchées sur l'un des plans coordonnés.

Appliquons ce procédé au cylindre droit à base circulaire dont
l'équation est

et, pour simplifier, posons a—r, ce qui correspond au cas où la
direction du fil est tangente à la sphère , lieu du développement.

En retranchant celte équation de celle de la sphère

on trouve

z*—r*—Rz d'où z—± \/7Z^K*,

ces valeurs de z sont les distances des plans des cercles de péné-
tration des deux surfaces au plan des xy. Soit fait r2—iT=:i?3.

Si Ton différentie l'équation du cylindre , on trouve

#dx-{-ydf=:o d'où d^2^-dy2= ——- ,

substituant dans l'équation (12) , il vient, en remplaçant r2—R*
par b% -

puis , en séparant les variables,
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ou bien en extrayant la racine quarrée et supposant que les va-
riables x et z ne croissent pas en même temps.

Ràx bas

équation dont l'intégrale est

ZîArc. f Cos.= ~ J=£Log.(

Pour déterminer la constante , supposons que le développement com-
mence au point xzzR , y = o , z~b\ ce qui donne

et en retranchant,

î Arc. ( Cos.= J ) =*.Log.

d'où Ton tire aisément

cette équation peut se transformer en celle-ci

— T Arc. ( Cos,s= -
z—y z*—•b%~b*e f

d'où en ajoutant f

) Arc C C ° s =

Toi». I O
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c'est l'équation de la projection de la courbe cherchée sur le plan
des xz*

On reconnaît facilement la nature de cette courbe en dévelop-
pant le cylindre sur un plan. Supposons que ce plan ait pour
équation x~R et que le développement s'effectue à partir de Ta-
rête opposée à celle de contact ; soient pris pour axes cette dernière
arête et la trace du plan tangent sur celui des xy ; soient u et t
les coordonnées respectivement relatives à ces axes, on aura

w=zz , /=/?Arc. f Cos.= — j ;

d'où , en substituant dans réquation précédente 7

c'est Téquation de la courbe développée. On voit qu'elle appartient
à une chaînette formée par un fil uniformément pesant, parfaitement
flexible et inextensible, dont le rayon de courbure, au point le plus
bas , est égal à b (*).

De là résulte ce curieux théorème: Si Von fixe à deux des points
de la surface d'un cylindre droit, dont Taxe est vertical 9 les deux
extrémités d'un fil uniformément pesant, parfaitement flexible et
inextensible, qui n'éprouve aucun, frottement de la part de la sur-
face du cylindre, ce fil abandonné ainsi à Taction de la pesan-
teur , se pliera sur ce cylindre suivant une courbe à double cour-
bure dont les développantes appartiendront à des surfaces sphèri-
gues»

(*) Voy. Annales , toiiu 1, pag. 58.
J. D. G.
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P. 5. Tous les plans tangens au cylindre dont il vient d'être ques-

tion coupent la sphère sur laquelle est située une quelconque des
développantes suivant des cercles égaux auxquels sont tangens les
divers élcrnens de la chaînette cylindrique ; et il est clair qu'il de-
vra encore en être de même après le développement du cylindre
sur le plan tangent conduit par un des points de cette courbe*

Or , de là résulte un moyen fort simple de mener une tangente
à la chaînette cylindrique développée. Soient AM cette courbe f

( fig. 1 ) ,A son point le plus bas, ÀD sa tangente en ce point,
BC une parallèle à cette tangente , qui en soit distante d'une quan-
tité AB, égale au rayon de courbure de la courbe en ce point A ;
et soit M le point par lequel on se propose de mener une tan-
gente, Par ce point on abaissera une perpendiculaire sur les deux
parallèles AD et BG > les coupant en D et C. Du point G comme
eeirtre , et avec CD pour rayon , on décrira un cercle ; et la tan-
gente MN à ce cercle sera aussi tangente à la courbe.

On peut remarquer que Tare AM est égal à la tangente MN»
II résulte de cette construction que la chaînette cylindrique dé-

reloppée est la développée d'une courbe dont les tangentes CN ?

terminées à BC , sont constantes»
On peut aussi démontrer , par le calcul , que Taire ÂBC1VI a pour

mesure ABxàM—ABxMN, et que conséquemment cette aire est
double de celle du triangle rectangle MCN. On s'assurera aussi que,
si Ton prolonge les normales au-dessous de la chaînette de quan-
tités égales aux rayons de courbure correspondant, les extrémités
des prolongemens se trouveront toutes situées sur l'horizontale BC.
On trouvera enfin que la tension absolue du fil, en l'un quelcon-
que de ses points M, est égaie au poids du fil de même nature d'une
longueur égale à MC.
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ANALYSE ALGÉBRIQUE.

Note sur un symptôme (^existence des racines
imaginaires, dans une équation de degré
quelconque ;

Par M* À* D U P R É , Elève de l'Ecole préparatoire du
Collège de Louis-le-Grand.

l'équation en 4?

+Jmmix*+Jm.Jx+Jmz=sXzzo \ (î)

on sait que l'équation

y* (s)

est celle d'une courbe qui a un cours continu et indéfini * daris
le sens des x , de part et d'autre de Taxe des y ; et que les segmens
qu'elle détermine sur Taxe des x, comptés de l'origine sont les ra-
cines réelles de la proposée. On sait de plus qu'une parallèle quel-
conque à Taxe des y , parallèle qui eoupe nécessairement la courbe,
ne saurait la couper en plus d'un point.

Il suit de là qu'entre deux intersections consécutives quelcon*-
ques, ij y aura toujours ua point de la courbe, au moins, pour
lequel la tangente sera parallèle à l'axe des x , et dont l'abscisse
sera coasécjuetument racine de l'équation
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d'où il suit que , si la proposée a k racines réelles, l'équation (3)
en aura A—Î , au moins.

Donc, si la proposée a ses 772 racines réelles, l'équation (3) de-
vra avoir m—i racines réelles , au moins ; et puisqu'elle est du
(m—iyem* degré seulement, elle n'aura point de racines imaginai-
res. Donc , à l'inverse 5 si cett€ équation (3) a des racines imagi-
naires , la proposée devra en avoir également. Il est aisé de voir
d'ailleurs que la présence des racines égales dans la proposée n'ai-
tèrerait en rien la vérité de cette proposition. Il arriverait seule-
ment que toutes ces racines , excepté une de chaque sorte, se re-
pfoduiraient dans l'équation (3).

Or , comme on peut raisonner sur chaque dérivée, par rapport
à celle qui la précède immédiatement # comme nous venons de le
faire de l'équation (3) par rapport à la proposée , on peut établir
en principe que, lorsqu'une équation a toutes ses racines réelles 9

toutes ses dériçêes , jusquà la dernière , ont aussi toutes leurs ra-
cines réelles ; d'où il suit que , si une seule des dérivées d'une
équation a des racines imaginaires, toutes ses dérivées supérieu-
res , et par suite la proposée elle-même , auront aussi des racines
imaginaires. Cette remarque, dit-on , a déjà été faite par M. Gauchy,
dans un mémoire doat nous n'avons pas eu connaissance.

Cela posé, la (/TI—2)*™* dérivée de l'équation proposée est, eu
multipliant par deux et réduisant,

m(m—i)^0#
a4-2(/?2"— i)A1x+2tÂz^zo $ (4)

laquelle aura ses racines imaginaires si Ton a

ou , plus simplement,
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(ai—i)AÏ<2mA+Jt , (5)

donc , dans ce cas aussi, la proposée aura des racines imaginaires.

Si , dans la proposée, on change x en - , elle deviendra, en

chassant les dénominateurs et ordonnant ,

et, d'après ce qui vient d'être dit, cette dernière équation aura
nécessairement des racines imaginaires si Ion a

(m—i)A\^<2mJmÀ^ ; (7)

maïs., les racines imaginaires sont nécessairement eiï môme nom-
bre dans l'équation (6) et dans la proposée; donc, si cette der-
nière équation a lieu , la proposée aura nécessairement des racines
imaginaires»

Soit prise présentement la (m—n—i)1'""* dérivée de la proposée;
en la modifiant convenablement, elle se terminera ainsi

mais, d'après le résultat (7), si elle se terminait ainsi 9

'm = 0

elle aurait des racines imaginaires, et conséquemment la proposée
eu aurait aussi, si Ton avait

faisant donc
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A'm a—(^~n \-i)(rn—n)An.t ,

il viendra , en substituant et réduisant,

(m—i)(m—n)A9
n<m(m—n+i)An.l^a+, ; (8)

de sorte que , si une telle relation a lieu entre trois termes con-
sécutifs quelconques de la proposée, cette équation aura nécessai-
rement des racines imaginaires.

Si Ton a A2
n<An_tAn+l, à plus forte raison la relation (8) aura-

t-elle lieu ; donc la proposée aura des racines imaginaires (*) ; et ,
comme cette dernière inégalité est nécessairement satisfaite, si Ton
a An — o et An^t , AnJpl de mêmes signes, on retombe ainsi sur
sa remarque déjà faite par Descartes, savoir: que toute équation
dans laquelle il manque un terme , entre deux autres de mêmes
lignes, a nécessairement des racines imaginaires.

(*) Gette proposition a déjà été établie à la page 385 du XVI.<* volume
du présent recueil , où Pon a prouvé, en outre, qu'autant de fois cette re-
lation avait lieu entre trois termes consécutifs d'une équation , autant au
moins l'équation avait de couples de racines imaginaires. Il serait in-
téressant de savoir s'il en est de même à l'égard de la relation (8), dont
celle-là n'est qu'un cas particulier.

J. D. G.
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STATIQUE*
Sur quelques démonstrations du principe du

parallélogramme des forces ;

Par M. GERGONNE.

JLJ'AUTEUR de la démonstration du principe du parallélogramme
des forces que Ton rencontre aujourd'hui dans la presque totalité
des traités élémentaires de statique y nous a souvent témoigné le
regret de n'avoir pu parvenir à son but sans déplacer, et même
plus d'une fois ? le point d'application des composantes. Sans doute,
cela n'infirme en rien ni la vérité du théorème ni la validité de
sa démonstration ; mais les esprits méthodiques peuvent désirer ,
lorsqu'ils s'occupent d'abord uniquement des forces qui agissent sur
un même point, de n'avoir pas à considérer des forces qui agis-
sent tantôt sur un point d'un plan et tantôt sur un autre. D'ail-
leurs , quelque incontestable que puisse paraître le principe qui au-
torise le déplacement, sur la direction d'une force, de son point
d'application, ce principe n'en a pas m©ins été mis en doute par
un géomètre dont on ne saurait certainement contester le mérite (*) ;
et c'est dire assez qu'il peut être bon de ne pas trop s'en préva-
loir vis-à-vis des commençans, surtout dès le début.

Dans un mémoire sur la composition des forces appliquées à un même
point, qui fait partie de la deuxième livraison du premier volume de ses

(•) Yoy. Annales, tom. V , pag. 215 et tom» VIP pag. 201.
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Exercices de mathématiques ( pag, 29 ) , M. Cauchy vient récem-
ment d'éluder cette difficulté d'une manière fort ingénieuse et bien,
propre à prouver qu'on peut quelquefois ne pas se trouver moins
bien en mécanique qu'en géométrie du recours aux trois dimen-
sions de l'espace , pour la démonstration des théorèmes qui n'en
embrassent que deux seulement. Comme peut-être beaucoup de pro_
fesseurs de nos collèges pourraient ne pas songer à aller chercher
cette démonstration dans le savant recueil qui la contient, et comme
d'ailleurs nous y avons introduit quelques simplifications , nous
croyons faire une chose agréable pour eux en la présentant ici telle
que nous l'avons adoptée pour renseignement qui nous est confié»

Mais auparavant il est nécessaire que ncus rappellions briève-
ment ici diverses propositions préliminaires qui se trouvent établies
dans la plupart des traités de statique , ou du moins qui peuvent
être facilement déduites de celles qu'on y rencontre , afin de n'a-
voir plus qu'à y renvoyer à mesure que nous aurons besoin de
nous en appuyer.

1. Lorsque des forces sont appliquées à un m?me point de l'es-
pace, ou bien elles se font équilibre , ou bien elles ont une résul-
tante unique dont la direction passe par ce point.

2. Si elles se font équilibre ? chacune d'elles est égale et direc-
tement opposée à la résultante de toutes les autres.

3. Plusieurs systèmes en équilibre autour d'un même point ne
forment qu'un système unique en équilibre autour de ce point.

4. Et comme la proposition ne cesse pas d'être vraie lorsque les
forces sont égales chacune à chacune dans ces divers systèmes, et
que les directions des forces homologues coïncident, il s'ensuit qu'on
ne trouble pas l'équilibre de plusieurs forces, appliquées à un même
point, lorsque , sans changer leur direction, on les rend tontes m
fois plus grandes , quel que soit d'ailleurs le nombre entier m*
Donc aussi (2) si, sans changer les directions de plusieurs forces
qui ne sont pas en équilibre autour d'un point ? on les rend tou-

Tom. XFIII 11
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tes m fois plus grandes, leur résultante, sans changer de direc-
tion , deviendra aussi m fois plus grande.

5. Donc aussi on ne troublera pas l'équilibre de plusieurs for-
ces , appliquées à un même point, si , sans changer les directions
des forces du système , on les rend toutes n fois plus petites, qnel
que soit d'ailleurs le nombre entier n. Car si, par cette transfor-
mation , on leur faisait acquérir une résultante 7 il arriverait, con-
trairement à l'hypothèse , que le système primitif, au lieu d'être
en équilibre, aurait une résultante n fois plus grande que celle-
là. Donc aussi (2), s i , sans changer les directions de plusieurs for-
ces qui ne sont point en équilibre autour d'un point , on les rend
toutes n fois plus petites , leur résultante, sans changer de direction ,
deviendra également n fois plus petite.

6. Donc ( 5 , 6 ) on ne troublera pas l'équilibre de plusieurs

forces autour d'un point, si, sans changer leurs directions, on les mul-

tiplie toutes par la fraction - , quels que soient d'ailleurs les deux

nombres entiers m et n. Donc aussi (2) , si 9 sans changer les di-
rections de plusieurs forces qui ne sont pas en équilibre autour

d'un point, on les multiplie toutes par la fraction — , leur ré-

sultante , sans changer de direction, se trouvera aussi multipliée
m

par - .72

7, Et comme on peut toujours choisir rn et n de telle sorte

que la différence entre la fraction — et un nombre incommensu-
n

rable donné soit moindre qu'une quantité donnée, si petite qu'on
la suppose, on peut dire , plus généralement , que des forces en
équilibre autour d'un point demeurent telles, lorsque, sans chan-
ger leurs directions , on les multiplie*toutes par un nombre quel-
conque ; et que , si les forces ne sont pas en équilibre, leur résultante ,
sans changer de direction, se trouvera multipliée par ce même nombre*

8. Des forces appliquées à un même point et situées dans un
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même plan, ont leur résultante comprise dans ce plan. Si ces for-
ces sont au nombre de deux seulement leur résultante agira dans
l'angle formé par leurs directions ; si enfin elles sont égales , la
direction de leur résultante divisera cet angle en deux parties
égales.

Ces préliminaires ainsi établis , nous allons démontrer que la ré-
sultante de deux jor ces rectangulaires ? appliquées à un même point,
est représentée > tant en intensité quen direction , par la diago-
nale du rectangle construit sur les droites qui représentent les
composantes, tant en intensité quen direction*

i.° Démontrons d'abord que cette diagonale représente la résul-
tante en intensité.

Soient P et Q deux forces perpendiculaires Tune à l'autre , ap-
pliquées à un même point; soit R leur résultante, d'intensité et de
direction inconnues, et que nous savons seulement (8) être dirigée
dans l'angle des composantes. Soient a et (3 les angles que forme
cette résultante avec elle. Ces angles seront complémens l'un de
l'autre,

A la force P nous pourrons en substituer deux autres , l'une
P2 PQ
— , dirigée suivant R et l'autre —— perpendiculaire à celle-là. En

effet (7) ces deux dernières forces se trouvant rectangulaires, comme
P et Q , et n'étant autre chose que ces forces P et Q , multipliées

P
toutes deux par —- , leur résultante devra 5 comme R, former des

angles oc et fi avec les composantes et conséquemment être dirigée
p

suivant P% et son intensité devra être R, — = P .
il

Par une semblable raison ? nous pourrons remplacer la force Q

par deux autres, Vnne — , dirigée suivant R et l'autre — , per-

pendiculaire à la direction de cette résultante. Nous aurons ainsi ,
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au lieu des deux forces P et Q ? quatre autres forces dont R de-
vra toujours être la résultante.

Mais , de ces quatre forces , deux sont égales et directement op-
posées , tandis que les deux antres agissent dans le sens de R ;
donc R doit être simplement égale à la somme de ces deux der-
nières , c'est-à-dire, qu'on doit avoir

R= — + — , ou i?2 = P a + Ç * , ou enfin R—\/W+QÏ ;

ce qui démontre la première partie de la proposition.
Cette démonstration est au fond celle de la mécanique céleste >

que M. Cauchy n'a fait simplement que rendre indépendante du
calcul diflérentiel qui, comme l'on voit, y avait été introduit bien
gratuitement,

2.0 Prouvons présentement que la diagonale du rectangle des
forces 5 qui déjà représente la résultante en intensité, la représente
aussi en direction.

Prou\ons d'abord que, si cette proposition était reconnue vraie
pour deux forces P et M9 elle le serait également pour deux au-
tres forces P et \/ P*

Pour le démontrer , concevons trois forces P , P , M dirigées
suivant les trois arêtes d'un même angle d'un parallélipipède rec-
tangle. Pour en avoir la résultante , il faudra d'abord déterminer
la résultante de deux quelconques d'entre elles, puis la résultante
de cette résultante et de la troisième. Or 5 par l'hypothèse , la
résultante \/P3+M2 > de M et de l'une des deux forces P, est di-
rigée suivant la diagonale de la face qui contient les deux compo-
santes ; d'où il suit (8) que la résultante des trois forces sera dans
le plan qui contient cette diagonale de face et l'arête qui lui est
opposée. Mais il existe deux tels plans dans le parallélipipède , et
dans lesquels conséquemment la résultante des trois forces doit se
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trouver à la fois ; cette résultante sera donc dirigée suivant leur
intersection , diagonale du parallélipipède , laquelle est aussi diago-
nale du rectangle des deux forces P et \/P^ÇM* ; il est donc prouvé
que la proposition sera vraie pour deux telles forces rectangulaires 9

si elle l'est pour les forces rectangulaires P et M.
En posant M—P\/k et substituant , on conclura de là que , si

la proposition est vraie pour deux forces rectangulaires P et P\/k ,
elle le sera aussi pour les deux forces P et Pj/fc+i , quel que soit
le nombre entier k. Or , la proposition est vraie (8) pour les deux
forces P et P\/% , puisque ce sont des forces égales; donc elle sera
vraie aussi pour les forces rectangulaires P et P\/lî y P et P\/J ,
P et jFy/4 , P et P\/k ; et comme h est ici quelconque , en
posant kz=m2, il demeurera prouvé que la proposition est vraie pour
deux forces rectangulaires multiples Tune de l'autre P et rnP ;
et il en serait évidemment de même pour deux forces rectangulai-
res P et nP , quels que pussent être les nombres entiers m et n.

Prouvons encore que , si la proposition est vraie pour deux for-
ces rectangulaires P et M, et pour deux autres forces rectangulai-
res P et N ? elle le sera également pour les deux forces rectangu-
laires M et N.

En effet, soient trois forces P, M, N agissant sur un même
sommet d'un parallélîpipède rectangle, et dirigées suivant les arê-
tes de ce parallélipipède, que nous supposons les représenter en in-
tensité. Pour en obtenir la résultante, on pourra d'abord chercher
la résultante {/pî+m* des deux forces P et M, laquelle, par hy-
pothèse , sera dirigée suivant la diagonale de la face xjui contient
les deux composantes 9 et composer ensuite cette résultante avec N ;
ou bien on pourra chercher d'abord la résultante \/pz+N* des
deux forces P et N, laquelle, par hypothèse , sera dirigée suivant
la diagonale de la face qui contient les deux composantes* et com-
poser ensuite cette résultante avec M,

II suit de là que la résultante des trois forces se trouvera à la
fois située dans le plan qui contient la diagonale \/P*+M* et l'arête
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opposée N, et dans le plan qui contient la diagonale [f p*+N* et
l'arête opposée M ; cette résultante sera donc dirigée suivant l'inter-
section de ces deux plans, laquelle n'est autre chose que la dia-
gonale du parallélipipède.

Mais on peut aussi chercher d'abord la résultante des deux for-
ces M et N pour la composer avec P ; et , comme Ton doit re-
tomber également sur la diagonale du parallélipipède , il faut (8)
que cette diagonale soit dans le plan de P et de la résultante de
M et N-9 ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que cette résultante
sera dirigée suivant la diagonale de la face qui contient ces deux
forces.

D'après ce qui a été démontré ci-dessus, la proposition est vraie
pour P et M et pour P et N, lorsqu'on a M=zrnP et N=7ÎP 9

donc, d'après ce qui vient d'être prouvé, elle est vraie aussi pour
M et N, lorsqu'on a M—mP et N=nP ; c'est-à-dire qu'elle est
vraie pour deux forces rectangulaires commensurables quelconques.
Il est facile de démontrer qu'elle est également vraie lorsque les
deux forces rectangulaires sont incommensurables.

Ainsi la résultante de deux forces rectangulaires quelconques ,
agissant sur un même point, est représentée à la fois, en Intensité
et en direction ? par la diagonale du rectangle construit sur les deux
droites qui représentent les composantes tant en intensité qu'en di-
rection.

Soient présentement deux forces P et Q agissant sur un même
point dans des directions quelconques , et soit construit un paral-
lélogramme sur les droites qui représentent ces forces en intensité
et en direction. Soient considérées P et Q comme les diagonales
de deux rectangles ayant un de leurs côtés dirigé suivant la dia-
gonale du parallélogramme ; il est aisé de voir que cette diagonale
sera égale à la somme ou à la différence de ces mêmes côtés, sui-
vant qu'ils seront dirigés dans le même sens ou en sens contraire ,
tandis que, dans tous les cas, les autres côtés des deux"rectangles
seront égaux et dirigés en sens contraire. Si donc , on décomposé
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respectivement P et Q suivant les côtés de ces deux rectangles 5

ces forces se trouveront remplacées par quatre autres , dont deux se
détruiront, tandis que les deux autres se composeront en une seule,
représentée en intensité et en direction par la diagonale; ce qui cons-
titue le théorème qu'il s'agissait d'établir.

Dans la quatrième livraison du Journal de mathématiques de ML.
Crelle { pag. 36g ) , M. le docteur Burg a donné une démonstra-
tion du principe du parallélogramme des forces, qui n'occupe que
quelques lignes , mais qui n'est malheureusement qu'un très-spirituel
paralogisme ; paralogisme que nous croyons d'autant plus nécessaire
de signaler ici 5 que le mérite éminent du recueil sous la garantie^
duquel il se trouve publié , pourrait séduire quelques jeunes lec-
teurs. Voici le fond du raisonnement de M. Burg.

Soient données les intensités de deux forces agissant sur un même
point P 9 et l'angle que comprennent entre elles leurs directions ;
l'intensité et la direction de leur résultante se trouveront complè-
tement déterminées. En menant les droites PA et PB, qui repré-
sentent ces composantes en intensité et en direction , la droite PC
qui doit représenter leur résultante en intensité et en direction se
trouvera tout à fait déterminée. Si donc Ton mène les droites CA
et CB, le quadrilatère APBG se trouvera complètement déterminé
par ces trois données PA , PB et l'angle APB.

Ce quadrilatère sera trapèzoïde , trapèze ou parallélogramme ; or,
il ne saurait être un trapèzoïde , qui ne se détermine que par cinq
conditions; il ne saurait être non plus un trapèze, qui en exige qua-
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tre ; ce sera donc un parallélogramme , qui n'en demande que trois
seulement.

Pour faire bien ressortir le vice logique de ce raisonnement, sup-
posons, pour un moment, qu'il ait plu aux géomètres, comme ils
en avaient certes bien le droit ? de classer les quadrilatères , non
pas d'après le parallélisme ou le non parallélisme de leurs côtés op-
posés , mais d'après la perpendicularité ou la non perpendicuîarité
de leurs côtés consécutifs. On at?rait eu ainsi des quadrilatères ohli-
quangles , rectangles, bi-rectangles et tri-rectangles , dépendant res-
pectivement de cinq, quatre , trois et deux conditions; et, en leur
appliquant littéralement le raisonnement de M. Burg, on aurait été
conduit à conclure que le quadrilatère APEC doit être bi-rectan-
gle, et qu'ainsi le point C doit être déterminé par le concours des
perpendiculaires menées respectivement à AP et BP , par les points
A et B , ce qui est généralement faux.

Si l'on nous objectait que, parmi les quadrilatères que nous ap-
pelons obliquangles et que nous disons ne pouvoir être déterminés
que par cinq conditions, se trouvent compris des parallélogram-
mes qui n'en exigent que trois, nous observerions à notre tour que
parmi les trapézoïdes, qu'on nous dit exiger cinq conditions, se
trouvent compris des quadrilatères bi-rectangles , qui n'en exi-
gent également que trois ; de sorte qu'il y a. exacte parité entre
les deux raisonnemens.

De ce que le quadrilatère APEC ne dépend que de trois condi-
tions seulement , tout ce qu'on est fondé à en conclure ? c'est que
la nature du problème doit, indépendamment des trois données qui
varient d'une question à l'autre, l'assujettir à deux autres conditions ,
sans qu'il soit possible d'assigner ces deux autres conditions à priori»

Mais en voilà peut-être déjà beaucoup trop sur une démonstra-
tion qui occupe à peine une demi-page du recueil de M. Creîîe,
et à laquelle nous ne pensons pas que l'auteur attache une grande
importance. Il est même juste de dire que , si M. Burg s'est rné-
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pris en cette rencontre 9 il n'est peut-être pas donné à beaucoup de
monde de faillir d'une manière aussi ingénieuse.

Dans les Transactions de la société philosophique de Cambridge
( tom. II , i.re partie, pag. 45 ) o n trouve aussi une démons-
tration fort courte et fort élégante du principe du parallélogramme
des forces. On sait que tout se réduit à démontrer le théorème pour
deux forces égales ? formant entre elles un angle quelconque (*); et
voici comment l'auteur, M. J. King, y parvient.

Soient ces deux forces égales à P ? 2Q l'angle qu'elles forment et
R leur résultante, dont la direction doit évidemment diviser l'an-
gle 20 en deux parties égales* Cette résultante devra être nulle pour
toutes les valeurs de 0 comprises dans la double série.

c'est-à-dire , qu'elle devra être nulle en même temps que chacune
des quantités

4** 49*
*2 9^2

et ne pourra d'ailleurs l'être que dans ces seuls cas ; d'où l'auteur
conclut qu'on doit avoir

k étant un coefficient indépendant de P et ô ; or ? cela revient
comme l'on sait ? à

(*) Voj. la Mécanique de M. Francœur.
Tom. XVIII
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et comme, pour ô—o, o;n doit avoir R=zzP, il s'ensuit que
ce qui donne finalement

Il resterait seulement à expliquer pourquoi on n'aurait pas

a? |3 ; y, ..,.,. étant des nombres entiers positifs différens de Funité.
Nous avons employé un tour de raisonnement analogue ? à la page
118 de notre premier volume; mais nous avons eu soin ( pag,
119 ) de nous mettre à couvert de cette objection.

Au surplus , si Ton renonçait à tenir la statique dans un isole-
ment complet de la dynamique » isolement beaucoup moins philo-
sophique peut-être qu'on se le figure, on s'épargnerait bien des dif-
ficultés. En appelant forces égales celles qui sont capables d'impri-
mer des vitesses égales à une même masse , forces doubles celles
qui sont capables de lui imprimer des vitesses doubles , et ainsi
de suite , le principe du parallélogramme des forces deviendrait ce-
lui du parallélogramme des vitesses, si facile à établir nettement à
la manière de d'Alembert dans sa Dynamique. Il resterait plus tard
à prouver que des forces qui impriment les mêmes vitesses à des
masses inégales sont proportionnelles à ces masses. Mais il semble
qu'on se plaise à semer des épines sur les pas des commençans,
de peur sans doute qu'ils ne prennent trop de goût pour les scien-
ces , et qu'elles ne deviennent ainsi trop populaires.
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QUESTIONS RÉSOLUES.

Solution du prohlème de géométrie énoncé à
la page 38o du précédent volume ;

Par MM, LENTHÉBIC , professeur au Collège royal de Mont-

pellier ; THOMAS DE ST-LAURENT , capitaine cTEtat-Ma-

jor; ROCHE, professeur à l'Ecole d'artillerie de la Marine 9

À. V. f professeur de Rhétorique , et W. H. T.

WVV\ll\l\IVV\)VW\V\JlVWVW

jt ROBLÈME* Diviser géométriquement le quart de la circonfé-
rence en trois arcs dont les cosinus soient entre eux dans le rap-
port de trois longueurs données ?

Solution, Soient r le rayon du cercle , x, y s z les trois arcs de-
mandés , <2, bj c les trois longueurs données ; les équations du pro-
blème seront

( l )

COS.OÎ Cos.y Cos.^ N

a h c K '

Si Ton pose chaque membre de la double équation (2) égal à
A , la question se trouvera réduite à déterminer A et Ton aura
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Cos.y=\fr , (3)

Inéquation (i) donne d'ailleurs facilement

4-Cos/yCos.1^)+4Cos.aa:Cos.1jCos.2z = o ;

d'où, en vertu des valeurs (3) et en divisant par À4

labc

ou encore

nabc

ce qui montre d'abord que le problème n'est possible qu'autant
qu'aucune des trois droites données a9 b ^ c n'est plus grande que
la somme des autres ; c'est-à-dire , qu'autant qu'on peut former un
triangle avec ces trois droites. Si l'on désigne par T l'aire de ce
triangle et par R le rayon du cercle circonscrit, on aura, comme
Ton sait ,

donc

donc (3)
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ar bf ^r

expressions facile à construire.
Telle est la manière la plus naturelle de résoudre le problème ,

et telles sont aussi les formules qui ont été données en premier lieu
par M. de St-Laurent ; mais il remarque ensuite qu'en désignant
par a , (3 5 y les angles du triangle respectivement opposés à a>b9

€9 on doit avoir

Sïn.# Sin.0 Sîn.y

a = b ~ "T"~ *

et par suite (2)

Cos.* Cos.y Cos.s

Sin.É* Sin,£ Sin.y

équation à laquelle on satisfait en prenant pour & , y,z tes corn-
plémens respectifs de a, ^ ? ^ 9 puisqu'aîors la somme des trois pre-
miers arcs vaut un quart de circonférence et la somme des trois
derniers une demi-circonférence ? comme cela doit être.

Les trois arcs cherchés sont donc les arcs décrits du rayon donné
entre les côtés des coniplémens des angles du triangle formé par
les trois droites données, et des sommets de ces complémens comme
centres. Cette construction peut d'ailleurs se justifier à priori, et
c'est aussi de cette manière qu'elle a été présentée par M. Roche.

Comme les arcs semblables de differens cercles ont leurs cosinus
proportionnels ? si Ton parvient à construire, pour un rayon quel-
conque 9 trois arcs dont les cosinus soient dans le rapport des trois
longueurs données et dont la somme soit un quart de circonfé-
rence , il sera facile ensuite de construire de tels arcs pour le rayon
donné.

Or , si Ton veut que les cosinus des trois arcs soient les longueurs
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a}b yc elles-mêmes , les formules (4) prouvent qu'il faudra pour
cela prendre r = 2i?. Ainsi ? si Ton décrit un cercle dont le rayon
soit le diamètre du cercle circonscrit au triangle T9 les arcs de ce
cercle dont les cosinus seront a, b, c vaudront ensemble le quart
de sa circonférence ; et c'est à justifier cette assertion que revient
la solution de M. A. V.

M. W . H. T. remarque que , si des sommets du triangle T on
abaisse des perpendiculaires sur les côtés qui leur sont respective-
ment opposés 5 ces perpendiculaires diviseront les angles de ce trian-
gle en six segmens égaux deux à deux et complémens de ces mêmes
angles. La somme de trois de ces segmens, choisis de manière
à être tous inégaux , vaudra donc un angle droit et les cosinus
de ces mêmes angles, respectivement égaux aux sinus des angles du
triangle T 9 seront conséquemment proportionnels aux côtés oppo-
sés de ce triangle, c'est-à-dire, aux longueurs données a vh %c.

Donc, si des sommets du triangle T comme centres , et avec le
rayon r on décrit des ares entre leurs côtés , ea prenant trois seg-
mens d'arcs ? de manière que ces segmens soient inégaux , ils rem-
pliront les conditions du problème; ce qui rentre ; à peu près, dans
la construction de M. de St-Laurent,

M. Pioche observe qu'on résoudrait avec la même facilité le pro-
blème où il s'agirait de diviser , soit une demi-circonférence, soit
une circonférence entière , en trois parties dont les sinus fussent
entre eux dans un rapport donné. On voit ? en effet, que les arcs
décrits du rayon donné entre les côtés des angles du triangle T >
et de leurs sommets comme centres, résolvent le premier problème,
tandis qne les arcs décrits du même rayon et des mêmes centres
entre les côtés des angles extérieurs du triangle résolvent évidem-
ment le second (*).

(*) M. Roche désire que nous informions nos lecteurs qu'il désavoue for-
naellement l'article publié sous son nom à la page 19 du présent volume;
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QUESTIONS PROPOSÉES.

Problème de statique.

JL/ûNNER l'équation de la chaînette uniformément pesante appuyée,
sans frottement, contre la surface soit extérieure soit intérieure d'un
cône droit dont Taxe est vertical ?

Problèmes de géométrie*

I. Construire un tétraèdre dont les arêtes soient respectivement
parallèles à six droites données et non situées deux à deux dans
un même pian ?

II. Quel est le lieu des centres communs de gravité de tous les
systèmes de rayons vecteurs d'une même ellipse ?

III. Peut-on partager par des droites tout polygone plan en com-
partimens dont les centres de gravité soient des points donnés ? dans
l'intérieur de ce polygone ?

IV. Peut-on diviser tout polyèdre par des cloisons planes en por-

et cela parce qu'à titre d'ancien artilleur , ayant souvent fait empiler des
gargousses en triangles et en trapèzes, dans les magasins, et dans la vue de
rendre l'article plus complet, nous nous sommes permis d'en étendre et
d'en modifier un peu la rédaction. Le lecteur aura au surplus remarqué %

comme nous , qu'à la dernière formule il y a un caractère ip qui doit ètf6
remplacé par p. C'est une faute survenue pendant le tirage*
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lions dont les centres de gravité soient des points donnés dans son
intérieur ?

V# II est connu que, si, dans l'intérieur d'un quadrilatère con-
vexe j on décrit quatre cercles tels que chacun d'eux touche trois
de ses côtés 9 les centres de ces quatre cercles appartiendront à une
même circonférence. Quel est le théorème qu'on peut déduire de
celui-là par la théorie des polaires réciproques ?

Théorème de géométrie.

Si , par la base circulaire d'un cône obKque et par son sommet
on fait passer une sphère; le plan tangent à cette sphère conduit
par le sommet du cône sera le plan polaire de Tune des lignes,
focales de la surface conique (*).

y. ^pour la définition des lignes focales, le Mémoire de la page 33
du XV*e Yoluine du présent recueil.



Ô.ïi.Ç. fccit.
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GEOMETRIE I>E SITUATION.
Démonstration de quelques théorèmes sur les

lignes eu surfaces algébriques de tous les
ordres ;

Par M* BOBILLIER , professeur à l'Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur~Marne.

IWl'VVX'WWWWWW

JLLN désignant généralement par fn(xvy) , une fonction rationnelle,
entière et homogène de n dimensions en x et y , l'équation de
toute ligne algébrique du m*ume ordre pourra être écrite comme il
suit :

Si l'on veut passer aux coordonnées polaires , en prenant pour
pôle l'origine des coordonnées, qu'on peut toujours supposer tm
quelconque des points du plan de la courbe , il suffira de poser

cc^ztr , y=zir ; (a)

r étant le rayon vecteur et / , u les cosinus des angles variables for-
més par ce rayon avec les deux axes ; cosinus liés entre eux par la
relation

(3)

L'équation deviendra ainsi

Tom. XVIII, n.° IF, i.cr octolre 1827,
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rmL((, u)+r"~%n t{t,u)+ +r%(i, u)^rît(i, «)+i=o ; (4)

et donnera m valeurs pour le rayon vecteur ? à chaque direction
qu'on voudra lui faire prendre ; ce qui prouverait ? s'il en était be-
soin 5 qu'une ligne du m.umt ordre ne saurait couper une droite en
plus de 772 points ; et que conséquemment toute courbe qui coupe
une droite en 772 points est une ligne du mJeme ordre au moins.

Pour que le rayon vecteur soit tangent à la courbe, il faut que l'équa-
tion (4) donne tout au moins deux valeurs égales pour r ? et que
conséquemment la dérivée de son premier membre ; prise par rap-
port à cette lettre , soit nulle ; ce qui donne

w r t ( / , Z/)+(^_i)r-2fm.I(/^)+.....+2rfa(/^)+f1(/^)=o; (5)

équation qui, pour les points de contact des tangentes issues de
l'origine , doit avoir lieu en même temps que l'équation (4) 5 et
qui , jointe à elle , en ayant égard à la relation (3) , servirait à les
déterminer tous ; c'est-à-dire , que l'équation (5) est l'équation po-
laire d'une courbe qui coupe la proposée en ses points de contact.

Mais 5 quand un système de points est donné par deux courbes
dont ces points sont les intersections , on peut toujours, dans la re-
cherche de ces mêmes points, remplacer l'une d'elles par une au-
tre courbe 5 dont l'équation serait une combinaison quelconque
des leurs. Or , en prenant la somme des produits respectifs des équa-
tions (4) et (5) , par m et —r , il vient, en réduisant,

r"-*fm..(f 9u)+2r™'*îm.>(t, u)+ +(m—a)r>fap, K)K"»—Orfitf ,w)+m=o; (6)

de sorte que c'est là l'équation polaire d'une courbe qui, comme
celle qui est donnée par l'équation (5) , coupe la proposée en ses
points de contact avec les tangentes menées à cette dernière par
l'origine.
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SI présentement on veut repasser aux coordonnées rectangulaires >

il faudra faire (2)

x y

ce qui donnera, en substituant dans l'équation (6) ,

2=0 ; (7)

équation du (m—\yeme degré seulement , appartenant à une courbe
qui coupe la ligne du rn.ieme ordre donnée par l'équation (1) à ses
points de contact avec les tangentes menées à celle-ci par l'origine
des coordonnées.

En se rappelant donc qu'ici l'origine est un quelconque des points
du plan de la courbe proposée, on en conclura le théorème suivant :

THÉORÈME I. Les points de contact d'une ligne du m.ieme or-
dre avec les tangentes à cette courhe , issues d'un même point de
son plan , sont tous situés sur une seule et même ligne du (m—i)iems

ordre au plus*

En désignant généralement par în(x ^y^ z) , une fonction ration-
nelle, entière et homogène de n dimensions en 00, y} z , l'équation
de toute surface algébrique du mJem* ordre pourra être écrite comme
il suit :

îm (x, y, z)+?m.t(x ,y, z)+ + f â O, y, z)+ît (x,y, *)+i=o . (1)

Si Ton veut passer aux coordonnées polaires , en prenant pour
pôle l'origine des coordonnées > qu'on peut toujours supposer quel-
conque dans l'espace , il suffira de poser

x=tr , y=zur , z = f>r ; (2)

r étant le rayon vecteur et / ; u ? 9 les cosinus des angles variables
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que fuît sa direction avec les trois #xes , cosinus liés entre eux par
la relation

L'équation deviendra ainsi

r»f«(^K,O+rrif™-*(^tf > 0 ^ » (4)

et donnera m valeurs pour le rayon vecteur, à chaque direction
qu'on voudra lui faiie prendre ; ce qui prouverait , s'il en était be-
soin ? qu'une surface du rnjem* ordre ne saurait couper une droite-
en plus de m points ; et que conséquemiuent toute surface qui coupe
une droite en m points est du mJem* ordre au moins.

Pour que le rayon vecteur soit tangent à cette surface , il faut
que l'équation (4) donne tout au moins deux valeurs égales pour
r , et que conséqueinment la dérivée de son premier membre, prise
par rapport à cette lettre, soit nulle; ce qui donne

équation qui , pour les points de contact des tangentes issues de
l'origine, doit avoir lieu en même temps que l'équation (4) , et qui,
jointe à elle , en ayant égard à la relation (3) , servirait à les dé-
terminer tous ; c'est-à-dire 5 que l'équation (5) est l'équation polaire
d'une surface courbe qui coupe la proposée suivant ses lignes de con-
tact avec la surface conique circonscrite qui aurait son sommet à
l'origine.

Mais ? quand des lignes sont données dans l'espace par deux sur-
faces dont elles "sont l'intersection, on peut toujours, dans la re-
cherche de ces mêmes lignes , remplacer Tune d'elles par une au-
tre surface dont l'équation serait une combinaison quelconque des
leurs. Or ? en prenant la somme des produits respectifs des équa-
tions (4) et (5) par m et —r 7 il vient, eu réduisant ,
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de sorte que c'est là l'équation polaire d'une surface qu i , comme
celle qui est donnée par l'équation (5), coupe la proposée suivant
ses lignes de contact avec la surface conique circonscrite à cette der-
nière dont le sommet est à l'origine.

Si présentement on veut repasser aux coordonnées rectangulai-
res ? il faudra faire (2)

x y z

' = 7 > » = 7 > ' = -

ce qui donnera , en substituant dans l'équation (6) ,

—1)^0*, y , z)+m=o ; (7)

équation du (m—\yeme degré seulement, appartenant à une surface
qui coupe la surface du rn.ieme ordre donnée par l'équation ( i ) , sui-
vant ses lignes de contact avec la surface conique circonscrite à celle-
ci dont le sommet est à l'origine des coordonnées.

En 3e rappelant donc qu'ici l'origine est un quelconque des points
de l'espace, on en conclura le théorème suivant :

THEOREME IL Les lignes de contact d'une surface du m.ierae

ordre avec toute surface tonique circonscrite sont toutes situées sur
une seule et même surface du (m—jyeme ordre au plus.

Ce théorème et le précédent sont dus tous deux à M» Vallès
( Annales, tom. XVI , pag. 3 i5 ) 5 et nous avons eu uniquement
en vue d'en donner une démonstration qui pût être introduite dans
renseignement élémentaire.

Soient une ligne du m}M ordre et une droite, données respec-
tivement par les équations
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3I=o , y—ax .

dont les différentielles respectives sont

d M

dx dy dx dx

dx
dy

En éliminant — entre ces diflérentielles , l'équation résultante

dM dM

du (m—i)'ieme degré seulement, sera celle d'une courbe ̂ coupant la
proposée en tous ceux de ses points par lesquels on peut lui me-
ner des tangentes parallèles à la droite donnée ; on a donc le théo-
rème suivant que Ton pourrait aussi déduire du Théorème I, comme
l'a fait M. Vallès, à l'endroit cité,

THÉORÈME III. Les points de contact d'une ligne du m.ieiM

ordre avec les tangentes menées à cette courbe , parallèlement à
une droite donnée quelconque, appartiennent tous à une seule et
même ligne du (m—iyeme ordre au plus.

On peut aussi satisfaire à l'équation (a) , quel que soit a p en
posant ; à la fois

dM dM _
-r — - O ^ — O j

dx dy

équations qui appartiennent à deux lignes du (/w—i)îmt ordre , se
coupant en (m—i)a points au plus ; ce qui donne cet autre théorème :

THÉORÈME IF. Les lignes du (m— i)iem* ordres auxquelles
appartiennent les diverses séries de points de contact d'une même
ligne du m.™* ordre> avec des systèmes de tangentes à cette courbe
parallèles à des droites arbitraires , passent toutes par les mê-
mes (m—i)a points Jixes.
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Soient une surface du m.ieme ordre et une droite, données respec-

tivement par les équations

M-o 9 xzzaz , y^ibz $

dont les différentielles respectives sont

dM dx dM dy dM _ dx _ dy _
dit? dz dy dz dz dz dz

En éliminant entre ces différentielles — , — 5 Péquation résili-ât d.£r
tante

7 d M d M , y.
a — hb — + —- = 0 , (aoc)

dx dy dz

du (m—i)Ume degré seulement, sera celle d'une surface coupant la
proposée suivant les lignes par tous les points desquelles on peut
lui mener des tangentes parallèles à la droite donnée ; on a donc
le théorème suivant que Ton pourrait aussi déduire du Théo-
rème II, comme Fa fait M. Vallès, à Fendroit cité.

THÉORÈME F. Les lignes de contact d'une surface du m.ieme

ordre avec la surface cylindrique dont les génératrices sont paral-
lèles à une droite donnée quelconque, appartiennent toutes à une
seule et même surface du (m—1y

eme ordre au plus.
On peut aussi satisfaire à Féquation (aoc), quels que soient a et

b > en posant à la fois

dm _ dm _ dM
dx dy 9 dz = 0 ;

équations qui appartiennent à trois surfaces du (m~\)ttmt ordre se
coupant en {m—i)3 points au plus; ce qui donne cet autre théorème :

THÉORÈME FL Les surfaces du(m—*i)ieffie ordre auxquelles
appartiennent les diverses séries des lignes de contact d'une même
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surface du m.leme ordre avec des surfaces cylindriques circonscri-
tes 5 ayant leurs génératrices parallèles à des droites arbitraires,
passent toutes par les mêmes (m— i)3 points fixes.

Si , sans laisser la droite'donnée tout-à-fait indéterminée, on l'as-
sujettit à se mouvoir dans un plan fixe passant par l'axe des z ;
c'est-à-dire, dans un plan fixe quelconque 9 en supposant l'équa-
tion de ce plan

1 — L
A ~ B >

on devra avoir

Tirant de cette dernière équation la valeur de b > pour la subs-
tituer dans l'équation (txa) , celle-ci deviendra

àM . „ <3MA . , àM

Cette équation est satisfaite , quel que soit a , en posant ? à la fois5

. àM n àM àM
A H ^ - 7 - = 0 , -— z=zo ;

dx dy dz

équations qui appartiennent à deux surfaces du (/w—i)'"w* ordre ,
et conséquemment à la courbe fixe à double courbure suivant la-
quelle ces deux surfaces se pénètrent. On a donc ce nouveau théorème :

THÉORÈME FIL Les surfaces du (m—i)ieme ordre auxquelles
appartiennent les diverses séries de lignes de contact d'une même
surface du m.Mm* ordre, avec des surfaces cylindriques circonscris
tes, ayant leurs génératrices parallèles à des droites tracées arbi-
trairement dans un même plan quelconque 9 passent toutes par une
seule et même courbe à double courbure.
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Ces théorèmes ainsi démontrés, il sera facile, soit par la théorie

des polaires réciproques, soit par celle des projections, d'en déduire
les suivans , que nous nous contenterons d'énoncer.

THÉORÈME VIIL Les tangentes menées à une ligne du m.ieme

ordre, par ses intersections avec une même droite } sont toutes tan_
génies à une seule et même ligne du (m—i^ieme ordre au plus.

THÉORÈME IX, Les surfaces développables circonscrites à une
surface du m.leme ordre , suivant ses intersections avec un même
plan , sont toutes circonscrites à une seule et même surface du
(m—-i)i€me ordre au plus (*)•

THÉORÈME X Les lignes du (m—i)ieme ordre auxquelles sont
tangentes les tangentes menées à une même ligne du m.ieme ordre,
par ses points d'intersection avec des droites parallèles , ou con-
courant en un même point 5 ont toutes les (m—i)2 mêmes tangen-
tes communes.

THÉORÈME XL Les surfaces du (m~i) iemB ordre auxquelles
sont circonscrites les surfaces dèvelappabhs circonscrites à une
même surface du m.ieme ordre , suivant ses intersections avec des
plans parallèles à une même droite 5 ou concourant en un même
point ont toutes les mimes (m—1/ plans tan gens communs.

THÉORÈME XII. Les lignes du (m—i)iôme
 ordre auxquelles

appartiennent les points de contact d'une même ligne du m.ieme or-
dre avec les systèmes de tangentes menées à cette courbe 5 par les
diffèrens points d'une même droite v passent toutes par les (in—1)*
mêmes points»

THÉORÈME XIII. Les surfaces du {m—.i)ieMe ordre auxquelles
appartiennent les lignes de contact d'une même surface du m/me

ordre avec des surfaces coniques circonscrites dont les sommets

(*) Ces deux théorèmes avaient déjà été donnés par M, Gergonne ( An-
nales , tom. XVII, pag. 225 et 241 ).

Tom. XVIII H
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sont dans un même plan, passent toutes par les (m—i)s mêmes
points.

THÉORÈME XIF. Les sur/aces du (m— i)ieme ordre auxquelles
sont circonscrites les surfaces dèveloppables 9 circonscrites elles-mêmes
à une même surface du nuleme ordre, suivant ses intersections avec
des plans parallèles , ou se coupant suivant la même droite , sont
toutes inscriptilles à une seule et même surface développable.

THÉORÈME XV. Les surfaces du (m-i) i eme ordre auxquelles
appartiennent les lignes de contact d'une même surface du m.iem*
ordre avec des surfaces coniques circonscrites dont les sommets ap-
partiennent à une même droite 9 passent toutes par une seule et
même courbe à double courbure.

QUESTIONS RESOLUES.
Solution du dernier des deux problèmes de

géométrie énoncés à la page 232 du XVI.%

volume des Annales ;

Par M. BOBILLIER , professeur à l'Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur-Marne (*)•

JrMOBLÈME. Deux angles trièdres , Vun fixe et Vautre mobile,
ont leurs sommets sur une même droite fixe et indéfinie , et sont tels

(*) M. Bobiliier a résolu l'autre problème de l'endroit cité, à la page 335
du tome XVII.

J , D. G.
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d'ailleurs que leurs arêtes correspondantes sont dans un même plan ;
d'où il suit que les intersections de leurs faces correspondantes sont
trois droites constamment situées dans un même plan variable de
situation dans Vespace comme Vangle trièdre mobile. On demande ,
dans toutes les situations de cet angle trièdre mobile 5 à quelle sur~

face ce plan variable sera constamment tangent ?
Solution* Soient a 9 b , c les pôles dei faces de l'angle trièdre fixe,

et a', bf, c' les pôles des faces correspondantes de l'angle trièdre
mobile considéré dans Tune de ses positions , déterminés les uns et
les autres par rapport à une surface directrice du second ordre ( un
paraboloïde elliptique , par exemple ) , dont l'axe principal coïncide
avec la droite fixe qui joint les sommets des deux angles trièdres. Par
cette disposition, les plans ( a 9 b, c ) , ( a*, b1, c' ) seront per-
pendiculaires à cet axe, et conséquemment parallèles; et les pôles
des trois plans fixes qui contiennent les arêtes correspondantes des
deux angles trièdres seront situés à l'infini ; mais les droites ab et
afbf

 9 bc et Vcf, ca et cfaf , polaires réciproques des arêtes corres-
pondantes, doivent aller concourir à ces pôles respectifs; donc ces
couples de droites seront parallèles, c'est-à-dire , que les deux trian-
gles abc , a/b/c/ auront leurs côtés correspondais parallèles, et se-
ront conséquemment semblables ; d?où il suit que les trois droites
aaf

 f bbf , ce' y polaires conjuguées respectives des intersections des
plans des faces correspondantes des deux tétraèdres , concourront
en un même point o ; ce qui démontre déjà que ces trois inter-
sections sont constamment dans un même plan dont le pôle est
en ce point o*

Présentement, si Ton fait mouvoir le second angle trièdre, pa-
rallèlement à lui-même , de sorte que son sommet parcourre l'axe
de la surface directrice ; les points a/\ b' ,c' décriront trois de ses
diamètres ? lesquels sont parallèles à cet axe et comme tels perpen-
diculaires au plan ( a>b7c ) ; d'après quoi il est aisé de recon-
naître que le point mobile o décrira lui-même un quatrième dia-
mètre , passant par le centre de similitude des projections des
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triangles abc , a/b7c/ sur un plan quelconque, parallèle aux leurs;
donc y puisque la polaire conjuguée de ce diamètre est située à Vin-
fini y ils s'ensuit que le plan déterminé par les intersections des pjans
des faces correspondantes des deux angles trièdres sera mu paral-
lèlement à lui-même.

Démonstration d'un théorème relatif aux lignes
du second ordre circonscrites à un même
quadrilatère ^ renfermant la solution du pre-
mier des trois problèmes de géométrie énon-
cés^à la page 284 du précédent volume ;

Par M. GERGONNE.

JL HÊORÊME. Un quadrilatère convexe quelconque étant
&ur un plan , i.° on peut toujours lui circonscrire une infinité xtel-
lipses et deux paraboles seulement ; 2>° le lieu des centres de tou-
tes ces ellipses est une hyperbole dont les asymptotes sont res-
pectivement parallèles aux axes des deux paraboles ; 3«° les conju-
gués des diamètres de ces ellipses parallèles à une même droite fixe
quelconque concourent tous en un même point fixe de Vhyperbole
lieu des centres $ 4*° les conjugués des diamètres de ces ellipses
parallèles à une des deux asymptotes de ïhyp^riole , lieu de leurs
centres , sont parallèles à ïautre asymptote de jçeite hyperbole ;
5*° enfin y de toutes ces ellipses 5 la plus approchante du cercle est
€elh dont les diamètres conjugués parallèles aux asymptotes de
Thyperbole sont en même temps des diamètres conjugués égaux.

Ce <jull y a de nouveau dans cet élégant théorème appartient
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à M. J. Steioer qui l'a publié dans la première livraison du
deuxième volume du Journal allemand de M, Crelle. Mais M. Stei-
ner n'a point démontré la totalité des propositions qui lui appar-
tiennent , et n'a démontré les autres qu'en s'appuyant sur celles qui
ne lui appartiennent pas ? et qu'il a supposé généralement connues.
Cependant ? comme ces dernières mêmes ne se trouvent point dans
la plupart des traités sur la matière , nous croyons faire une chose
agréable au lecteur en démontrant ici le théorème dans son en-
tier , sans rien emprunter de quelque ouvrage que ce puisse être.

Démonstration. Soient pris pour axes des coordonnées deux cô-
tés opposés quelconques du quadrilatère ; soient a 5 a/ les distan-
ces de l'origine aux deux sommets situés sur l'axe des x , et b ,
h* les distances de la même origine aux deux sommets situées sur
Taxe des y ; l'équation de la ligne du second ordre sera de la forme

Les segmens déterminés par cette courbe sur les axes des x et des
y , à partir de l'origine, seront donnés respectivement par les deux
équations

Axt-\-2>Dx»\*Fz=zQ 9 By2~\-2Ey~\~F-=o ; (2)

d'où il suit qu'on devra avoir

ziD F
a-\-af=— -— , ca = -- ,1 A A

d'oà

B= — 2£=— ""^ F •
bbf 2.bbf

(3)



io2 Q U E S T I O N S
Or , on peut toujours supposer F donné et constant pour toutes
les lignes du second ordre circonscrites au quadrilatère ; auquel cas
A ? B , D, E seront aussi donnés et constans; de sorte que ces cour-
bes ne différeront les unes des autres qu'à raison de l'indétermi-
nation du seul coefficient C.

Observons présentement que, pour que le quadrilatère soit con-
vexe, il est nécessaire que b et bf soient de mêmes signes ou de
signes contraires, en même temps que a et af ; c'est-à-dire, en d'au-
tres termes, qu'il faut que aaf et bb' soient tous deux de même
signe 5 ce qui (3) donnera aussi le même signe à A et B , et ren-
dra ainsi AB positif. En conséquence , on pourra , et même d'une
infinité de manières différentes , choisir l'indéterminée C, de telle
sorte que C%—AB soit négatif, ou que la courbe (i) soit une el-
lipse. On pourra , en outre , choisir C de manière à rendre cette
quantité nulle, ou à rendre la courbe une parabole, et pour cela
il faudra poser

C=±\/ÂB ; (4>

donc i^ à un même quadrilatère convexe quelconque, on peut cir-
conscrire uns infinité d'ellipses et seulement deux paraboles.

En adoptant la double valeur (4) de C , l'équation (i) prend
la forme

o , (5)

qui, combinée avec la double équation

^ / ^ ± / V / S = o , (6)

se réduit simplement à

zDx+ 2Ey+F=o ; (7)

ce qui montre que la double droite (6) ne coupe la double courbe (5)
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qu'en un point unique donné par les deux équations (6) et (?) ;
donc la double droite (6) doit être une parallèle menée par l'ori-
gine à Taxe de la double parabole (5).

Si Ton désigne par ( t,u ) le centre de Tune des ellipses circons-
crites au quadrilatère, ce centre sera donné, comme l'on sait, par
les deux équations

Jt+Cu+D=o , Bu+Ct+E=o . (8)

On obtiendra donc le lieu des centres de toutes les ellipses cir-
conscrites au quadrilatère , en éliminant entre ces deux équations
l'indéterminée C, ce qui donnera

t(Jt+D) = u(Bu+E) ; (9)

équation qui, parce que A et B sont de même signe , appartient
à une hyperbole.

En mettant l'équation de la courbe sous la forme

T>f , E

ce gui donne , pour les équations de son centre ,

D E

l'équation commune à ses asymptotes est

équation commune à deux droites respectivement parallèles aux
droites (6) ; ainsi 2.0 le lieu des centres de toutes les ellipses cir-
conscrites à un même quadrilatère convexe quelconque, est une
hyperbole dont les asymptotes sont respectivement parallèles aux
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axes des deux seules paraboles qui puissent être circonscrites à
ce même quadrilatère»

En remarquant que l'équation (9) est satisfaite par les divers sys-
tèmes de valeurs

D

E
—
B

7/ ' " * IMMMa -

remettant pour A\ B , D, E leurs valeurs (3) , observant que les
axes des coordonnées soiU deux côtés opposés quelconques, et peu-
vent être aussi les deux diagonales considérées comme côtés op-
posés ? on s'assurera , comme on Ta déjà fait ( Annales , tonu IX ,
pag. 3g6 ) , que l'hyperbole , lieu des centres de toutes les. ellipses
circonscrites à un même quadrilatère convexe passe i.° par les trois
points de concours des côtés opposés et des diagonales; 2.0 par
les six points milieux des quatre côtés et des deux diagonales ; 3.*
enfin par les quatrièmes sommets des trois parallélogrammes dont
deux sommets opposés seraient les milieux , soit de deux côtés op-
posés, soit des deux diagonales, et le troisième le point de concours
de ces mêmes côtés ou diagonales. Les formules ( n ) , envisagées
de la même manière , prouveront que le centre de cette hyperbole
est la commune section des trois droites qui joignent les milieux,
tant des côtés opposés que des diagonales du quadrilatère.

En posant pour abréger

Dt+Eu+Fzzk , (i3)

et ayant égard aux équations (8) ? l'équation (1) prendra cette forme

v-t)(y-u)+k = o ; (i4)

et l'équation d'un diamètre quelconque de Tune quelconque dés el-
lipses circonscrites au quadrilatère sera dé celle-ci
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y—u=m(& ~~i) • ( Ï 5 )

En combinant celle-ci avec l'équation (i4)? on obtiendra, pour les
coordonnées de Tune des deux extrémités du diamètre ?

. (16)

Mais l'équation de la tangente à la courbe ( i ) , en un quelcon-
que ( oc' } y' ) de ses points ? est

(J^+CyfJ^D)x+(Bf+C^+E)y+iD^+Ef+F)=:o , (17)

qui, en y mettant pour #' et y' les valeurs (16) et ayant égard
aux relations (8) et (i3) devient

Telle est donc l'équation de la tangente à l'extrémité du diamètre
(i5) ; d'où il suit que l'équation de son conjugué sera

— u)=o ; (19)

©u plus simplement , en ayant égard aux relations (8) ,

)x==o . (20)

En donnant donc à l'indéterminée C des valeurs différentes, on
obtiendra (i5) , pour toutes les ellipses circonscrites au quadrila-
tère dont il s'agit, les conjugués du diamètre parallèle à la droite
fixe dont l'équation serait

{21)

Tom, XVIIL J 5
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Mais, en mettant l'équation (20) sous cette formé

on voit qu'elle est satisfaite , quelle que soit l'indéterminée C 9 ea
posant 9 à la fois ,

Ax+mBy-\-(p-\-rnË) = o , mx-\-y=:o ; (22)

donc, dans toutes les ellipses circonscrites au quadrilatère, le con-
jugué du diamètre parallèle à la droite fixe quelconque (ar) passe
par le point fixe donné par les deux équations {22). Il est donc
vrai 3.° que les conjugués des diamètres parallèles de toutes les
ellipses circonscrites à un même quadrilatère concourent tous en
un même point (*). Il est en outre facile de voir que ce point est
constamment un des points du périmètre de l'hyperbole lieu des
centres ; car, si l'on élimine m entre les équations (22) qui le dé*
terminent, ou tombe sur l'équation

qui est précisément (9) l'équation de cette hyperbole,

II faut pourtant excepter de la proposition ci-dessus le cas où
saura i t une valeur qui rendît les droites (22) parallèles, car alors
le point de concours des conjugués des diamètres parallèles , se trou-
verait infiniment éloigné, c'est-à-dire , que ces conjugués seraient
eux-mêmes parallèles. C'est ce qui arriverait si Ton avait

— = w 5 ou mzz M/ — %
m r B

(*) On trouve une démonstration fort élégante de cette proposition, ainsi
que beaucoup d'autres choses intéressantes, dans un petit ouvrage de M.
LAMÉ, ayant pour titre : Examen des différentes méthodes , etc.; in-8° ( Pa-
ris? Courrier, 1818 ).
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alors les équations des deux diamètres conjugués deviendraient (13)
et (22)

de sorte que ces deux diamètres pourraient être compris dans l'équa-
tion unique

{*-tW~Â±(y—»WB=O ; (23)

d'où Ton voit (12) qu'ils seraient alors respectivement parallèles aux
deux asymptotes de l'hyperbole lieu des centres ; ainsi 4«° fe con-
jugué du diamètre de chacune des ellipses circonscrites à un même
quadrilatère, parallèles à lune quelconque des asymptotes de Vhy*
perbole lieu des centres de toutes ces ellipses , est constamment pa-
rallèle à Vautre asymptote de cette hyperhole.

En posant

A+Cm _ f

d'où

A+C(m+m')+Bmm>^o , (24)

les équations de nos deux diamètres conjugués deviendront

y—u=m(x—/) , y—u^mf{x—/) . (25)

En désignant par 9 l'angle de ces diamètres on aura

Tang.9= ( m - w 0 S i n - y . (a6)
0 l-K?7ï4-mOCosy-fmm' v '

Si l'on veut que , pour une valeur déterminée de C 5 ces dia-
mètres conjugués soient égaux , il faudra , comme Ton sait , que
l'angle Q soit minimum , et conséquemment que la différentielle de
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sa tangente soit nulle, ce qui donnera, toutes réductions faites,

mais, en difîerentiant l'équation (24) on a

d'où , en multipliant et réduisant

ou bien en développant

—2(C—2BCos.y)}mm'+{C(m±my+(B+CCos^ * (27)

Mais l'équation (24) donne

qui > substitué dans (27) ? donne

cette valeur, substituée à son tour dans (28) , donne

—B)—z

de sorte que m et ml sont racines d'une même équation du second
degré, comme on pouvait bien s'y attendre.

En retranchant du quarré de la valeur de m-\*ni le quadruple
de celle de mm' % et extrayant la racine quarrée du résultat, il vient
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m

on trouve ensuite

ces valeurs étant substituées dans la formule (26) ? elle deviendra

d'où

Sln &=2Sin.y.

Tel est donc, pour chaque valeur de l'indéterminée C , l'angle des
diamètres conjugués égaux.

Or } soient sa et 2b les deux diamètres principaux d'une ellipse
et a l'angle de ses diamètres conjugués , on aura, comme l'on sait,

tTang'70C— ~~ 9 d'où l'on voit que l'angle a approchera d'autant

plus d'un angle droit, que les deux diamètres ia et 2b approche-
ront le plus d'être égaux et conséquemment d'autant plus que cette
ellipse sera plus approchante du cercle. Si donc on veut savoir quelle
est, de toutes les ellipses circonscrites à notre quadrilatère, celle
qui approche le plus du cercle, il ne s'agira que d'assigner la va-
leur de C qui , dans la formule (3 i ) , rend Sin.0 maximum, ou
sa différentielle nulle.

Égalant donc cette différentielle à zéro, on trouvera

d'où
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Ces valeurs substituées dans les formules (29) et (3o) donnent

A
, mm: = 5

G

d'où

mz

ce qui prouve que , dans Pellipse dans laquelle les diamètres conju-
gués égaux forment le plus grand angle aigu 5 ces diamètres conjugués
sont (12) parallèles aux deux asymptotes de l'hyperbole; ainsi 5.#

de toutes les ellipses circonscrites à un même quadrilatère, la plus
approchante du cercle est celle dont les diamètres conjugués pa-
rallèles aux asymptotes de Vhyperbole lieu des centres de toutes les
ellipses circonscrites, sont en même temps des diamètres conjugués
égaux ; c'est la solution du problème énoncé à la page- 284 du
précédent volume (*) et le complément du théorème que nous nous
étions proposés de démontrer.

Nous espérons que M. Steiner ne voudra pas laisser son ouvrage
incomplet, et que ? dans un prochain numéro du Journal de M.
Crelle , il nous fera connaître aussi l'ellipse la plus approchante
du cercle, entre toutes celles qui sont inscrites à un même qua-
drilatère*

<*) Le problème avait été proposé par M. Bobiilier.
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Démonstration du théorème de géométrie énoncé
à la page 28 du présent volume ;

Par MM. ROCHE , professeur de mathématiques, de phy-
sique et de chimie à l'Ecole d'artillerie de la marine;
REYNARD $ répétiteur de mathématiques à l'Ecole d'ar-
tillerie de la Garde Royale , et BOBILLIER 9 professeur
à l'Ecole des arts et métiers de Châlons-sur-Marne.

1 HÉORÈME. Trois droites respectivement parallèles aux trois
côtés d'un triangle, menées par un même point pris arbitraire-
ment dans Vintérieur de ce triangle, le partagent en trois paral-
lélogrammes et en trois triangles \ tels que le produit des aires des
trois parallélogrammes est égal à huit fois le produit des aires des
trois triangles.

Bèmoniration. Soit AÂ;A/; ( fig. i ) un triangle quelconque f

et soit P un point pris arbitrairement dans son intérieur. Soient
menées , par ce point P ,

B'C" , parallèle à A'Â", et se terminant à AA' et AA" ,

B"C , parallèle à A"A , et se terminant à A'A" et A;A ,

B(y, parallèle à AA', et se terminant à A/;A et Ar/A' •

On aura, par des théorèmes connus,

ParalL PA = ,

Parai/. PA=rPB.PC'.Sin.M ,
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Pareil. V\"z^

PB.PC//.5//î.A/=2Triang.BPG/

d'où on conclura, en multipliant et en supprimant les facteurs com-
muns aux deux membres de l'équation produit

ra/iPsh X Para!LVkf X ParalL¥M'=§ 2>/.B'TC X 2HBPC" X Tri. B'P G

comme on l'avait annoncé.
On peut également parvenir au but sans rien emprunter de la

trigonométrie. On démontre en effet, dans les élémens , que , si
un angle d'un triangle est égal à un angle d'un autre triangle, Les
aires de ces deux triangles sont entre elles comme les produits des
côtés qui comprennent les angles égaux; d'où il suit que, si un
parallélogramme et un triangle ont un angle égal , l'aire du paral-
lélogramme sera à l'aire du triangle comme le double du produit
des côtés du* parallélogramme qui comprennent l'angle dont il s'agit >

! est au produit des côtés qui comprennent son égal dans le triangle.
En conséquence ? on aura

\Parall.Vk PB.PG

ParalLBÂ!

X/T.BPC"

Barall.VK"

PB".PC

PB'.PC'

~' Pfi.PC"

PIKPC"
Tr^B'PG • ~" PB^PG

d'où, en multipliant et simplifiant ,
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ParaU.TA-X.ParaH.PA'xParalI.'Pk"
~ 7—"1—~%—7T"~~ '—~® t

équation qui revient à la précédente (*).

Démonstration de ce tTiéorèrne et de quelques
autres 9 ainsi que de leurs analogues relatifs
au tétraèdre ;

Par M. VALLÈS , élève ingénieur des ponts et chaussées*

JL HÊORÈME I. Les parallèles à deux des cotes d'un triangle,
menées par un quelconque des points du troisième, partagent ce trian-
gle en deux autres T' et T" et un parallélogramme P , tels qu'on a

Bêmonstration* Soit SS'S" ( fîg. 2 ) le triangle dont il s'agir;
Soit G un point pris arbitrairement sur le côté S'S" de ce triangle ,
par lequel OR a mené les parallèles CA / , CA" à ses deux autres
côtés, se terminant à ces mêmes côtés. Ces parallèles diviseront le
triangle en deux autres C A ^ , CA/;S/;, que nous représenterons
respectivement par Tf

 rT
n et en un parallélogramme CS que nous

représenterons par P. Posons en outre CS/=^a/, CS//-=a'/*

(*) Plusieurs élèves du collège royal de Montpellier, auxquels le théorème
a été proposé , Pont démontré de Tune et de l'autre manière. Il est dû à
Pélèye Ch. Sicard, du collège de S.tc-Barî>e3 à Paris, qui a démontré en outre
que PB.BB'.PB"=PC.PC'.P(X

J. B. G
Tom. XFI1L 16
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EU considérant CA; comme la base commune de F et Tf leurs

hauteurs seront proportionnelles à A'S el A'S' , d'où il résulte
qu'on aura

P À'S CS" a"
~ 2 es7 ~"2 17 '

Par une semblable raison ? on aura

J? a'
T̂ " ~ 2 7 ;

d'où en multipliant, simplifiant, chassant le dénominateur et trans-
posant

comme nous l'avions annoncé.

THÉORÈME II. Les parallèles aux trois côtés d'un triangle 9

conduites par un même point pris arbitrairement dans son inté-
rieur , partagent le triangle en trois parallélogrammes P , P ' , P//7

et en trois triangles respectivement opposés T ^ T / , T ; / , tels qu'on a

Démonstration, C'est une conséquence toute naturelle de ce que
les systèmes de surfaces T / T" et P , T" , T et P', T, V et
Plf ( fig, 3 ) se trouvent exattement dans le cas des trois surfaces
du Théorème L

Si 9 entre ces trois équations 3 on élimine tout à tour deux des trois
quantités ~T, T9 T\ il viendra

En divisant ces dernières deux à deux 9 on parvient à cette double
équation
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Enfin en extrayant la racine quarrée du produit des équations pri-
mitives , on parvient à l'équation

qui est précisément celle qui était proposée à démontrer.

THÉORÈME I1L Les plans parallèles à deux des faces d'un
tétraèdre , conduits par un quelconque des points de F arête suivant
laquelle se coupent ses deux autres jaces , partagent le tétraèdre
en deux autres 17, T7/ et en un hexaèdre heptagone Q } tronc de
prisme quadrangulaire, dont une des arêtes latérales est nulle r

tels que

Démonstration. Soit SS/S//S/// ( fig, 4 ) ^e tétraèdre dont il s?agît.
Par un point C , pris arbitrairement sur l'arête S'S", soient con-
duits les plans À'CB', A^CB" , respectivement parallèles anx faces
SS^S^ , SS'S"' f qui contiennent l'arête SSy", opposée à S'S".
Ces plans diviseront le tétraèdre donné en deux autres S/A/CB/ ,
S//A//CB//, que nous représenterons respectivement par Tf, T/f, et
un corps hexaèdre heptagone, terminé par les deux parallélogram-
mes CS, CS" ' , les deux triangles A^CB^ A^CB^ et les deux tra-
pèzes SA'B'S''7, SA^B^S^; lequel corps que nous représenterons
par Q, n'est autre qu'un tronc de prisme quadrangulaire , dont une
des arêtes latérales est nulle.

Soit conduit , par CB' et CA^ , un plan coupant en D l'arête
SS"; ce plan divisera le corps Q en deux prismes triangulaires , Tun
que nous représenterons par P > ayant pour ses deux bases A/GB/
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et SA"D ; et l'autre, que nous représenterons par P/J/, ayant ̂ pom1

Ses deux bases A"CB"-et DB'8"'. Posons enfin C S ' ^ * ' , CS"s*"-
Nous aurons d'abord

P + l ^ s s Q . (r)

En considérant le triangle A'CB7 comme la base commune du
prisme triangulaire P et du tétraèdre T* 7 leurs hauteurs seront pro-
portionnelles à A'S et A/S/m

9-de sorte qu'tm aura

P o A>S CS" a" / \

Pour une semblable raisoa > ou aura aussi

En considérant À/S/B/ comme la base du tétraèdre T7, ce tétraè-
dre aura même hauteur que le prisme Pn/ ; de sorte que P//y sera à
T7 comme le triple de Faire du triangle W&"D est à Faire du trian-
gle S^'A7, Mais, parce que ces triangles sont semblables, leucs aires
sont proportionnelles aux quarrés de leurs côtés homologues ; de
sorle qu'on aura

Pour tfhe semblable raison, ou aura aussi

Ir -3 £ . (5)



R E S O L U E S . i r 7

Prenant, tour à tour , la somme des équations -(2) et (4) , et
celle des équations (3) et. (5J., en ayant égard à l'équation (1) ,
il viendra

T" ~~° a" \ a" / '

, ea chassant les dénominateurs, transposant et ordonnant

Prenant successivement la somme des produits de ces équations ,
d'abord par ST" et —Q , puis par Q et —ST', en divisant le pre-
jnier résultat par a" et le second par a' % il viendra

3T/(Q+3T/>"=(Q1—9T"T>' ;

d'où j «n multipliant membre a membre et divisant par tt'a1* ,

(Q2—9T/T'/)'=9T/T"(Q4-3T/)(Q-f3T") ;

eu, bien enfin, en développant, réduisant, transposant et ordonnant
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Or , cette équation a deux racines imaginaires qui ne sauraient

convenir à la question qui nous occupe. En ne prenant donc que
sa racine réelle , on aura simplement 5 connue l'annonce le théorème,

THÉORÈME IV. Les plans conduits par un même point , pris
arhitrairement dans Vintérieur de la hase d'un tétraèdre , paral-
lèlement à ses trois autres faces , partagent ce tétraèdre en trois au-
tres tétraèdres T7 , T7 / , T7", trois hexaèdres heptagones , respec-
tivement opposés Q / , Q ; / , Qu/, lesquels sont des troncs de prismes
triangulaires , ayant une arête latérale nulle } et enfin un parâllè-
lipipède P , tels qu'on a

Q'=3(/ïH-VÏ^/!

Démonstration. Les trois premières équations résultant tout na-
turellement de ce que chacun des trois systèmes de corps T" , T77'
et Q/,- T ' " , Tf et Q'^ T ^ 1^ et Qw se trouve dans le même
cas que les trois corps du théorème III ; la quatrième seule a be-
soin d'être démontrée*

Pour y parvenir , soit SVS'" ( fig. 5 ) la base du tétraèdre
donné5 et soit O le point pris arbitrairement daus son intérieur par
lequel on a conduit des plans respectivement parallèles à ses trois
autres faces ; ces plans coupant le plan de la base suivant les droites
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À'B" , parallèle à S"S' , se terminant à S'"S" et &//fS' y

À/'B'", parallèle à S//;S/;, se terminant à S'S'" et S'S" %

ÀWB% parallèle à S'SW , se terminant à S"S' et S^S"' .

Les triangles A'OB', A"OB", AWOB;// seront les bases de nos
trois tétraèdres dont nous supposerons les sommets respectifs en
C ; , C" , C w , et que nous représenterons respectivement par Tf ,
T% T". Alors OC7, OC" , OCW seront les trois arêtes d'un même
angle du parallélipipède P; et cet angle sera évidemment égal à
chacun des angles C, C\ Cf/ des tétraèdres V, T \ T".

Mais 5 lorsqu'un parallélipipède et un tétraèdre ont un angle trie—
dre égal, le volume du parallélipipède est au volume du tétraèdre,
comme six fois le produit des trois arêtes du parallélipipède qui
comprennent l'angle dont il s'agit, est au produit des trois arêtes qui
comprennent son égal dans le tétraèdre. En observant donc que le
parallélipipède P a une arête commune avec chacun des tétraèdres
Z7 , T", T"' 9 et que ces trois tétraèdres sont semblables ; on aura

P —a OC-OC»' OB7/ .OAW

T* """ * GA'.CW ~ "OMÔF"

P OC'.OC
* Q"Màr/btrT«~ * Q"M.àr/btr OA^OB" *

P OO.OOf OB'.OA"

Mais, si l'on représente par / ' , i" 9 t
;// les bases respectives des
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tétraèdres T\ T", T'» > et par/? ' , p" , p'" les parallélogrammes
opposés OSy, OS" y OS'" , qui avec eux composent la base du té-

proposé, on aura

EU _
t!f * OÀ".OB"

équipions qui ̂  comparées aux précédentes , les changent en celles-ci,

L - 3 ^. L ~3 ^ ~ —3 ^

èbnt le produit est

Mais ? par le théorème II9 on a

donc, en. substituant et chassant le dénominateur^

comme Faimonce le théorème*



De ces quatre ^ ' . t H ;r~ t^ M; peut déduire plusieurs autres
d'abord ctrue a^iniLi^ ilunue

ces vc*eurs dans les trois .premières , n chassant ie& dé-
, il vieillira

En éliminant entre ces équations deux quelconques des quantités
£'2% V"^* V^I^ 1 la troisième disparu':î*d d^lie-aiêaie el ou aura

THÉORÈME % FI Z&? plans conduits paraïïeîerneni aux faces
d'un tétraèdre , /?^r ra même point prié arbitrairement dans son
inférieur , partagent* ce' tétraèdre en quatorze parties dont quatre
P ? I*', V/f, P ; / / sont des paraîlèlipipèdes ayant chacun un angle
trièdre commua avec, lui ; quatre autres T r T>% T ; / , T w «fo/2/ ^ ^
tétraèdres qui lui sont semblables, ^/ yw/ jo/z/ respectivement op-
posés à ces paraîlèlipipèdes ; enfin les six dernières que nous dé-
signerons par ( pp' ) , ( pp" ) , ( p Y ' ) , ( pp^ ) , ( p ' p " ) , ( p^p w ) ,
suivant le$ paraîlèlipipèdes entre lesqtels elles se trouveront situées ,
sont des troncs de prismes quadrangulaires '9 ayant une arête la-

Tom. XFI11. ' 17 '
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ter aie nulle ; et on a , entre ces quatorze parties , tes dix relations
suivantes :

3 3 3

î 3 3

i 3 3

S 3

Démonstration. Ces relations résultent tout naturellement de ce
que les quatre systèmes de sept corps

P, T', 2*', T"' ,.(y^0» ( /^'O. G»"/»'") •

.P".T»',TtT!t{ppf)f (pp<»),

se trouvent, les uns par rapport aux autres, dans le cas du théo-
rème IK
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De ces relations on peut en déduire une multitude d'autres,

parmi lesquelles nous nous contenterons de signaler les plus remar-
quables.

En extrayant la racine cubique du produit des quatre dernières ,
on obtient, sur-le-champ ,

Si , entre ces mêmes quatre dernières équations, on élimine tour
à tour trois des quatre quantités T > T', T/f, TifJ, on aura

On tire encore de ces équations , en les multipliant par T, Tt

y// ^ jy// 9 et remarquant qu'alors leurs seconds membres devien-
nent égaux,



QUESTIONS PROPOSEES,

Problèmes de géométrie.

L JLJANS l'intérieur d'un triangle on en a construit nu autre $

à voloaté 5 dont les côtés sont parallèles ans siens , et qot peut d'ail-
leurs être tourné dans le même sens que lui ou en sens inverse.
Les côtés du triangle intérieur, prolongés jusqu'au périmètre de
Pan ire triangle, partagent celui-ci en sept parties. Quelles sont les
relations diverses qui existent entre ces parties ?

IL Dans l'intérieur d'un tétraèdre on en a construit un antre,
à volonté, dont les faces sont parallèles aux siennes =, et qui peut
d'ailleurs être tourné dans le même sens que lui ou ea sens inverse.
Les faces du tétraèdre intérieur , prolongées jusqu'à la surface de
l'autre, partagent celui-ci en quinze parties. Quelles sout fcs rela-
tions diverses qui existent entre ces parties.

HI. De Porigine des coordonnées rectangulaires, comme centre
commun, on a décrit, sur les plans des yz 9 des zs et de& sy f

de5 cercles dont les rayons respectifs sont a ^h, c* Une droite in-
définie se meut dans Pespace, de manière à passer constamment par
les circonférences de ses fcrois cercles. Quelle est l'équation de la
surface gauche qu'elle engendrera dans son mouvement ?

IV« Quel serait, pour les lignes du second ordre inscrites à nu
même quadrilatère , le théorème qu'on pourrait déduire, par la
théorie des polaires réciproques, de celui qui vient d'être démon-
tré (pag. 100) sur les Kgaes du second ordre circonscrites ?
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RECLAMATION DE M. PONCELET. ia5

POLÉMIQUE MATHÉMATIQUE.
Réclamation de M. le capitaine Poneelet,
(Extraite du Bulletin universel des annonces et nouvelles scientifiques);

açec des notes ;
Par M. GERGONNE.

* PONCELET de qui, depuis plus de dix ans, je n'ai cessé d'accueillir les
recherches, de signaler les travaux, de défendre et <H propager les doctri-
nes > vient de publier dans le dernier numéro du Bulletin universel ( août
18275 pag« 109 ) une sorte de note diplomatique, en forme de manifeste,
®ù , à travers des expressions beaucoup trop flatteuses pour moi , on voit
percer , de toutes parts , beaucoup d'amertume * des reproches et même des
accusations assez graves. Si , croyant avoir à se plaindre de ma part de quel-
que manque de procédé» bien involontaire sans doute, M. Poncelet s'était
directement adressé à moi, j'ose croire qu'il ne m'eût pas été difficile de
le convaincre q.ue ses préventions étaient tou-t-à-fait dénuées de fondement mr

mais puisqu'il a préféré m'accuser devant le public , je crois entrer dans-
ses vues en consignant sa plainte dans mon Recueil , afin d'ajouter encore ?
fr'il est possible,, à la publicité qu'il a désiré d'obtenir pour elle.

Note sur divers articles du Bulletin des sciences
de 1826 et de 1827, relatifs à la Théorie des
polaires réciproques 5 à la dualité des proprié-
tés de situation de Vétendue r etc. ;

Par M. PONCELET»

a On fit a la pagv 27a du Bulletin de mai 1827 que , dans un
mémoire présenté récemment à VAcadémie royale des sciences , M.

Tom. XFI11, ».• V, i .e r novembre 1827. 28
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Poncelet a repris , avec de plus amples dèveloppcmens , les recher>
ches de M, Gergorine sur la dualité des propriétés de situation;
dualité que ce dernier géomètre a signalée ( t) dans les premiers
numéros des Annales de mathématiques de l'année 1826 , et dont
il a été rendu un compte fort détaillé à la pag. 112 du Bulletin
de février de la même année. Or , il m'importe beaucoup que les
géomètres qui n'ont pas l'avantage d'assister aux séances de l'Aca-
démie des sciences sachent : i.° que le mémoire sur la théorie
générale des polaires réciproques, dont il s'agit, a été présenté à

(1) a Le lecteur remarquera que ces recherches de M. Gergonne ne vompren-
tient que les relations de situation du point, de la ligne droite et du plan ,
dont la réciprocité ou la dualité est de première évidence , et que c'est par er*
reur que Vauteur de Varticle cité du Bulletin, mentionne aussi tous les théo-
rèmes de la trigonométrie sphérique, puisque M. Gergonne ne s'en est point
occupé (*) » .

( Note de M. PONCELET ) .

(*) Dire que les théorèmes dont je me suis occupé sont doubles, commf
le sont ceux de la trigonométrie sphèrique , ce n'est point dire , ce me sem-
ble, que je me sois occupé de ces derniers; ce que disent là MM. les Ré-
dacteurs me paraît n'être que la suite des idées qu'ils avaient mises en ayant
dans un autre article ( Février 1826, pag» **3 ).

Il aurait e'té fort inutile d'ailleurs que je m'occupasse de la dualité des
théorèmes de la trigonométrie sphèrique , car il n'est, je pense, aucun géo-
mètre pour qui cette dualité soit un mystère ( Annales , tom. }£V , pag.
3oa ) , ( Bulletin , avril 1828 , pag. 222 ). Quant au reproche que fait M.
Poncelet à mon article de n'offrir que des cas de dualité de première évi-
dence , que M. Poncelet veuille bien me dire dans quel ouvrage cette dua-
lité- avait été signalée avant la publication de l'article auquel il paraît at-
tacher si peu d'importance. J'ai eu dessein , en le composant , d'écrire les
premières pages d'un traité élémentaire, suivant les vues de M. Poncelet,
qui sont aussi les miennes ; j'ai voulu prouver que le principe de dualité
pourrait être mis en évidence dès les premiers pas dans l'étude de la géo-
métrie; et on n'aurait pas été fondé à plus exiger de moi que je n'avais eqt
dessein de faire.

J. D. G.
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cette Académie dans sa séance du 12 avril 1824 (1) , par consé-
quent deux années avant l'époque ou M. Gergonne a publié ses
idées sur la dualité de certains théorèmes de géométrie (*) ; 2.° qu'il
a été lu , dans cette même séance , une notice étendue qui avait
pour but de signaler fortement à Fattentipn des géomètres , non
seulement la réciprocité des relations descriptives ou de situation
des figures, mais encore celle des relations métriques de distances,
d'angles et de lignes trigonornéfcriques ; 3.° que ce mémoire a été
renvoyé à l'examen d'une commission composée de MM, Legendre,
Poinsot et Cauchy 9 rapporteur qui en possède encore le manus-
crit. S'il était nécessaire d'appuyer des faits aussi authentiques (**)>
il me suffirait d'invoquer le témoignage des personnes présentes à
la séance du 12 avril 1824 > lesquelles se rappeleront très-bien,
m'avoir entendu lire la notice dont l'extrait a paru dans le numéro
de mars 1827 > ^ e s dnnales de mathématiques ; notice dont la sin-
gularité des vues a même fait dire plaisamment à d'illustres aca-
démiciens : Que c'était de la géométrie romantique, de la géométrie
à quatre dimensions.

» On ne me reprochera pas , sans doute , d'avoir attendu jus-

Ci) « Voyez le résumé de cette séance dans les divers journaux du temps»
et notamment pag, 74 du tom, II du Bulletin de 1824 ».

( Note de M. PONCELET ) .

(*) Au commencement de 1819 , M. Coriolis me transmet, sans démons-
tration , un élégant théorème relatif^ à la géométrie de la règle. Sans même
songer à la manière dont il pourrait être démontré, j'écris aussitôt son cor-
relatif à sa suite, et je les propose tous deux dans mon Recueil ( tom. IX ,
pag, 289). Mes idées sur la dualité de situation étaient donc alors déjà bien
fixées; ce que prouve encore l'article de la pag. 3a 1 du même volume. Ce
sont aussi les mêmes idées qui ont donné naissance au mémoire sur les lois
générales qui régissent les polyèdres ( tom, X V , pag. 187 }.

J. G. D.
(**) Mais qui songe donc à les nier ?

J.G.D.
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qu'ici, sans réclamations, le jugement de MM. les commissaires de
l'Institut ; mon silence prouve , tout au plus , le prU que j'attache
à ce jugement, le respect que je professe pour la personne des com-
missaires , enfin le peu d'empressement que je mets à tirer avantage
de mes recherches géométriques.

» Le fait est que le mémoire sur la théorie des polaires réci-
proques et celui qui a pour objet la théorie générale du centre
des moyennes harmoniques, dont il a été rendu compte Tannée der-
nière à l'Académie , par M. Cauchy (*), composent les prêlimi-
naires d'un grand travail sur les propriétés des lignes et des sur-
faces géométriques, déjà annoncé dans le Traité des propriétés pro-
jcctives des figures. Les occupations de mon service militaire ne
m'ont pas permis, jusqu'à présent, de perfectionner et de mettre
au jour ce travail, et je suis encore moins à même de le termi-
ner, depuis que son excellence le Ministre de la guerre m'a chargé
de créer le cours de mécanique appliquée aux machines, à l'école
spéciale de l'artillerie et du génie , à Metz (**). Mais si , dans
cette position , j'ai dû renoncer à l'idée de poursuivre et de publier

(*) Voy, Annales, tom. XVI, pag. 349.
(**) Personne n'a été plus fâché que moi de voir M. Poncelet chargé de

ce cours; je m'en suis expliqué à son ami le colonel Vainsot, dès qu'il m'en
a donné la première nouvelle , et plus tard j'ai dit publiquement ce que
j'en pensais ( tom. XVII, pag. 274 ). î l ne manque pas en effet d'hommes
propres à appliquer les sciences \ et on ne saurait laisser trop de loisirs au
petit nombre des esprits privilégiés qui peuvent en reculer les limites. Mal-
heureusement tout le monde ne pense pas ainsi. La roue à aubes courbes
de M. Poncelet lui a valu d'honorables récompenses , et sa théorie des polai-
res réciproques ( Annales , tom. VIII, pag. 2.01 ) , bien que d'une toute au-
tre importance , a passé pour ainsi dire inaperçue.

Mais , parce que M. Ponceiet est empêché de publier les résultats de ses
recherches , s'ensuit-il que tout le monde sera tenu de se croiser les bras
pour l'attendra ? Je ne puis me persuader qu'il pousse l'exigence à ce point.

j . D. G;
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prochainement mes recherches géométriques , je n'en dois pas moins
être jaloux de m'assurer la possession de celles qui ont pu arriver
à la connaissance des géomètres. Gomme j'ai eu d'ailleurs occasion
de communiquer , depuis long-temps ? quelques-uns des résultats
de ma théorie à différentes personnes , je crois pouvoir déclarer ici
que l'objet de ces recherches embrasse les propriétés descriptives et
métriques les plus générales de Vintersection 7 de Vosculation des
lignes et des surfaces de divers ordres , et que, c'est en prenant prin-
cipalement pour base les deux mémoires ci-dessus, les principes de
la projection centrale ou perspective et ceux de la théorie des transver-
sales , que je suis parvenu aux résultats de mon travail ; je crois
devoir déclarer , en outre, que la méthode par laquelle j'applique
la théorie des transversales à la découverte des propriétés des lignes
et surfaces , présente les caractères d'une véritable analyse, qui per-
met de combiner les relations des figures et de reconnaître ce qui
leur appartient , même quand ces relations prennent la forme de Tin-
détermination , ou que certaines, grandeurs deviennent imaginaires,
infinies ^ etc. J'ajouterai que , pour faciliter l'intelligence de cette
méthode, j'ai commencé par l'appliquer aux sections coniques , et
que je suis ainsi parvenu à établir, en quelques pages , les pro-
priétés les plus fécondes , les plus générales de ces courbes, notam-
ment celles des hexagones inscrits et circonscrits, celles du contact
des divers ordres , celles enfin que Desargues a nommées involuiions :
ces dernières relations, comme on sait, ont été étudiées spéciale-
ment par M. Brianchon , dans son intéressant mémoire sur les lignes
du second ordre ; elles se trouvent reproduites dans le Traité des
propriétés projectiles , et elles ont servi de base à M. Sturm pour
établir, dons les Annales de mathématiques ( tom. XVI et XVII,
Bulletin des sciences , mai 1826 et février 1827 ) , plusieurs des
propriétés des sections coniques , considérées isolément ou combi-
nées entre elles. On conçoit aussi que la démonstration de l'hexa-
gone de Pascal, donnée par Mi Gergonney tom. XVII des Anna-
les de mathématiques, pag. i43 , en parlant des propriétés des se-
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cantes du cercle , démonstration mentionnée pag. g3 du Bulletin
des sciences de février 1827; que cette démonstration, dis-je, doit
se trouver comprise nécessairement dans l'application particulière que
j'ai faite de la théorie des transversales aux sections coniques (*) 5
et s'il fallait à ce sujet ua témoignage plus spécial , j'invoque-
rais celui de M. Brianchon auquel, depuis nombre d'années, j'ai
fait part de ma méthode avec cette confiance qu'on doit à un ami,
à un savant modeste , assez riche de son propre fond pour n'avoir
rien à envier à ses émules (**).

* En entrant dans ces développemens , mon intention n'est pas
de revendiquer , pour mon compte 5 toutes les propositions sur les
courbes et surfaces qui rentrent dans l'objet spécial de mes re-
cherches ; à Dieu ne plaise ! Je prétends seulement qu'on m'accorde

(*) Je suis flatté sans doute que cette démonstration ait fixé l'attention
de M. Poncelet ; mais peut-il penser sérieusement qu'après avoir démontré
le théorème ( Annales , tom. IV, pag. 78 ) par les propriétés projectiles ; qu'a-
près en avoir donné une démonstration analytique assez simple ( ïbid., pag-
38i ) ; qu'après en avoir enfin publié spontanément deux autres démonstra-
tions fort élégantes de M. Dandelin ( Annales, tom. XV, pag. 695 et tom.
XVI | pag. 325 ) j'attache beaucoup d'importance à celle-là que je n'ai
même publiée que parce qu'elle s*est présentée sous ma plume en corri-
geant l'épreuve du mémoire de M. Ferfiot, auquel elle se rapporte , et qui
n'a drautFe mérite à mes yeux que de pouvoir être introduite dans les élé»
mens de géométrie plane ? Pense-t-il surtout que je la mette le moins du
monde en parallèle avec celle que j'ai donnée plus récemment ( tom. XVII,
pag. 222 ) et qui a été reproduite dans le Bulletin ( mars 1827 , pag. 166 ) }
laquelle, non seulement n'exige ni construction ni calcul, mais même peut
être communiquée de rive voix, en très-peu de mots » et fait de cet impor-
tant théorème une vérité presque triviale?

J. D. G.
(**) Qu* sait ? J'écoutais peut-être aux postes*

J. D. G.
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«pie je n'ai pas emprunté aux autres les principes et les méthodes
qui en constituent la base essentielle (*).

y> Revenons à la dualité, dont le Bulletin des sciences attribue uni-
quement la découverte à M. le Rédacteur des Annales de mathé-
matiques (**). Je ne manquai pas de faire remarquer à cet estima-
ble géomètre l'analogie de ses idées avec les miennes, dès l'appari-
tion, en janvier 1826, de son mémoire sur la dualité (***) ; et 7

d'après la demande qu'il voulut bien me faire ensuite de lui don-
ïier une idée plus étendue de mes dernières recherches , concernant
la théorie des polaires réciproques , je me hâtai de lui en adres-
ser l'analyse au mois de décembre 1826 ; j'y joignis un article de
réclamations qui me paraissait assez intéresser la philosophie de la
science pour mériter une place dans les Annales de mathématiques.
Je respecte les motifs qui ont empêché M. Gergonne d'insérer , avant
le numéro de mars 1827 de son Recueil, l'analyse dont il s'agit,
et qui lui on fait supprimer entièrement ma réclamation* J'ignore
d'ailleurs pourquoi il a cru devoir répondre à cette réclamation ,
dans ce même numéro, sans la citer et sans mettre ses lecteurs en
état d'apprécier ses propres observations. Enfin , je ne comprends pa$

(*) Mais personne ne songe à le contester ; et ou va voir tout à l'heure
de quel côté vient l'accusation d'emprunt.

J . D. G.
(*•) Si le Bulletin s'était exprimé ainsi , il serait assez difficile de lui prou-

ver qu'il a dît faux ; car probablement M. Poneelet n'a pas tenu plus que
moi journal de ses pensées sur ce sujet ; mais le Bulletin dit simplement que
j'ai signalé cette dualité, et ici les dates font foi. Je yeux, bien d'ailleurs
que le Bulletin se soit trompé, pour peu que cela puisse être agréable à M#

Ponceiet , car l'essentiel est ici que la vérité se manifeste 9 et il importe peu
qu'elle emploie tel ou tel autre organe.

J . D. G.
(•**) M. Poncelet convenait donc, à cette époque, que je ne lui avais riea

J. D. G.
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davantage pourquoi il a totalement négligé de mentionner mes re-
cherches dans ses deux me'moires de janvier et février 1827 ? sur les
lois générales qui régissent les lignes et surfaces courbes ; mémoire
dont l'analyse a été donnée dans les cahiers de mars et d'avril dernier
du présent Bulletin. J'ai d'amant plus lieu d'en être étonné que la
publication de ces mémoires est postérieure à renvoi de ma récla-
mation, et qu'ils sont entièrement basés sur la partie de la théorie
des polaires réciproques 9 que j'ai le plus d'intérêt à revendiquer pour
mon compte, puisqu'elle concerne la réciprocité ou, si l'on veut >
la dualitédes propriétés des lignes et des surfaces courbes, réci-
procité que j'ai étudiée d'une manière toute spéciale, soit dans mou
mémoire d'avril 1824 » soit dans le Traùè des propriétés projeetives,
et dont j'avais même déjà exposé les principes fondamentaux et
signalé l'importance, dès janvier 1818, dans un article inséré au*
tom. VIII des Annales des mathématiques (*)•.

(*) Voilà qui est fort clair. J 'ai , méchamment et à dessein r supprimé la
date du mémoire présenté par M. Poneelet à l'Académie des sciences , dans
le but de laisser croire qu'il était postérieur à celui de janvier 1826, dont
alors ou l'aurait supposé le simple développement. La lecture de l'analyse qui
m'en, a été adressée par M. Ponceiet ayant produit chez mai une illumination
soudaine , je me suis mis en toute hâte à brocher sur ce sujet un long mé-
moire , occupant deux livraisons, dans lequel je me suis bien gardé de citer
M« Ponceiet, du mémoire duquel j'ai publié postérieurement l'analyse, en
supprimant soigneusement 0a réclamation qui aurait mis mon larcin à dé-
couvert. Voilà sans doute une accusation fort grave. Voyons pourtant si ce
ne serait pas un pur fantôme 9 que le souffle le plus léger pourrait faire ai-
sément évanouir.

La lettre d'envoi de Panalyse du mémoire de M. Pbticelet porte la date
du 19 décembre 1B26, et m'est parvenue le 26 du même mois; A cette épo-
que , ainsi qu'il arrive communément, l'imprimeur m'avait déjà-remis la li-
vraison imprimée de janvier 1827 , contenant La première partie de mon
mémoire sur les lignés et surfaces courbes , et je lui avais déjà transmis à
Nisoies , pour être imprimé en janvier, le manuscrit de la livraison de fé-
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» Quoique les deux mémoires de M. Gergonne, que nous ve-

nons de citer en dernier lieu, renferment, quant à l'objet en dis-
cussion , beaucoup de conséquences qui , suivant nous , sont plus
que sujettes à controverse, et dont la publication peut faire tort aux

t r ier , qui contenait le reste du mémoire. J'ai fait paraître l'analyse du mé-
moire de M. Poncelet dans celle de mars , et M. Poncelet lui-même sera
forcé de convenir, malgré sa préoccupation et ses préventions, qu'il m'eût
été difficile de faire plus de diligence, Certes, les géomètres qui me font Thon-
ïieur de correspondre avec moi ne sont pas tous toujours traités avec autant
de faveur. Que doit penser, d'après cela^ M, Poncelet de MM. les commis-
saires de l'Académie qui , depuis trois ans, paraissent ne point avoir pré-
senté encore leur rapport sur son mémoire ?

Il m'était donc impossible de citer les nouvelles recherches de M. Pon-
celet , dans un mémoire que j'écrivais sans en avoir connaissance. Je Pai pour-
tant cité une fois y et j'aurais désiré pouvoir le faire plus souvent} mais ,
si l'on veut bien comparer mon mémoire avec l'analyae du sien , on recon-
naîtra aisément que les idées qui out présidé à la rédaction de ces deux
écrits n'ont presque aucune analogie entre elles. Je n'ai emprunté à M. Pon-
celet que Part de doubler les théorèmes, à l'aide de la théorie des polaires
réciproques; e t , si j'ai négligé de répéter en cet endroit qu'il est l'auteur
de cette théorie , c'est que je l'ai dit tant d'autres fois , c'est que son nom
me paraît tellement identifié avec elle » que J'ai regardé la chose comme
auperflue. C'est ainsi qu'aujourd'hui, par exemple , on invoque sans cesse la
théorie des pôles, sans rappeler à qui elle est due, et les propriétés du trian-
gle rectangle, sans nommer Pythagore.

Je donnerai, à la suite de cet extrait, puisque M. Poncelet y attache
tant d'importance, le préambule et le post-scriptum de son analyse, et le
lecteur pourra voir alors si ce n'était pas bien plutôt dans l'intérêt de M.
Ponceiet que dans le mien-que j'avais cru ne devoir pas les publier. J'ai
d'autant plus lieu présentement de regretter cette suppression qu'elle a en-
traîné celle de la date de la présentation du mémoire à l'Académie , laquelle,
se trouvant indiquée dans le pre'ambule, a été dès lors écartée de mes yeux.
Au surplus tout ce quiproquo aurait été évité si , dès 1824 , M» Poncelet
m'avait fait l'honneur de m'adresser son analyse ; les Annales y auraient gagné
un article fort piquant, et tous les miens n'eussent ainsi paru qu'après celui-là.

J . D. G.
fom. XFHI 19
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vues philosophiques de Fauteur sur le principe de la dualité {*) ,
on avouera que, d'après l'importance même qu'il leur accorde , nous
avions quelque droit d'espérer qu'il ne tairait pas ce que nous avons
fait dans ce genre de recherches. Nous professons au surplus, en-
vers sa personne et son caractère, une trop haute estime pour ne
pas croire qu'il serait revenu , dans les numéros suivans des An-
nales , sur ce qui nous concerne (**) , et nous eussions gardé pres-
que indéfiniment le silence sur l'objet de la présente réclamation,
si l'article inséré à la pag. 275 du Bulletin des sciences de 1827,
n'était pas rédigé de manière à laisser croire aux géomètres qu'en
effet nos recherches sont postérieures à celles de M. Gergonne. L'au-
teur de cet article est d'autant plus excusable d'ailleurs , que l'omis-
sion , dans les Annales de mathématiques, de la date de la pré-
sentation du mémoire sur la théorie générale des polaires récipro-
ques , la suppression d'une partie de la lettre d'envoi de l'analyse
de ce mémoire , enfin les réflexions même dont M. Gergonne a jugé

(*) M. Poncelet qui a étudié d'une manière toute spéciale la réciprocité des
propriétés des lignes et surfaces courbes aurait dû, ce me semble, s'expri-
mer ici d'une manière plus décisive. S'il n'est pas sûr de son fait, pourquoi
aceuse-t-ii ? S'il l'est, au contraire f pourquoi ne montre-t-îl pas où est la
faute ? Gela serait beaucoup moins désobligeant que des insinuations obli-
ques. Je reviendrai plus loin sur ce sujet.

J. D. G.

(**) II se peut que , parmi les nombreux tbéorèmes que j'ai démontrés f

quelques-uns se trouvent dans le Traité des propriétés pfiojectives , où les recher-
ches sent assez difficiles à faire, à raison du grand nombre des résultats de
détail qu'il embrasse; mais je m'étais mis, ce me s^nble , à l'abri de tout
reproche sur ce point , en déclarant formellement, dès le début, que j'avai*
beaucoup moins en vue de découvrir des théorèmes nouveaux que d'indiquer
une méthode nourelle et facile , propre k démontrer un grand nombre de
théorèmes connus,

J. D. G.
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à propos d'accompagner cette analyse , ne sont pas très-propres à
éclairer la conscience des lecteurs sur l'objet en discussion (*).

» Par exemple , tout en avouant ( tom. XVII, pag. 274 et 270 )
que les points principaux de la nouvelle doctrine se trouvent in-
diqués dans le Traité des propriétés projectiles y il avance « que
» c'est d'une manière si fugitive , qu'il n'en est fait aucune men-
v tion, ni dans le rapport des commissaires de l'Académie , ni dans
» la préface de l'auteur, ni même dans son introduction de trente
1» pages » ; puis il ajoute : « N'est-on pas fondé , d'après cela ? à pen-
y> ser que M. Poncelet avait d'abord regardé cette partie de son ou-
* vrage comme très-accessoire , surtout lorsqu'on lui voit recommarx-
» der les élémens d'Euclide, et qu'où le voit débuter par des pro-
» portions et des calculs ». Un peu plus loin il nous accuse d'à-*
voir laissé glisser, parmi les doctrines qui font l'objet du Traité des
propriétés pro/ectives , des doctrines qui sont tout au moins sujet-
tes à controverse (**)• Or, rien n'est plus facile que de réfuter ces
assertions; et, sans parler de l'omission qui a pu être faite dans l'aver-
tissement de deux pages du traité dont il s'agit, ne paraît-il pas évi-
dent que les commissaires de l'Académie ont dû se borner , dans
leur rapport ? à parler de ce qui était contenu dans la première
section de l'ouvrage, la seule qui ait été soumise à leur jugement,

{*) 11 est manifeste» en effet, que c'est mon étourderie qui a induit en
erreur MM. les rédacteurs du Bulletin universel. Mais, Dieu merci, tout ya
être amplement et solennellement réparé.

J. D. G.
(**) Je persiste à penser » comnie je récrivais alors , que M. Poncelet

a gravement compromis ses doctrines, en mêlant au classique , que tout le
monde admet , le romantique que , pour ma part , je suis fort loin de re-
pousser , mais sur lequel enfin on dispute encore , et que MM. les com-
missaires de l'Académie eux-mêmes, au jugement de qui M. Poncelet déclare
attacher beaucoup de prix , ont traité assez sévèrement^

J. D. G.
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à quelques propositions près, relatives au contact et à l'intersection
des cercles ? Quant à l'introduction de trente pages , nous ferons ob-
server que , indépendamment de ce qu'elle a été rédigée fort à la
hâte, à l'instant même où Ton terminait l'impression du texte, cette
introduction n'est point une analyse et n'a pour objet que de signa-
ler le but et l'esprit général de l'ouvrage , mais non pas son con-
tenu (*)• Tout ce qu'avance à ce sujet M. Gergonne ne saurai!
donc prouver que nous n'avons pas donné une attention très-sé-
rieuse à la théorie des polaires réciproques et à la dualité qui en
dérive ^ dès la publication du Traité des propriétés projectiles , en
1822 y et même avant cette publication. II est vrai qu'à l'époque
dont il s'agit, nous n'avions point fait, de celte théorie, l'objet
d'un mémoire ou d'un chapitre spécial , et que nous nous réser-
vions d'y revenir avec plus de détail dans la partie de nos recher-
ches relatives aux propriétés générales des lignes et des surfaces cour-
bes : toujours est-il vrai que nous en avons traité à toute occasion
et avec assez de développement pour être à Pabri des reproches que
nous adresse M. le rédacteur des Annales de mathématiques (**)•

» Au surplus , cette discussion doit paraître bien superflue , et

(*) Le lecteur en pensera tout ce qu'il lui plaira^ mais je persiste à re-
garder comme fort étrange que , l'esprit fortement préoccupé d'une idée ma-
jeure , on écrive trente pages in-4° •> dans lesquelles cette idée peut et doit
même peut-être tout naturellement trouver place, sans lui consacrer une
seule ligne. D'ailleurs le principe de dualité n?est guère plus apparent dans
l'ouvrage que dans l'introduction. Je suis loin d'en faire un reproche à
l'auteur qui était certes bien le maître de n'en faire même aucune mention;
mais toujours sera-t-il vrai de dire qu'il ne s'y présentait que d'une ma-
nière assez fugitive pour excuser un peu les lecteurs qui n'avaient pas sa
Yy apercevoir,

J. D. G.
(**) C'est là précisément ce que je nie. Le lecteur jugera* Je ne fais d'ail-

leurs aucun reproche , j'énonce simplement une opinion.
J. D. G.
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l'importance que nous attachions à la chose bien démontrée , d'après
l'empressement que nous avons mis à faire suivre ? presque immé-
diatement , le Traité des propriétés projectives , du mémoire sur la
théorie des polaires réciproques ( i) ; il est seulement surprenant
que l'apparition de ce Traité n'ait pas stimulé davantage l'esprit
d'investigation des géomètres (*) ? et que l'année 1828 toute en-
tière se soit écoulée sans qu'an ait songé à rien publier qui ait
trait à celte théorie (**). Cela nous prouve que les idées répandues
dans notre ouvrage auront quelque peine à s'établir (***), et qu'il
8e passera encore des années avant qu'on en ait saisi le véritable
esprit et qu'on lui rende le degré de justice qui peut lui être dû (****) ;

(t) Nous avions déjà annoncé les conséquences étendues de ce mémoire , pour
la démonstration des théorèmes de géométrie , dans Vintroduction qui accompagne
h mémoire sur la théorie des centres de moyennes harmoniques, c*est-à~
dire , avant la fin de Vannée i8^3 f époque à laquelle nous remîmes à M. Arago
la copie de ce dernier mémoire 5 pour en/aire hommage à VAcadémie royale des
sciences.

( Note de M. PONCELET )•
(*) Je crois en avoir expliqué l'une des principales causes. C'est au surplus

une chose fort heureuse, d'abord pour M. Poncelet qui paraît tenir beaucoup
à la priorité de sa découverte, et qui aurait pu ainsi être débordé, et en-
suite pour ceux qui auraient traité ces matières, que M. Poncelet aurait
peut-être accusé d'envahissement sur ses domaines.

J. D. G.
(**) J'ai déjà prouvé que, -dès 181g * la dualité des théorèmes de situa-

tion n'était plus pour moi une chose douteuse,
J. D. G.

(***) Voilà précisément ce que j'avais prévu ( tom» XVII , pag. 274 e^

J. D. G.
(**«*) S'il en arrive ainsi , ce ne sera pas du moins à moi que M. Ponce-

let devra en imputer la faute ; toutes les fois que l'occasion s'en est direct
te ni eut ou indirectement présentée , j'ai reproduit les idées qu'il cherche k
populariser, au risque de m'exposer â en devenir ennuyeux.

J. D. G.
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les rapports qui en ont été faits à l'Académie royale des sciences
n'ont malheureusement que trop servi à reculer cette époque, en
jetant une sorte de défaveur sur les principes d'où nous sommes
partis , et en donnant à penser qu'il s'agit d'une espèce de géométrie
où l'on remplace la rigueur du raisonnement par des inductions
hasardées, des aperçus de pur sentiment. Le fait est que ce repro-
che a été reproduit vaguement par divers géomètres et par M* Ger-
gonne lui-même, sans motifs plausibles, disons plus 5 sans avoir suf-
fisamment approfondi le sujet (*). Nous aurions bien mai employé
notre temps et nos peines, si nous n'avions pas réussi > aux yeux
des personnes non prévenues , à mettre le résultat de nos démons-
trations à l'abri de toute attaque ; peut-être même n'en saurait-on
dire autant de beaucoup d'écrits géométriques de notre époque, où
la logique sévère des anciens est quelquefois négligée par suite de
l'habitude acquise assez généralement , d'acebrder aux symboles et
aux opérations de l'algèbre une rigueur mathématique presque in-
définie (**).

» Nous n'en dirons pas davantage , pour le moment, sur ce qui

(*) JVi dît simplement ce que je croyais qu'on penserait des principes de
M. Ponceïet, et non ce que j'en pensais moi-même; et y de son aveu, j'ai
deviné assez juste. En jetant mes regards en arrièrej en voyant que les
progrès notables des sciences avaient presque toujours eu leurs sources pre-
mières dans quelque heureuse témérité, je me suis dès long-temps accou-
tumé à beaucoup de bienveillance pour tout ce qui s'écarte des routes bat»
tues ; et voilà comment, en particulier , il m'est arrivé de lutter une fois avec
quelque chaleur ( tom. I V , pag. 222 ) contre le meilleur de mes amis , en
faveur d'une théorie nouvelle , sujette aussi à controverse , et qui n'est pay
tout-à-fait étrangère à celles que M. Ponceiet cherche à faire admettre-

J. D« G.
(**) Ceci , je crois , n'est point pour moi ; mats c'est un nouvel exemple

de ces insinuations obliques, d'autant plus désobligeantes qu'elles donnent
souvent à penser au lecteur beaucoup plus qu'elles ne signifient en réalité.

J. B. G.
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concerne le manque de rigueur dont M, Gergonne accuse quelques-
unes des doctrines qui entrent dans le Traité des propriétés projec-
iives. Quant au reproche qu'il nous adresse d'avoir recommande,
dans l'introduction de ce Traité, les élémens d'Euclide , en lisant
la pag. 26 de cette introduction , on comprendra , de reste , que
nous avons entendu parler , en générai , de tous les traités élé-
mentaires où Ton emploie la synthèse pour établir l'enchaînement
des propositions , et dans lesquels on prétend se borner aux consi-
dérations les plus simples sur chaque objet. Cette recommandation
de la géométrie synthétique sera, si l'on veut, une concession faite
aux idées du siècle, un moyen détourné de faire goûter les nou-
velles doctrines (*) et de ne point effrayer les géomètres qui tien-
nent à l'ancienne forme des élémens; mais, à coup sûr, on n'en
conclura point, avec M. Gergonne , que nous n'ayons point senti
l'importance de ces mêmes doctrines , au développement desquelles
nous avons consacré presque entièrement un volume de 4°£> P a -
ges (**). Pareillement on comprendra , sans difficulté, qu'en débu-
tant par des proportions et des calculs, nous avons cherché à évi-
ter le reproche que nous adresse ce géomètre dans ses réflexions
du numéro de mars 1827 , de son Recueil, d'avoir voulu brusquer
une révolution (***) ; on reconnaîtra que , toute nécessaire que cette

(*) Ne serait-il pas plus exact de dire : Un moyen dejaire iout-h-Jait pren-
dre le change au lecteur sur le but réel de l'ouvrage ?

J. D. G.
(**) J'ai dit que les théorèmes de situation présentaient ces deux carac-

tères, i.° d'être doubles ; 2.0 de pouvoir être établis sans aucune sorte de cal-
cul ; est-ce à prouver ces deux assertions et à les mettre dans tout leur jour
que sont presque entièrement consacrées les 4oo pages de M. Poncelet ? J'en
appelle , sur ce point , à M. Poncelet lui-même.

J . D. G.
(***) II n'était pas nécessaire, ce me semble , pour ne point brusquer une

révolution, de débuter par des proportions et des calculs. M. Poucelet au-
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révolution ait pu paraître à nos propres yeux, comme à ceux de
3M. Gergonne, nous ayons agi prudemment en prenant d'abord un

'vol moins élevé (*), et en procédant d'après la manière ordinaire
d'envisager la science de l'étendue , dans un ouvrage dont les derniers
chapitres devaient s'en éloigner considérablement, et qui devait con-
tenir une multitude de relations métriques ou de longueur, qui
rentreront nécessairement, et quoiqu'on fasse , dans le domaine d$
la science dtx calcul (**).

» Le savant rédacteur des Annales de mathématiques, qui ne
parait pas avoir été frappé, comme nous , de l'existence de la dua-
lité de ces dernières relations , et qui n'a eu jusqu'à présent en vue
que les propriétés de situation les plus simples, a donc tout-à-fait
méconnu le but véritable de nos recherches (***) ; peut-être même

rait pu débuter par une géométrie dans le genre de celle dont j'ai ébauché
les premières pages ( tom. XVI, pag, 209 ) et contre laquelle aucune ob-
jection ne se serait élevée. Il aurait pu traiter ensuite de la théorie des
transversales et des projections, dont les principes sont également admis?
par tout le monde, et réserver, pour la fia de son livre, tout ce qui pou-
vait être controversé,

J. D. G.
(*) C'est précisément là ce que nous avons essayé de faire ( tom. XVI,

pag. ,209 ) > et justement M, Poncelet a trouvé que cela était trop terre a.
terre.

J. D. G.

(**) II est clair, en effet, que les relations métriques sont du domaine du
calcul ; mais il n'était nullement question de ces relations dans mes réflexions
sur l'analyse du mémoire de M, Poncelet.

J. D. G.
(***) Je pourrais dire , à mon teur, que M. Poncelet a tout-à-fait pris le

change et sur le sujet de mes recherches, et sur ce que j'ai dit des sien-
nes. Je n'ai jamais prétendu nier que son ouvrage ne renfermât un grand
nombre de faits en faveur de la dualité des relations métriques. J'ai dit seu-
lement que la dualitié des relations de situation, la seule dont je me sois
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s'en est-il exagéré , à ses propres yeux , l'importance , quand il a pré-
tendu ( numéros de janvier et de février 1827 des Annales , pag^
2i4 et 229 ) soumettre indistinctement au principe de dualité tou-
tes les propriétés descriptives des figures (*) ; car nos propres mé-
ditations nous prouvent que, si cette dualité est exactement appli-
cable aux lignes et aux surfaces des deux premiers degrés ,' il s'en
faut qu'elle le soit aux lignes et aux surfaces des degrés supérieurs,
du moins de la manière dont il l'a entendu dans ses deux derniers
mémoires: nous n'oserions , par exemple, affirmer avec lui que, de
ce que deux lignes de degrés m et n s'entrecoupent en général sur
un plan, en mn points au plus, de pareilles lignes n'ont aussi, en
général, que mn tangentes communes, ni que la réciproque polaire
d'une ligne d'un certain ordre soit elle-même de cet ordre , etc. (**).
En nous occupant des mêmes questions , dans un article cité plus

occupé , et à laquelle M. Poncelet ne paraît pas attacher toute l'importance
qu'elle nie semble mériter , n'y était que très-faiblement indiquée.

J. D. G.
(*) Voici qui semblerait prouver que la foi à la dualité des propriétés

de situation u'est pas encore très-vive chez M. Poncelet. On peut, sans doute,
se méprendre quelquefois dans les applications , d'autant que la découverte
de cette dualité ne date , pour ainsi dire , que d'hier , et qu'on est contraint ,
dans les recherches qui lui sont relatives, de parler encore une langue qui
n'a point été construite pour les idées qu'elle fait naître ; et c'est parce que
je suis bien convaincu de tout cela que j'ai pris un langage si timide dans
les conclusions de mon mémoire ( tom. XVII , pag* 2-51 ) ; mais, quant au
principe en lui-même , c'est tout autre chose ; et il ne saurait souffrir ni
exceptions ni modifications aucunes ; il s'étend aux lignes et surfaces trans.
cendantes , comme aux lignes et surfaces algébriques , aux lignes et surfaces
discontinues , comme aux lignes et surfaces continues ; il est , en un mot t

pour me servir de l'expression favorite de M. Wronski, d'une généralité absolue
J. D. G.

(**) Si M» Foncelet n'avait pas autant dédaigné l'étude de la dualité de
situation , il pourrait prendre ici un ton plus décisif.

J. D. G.
Tom. XVIII. 2Q
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haot ( Annales de mathématiques , tom. YIII , pag. 2*1 )» nous
sommes arrivés à des résultats très-dififérens (*) et que nous avons
reproduits, avec l'extention convenable , dans notre dernier mémoire
sur la théorie générale des polaires réciproques ; or, nous ne pen-
sons pas qu'on paisse attaquer l'exactitude de ces résultats, bien qu'ils
conduisent à des conséquences qui ne sont pas entièrement d'accord
avec celles que M. Gergonne a déduites des siennes propres dans
ses recherches sur les lois qui régissent les lignes et surfaces al-*

.géhriques ».

Préambule omis dans Vimpression de Vanalyse
du mémoire de M. Poncelet.

« Le mémoire dont M. Ârago a bien voulu , Monsieur, vous
entretenir, lors de son passage à Montpellier , a pour objet la théo-
rie générale des polaires réciproques, et fait suite à la théorie
des centres de moyennes harmoniques , dont vous avez inséré le
rapport fait à l'Institut par M. Cauchy , dans votre cahier du mois
de mai dernier. C'est précisément le mémoire dont j'ai eu l'hon-
neur de vous entretenir dans ma dernière lettre , à l'occasion du
principe de dualité que vous avez mis en avant et développé d'une
manière très-philosophique à la pag. 209 du XYI.e volume des
Annales de mathématiques* îi se trouve , en efïet, que le mémoire
sur la théorie des polaires réciproques que j'ai présenté à l'Acadé-
mie royale des sciences, le 12 avril 1824 9 et sur lequel j?ai lu une
notice fort étendue en présence des membres de cette société

(*) M. Poncelet, dans l'endroit cité , a prouvé que, m étant le degré de
l'équation d'une courbe , sa polaire réciproque ne pouvait être d'un degré
supérieur à m(?rc—1) ; or, je n'ai rien dit qui démentît cette assertion,

J. D. G.
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bre, n'a d'autre objet que de démontrer , dans toute sa généra-
lité , cette double existence , si je puis m'exprimer ainsi , des relations
soit métriques soit descriptives qui appartiennent aux Jigures pro-
jectiles du plan ou de l'espace, et que j'avais déjà fortement re-
commandée , pour ce qui concerne les relations descriptives, à Fat-
tention des géomètres , soit dans votre Recueil ( topu VîII , pag.
201 et suiv. ) soit dans le Traité des propriétés projectiles ( n.Os

^35 , 4oo ? 4°6 , 407 ? etc» > e î supplément n,05 592 , etc. )•
Dans un article du Bulletin des sciences mathématiques de 3VL

le baron de Férussac ( février 18265 pag* *1% ) où Ton rend compte,
Monsieur, de vos vues sur ce sujet, sans mentionner mes propres
recherches (*) antérieures de quelques années ; et d'ailleurs plus
étendues, puisqu'elles embrassent les lignes et surfaces ainsi que les
relations métriques; dans cet article, dis-je, on a avancé que, si
la théorie des pèles et polaires a mis en évidence la dualité d'une
partie notable de la géométrie , ce n'est certainement pas en vertu
des propriétés de cette théorie, mais bien en vertu de la nature
même de l'étendue, qu'elle a lieu ; ce qui signifie simplement, ce
me semble , qu'un théorème quelconque préexiste à sa démonstra-
tion ou plutôt existe indépendamment du principe qui j a conduit;
or cela ne prouve nullement que Ton y fût arrivé sans ce principe,
ni surtout qu'il n'y eût aucune difficulté â l'établir et à le signa-
ler. Il est même très-peu philosophique d'avancer que certaines ana-
logies de propriétés de l'étendue soient étrangères aux théories qui
y ont conduit, car les mots analogie , corrélation, dualité sont eu
eux-mêmes vides de sens, si l'on ne spécifie les caractères par les-
quels on les définit rigoureusement (**). Par exemple, c'est ce que

(*) Tout comme , en rendant compte des recherces de M. Poncelet, le Bul-
letin ne serait pas tenu de mentionner les miennes.

J. D. G.
(•*) Ils ont cela de commun avec tous les antres mots de toutes les lan-

gues faites et à faire.
J. D. G.
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fait la théorie des projections ordinaires et centrales > le principe de
continuité 9 enfin la théorie des polaires réciproques qui, par là même,
sont seules aptes à justifier et à faire découvrir les propriétés , les re-
lations qui, selon la définition admise ? répondent à des relations, à des
propriétés déjà connues. Voilà pourquoi aussi Ton ne saurait dire
qu'il n'y a simplement que dualité de certaines propriétés des fi-
gures ; et il serait facile, au contraire, de prouver qu'il y a sou-
vent trialitè , etc. (*)•

» Quant à ce que Ton a dit , à l'endroit déjà cité, de l'indé-
pendance où sont ces propriétés qui vont par couple, de toute es-
pèce de calcul, il me semble que j'ai fait, dans mon Traité des
propriétés projectiles , assez d'efforts pour la mettre hors de doute, et
que je nai point été sans obtenir quelque succès ( n.GS ^47? ^48 ,
281 , 283, ..•.,.. 293 , 294? 2g5, 3oo , 3oi , 3o2 ,..... 577 5 SyS,
583 , 687, 589, )• Je ne puis pas même admettre, av,pc M.
Sarrus ( tom. XVI, pag. 3;8 ) (*) , que les géomètres de l'école
de Monge ne soient pas encore parvenus à démontrer, sans calculs

les propriétés des axes , des p/anç et des centres radicaux des cer-
cles et des sphères, supposé toutefois que Ton ne tienne pas à la
définition primitive de ces mots (***); et pour le convaincre qu'il
s'est totalement trompé à cet égard (****) % il me suffira de le ren-

(*) Si le lecteur ne trouve pas tout ceci extrêmement intelligible, il vou-
dra bien se rappeler que c'est M. Poncelet qui a désiré de le voir mettre
au jour.

J. D. G.
(**). .-.On ne s\nttenilait .guère

À voir Sarrus en cette affaire.
J. D. G.

(***) Mais M. Sarrus y tient , et c'est dans ce sens qu'il s'est exprimé ,
comme le prouve sa démonstration.

J. D. G.

(****) Je n'aurai jamais pensé que Ton pût employer u»e expression aussi
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voyer à l'ouvrage déjà souvent cité ? ainsi qu'à ceux de Monge ,
de Dupin ? etc. Enfin j'ai peine à comprendre pourquoi quelques
géomètres , tout en rendant justice à ce qu'ils appellent YEcoîe de
Monge ? montrent une telle répugnance à en adopter les méthodes,
qu'ils se croient obligés de refaire la démonstration de théorèmes
quelles ont servi à découvrir et à établir (*). Sans contester d'ail-
leurs le mérite réel de ces nouvelles démonstrations , je me per-
mettrai cependant d'observer qu'elles conduisent rarement à quel-
que chose de neuf, et sont circonscrites dans des limites fort étroi-
tes , tandis que les méthodes en question , qui ne sont actuellement
un mystère pour personnne, offrent, comme vous l'avez vous-même
observé, Monsieur, des moyens larges et puissans de démontrer et
de découvrir en géométrie. Au surplus, ces reproches ne s'adressent
qu'à un petit nombre d'écrits géométriques de notre époque ; ils ne
sauraient concerner ceux du savant rédacteur des Annales de ma-
thématiques qui a suffisamment prouvé, dans divers endroits de
ce Recueil, que 5 non seulement il avait goûté ces méthodes ? mais
qu'encore il savait les appliquer heureusement à la recherche de vé-
rités nouvelles et utiles ».

POST-SCRIPTUM SUPPRIMÉ
Dans Vimpression de VAnalyse du mémoire

de M. Poncelet.

« Permettez-moi 5 Monsieur, de profiter de l'occasion de ce'te
notice pour vous adresser quelques réclamations relatives à des

peu courtoise, dans un écrit pour lequel on sollicitait les honneurs de l'im-
pression. Le reproche tombe en outre tout-à-fait à 'faux., comme je viens
de le faire observer,

J . D. G,
(*) Seigneur, Durrande e t̂ mort , laissons en pais, sa cendre.
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articles insérés récemment dans les Annales de mathématiques.

» M le docteur Plucker (*) a donné ( tom. XVII, pag. 37 et 69 )
divers problèmes et théorèmes sur les contacts des sections coniques y

fort intéressans en eux-mêmes , mais dont, ce me semble, il au-
rait dû citer pins scrupuleusement les auteurs. Par exemple, le
théorème énoncé au bas de la pag. 71 , et la construction qui en
dérive pour le cercle oscillateur des sections coniques P sont , si je
ne me trompe, bien les mêmes que le théorème du n.° 336 du
Traité des propriétés projectiles , et que la solution donnée au
n.° 4°5 de cet ouvrage (**) ; le théorème du n.° 4°4 > dont elle
a été déduite, est même plus général que celui de M, Plucker, quoi-
qu'il soit encore un cas particulier de renonce du n.° 4°3 qui, en
observant que le système de deux droites peut être considéré comme
une section conique, comprend aussi les lemmes et théorèmes fon-
damentaux du mémoire à deux colonnes , inséré à la pag, 3j du
tome cité des Annales. Que Ton compare également les autres théo-
rèmes de ce mémoire et les solutions de problèmes qu'il renferme
sur les contacts des sections coniques , avec ce gui a été dit n.° 297
ou 326 du Traité des propriétés projectiles (***) 9 et spécialement

(*) En voici présentement pour M. Plucker qui , je ne sais trop pour-
quoi 5 avait déjà excité l'animadversion de M. Sturm , lequel, à son tour r

n'aura peut-être pas été à l'abri de celle de M. Poncelet, M. Plucker se ven-
gera, sans doute, en continuant de composer pour les Annales des articles que
les lecteurs, excepté M. Poncelet| et peut-être M. Sturm # aiment beaucoup
â y rencontrer.

J. D. G.
(**) Eh bon Dieu ! M. Plucker a dit formellement, à la fin de son ar-

ticle (pag. 72) que la construction qu'il venait d'indiquer rentrait dans
une autre qui était déjà connue. D'ailleurs il s'agit là principalement d'in-
vestigation et non de construction.

J . D. G.
(***) Je ne vois plus désormais d'autre salut pour les géomètres, que d'ap-

prendre ce traite par cœur 9 sans eu omettre un seul numéro.
J. D. G.
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du n.# 3i8 au n,° 826; que Ton compare enfin les figures 41 ,
42 et 43 de cet ouvrage, qui sont relatives à des exemples parti-
culiers , avec celles qui résultent de plusieurs des énoncés de M.
Plucker > et Ton trouvera que ce géomètre n'a pas eu beaucoup de
difficulté à refaire } en partant des belles propriétés de Pascal et de
Brianchon ? sur les hexagones inscrits et circonscrits aux coniques,
ks démonstrations des théorèmes et des problèmes contenus dans
son mémoire sur les contacts de ces courbes (*). Je dirai même
plus , c'est que les endroits cités du Traité des propriétés projec-
tiles y malgré leur laconisme, indiquent des solutions plus généra-
les , plus directes et plus complètes des problèmes en question (**) 9

puisqu'elles permettent de trouver, au moyen de la section coni-
que donnée, tout ce qui appartient à celle qu'on cherche ; par exem-
ple , son centre , ses axes et diamètres , ses intersections avec une
droite donnée , ses tangentes partant d'un point également donné >
etc. ( Voy. les n.Os 3o2 et suiv., 328 et suiv. de l'ouvrage cité )•

» M. le docteur Plucker a bien voulu rappeler , dans une note de
la pag. 52 de son mémoire , que j'avais énoncé ( Annales , tom.
VIII ) la construction de la section conique osculatriee du second
ordre, en un point donné d'une autre section conique, mais sans
en donner la démonstration. Je crois à propos de remarquer que
la construction dont il s'agit est uniquement relative au contact du
troisième ordre, et qu'elle a été justifiée complètement, ainsi que

(•) Mais conçoit-on qu'on puisse ainsi accuser grossièrement et contre toute
Traissemblance, du plus insigne et du plus honteux plagiat, un homme qui
nous est tout-à-fait inconnu? Qu'on juge à présent dans quels intérêts j'a-
Yais fait main-basse sur le -préambule et le post-scriptum.

J. D. G.
(*•) Mais qui donc songe à le nier ? Cela prouve tout au moins que ce

n'est point là que M. Plucker a puisé ; supposé toutefois qu'il ait pnisé
quelque part , ce dont je doute fort,

J . D. G.
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beaucoup d'autres , dans les endroits eités du Traité des proprié-
tés projectiles que M. Plucker connaît sans doute (*), et qu'il au-
rait pu citer , comme il Pa fait à l'occasion de la construction par-
ticulière dont il s'agit (**). 11 me semble d'ailleurs que , s'il est loua-
ble de développer f dans des articles spéciaux , les théorie qui n'ont
pu l'être en détail dans les ouvrages qui embrassent un grand nom-
bre de sujets divers, on n'est pas pour cela dispensé, en aucune
manière , d'indiquer les sources où on a puisé ses principes et ses
moyens de solution (***)•

» Quant à l'usage de mettre en deux colonnes les propositions de
la géométrie de la règle (****) , il me semble que c'est un double
emploi très-pénible , peu motivé quant aux démonstrations (*****) ;
et qu'il suffira toujours d'indiquer, d'après les principes de la théo-
rie des polaires réciproques , la manière de conclure les unes de
ces propositions des autres déjà démontrées. Du moins ne saurait-on
arguer , de ce que quelqu'un n'aurait pas employé un tel mode de
rédaction , qu'il n'aurait point établi ni démontré4es propositions
réciproques qui dérivent aussi immédiatement des principes déjà posés»

(*) Pourquoi sans doute » lorsque la citation de M. Placier prouve préci*
sèment le contraire ?

J. D. G.
(•*) Eli ! non : il a cité les Annales»

J. D. G.
(***) Mais, encore un coup, qui garantit que M. Plucker ait jamais qu-

vert le Traité des propriétés projectives ?
J . D . G.

(****) Voici de nouveau pour moi. Je persiste pourtant à croire, n'en dé-
plaise à M, Ponceiet , que mes quelques articles à deux colonnes ont plus
efficacement servi la cause de la dualité que ne l'ont fait les 4.00 pages de sou
ouvrage,

J. D. G.
(**•**) J ' e n ai déduit les motifs, toixu XVI, pag. a n .

J. D. G.



R E C T I F I C A T I O N DE T H E O R E M E S . i 4 9

y> J'aurais , Monsieur , plusieurs autres réclamations à vous adres-
ser pour mon propre compte (*) ? mais elle trouveront naturelle-
ment leur place ailleurs, et la tâche deviendra alors pour moi moins
délicate et moins pénible (**), Permettez-moi, au surplus § d'espé-
rer que la notice qui précède et les réflexions qui raccompagnent
pourront trouver place dans votre savant recueil, et que vous ne
les considérerez pas comme dénuées entièrement d'intérêts pour vos
lecteurs ».

GÉOMÉTRIE DE SITUATION.

Rectifieatioji de quelques théorèmes énoncés
dans les Annales ;

Par M* GERGONNE.

JL'HABÏTUDE que Ton a contractée, depuis Descartes , de représen-
ter les lignes et les surfaces courbes par des équations entre deux
ou trois variables , a conduit tout naturellement à les classer d'après
le degré plus ou moins élevé de ces équations que Ton a dit aussi

(*) \jà lecteur pensera sans doute, avec nous , qu'il y en a bien suffisam-
ment comme cela. Certei, il paraît que si la censure s'étendait jusqu'aux re-
cueils scientifiques , et qu'elle fût dévolue à M. Poncelet, les ciseaux n'en
demeureraient pas oisifs dans ses mains.

J. D. G.
(**) Ce qui signifie apparemment qu'ici M. Poncelet s'est singulièrement

modéré.
J. D. G.

Tom. XFI1I 21
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être celui de ces lignes ou de ces surfaces ; degré qui demeure in-
variable, à quelque système d'axes d'ailleurs qu'on les rapporte.

Mais, dans la géométrie de situation où il n'y a ni axes ni coor-
données ni équations , cette classification ne saurait être employée ;
et le loot degré, pris dans le sens qu'on y attache communément t
y est un mot tout-à-fait vide de sens.

Toutefois , dans cette géométrie , on peut employer un mode de
classification qui a un rapport très-intime avec celui-là ? c'est celui
qui consiste à classer les lignes et les surfaces courbes d'après le
nombre plus ou moins grand des points communs qu'elles peuvent
avoir avec une même droite.

Mais 5 dans la géométrie de situation, tout ce qui n'est pas sy-
métrique de soi-même doit inévitablement être double ; et on ne
saurait y introduire cette classification sans l'accompagner d'une au-
tre qui en soit la corrélative ; or, pour peu que Ton soit au courant
de ce sujet, on apercevra aussitôt que cet autre sĵ stème de classi-
fication devra consister à classer les courbes planes d'après le nom-
bre plus ou moins grand des tangentes qu'il sera possible de leur
mener de l'un quelconque des poiîns de leur plan , et les surfaces cour-
bes par le nombre plus ou moins grand des plans tangens qui pour-
ront leur être conduits par une même droite. On pourra donc poser
les propositions suivantes :

I. Les courbes planes peuvent I. Les courbes planes peuvent
être distribuées d'après le nombre être distribuées d'après le nombre
plus ou moins grand des intersec- plus ou moins grand des tangen-
tions qu'elles peuvent avoir avec tes qui peuvent leur être menées
une même droite. d'un même point de leur plan.

II. Les surfaces courbes peuvent II Les surfaces courbes peuvent
être distribuées d'après le nombre être distribuées d'après le nombre
plus ou moins grand des points plus ou moins grand des plans tan-
où elles peuvent être percées par gens qui peuvent leur être menés
une même droite. par une même droite.

Il est manifp*r<» on outre , que ces deux modes de distribution
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sont tels que toujours deux courbes ou surfaces polaires récipro-
ques l'une de l'autre seront des courbes ou surfaces de même rang
dans les deux séries.

>Tous aurions présentement besoin de deux mots , Pun pour ex-
primer qu'une courbe est telle qu'une droite la coupe en m points f

ou qu'une surface courbe est telle qu'une droite la perce en m
points , et l'autre pour exprimer qu'une courbe est telle qu'on peut
lui mener m tangentes par un même point de son plan , ou qu'une
surface courbe est telle que, par une même droite 9 on peut lui me-
ner m plans tangens ; mais , pour ne point introduire ici des mots
nouveaux pour lesquels la répugnance du public, bien qu'assez peu
fondée peut-être, est néanmoins presque invincible, nous adopte-
rons le mot degré pour le premier cas, et le mot classe pour le
second ; c'est-à-dire , que nous introduirons les définitions suivantes:

Définition / . Une courbe plane Définition L Une courbe plane
est dite du mjeme degré 5 lorsqu'elle est dite de m.ieme classe , lorsqu'on
a avec une même droite m inter- peut lui mener d'un même point
sections réelles ou idéales, de son plan m tangentes réelles ou

• idéales.
Définition IL Une surface courbe Définition IL Une surface courbe

est dite du mttme degré, lorsqu'elle est dite de m.eme classe, lorsque
a avec une même droite m inter- par une même droite on peut lui
sections réelles on idéales. mener m plans tangens réels ou

idéaux (*).

Et de là résulteront immédiatement ces théorèmes :

I. Deux lignes des mJtme et n.iemt h Deux lignes des m.iem* et n.'em*
degrés, tracées sur un même plan, classes, tracées sur un même plan ,

(•) J*ëcris idéaux , comme Berruyer a écrit littéraux, et Desfontaines tri-
viaux. Je me range toujours du côté de l'uniformité # pour peu qu'elle ait
des exemples en sa faveur»



i52 R E C T I F I C A T I O N
ont, en général, mn points coin- ont , en général, mn tangentes
muns, réels ou idéaux. communes, réelles ou idéales.

IL Trois surfaces despjeme, q}*™, IL Trois surfaces dcsp.iem% ç.ieiM
9

r.iems degrés ont, en général 5 pqr rJcmt classes ont, en général, pqr
points, d'intersection , réels ou plans tangens communs, réels ou
idéaux» idéaux.

Voilà ce que nous aurions du dire aux pag. 216 et 229 de no-
tre XVII.C volume; mais l'emploi du mot ordre, qui était tout-
à-fait déplacé eh cette rencontre , nous a induit en erreur , comme
nous en avions déjà manifesté le pressentiment au haut de la pag.
202 , et nous avons une sincère obligation à M. Poncelet dont
les doutes, bien qu'assez vaguement exprimés, nous ont conduit
à examiner de nouveau notre travail et à nous faire sentir la né*
cessité de le rectifier.

Toutefois, les rectifications à y introduire ne sont ni très-nom-
breuses ni très-difficiles. On conçoit d'abord que , dans toute Té-
tendue du mémoire, tout ce que renferment les colonnes de gau-
che est exact, puisque tout cela est déduit, indépendamment du
principe de dualité, d'une analyse très-simple et très-rigoureuse.
Il en sera de même aussi des propositions des colonnes de droite
(et c'est le plus grand nombre) qui ne sont relatives qu'aux lignes
et surfaces du second ordre seulement, puisque ces lignes et surfa-
ces sont à la fois du second degré et de la seconde classe* Mais
l'entière correction du mémoire, d'après les idées que nous venons
d'omettre peut être renfermée dans ce peu de mots : Remplacer le
mot ordre par le mot degré dans la colonne de gauche , et par
le mot classe, dans la colonne de droite ; et entendre ensuite ces
deux derniers mots comme il a été expliqué plus haut.

Il faudra aussi faire subir les mêmes modifications aux théorè-
mes démontrés par M. Bobillier , pag. 25 et 89 du présent vo-
lume. Mais, comme les derniers ne sont point disposés en colon-
nes , nous allons , par forme d'exemple et pour plus grande ni-
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telligence de la chose, les reproduire ici , tels qu'ils doivent être
énoncés, suivant le langage que nous venons d'admettre, en les ré-
duisant à qualre seulement.

THÉORÈME L Si, de tant de THÉORÈME L Si, par un
points qu'on voudra, d'une droite même point pris arbitrairement
tracée arbitrairement sur le plan sur le plan d'une courbe de m.lem*
d'une courbe du m.i#me degré > on classe , on mène à cette courbe
mène à cette courbe toutes les ian~ tant de sécantes qu'on voudra 5

gentes possibles 9 les courtes qui puis ensuite des tangentes , par
contiendront les points de contact ses points d'intersection avec cha-
des divers faisceaux de iangen- cune de ces sécantes, les cour-
tes 5 lesquelles ne seront que du bes auxquelles seront circonscris
(m—-i)ieme degré seulement , se tes les tangentes des divers jais-'
couperont toutes aux (m—i)2 me- ceaux, lesquelles ne seront que

mes points.

THÉORÈME IL Si tant de
points qu'on voudra d'un plan ,
situé d'une manière quelconque
dans l'espace, sont des sommets
de surfaces coniques circonscri-
tes à une même surface du m.l'me

degré 9 les surfaces courbes qui
contiendront les lignes de contact
de ces diverses surfaces coni-
ques , lesquelles ne seront que du
(m—i)*eœe degré seulement 5. se
couperont toutes aux (m—i)3

mêmes points. Si , de plus , les
sommets des surfaces coniques sont
tous situés sur une même droite,

de (m— i )lera* classe seulement, se-
ront toutes inscrites aux (m—i)2

mêmes droites. .

THÉORÈME IL Si, par un
même point quelconque de l'es-
pace, on conduit à une même sur-
face de m.iem* classe tant de plans
sècans qu'on poudra et qu'ensuite
on lui circonscrive des surfaces
développables , suivant ses inter-
sections avec ces diffërens plans 5

les surfaces courbes auxquelles
ces diverses surfaces pourront être
circonscrites , lesquelles ne seront
que de (m—i)ieme classe seule-
ment, auront toutes les (nv—i)3

mêmes plans tangens. Si, deplus 9

les plans sècans se coupent tous
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ces mêmes surfaces du (ni—i)ieœe suivant une même droite >cesmé~
degré se couperont toutes, sui— mes surfaces de {m—i)lem* classe
pant une même courbe à double seront toutes circonscriptibles à
courbure* * une seule et même surface dève-

loppable.
Ces théorèmes de M, Bobilller qui comprennent , comme cas

très-particuliers , la théorie des pôles, polaires , plans polaires et
polaires conjuguées des lignes et surfaces du second ordre, sont,
comme Ton voit, un fort beau supplément aux lois générales qui
régissent les lignes et surfaces algébriques de tous les ordres.

QUESTIONS PROPOSEES»

Problèmes de géométrie.

JLaA nature et la situation de la ligne ou de la surface du second
ordre prise pour directrice peut-elle avoir quelque influence sur le
degré de l'équation de la polaire réciproque d'une courbe ou d'une
surface courbe d'un degré donné ; et5 si cette influence existe» quel
est, pour une courbe ou pour une stthV.ce d'un degré donné, le mi*
nimum du degré de sa polaire réciproque ?

I. Si, de divers point d'une ligne I. Si des tangentes à une courbe
du/2.*fme degré, on mène des tan- de n.*"** classe sont sécantes à une
gentesà une même courbe dumJ'"* même courbe de m*iemê classe , si-
degré , située dans le même plan tuée dans le même plan avec elle,
avec elle, les points de contact et que, par les points d'intersec-
des divers faisceaux de tangen- tion des sécantes avec cette der-
tes seront sur des courbes du nière courbe , on lui mène des
(/72— 4/**me degré. Combien ces di- tangentes, les tangentes des dif-
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Verses courbes auront-elles de férens faisceaux seront circons-
points communs? crites à des courbes de (772—xy^

classe. Combien ces dernières au-
ront-elles de tangentes communes ?

II. Si l'on circonscrit à une IL Si Ton coupe une même sur-
même surface du mJeme degré des face de mjemt classe par des plans
surfaces coniques dont les som- tangens à une autre surface de
mets soient sur une même surface n.lem* classe , et qu'ensuite on cir-
du nfeme degré, les lignes de con- conscrive des surfaces développa-
tact de ces surfaces coniques ap- blés à la première de ces deux sur-
partiendront à des surfaces cour- faces, suivant ses intersections avec
bes du (m—-.i^Me degré. Combien les plans sécans , ces surfaces dé-
ces surfaces auront-elles de points veloppabîes se trouveront circons-
communs ? crites aussi à des surfaces de

(/72— Îyem* c j a s s e < Combien ces der-
nières auront-elles de plans tan-

communs (*) ?

Autres Problèmes.

I. Décrire un cercle qui inter- I. Décrire un cercle tel que les
cepte, sur les trois côtés d'u:i îrian- angles circonscrits qui auront leurs
gle donné, des longueurs respec- sommets aux trois sommets d'un
tivement égales à trois longueurs triangle donné, soient respective-
données ? ment égaux à trois angles donnés?

II. Décrire un cône de révolu- IL Décrire un cône de révo-
tion, de même sommet qu'un an- lution , de même sommet qu'un
gie trièdre donné * de telle sorte angle trièdre donné , de telle sorte
que les angles plans que ce cône que les angles dièdres circonscrits

(*) Voy., pour la définition des classes de courbes et de surfaces, l'article
précédent.
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interceptera sur ses faces soient qui auront pour arêtes les trois
respectivement égaux à trois au- arêtes de cet angle trièdre soient
gles plans donnés ? respectivement égaux à trois an-

gles dièdres donnés ?
III. Décrire une sphère qui in- III. Décrire une sphère telle que

tercepte , sur les quatre faces d'un les cônes circonscrits, qui auront
tétraèdre donné, des cercles dont leurs sommets aux quatre sont-
les rayons soient respectivement mets d'un tétraèdre donné aient
égaux à quatre longueurs données? leurs angles générateurs respecti-

vement égaux à quatre angles
plans donnés ?

Théorème de géométrie.

Deux droites n'étant point comprises dans un même plan, si l'on
prend sur la première deux points À , B et sur la seconde deux
points C , D > de telle sorte qu'on ait ABxCD—Const., le volume
du tétraèdre sera constant , quelle que soit la situation de ses qua-
tre sommets sur ces deux droites.



COURBES ET SURFACES DE TOUS LES ORDRES.

GEOMETRIE DE SITUATION.

Recherches sur les lignes et surfaces algébri-
ques de tous les ordres ;

Par M. BOBILLIEE , professeur à FEcole des arts et métiers
de Châlons-sur-Marne.

fWWVVYW /\/V\ Vt/YA/Yl

JLJANS tout ce qui va suivre , j'emploîrai les mais degré et classe
comme les a entendus M. Gergorme (p^g. 151 ) ; c'est-à-dire , qu'une
ligne ou une surface sera dite du m!eme degré lorsqu'elle aura m
intersections, réelles ou idéales, avec une même droite, et qu'elle
sera dite de m?m% classe lorsqu'on pourra lui mener m tangentes,
réelles ou idéales, concourant en un même point, ou bien m plans
tangons, réels ou idéaux $ se conpant suivant une même droite.

THÉORÈME I. Soit Cm une courbe plane du m.itm* degré. Soient
Cm.t r C,».», Cm.3 , ...... C3 5 C 2 , Cj , une suite £ autres lignes des

degrés respectifs m—i , m—25 m—3 , 3 , 2 , i , telles çue
Cm £ passe par les points de contact de C^ avec ses tangentes is-
sues d'un même point fixe P de son plan ; et que chacune des au-
tres soit par rapport à celle qui la précède immédiatement et pour
le même point P , ce qu'est Cm.t par rapport à Cm , la dernière
Cj de ces lignes 5 se réduira à une droite.

Si, par dijffèrens points de la droite C*, on mène à la courhe
C^ toutes les tangentes possibles , les lignes du (m—I)

leœe degré dé-
terminées par les points de contact des tangentes issues des mê~

Tarn. XFW, n.° FI, i-ei décembre 1827. 22l
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mes points de cette droite , lesquelles ^ comme l'on sait (*) 5 auront
les mêmes (m—i) a points communs , passeront toutes par le point P .

Démonstration, Si Von désigne généralement par un une fonction
homogène du nJeM degré en œ et Y » l'équation de la courbe Cm ,
rapportée à doux axes conduits par le point P , sera de îa forme

les équations des lignes CTO.t , Cm .a , Cw.3, C$, C a , C, ? seront
respectivement (**)

—• 2-) (m—i

1.2.3,....(772—l)«1+I.2.3.....,.(/72

Cette dernière équation , qui appèïûentà la droite Cl9 divisée par
i«2 3... *(/72—1) devient #,~f//zConst. = 0 ; et ? si Ton appelle ( V ; r ' )
Uii point quelconque de cette droite ? on aura

# /,+/72Consi.=o • (2)

Actuellement, pour trouver l'équaûon de la ligne L qui contient
les points de contact des tangentes menées à. la ligne Q^ par le point
(œ',y'), il faut d'abord transporter l'origine en ce point, ce qu'on

(*) Voy. i^ pag. i53 du prêtent volume.
(**) Yoy. la pag. 89 du présent volume»
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fera en changeant ? dans l'équation (i) x et y , respectivement, en
x \-&l et y-\-*ff ; il faudra ensuite multiplier respectivement les ter-
mes des degïés m , /??—i , m—2 , ..• 3 , 2 5 1 , o , en x et y f

respectivement par o 7 1 , 2 , 3..... m~% 5 ^2—i ? /?? ; il faudra en-
fin revenir aux axes priraitifs, en remplaçant x et y , respective-
ment x—xf et y—y1-

II suffit, pour la démonstration du théorème énoncé^ de trouver*
dans l'équation de la ligne L , le terme indépendant de x et j ,
que nous désignerons par T. Pour épargner les trop longs calculs ,
nous représenterons aussi par tn la partie de ce ternie produite par
un ; de sorte qu'on aura

T=/m+/IM+/mo+ , + ' » + - - + ' . + ' . + ' Q • (3)

Cela posé , la fonction urv, quand on y change respectivement
x et y en x+xf et y-\~yf

 9 devient

*~T~ àx'

à»u'n ccîl

-/ i ' d ^ / 2 1.2 diB'î 1 .2.3 * "" * c ^/ ; i I - 2 . . # . t t

+ " / I '* j__< T̂  « {̂  __*£ |... _t -, „ r ,1:, m_m

dyf i àx'à'y i I dxf2dyf i.i i dxln~xdyf i . , . , (n—i

l_. . ^ — .1 .. M ^ J«.#t0#—J- • — - — • •
1 dy /a i .2 dx%<* i i .a djc^^d^- i..(«-2)

m\_ un
T , y \ L

^ d y ^ 1 . 2 . 3 - T • • • • • • • • '

' dy"1 i.2....»

En multipliant les diverses colonnes respectivement par m v m—r
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m—2 , «....' 772—n 7 puis changeant respectivement x et y en x-~xf
et y—y1

9 il viendra

-*0M-»

r
Or , le terme /„ représentant la cjuantité indépendante de x et de
y dans cette expression , il faudra ; pour l'obtenir ^ y supposer X=Q
et y = o 9 ce qui donnera

m—I / èuf
n

t m u ' {
—I /

{
1 \

-4 ( x -4-2 — xW-\ ~ y1 )
•̂  l.a \ d^ " àx'àf J T dy'* J J

m—3 / A*u'n /3 , o cLV;l ^ d3«'f/ dV« v
1.2.3 \ dx'i ^ d*'»dy' J ^ dit'dy^ -̂  ~ dj'3 J J

^ ± d V , n _ « - ^ d ^ . d - ^
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Mais en vertu du théorème des fonctions homogènes, on a

Awn du',,

En substituant donc, il viendra

a n n—ï n n—i n—2

e'est-à-àire,

u n w—1 n 72—1 72—2++ + ±1
/ n—r n—-i n—2 TÎ—I n—2 n—3 N

4-/2^(1 H • --r h + 1 î

ou bien encore

Pour toutes les valeurs de n plus grande que l'unité , cette quan-

tité devient nu l l e ; pour 7 2 = 1 , elle se réduit à ul
x\ e t , comme

uf
o est une constante, p o u r / 2 = o , elle se réduit à ffzConst. On a

donc
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4,—o , /m . ,=o , tm.A—o , *»=o , ..è.. / , = o , t{=~u*x ? /o—mConst.

En substituant ces valeurs dans l'équation (3) , on aura

ou simplement, en vertu de l'équation (a ) , 7=0* L'équation de
la ligne L est donc dépourvue du terme indépendant de x et de
y ; cette ligne L passe donc par l'origine, c'est-à-dire , parle point
P 9 comme nous l'avions annoncé.

Ce théorème offre le moyen de faire passer par deux points don-
nés P et P7 une transversale curviligne du {m—\)Umi degré y qui coupe
une courbe donnée du m"mt degré en des points pour lesquels les
tangentes à celte dernière courbe concourent toutes en un point uni-
que. £n déterminant, en effet, les droites C, et C/

I correspondant
respectivement aux deux points P et P ^ les tangentes menées à la
courbe proposée par leur intersection auront leurs points d'inter-
section sur une ligne du (m—iy£me degré qui f suivant le théorème,
devra passer à la fois par les deux points P et P ; , et sera consé-
quemment la transversale demandée.

Il est clair que la même construction subsisterait encore , si les
droites C, , C', étaient parallèles ; mais , si elles se confondaient
en une seule , le problème deviendrait indéterminé, et l'on pour-
rait se donner arbitrairement un troisième point P/x de la trans-
versale curviligne demandée.

Si l'on appelle généralement pâles d'une droite, par rapport à
une courbe du m.iem* degré , les (m—i)2 points fixes suivant les-
quels se coupent constamment les courbes du {m—iyemB degré , dé-
terminées par les points de contact des divers faisceaux de tangen-
tes à la courbe, issues des différens points de cette droite, oti voit
qu'un seul de ces pôles étant connu, on en peut déduire tous les
autres. On voit en même temps que la uuême droite CÏ peut être
déduite de {m—i)1 points différens. %
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De ce théorème , par la théorie des polaires réciproques , on pourra

déduire le suivant ;
THÉORÈME IL Soit Cm une courbe plane de m.lM classe.

Soient CmiI , Cm.a , Cm.3 , ..... C3 , C a , C, une suite d'autres lignes f

des classes respectives m —i , m—2 , m—3 , .... 3 , 2 , 1 , telles que
Cm^ soit enveloppée par toutes les tangentes menées à Cm par ses
intersections avec une droite Jixe D ; et que chacune des autres
soit 9 par rapport à celle qui la précède immédiatement, et pour la
même droite D , ce qu'est C^., par rapport à Cm , la dernière C,
de ces courbes se réduira à un point.

Si, aux points d'intersection de la courbe Cm avec les diverses
sécantes conduites par le point C, , on lui mène des tangentes ,
les courbes de (m—ly*m* classe^ inscrites aux divers systèmes de
tangentes répondant à ces différentes sécantes , lesquelles , comme
Ton sait (*) , seront toutes inscrites aux (m—-i)2 mêmes droites
fixes , auront toutes la droite D pour tangente commune.

On déduira de ce théorème le moyen de faire toucher à deux
droites données D et Dx une courbe de (m — iy*m* classe , telle qu'en
lui menant des tangentes communes avec une courbe donnée de
-m*tm* classe, tous les points de contact de ces tangentes avec cette
dernière appartiennent à une droite unique. En déterminant, en
effet 9 les points Cj et C/

1 , correspondant respectivement aux droi-
tes D et Dx

 5 les tangentes menées à la courbe par ses points d'in-
tersection avec la sécante conduite par ces deux points , toucheront
une même ligne de (m—j)ieme classe qui, suivant le théorème, de-
vra toucher à la fois les deux droites D et W , et sera conséquem-
ment la courbe demandée.

II se pourrait que les points Ct et € ;j se confondissent ; le pro-
blème serait alors indéterminé , et Ton pourrait se donner arbitrai-
rement une troisième tangente D" à la courbe demandée.

O Voy. la pag. i53 du présent volume.
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Si Ton appelle généralement polaires d'un point, par rapport à

une courbe de mjfm* classe , les (m—Î)2 droites que touchent à la
fois toutes les courbes de (Y/2— i)ieme classe, inscrites aux systèmes
de tangentes à la courbe proposée, qui répondent à ses intersec-
tions avec diverses sécantes menées arbitrairement par ce point, on
voit qu'une seule de ces polaires étant connue, on en peut dé-
duire toutes les autres. On voit, en même temps , que le même point
C, peut être déduit de (772—i)2 droites différentes,

THÉORÈME III. Soit Sœ une surface du m.ieme degré, et soient
Sm . f , Sm_3 , Sœ 3 , ..,.,... S, , S , , S , , une suite d'autres surfaces des
degrés respectifs m—1 , 772—2 , m~-3, ......... 3 , 2 , 1 ? telles que
Sm.x passe par la ligne de contact de Sm avec la surface conique
circonscrite à cette surface qui. a son sommet à un point fixe P
de Vespaces et que chacune des autres soit , par rapport à celle
qui la précède immédiatement, ce qu'est Smml par rapport à S^ >
la dernière S, de ces surfaces se réduira à un plan.

Si les dijférens points du plan Sx sont pris tour à tour pour
sommets d'une suite de surfaces coniques circonscrites à la surface
Sm , les surfaces du (m — i/cm# degré auxquelles appartiendront leurs
lignes de contact, lesquelles 9 comme Von sait (*) , auront les mê-
mes [m*—i)3 points communs } passeront toutes par le point P.

Démonstration. La démonstration de ce théorème est en tout sem-
blable à celle du Théorème I ; il suffit seulement de supposer que
un est une fonction homogène du n"mt degré en oc, y et z.

De là on déduira la solution de ce problème : Faire passer par
trois points donnés P , Vf, P/x une surface du (jn—\yemt degré qui
coupe une surface donnée du m!emê degré suivant une courbe telle
que la surface développable , circonscrite suivant cette courbe , soit

(*) Voy. la pag. i53 du présent volume.
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une surface conique ; problème qui peut quelquefois être indéter-
miné 3 ce qui permettra d'assujettir la surface cherchée à passer par
un ou deux nouveaux points , pris arbitrairement dans l'espace.

Si l'on appelle généralement pâles d'un plan 9 par rapport à une
surface du mJeme degré, les (jn—i)3 points fixes suivant lesquels se
coupent constamment les surfaces du {m—t)iem# degré déterminées
par les lignes de contact de toutes les surfaces coniques circonscri-
tes qui ont leurs sommets dans ce plan ; on voit qu'un seul de ces
pôles étant connu on peut en déduire tous les autres. On voit en
môme temps que le même plan Sx peut être déduit de (//2 — J ) 3

points différens.
Ce théorème , par la théorie des polaires réciproques , conduit

au suivant :
THÉORÈME IF. Soit Sm une surface de m."- classe, et soient

£«.x ? §m_2 > Sm_3 , •••..... S3 , S a , Sx une suite d'autres surfaces des

classes respectives m—i , m—2 , m ~ 3 > ...... 3 , 2 , 1 , telles que
Sm-t s°il inscrite à la surface développafrle circonscrite à Sm 5 sui-
vant son intersection avec un plan fixe V; et que chacune des au-
tres soit ? par rapport à celle qui la précède immédiatement et pour
le même plan P 5 ce quest Sm., par rapport à Sœ 5 la dernière Sx

de ces surfaces se réduira à un point*
Si s suivant les lignes d'intersection de la surface Sm avec les

divers plans conduits par le point S{ , on lui circonscrit des sur-
faces dévcloppahles, les surfaces de (m—jYem« classe inscrites1 à
ces diverses surfaces , lesquelles 9 comme l'on sait (*) , auront tou-
tes les (m—i)3 mêmes plans tangens fixes ? auront toutes le plan
P pour plan tangent commun.

De là on déduira la solution de ce problème: Faire toucher à
trois plans donnés P , P / , P/7 une surface de {jn~-\)ltmt classe telle

(*) Voy. la pag. i53 du présent volume.

Tom. XVIIL



i66 O B S E R V A T I O N S
que ses surfaces développables circonscrites , communes avec une sur-
face donnée de mJeme classe, touchent cette dernière suivant des cour-
bes planes comprises dans,un plan unique ; problème qui peut être
indéterminé , ce qui permettra d'assujettir la surface cherchée à
toucher un ou deux autres plans , pris arbitrairement dans l'espace.

Si Ton appelle généralement plans polaires d'un point de l'es-
pace, par rapport à une surface de m}emt classe, les {ni—i)3 plans
que touchent à la fois les surfaces de (m—i)ieme classe, inscrites aux
surfaces développables qui touchent la surface proposée suivant ses
intersections avec divers plans conduits par le point dont il s'agit;
on voit qu'un seul de ces plans polaires étant connu, on en peut
déduire tous les autres. On voit en même temps que le même point
S t peut être déduit de (m—i)3 plans difterens.

METEOROLOGIE.

Résumé de neuf années d'observations baromé-
triques faites à Montpellier ;

Par M. GERGONNE,

JJEPUIS le commencement de 1827, je fais tous les jours, à des
heures fixes , des observations barométriques, thermométriques et hy-
grométriques , avec des instrnmens qui méritent la plus entière con?
fiance. Je me propose d'en consigner les résultats dans le présent
recueil , après l'expiration de chaque année.

Mais , pendant le cours des neuf années qui ont précédé celle-
là, j'avais déjà accumulé un très-grand nombre d'observations du
baromètre ; et bien que ces observations , au nombre de plus de
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dix mille , que j'avais entreprises presque machinalement, et sans au-
cun but bien déterminé , n'aient pas été faites avec la ponctualité que
j'y aPPo r t e aujourd'hui, elles sont pourtant assez précises pour que
je ne croie pas inutile d'en offrir ici un résumé. Elles auront dumoins
cet avantage qu'on saura bien positivement avec quels instrumens
elles ont été faites et comment ces instrumens étaient placés ; con-
dition indispensable pour qu'on puisse tirer parti de ces sortes
d'observations, et qui n'en est pas pas moins fréquemment négligée.
Je les donne d'ailleurs avec d'autant plus de confiauce que je les ai
toutes faites et calculées moi-même; ce qui n'arrive pas toujours,
même dans les grands établissemens scientifiques où Ton aban-
donne trop souvent ce fastidieux travail à des subalternes qui n'ont
aucun intérêt à y apporter le soin nécessaire, et qui remplacent
même quelquefois , par des observations simulées > les observations
effectives qu'ils ont négligées.

Les observations des huit premières années ont été faites avec un
baromètre à large cuvette, construit par Bouschet, opticien de cette
ville 5 donnant, par sou vernier, les douzièmes de ligues du pied
de roi. A ce baromètre était annexé un thermomètre de Réaumur
à alcohol 5 sur lequel je pouvais aisément estimer à l'œil les vingtiè-
mes de degrés

Les observations de 1826 ont été faites avec un baromètre de
Fortin 5 à niveau constant , soigneusement comparé par M. Arago
à celui de l'observatoire royal de Paris, avant sa translation ici,
et reconnu se tenir à 2.6 centièmes de millimètre au-dessous de
celui-là. Ce baromètre f donnant par son vernier les vingtièmes de
millimètre ? est garni de son thermomètre centigrade à mercure,
A son arrivée ici ? il a été placé à côté de celui de Bonschet > et com-
paré à ce dernier , ainsi que leurs thermomètres 5 cinq ou six fois
le jour, durant deux mois. De leur comparaison et de celle qui
avait été faire précédemment du baromètre de Fortin avec celui
de l'observatoire royal ? j'ai pu déduire une formule propre à ra-
mener toutes mes observations à ce qu'elles auraient été si elles eus-
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sent été faites avec ce dernier instrument, Enfin , je les ai toutes ré-
duites , à laide d'une table publiée par SVI. Bouvard , dans la Con-
naissance des temps pour 182g, à la température de la glace fon-
dante , ainsi qu'on doit toujours le faire , si Ton veut rendre les
observations comparables.

D'après un grand nivellement géométrique exécuté, il y a quel-
ques années, par MM. les officiers au 3. ine régiment du génie , j'a-
vais estimé la hauteur de la cuvette de mon baromètre au-dessus
du niveau moyen de la mer à 3gm,2 5. Dans le courant de mai
1827 , des observations faites à Cette, durant plusieurs jours, par
M. Gambart, père, professeur de navigation à Arles, avec un ba-
romètre de Fortin, comparé ensuite au mien avec beaucoup de soin*
m'ont appris que cette détermination méritait toute confiance; elles
m'otit donné une moveune d'environ 3q mètres et demi.

Peudant les neuf années dont je donne ici kjs observations , la
moyenne barométrique journalière a communément été déduite de
deux observations faites, la première, le matai de 5 à 9 heures»
et la seconde , le soir de 9 a 1 r ; mais très-souvent le nombre des
observations journalières a été porté à trois, quatre, cinq et même
six , à peu près uniformément réparties dans le cours de la journée.
Quelquefois aussi , mais assez rarement , une seule observation a
eu lieu , tantôt le matin et tantôt le soir; mais , excepté le mois de
septembre 1819, durant lequel une absence m'a contraint de dis-
continuer les observations , le nombre des jours durant lesquels elles
ont été tout-à-fait omises, dans le cours de ces neuf années, ne
s'élève qu'à trente-deux seulement.

J'ai dressé un tableau du maximum , un autre de la moyenne
et un troisième du minimum de la hauteur barométrique, pour cha-
cun des 107 mois d'observations; et c'est à l'aide de ces trois ta-
bleaux que j'ai dressé les deux suivans dont le premier présente
les résultats par années 9 taudis que le second les présente par mois ;
les uns et les autres étant exprimés en millimètres et centièmes de
millimètres*
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I. B.èsultaîs par années.

ANNÉES.

1818

1819

1820

1821

1822

l823

1824

l825

1826

Mas,

Moy.

Min.

Eteudue
des

oscillât*

MAXIM.

77*>48

77*;94

770,10

778,82

772,65

772,05

772,06

77446

771,40

778,82

7 7 2 ; 7 7

77O,IO

MOYENN.

7%65

758,32

758,65

759,68

760,28

758,i4

759,43

759-92

?58,87

760,28

709,22

758,i4

2,1 4

MiNIM.

7O95TO

739,06

7 4 Ï , 4 7

729>27

74o,54

721,28

736,85

735,70

74o,o8

74J47

735,93

721,28

2o?ig

ÉTENDUE
DES

OSCILLAT.

32;35

32588

28,63

49,00

32,11

5o,77

35,2i

38,76

3o,32

5o ; 77

36.,84

26,63

24.14
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IL Résultats par mois.

Mois.

Janvier

Février

Mars

Avril

Mai

Juin

Juillet

Août

Septembre

Octobre

Novembre

Décembre

Max.

Moy.

Min.

Etendue
des

oscillât.

MAXIM.

774,46

778,82

772,65

768,14

77o,38

769,10

764,21

766,2.6

765,73

769,41

768,79

771,27

778,82

769>94

764,21

14.61

MOYENN.

760,84

76ls25

759,l3

757,60

757*95

758,99

759,13

759 >34

759,62

758,2i

759>59

759,05

761,25

769,32

757,60

3,65

MlNIM.

739,78

721,28

74o,o8

739,13

746,72

749,79

748,69

75o,i7

748,95

737,10

739'77

729,27

748,95

740,89

721,28

27,67

ÉTENDUE
DES

OSCILLAT.

34,68

57,54

32,57

29,01

23,66

19,31

i5}52

16,09

16,78-

22,31

39,02

42,00

57,54

2g,o5

i5?52

42,02
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Ces doux tableaux donnent donc , pour la moyenne barométrique

des neuf années , exprimée en millimètres et réduite à la tempé-
rature de la glace fondante , 759,22.

Les mêmes tableaux montrent aussi que , durant ces neuf an-
nées , la plus grande hauteur barométrique observée, qui répond à
février 1821 , est 778581 , tandis que la moindre, qui répond à fé-
vrier 1823 , est seulement 721,28; la différence est 57,54 ; et telle
est au moins, durant ces neuf années, la longueur parcourue dans
le tube, par le sommet de la colonne de mercure. Je dis au moins,
car il faut bien remarquer qu'il ne s'agit ici que de hauteurs
observées ; et qu'il serait possible que, *dans l'intervalle des obser-
vations 5 la colonne eût franchi Tune et l'autre des deux limites
que je lui assigne ici. Ce ne pourrait jamais être , au surplus, que
d'une quantité fort petite.

Il est très-digne de remarque que, malgré l'étendue et l'extrême
irrégularité de la marche de ces diverses excursions , les moyennes
considérées par mois et plus encore les moyennes considérées par
années , ne présentent entre elles que d^s différences fort peu sen-
sibles. Ou voit, en effet , que la moyenne des neuf mois de fé-
vrier, la plus grande de toutes est 761,25; et que celle des neuf
mois d'avril, la plus petite de toutes, qui est 757,60, n'en diffère
seulement que de 3,6o.

La plus grande moyenne d'année 760,28, qui répond à 1822 ,
ne diffère de la plus petite j58? 14 ? (lxxl répond à 1823, que de
2,1 4 seulement.

Si Ton fait abstraction des anomalies causées et par l'élévation
extraordinaire de 778,82, qui a eu lieu le 6 février iS2r , e tpa r
les abaissemens extraordinaires de 729,27 et 721,28, qui ont eu
lieu , le premier, le 2.4. décembre même année et l'autre le 2 fé-
vrier 1828, circonstances qui ne sont pas de nature à se repro-
duire fréquemment , l'inspection du deuxième tableau ne laissera
aucun doute relativement à la grande influence qu'exercent les sai-
sons sur l'étendue des oscillations de la colonne barométrique. On
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voit, en effet, que ces circonstances extraordinaires mises *» part,
cette étendue qui n?est pour juillet que i5,53 va continuellement
croissait jusqu'en janvier où elle atteint son maximum 36,68 , et
que 5 partant de là , elle décroît continuellement jusqu'en juillet.

QUESTIONS RÉSOLUES.

Solution des deux problèmes de géométrie énon-
cés à la pag. 048 du précédent volume ;

Par M. BOBILLIER , professeur à l'Ecole des arts et métiers
de Ghâlons-sur-Marne»

/VWV

Jt ROBLÈME L Deux lignes du second ordre , tracées sur les
deux faces d'un angle dièdre variable, de telle sorte que l'arête
de cet angle en soit une corde commune , réelle ou idéale , déter-
minent , quelle que soit d'ailleurs l'ouverture de l'angle dièdre, deux
surfaces coniques du second ordre , dont elles sont les intersections*
On suppose que , l'une des faces de Vangle dièdre restant fixe ,
ainsi que son arête, son autre face tourne sur cette arête > comme
sur une charnière , et on demande quelle ligne les sommets des deux
surfaces coniques décriront dans ïespace ?

Solution. Soient À et B deux lignes du second ordre 5 situées
dans un même plan, de manière à avoir une sécante commune S ,
réelle ou idéale. Si Ton inscrit à A un polygone quelconque P de
m côtés, on pourra, comme Ton sait, en inscrire à B deux autres
Q et Q / , aussi de m côtés , de telle sorte que les côtés et diago-
nales de Q et Q / concourront avec'leurs analogues de P sur la sé-
cante commune S, et tels encore que les sommets correspondais se



RESOLUES. I?3
trouveront sur autant de rayons issus du centre direct ou inverse
d'hcrmologie (*) ; de sorte que, si P et Q sont deux polygones di-
rectement hoinologues ? relativement à la sécante S , P et Q/ seront
deux polygones inversement homologues, par rapporta cette même
sécante.

Cela posé , la courbe À et le polygone P restant fixes , faisons
tourner la courbe B et les polygones Q et Q/ autour de la sécante
S , et arrêtons cette figure dans une position quelconque; les som-
mets homologues de P et Q se trouveront alors sur m droites qui
concourront en un même point C , et ceux de P et Q ; sur m au-
tres droites qui concourront en un même point C'. Or ? si l'on
imagine deux surfaces coniques ayant pour base commune la courbe
A , et pour sommets les points C et CX, il est visible qu'en sup-
posant /72>4? la surface B se trouvera sur l'une et sur l'autre , et
que par conséquent G et C seront précisément les sommets des deux
surfaces coniques déterminées par À et B, Le problème se trouve
donc ramené à celui de la pag. 335 du précédent volume, d'où il
résulte que le lieu cherché est le système de deux circonférences
dont les plans sont perpendiculaires *à l'arête C , mais qui lui sont
excentriques.

PROBLÈME IL Deux surfaces coniques du second ordre 9 qui
ont un angle dièdre circonscrit commun , réel ou idéal, détermi-
nent , quelle que soit la distance entre leurs sommets, sur Varête
de cet angle ? deux lignes planes du second ordre qui en sont
les intersections. On suppose que F une des deux surfaces coniques,
ainsi que Vangle dièdre circonscrit commun ? restant Jixes > l'autre
surface conique se meut parallèlement à elle-même, de manière à
être toujours circonscrite à Vangle dièdre , et on demande à quel-
les surfaces les plans des deux courbes d'intersection seront cons-
tamment tangens ?

(*) Voy. , pour cette dénomination t le Traité des propriétés projectiles de
. PONCELET.

2om. XVIII 24
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Solution, Imaginons un paraboloïde elliptique P , ayant son axe

dans l'arête de l'angle dièdre circonscrit aux deux surfaces coniques;
soient G, C ; ces deux surfaces, S , S/ leurs sommets ; les polaires
de C , CX , par rapport à P , seront deux lignes du second ordre
c , c*, dont les plans, ayant pour pôles S , S' , seront perpendi-
culaires à Taxe de la surface directrice et par suite parallèles. Or,
puisque les deux cônes C , C7 ont deux plans tangens communs ,
dont les pôles sont à l'infini , les courbes c , cf auront une sécante
commune pareillement h Tin fini ; donc ces courbes seront semblables
et semblablement disposées. Représentons par h et kf les sommets
des deux cônes déterminés par c et cl ; tout point commun à G
et C/ aura pour plan polaire un plan rangent aux deux courbes c,
cf, et qui par conséquent passera par Pan des deux points k , k'.
Supposons maintenant que le premier cône C restant fixe , ainsi
que les deux plans tangens ? le second cône C/ se transporte pa-
rallèlement à lui-même , de telle sorte que son sommet S; décrive
l'axe de P ; les pôles de ses plans tangens décriront autant de dia-
mètres perpendiculaires au plan de la courbe c. D'un autre côté ,
ces points seront constamment dans un plan parallèle à ce dernier ;
donc la courbe c* est invariable et engendre une surface cylindri-
que dont les génératrices sont parallèles à Taxe de P. Il est facile
maintenant de reconnaître que les sommets k et kf décrivent des
diamètres de P , passant par les centres de similitude des projec-
tions de c , cf sur un pian fixe quelconque, parallèle aux leurs. Or ,
ces lignes ont des polaires à l'infini, donc les plans des courbes d'in-
tersection de C et C/ se meuvent parallèlement à eux-mêmes. L'in-
tersection de ces plans a pour polaire la droite kk1, et , parce qu'elle
passe toujours par le centre de c, il s'ensuit que cette intersection
décrit un plan.
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Solution des quatre problèmes de géométrie
énoncés à la pcig. 56 du présent volume \

Par MM. BOBILLIER , professeur à l'Ecole des arts et mé-
tiers de Châlons-sur-Marne ; ROCHE , professeur de Mathé-
matiques , de physique et de chimie à l'Ecole d'artil-
lerie de la marine, et VALLÈS", élève ingénieur des ponts
et chaussées.

fVVWWV\/Vl\1\/\'Y\/V\/\/\/\/VVVV\

JLjORSQlfUN corps pesant pose par plusieurs points ou par une base
finie sur un plan horizontal, on sait qu'il ne peut y être en équi-
libre qu'autant que la projection de son centre de gravité sur ce
plan, tombe dans l'intérieur ou du moins ne tombe pas en dehors du
plus petit polygone convexe qui enferme tous les points d'appui.

Mais la stabilité de l'équilibre d'un tel corps peut être plus ou
moins grande ; et d'abord elle sera évidemment d'autant plus grande,
toutes choses égales d'ailleurs, que son centre de gravité sera plus
voisin de sa base ; et, pour le dire en passant, c'est par la raison
contraire que nos voitures publiques versent si fréquemment.

La base du corps étant donnée, ainsi que l'élévation de son cen-
tre de gravité, si cette base est un cercle et que le centre de gra-
vité se projette à son centre , il est manifeste que l'équilibre sera
également stable dans toutes les directions ; mais il n'en sera plus
de même dans le cas contraire 5 c'est-à-dire , lorsque la base cessera
d'être un cercle ou lorsque cette base étant un cercle , la projection
du centre de gravité ne coïncidera plus avec son centre.

Si, par exemple , cette base est une courbt? fermée , et que du point
où le centre de gravité se projette sur elle, on lui mène des nor-
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maies, 11 est manifeste que la stabilité sera la plus grande possible
dans le sens de la normale la plus longue, et la moindre possible
du côté de la plus courte. Il est visible , en outre , que , par un
changement de disposition dans les parties du corps qui , sans éle—.
ver ni abaisser le centre de gravité , en déplacerait seulement la
projection, on ne pourrait ^augmenter la stabilité dans un sens sans la
diminuer en même temps dans l'autre. Si , par exemple on faisait coïn-
cider la projection du centre de gravité avec Tune des extrémités
de la plus longue corde qui pût être menée dans la base, on aurait,
dans la direction de cette extrémité à l'autre, la plus grande stabilité
possible, et une stabilité tout-à-fait\mlle dans la direction opposée.

Toutes ces remarques subsistent également, soit que la courbe fefr
niée qui forme la base du corps soit soumise à la continuité ma-
thématique, soit qu'elle soit simplement soumise à la continuité phy-
sique , ainsi qu'il arriverait si elle était formée par des courbes di-
verses et des droites , tangentes les unes aux autres. Quant au cas
où le périmètre de cette base présenterait des angles rectilignes, cur-
vilignes ou mixtilignes, on pourrait remplacer leurs sommets par
des courbes infiniment petites d'un rayon de courbure nul f dirigé
vers la projection du centre de gravité ; de sorte qne les droites
menées de ce centre aux sommets des angles de la base devraient
être réputées des normales.

Pour qu'un corps pose le plus convenablement sur un plan qu'il
touche par une base finie, il convient que, dans le sens même où.
ce corps a la moindre stabilité, cette stabilité soit néanmoins aussi
grande qu'elle puisse l'être. Il poserait, au contraire, de la manière
la moins favorable , si, dans le sens de la plus grande stabilité, sa
stabilité était la moindre possible.

On se trouve donc conduit, par ces considérations, à se propo-
ser les deux problèmes généraux que voici :

I. Quel est, dans Tintérieur d'un polygone plan rectiligne, mix-
tiligne ou curviligne , ou ^dune courbe plane fermée , continue ou
discontinue , le point dont la moindre distance à son périmètre est
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la plus grande possihle , ou celui dont la plus grande distance à
son périmètre est la moindre possible ?

En étendant la question aux trois dimensions de l'espace, on est
conduit à cet autre problème général ;

II- Quel est dans Vintérieur d'un polyèdre terminé par des sur-
faces planes ou courbes , ou dans l'intérieur d'une surface courbe
fermée , continue ou discontinue , le point dont la moindre distance
à cette surface est la plus grande possible, ou celui dont la plus
grande distance à cette même surface est la moindre possible ?

Ce sont ces problèmes , bornés au triangle et au tétraèdre , les
polygone et polyèdre les plus simples , que nous avons entendu pro-
poser à la pag. 56 du présent volume , et nous regrettons de ne
pas en avoir fait précéder l'énoncé des développentns dans lesquels
nous venons d'entrer, et qui en auraient mieux fait saisir l'esprit.

Il est résulté de là que deux des géomètres qui se sont occupés
de ces problèmes , MM. Roche et Vallès, ont entendu, par plus
courte distance d'un point au périmètre d'un triangle, la plus courte
des perpendiculaires abaissées de ce point sur ses côiés , eî par plus
longue distance de ce point â ce même périmètre la plus longue
des droites menées de ce point aux trois sommets, et ils en ont
agi d'une manière analogue pour le tétraèdre. Quant à M. Bobil-
lier , il a constamment considéré le mot distance comme synonyme
de perpendiculaire sur les côtés.

Les deux problèmes qu'il s'agissait de résoudre paraissaient être
ceux-ci :

I. Placer un point dans T intérieur d'un triangle, de telle sorte
qu'en menant de ce point des perpendiculaires sur les côtés du trian-
gle et des droites à ses sommets 9 la plus courte de ces six droi-
tes soit la plus grande possible, ou de telle sorte que la plus lon-
gue de ces six droites soit la plus courte possible ?

IL Placer un point dans l'intérieur d'un tétraèdre , de telle sorte
qu'en menant de ce point des perpendiculaires sur ses faces et des
droites à ses sommets, la plus courte de ces huit droites soit la plus
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longue possible, ou "de telle sorte que la plus longue de ces huii
droites soit la plus courte possible ?

Au lieu de cela , MM. Vallès et Roche se sont proposés les qua-
tre problèmes que voici :

I. Quel est le point de l'intérieur d'un triangle dont la plus
courte distance à ses côtés est la plus grande possible ?

IL Quel est le point de Fintérieur d'un triangle dont la plus
grande distance à ses sommets est la moindre possible ?

III. Quel est le point de l'intérieur d'un tétraèdre dont la plus
courte distance à ses faces est la plus grande possible ?

IV. Quel est le point de Fintèrieur d'un tétraèdre dont la plus
grande distance à ses sommets est la moindre possible ?

Nous ne prétendons pas dire que les deux problèmes ci-dessus
ne se.ramènent pas à ces quatre derniers; mais, pour en complé-
ter l'analyse, encore faudrait-il faire voir qu'ils s'y rapportent*

MM. Vallès et Roche ont trouvé tous deux que les deux pre-
miers problèmes sont respectivement résolus par les centres des cer-
cles inscrit et circonscrit f et que les deux derniers Fêtaient respec-
tivement par les centres des sphères inscrite et circonscrite.

Supposons en effet, dit M. Vallès f que du centre c du cercle
inscrit on abaisse des perpendiculaires r sur les trois côtés du trian-
gle, ces perpendiculaires le diviseront en trois quadrilatères bi-rec-
tangles, et tout autre point p, intérieur au triangle, appartiendra
nécessairement à un de ces quadrilatères. La distance de ce point
p au côté opposé sera nécessairement plus grande que rf et la somme
de ses distances aux deux autres sera moindre que zr ; d'où il suit
que l'une d'elles au moins sera moindre que r ; M. Vallès conclut
de là que le point c , centre du cercle inscrit, est celui dont la
moindre distance aux côtés du triangle est la plus grande possible»

Pour prouver cette même assertion , RL Roche imagine que par
te point c on a mené des parallèles aux trois côtés du triangle , et
il remarque qu'il n'est aucun point p de son intérieur qui ne soit
compris entre un. côté et sa parallèle ; d'où il conclut que la plus
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courte distance de ce point p à ce côté sera moindre que la dis-
tance r au même côté du centre c du cercle inscrit.

M. Vallès suppose ensuite que du centre C du cercle circonscrit
on ait mené, aux trois sommets du triangle, des droites R qui le di-
viseront en trois autres , dans l'un desquels se trouvera nécessaire-
ment tout autre point P de son intérieur. La distance de ce point
au sommet opposé sera évidemment plus grande que R, et la somme
de ses distances aux deux autres sommets sera moindre que zR ;
d'où il résulte que Tune d'elles au moins sera moindre que R; le
centre C du cercle circonscrit, conclut M. Vallès , est donc le point
de l'intérieur du triangle dont la plus graude distance à ses som-
mets est la moindre possible.

Pour prouver cette même assertion, M. Roche imagine que, des
trois sommets du triangle pris pour centres et avec le rayon R du
cercle circonscrit, on ait décrit trois arcs entre ses côtés, et il re-
marque qu'il n'est aucun point P de l'intérieur de ce triangle, au-
tre que le centre C de ce cercle circonscrit, qui ne soit extérieur
à l'un de ces trois arcs au moins ; d'où il conclut que la distance
de ce point P au sommet qui est le centre de cet arc , sera plus
grande que la distance du centre C du cercle circonscrit au même
sommet.

M. Vallès ne néglige pas d'observer que cette dernière solution
est en défaut pour les triangles obtusangles, pour lesquels il faut
remplacer le centre du cercle circonscrit par le milieu du plus grand
des trois côtés.

L'extension de tout ceci au tétraèdre est trop facile pour que
nous croyons nécessaire de nous y arrêter.

Dans sa manière d'envisager la question , M. Bobillier s'est borné
à démontrer ces deux théorèmes :

I. / / n'est aucun points dans ïintérieur d'un triangle , dont la
moindre distance à ses côtés soit plus grande, ni dont la plus grande
distance à ces mêmes côtés soit moindre que le rayon du cercle
inscrit.
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H. // n'est aucun point, dans Vintérieur d'un tétraèdre > dont la

moindre distance à ses faces soit plus grande , ni dont la plus grande
distance à ses faces soit moindre que le rayon de la sphère inscrite*

La manière dont 3M« Bobiîlier justifie ces deux assertions est re-
marquable par sa netteté f sa simplicité et son élégance.

I. Soient d'abord A , B , C les trois sommets d'un triangle, a ?

b f c les cotés respectivement opposés, r le rayon du cercle ins-
crit et T sa surface; on aura, comme Ton sait,

Soit ensuite P un point situé d'une manière quelconque dans Kn~
térieur du triangle , duquel soient abaissées respectivement sur ses
côtés les perpendiculaires a, 0 , y. En considérant ce point P comme
le sommet commun de trois autres triangles, ayant respectivement
pour bases les trois eôtés a, b, c, on aura

et par conséquent

ou encore

a(a—r)-\-l($—r)+r(y—r)=o .

Or , comme la somme de trois quantités des mêmes signes ne sau-
rait être nulle, on voit déjà que les distances a, /3., y ne sauraient
être ni toutes trois plus grandes ni toutes trois moindres que r.

Il est donc absurde de supposer que la moindre des trois est plus
grande que le rayon r, puisque les deux autres le seraient, à plus
forte raison ; ni que la plus grande est moindre que ce rayon, puis-
que les deux autres devraient l'être aussi,

II Soient, en second lieu , A , B > G , D , les quatre sommets d'un
tétraèdre, a, b., c, d, les aires des faces respectivement opposées ,
r le rayon de la sphère inscrite et T le volume du tétraèdre ; oa
aura, comme 1 on sait 9
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Soit ensuite un puint P , situé d'une manière quelconque dans
l'intérieur du tétraèdre , duquel soient abaissées respectivement sur
ses faces les perpendiculaires a? |3 , 7, S. En considérant ce point P
comme le sommet commun de trois antres tétraèdfes, ayant respec-
tivement pour bases les quatre faces a , b , c 9 d , on aura

et par conséquent

ou encore

En raisonnant sur cette dernière équation , comme nous l'avons
fait ci-dessus sur son analogue, on verra, sur-le-champ,. i.° que
les perpendiculaires a,- |3, 7 , S ne sauraient être ni toutes les qua-
tre plus grandes ni toutes les quatre plus petites que le rayon r ;
2,° cme par conséquent la moindre d'entre elles ne saurait être plus
grande ni la plus grande d'entre elles moindre que ce rayon r»

On pourrait aussi se proposer ces deux problèmes ;
I. Quel est le point de l'intérieur d'une surface plane fermée ,

dont les distances aux divers points de son périmètre sont les moins
inégales possibles , de telle sorte que Vexcès de la plus grande de
ces distances sur la plus petite soit un minimum ?

IL Quel est le point de Vintérieur d'un corps dont les distances
aux différens points de sa surjace sont les moins inégales possibles 9

de telle sorte que Vexcès de la plus grande de ces distances sur la
plus petite soit un minimum ?

Ne serait-ce point alors le centre de gravité du périmètre qui ré-
Tom. XV11I 25
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soudrait le premier de ces deux problèmes, et le centre de gravité
de la surface qui résoudrait le second ?

Solution du problème de géométrie descriptive
énoncé à la pag. 83 du présent volume ;

Par M. BOBILLIER » professeur à l'Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur~Marne , et M. GARBINSKI , professeur , à
Varsovie.

JL ROBLÈME* Construire rigoureusement la droite qui coupe à la
fois quatre droites données dans l'espace, non comprises deux à
deux dans un même plan ?

Solution de M. Bohilliei\

Soient À , B , C , D les quatre droites données, tes trois derniè-
res déterminent un paraboloïde hyperbolique qui généralement coupe
la première en deux points. La génératrice du paraboloïde doit donc»
dans deux de ses positions , passer par ces deux points de A , et
comme elle pose constamment sur les trois directrices B , C , D , il
s'ensuit que , dans ces deux positions, elle satisfait aux conditions
du problème.

Mais il peut fort bien se faire que le paraboloïde ne fasse
que toucher la droite A , ou même ne la rencontre pas ; d'où il
suit que si , généralement parlant , le problème admet deux solu-
tions , il peut fort bien , dans des cas particuliers, n'en admettre
qu'une seule 9 ou même devenir impossible. II pourrait même se
faire que la droite A L3 Uq^vât située tout entière dans le para-
boloïde , auquel cas toute droite qui poserait à la fois sur B , C,
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D poserait aussi sur À et satisferait conséquemment ans conditions
du problème. Le problème Serait donc alors indéterminé.

Supposons qu'aucun de ces cas particuliers n'ait lieu. Par B soit
conduit arbitrairement un plan ; en joignant par une droite les points
où il coupe C et D , cette droite sera une quatrième arête E du
paraboloïde, et, en variant la situation de ce plau, on en obtien-
dra une cinquième F*

Soit ensuite conduit par A un plan arbitraire coupant B , C ,
D , E , F en b f c, d\ e , f respectivement, ces points seront ceux
d'une section plane du paraboloïde, c'est-à-dire, d'une conique,
dont les intersections avec la droite A seront les points où cette
droite doit être coupée par les deux droites qui résolvent le pro-
blème. Ce problème se trouve donc ramené à construire, sur un
plan , les intersections d'une droite avec une conique donnée seu-
lement par cinq des points de son périmètre.

Pour cela, par b ,c je mène des parallèles à À et je détermine ,
par le théorème de Pascal, les points g et h où ces parallèles sont
de nouveau coupées par la courbe. Je joins-les milieux des cordes
bg et ch parallèles à À par une droite, et le point O où cette droite
coupe A est le milieu de l'intervalle entre les deux points cherchés.

Je décris un cercle passant par b, g-, d, et je détermine le qua-
trième point k où ce cercle coupe la courbe. Tous les cercles ayant
la corde dk commune avec cette conique la couperont suivant d'au-
tres parallèles à À , d'où il suit que dy k et les deux points cher-
ches sont situés sur une même circonférence.

Si donc on élève une perpendiculaire sur le milieu de dk et une
perpendiculaire sur A au point O > et que du point où elles se cou-
pent , pris pour centre et avec Id ou Ik pour rayon , on décrive un
cercle , ce cercle coupera la droite* A aux deux: points cherchés.

Solution de lu. Garbinski.
Si une droite mobile glisse sur trois quelconques des quatre droi-

tes données, par exemple sur A , B, G, elle engendrera, comme
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l'on sait, une surface gauche du second ordre qui , en général,
coupera la quatrième D en deux points d et d/ que l'on déterminera
rigoureusement par la méthode de M. Brianchon ou par celle de Petit.
( Correspondance sur TEcole polytechnique > tom* 1, pag. 4^4—44° )•

Cela posé, concevons , par le point d et par l'une quelconque B
des trois directrices de la surface gauche, un plan et désignons par
c son intersection avec la directrice C, Une droite que Ton fera pas-
ser par c et d sera , comme Ton sait, l\une des génératrices de la
surface, ou , ce qui est la même chose , elle coupera à la fois les
trois directrices A , B , C ; et 9 comme elle passe aussi par le point
à qui appartient' à D , elle résoudra complètement le problème 9

puisqu'elle coupera à la fois les quatre droites données.
Ce que nous venons de dire du point d pourra ensuite être ap-

pliqué au point df
 5 de manière que , généralement parlant, il existe

toujours deux droites qui en coupent à la fois quatre autres don-*
nées, non situées deux à deux dans un même plan (*)•

QUESTIONS PROPOSEES.

Problèmes de géométrie.

O U E L est le lieu des sommets OUELLE est l'enveloppe des plans
de toutes les surfaces coniques du de toutes les lignes du second or-
second ordre circonscrites à un dre inscrites à un même angle
même hexagone gauche donné ? hexaèdre gauche donné ?

(*) II serait curieux d'examiner si le problème ne pourrait pas être résolu
par les simples élé meus.

J. D. G.
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GEOMETRIE PURE.
Démonstration de divers théorèmes de

géométrie ;

Par M. BOBILLIEB , professeur à l'Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur-Marne.
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i. I L est connu que le pôle d'une droite par rapport à un cercle
€st sur la direction du rayon perpendiculaire à cette droite; et,
comme d'ailleurs, lorsqu'un quadrilatère a deux angles droits, ses
deux autres angles sont égaux , il s'ensuit que l'angle des rayons
d'un cercle qui contiennent les polaires de deux droites , est égal
4 l'angle de ces deux droites (*).

Cette observation fort simple conduit à des conséquences assez
remarquables; on en déduit d'abord ces deux théorèmes;

I. Si 7 d'un point pris arbitrairement sur le plan d'un triangle,
on mène des droites à ses sommets , puis , par le même point, des
perpendiculaires à ces droites; ces dernières détermineront % sur les
côtés respectivement opposes , trois points qui appartiendront à une
même droite.

IL Si 5 d'un point pris arbitrairement sur h plan d'un triangle %

on mène des droites à ses sommets et qu'ensuite , par le même
point > on mené six autres droites divisant en deux parties égales

(*) Deux droites tracées sur un même plan déterminent quatre angles
égaux deux à deux ; maïs nous n'entendons parler ici que des angles aigus»

Tout. XVIII, n.° VII > !.•' janvier 1828. 26 °
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tant les angles que forment les trois premiers deux à deux que
les supplèmens de ces angles ; ces dernières détermineront, sur- la
direction de chacun des côtés opposés, deux points tels que les six
points ainsi déterminés se trpuvçront aux intersections de quatre
droites.

Si 5 en effet, dans chacun des deux cas , on construit la polaire
réciproque de la figure dont il s'agit , relative à un cercle de rayon
arbitraire , ayant son centre au point de départ des droites qui vont
aux trois sommets du triangle, cette polaire réciproque sera, dans
le premier cas, un autre triangle et les perpendiculaires abaissées de
ses sommets sur les directions des côtés opposés , et dans le second
un triangle avee les six droites qui divisent en deux parties égales
tant les angles de ce triangle que leurs snpplémens. Or , on sait
que les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle sur les
directions des cotés opposés se coupent toutes trois au mêm^ point;
d'où il suit que les points dont ces droites sont les polaires doivent
appartenir tous trois à une môme droite. On sait , en outre, que
les six droites qui divisent tant les angles d'un triangle que leurs
supplèmens en deux parties égales joignent deux à deux quatre
points 9 centres des cercles qui touchent à la fois ses trois côtés ;
donc les six points dont ces droites sont les polaires doivent être
aux intersections de quatre droites.

2. Soient a, b , c, d, .... tant de points qu'on voudra , situés dans
un même plan , auxquels soient menées des droites oa 5 ob , oct od, „»
par un autre point quelconque o de ce plan. Supposons qu'il existe ,
entre les distances mutuelles ab , ac, bc, ad, ..... des points du sys-
tème , une relation telle que cette relation subsiste encore en subs-
tituant respectivement à ces distances les sinus des angles aob9 aoc +
boc , aod, ...... En d'autres termes, supposons qu'en coupant le fais-
ceau des droites partant du point o> par une transversale arbitraire ,
en des points A, B , C 5 D, ......., il y ait entre^ les distances AB ,
AG , BG ? AD , les mêmes relations qui existent entre les dis-
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tances ah , ac9 hc 5 ad, Si l'on construit la polaire réciproque
de la figure , relative à un cercle situé d'une manière quelconque
sur son plan, les pôles respectifs a1

9 b', cf
 9 d'9 des droites oa ,

ob , oc , od9 seront tous situés en ligne droite sur la polaire
du point o9 et les rayons ofaf, o/b/, oV5 ofdf, ........ menés à ces
pôles du centre du cercle, feront entre eux des angles do'U, dot*',
Vo'd9ddd' ? dont les sinus seront respectivement égaux à ceux
des angles aob 9 aoc , hoc9 aod, .... ; d'où il suit qu'il devra y avoir,
entre les distances dbr

9 dcf, Vc1, fl'J', ou entre les angles ddb\
doc' , b'dc', dodf, •„..., les mêmes relations qui existent entre les
distances abt ac9 bc 5 ad, ........ ou entre les angles aob, aoc9 hoc9

aod 9 .......
Donc , s'il existe une relation de nature projectile entre les dis-

tances mutuelles de dijférens points a, b , c, d,..«.. d'un même plan,
et que a^b^c^d7, soient respectivement les points où une
transversale arbitraire coupe les polaires de ces différons points t

relatives a un cercle tracé arbitrairement sur leur plan ; cette re-
lation subsistera encore lorsqu'on aura accentué toutes les lettres
qui désignent les points dont il s'agit.

Ainsi , par exemple , les polaires de quatre points harmoniques
forment un faisceau harmonique et réciproquement.

On peut déduire de là le théorème indiqué par M. Poncelet
( Annales , tom. XVII, pag. 272 ) et même un théorème plus gé-
néral, en remplaçant le triangle sécant par un polygone quelconque.

3 Soit r le rayon du cercle directeur, et soient d, df les dis-
tauct-s d'une droite arbitraire et de son pôle au centre de ce cer-
cle ; on aura ? comme Ton sait dd/^=zr^ 9 d'où

par conséquent , s'il existe nne relation quelconque entre les dis-
tances du centre du cercle directeur aux points et aux droites d'une
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figure rectiîigue , on obtiendra, en faisant usage de ces formules,
la relation correspondante entre les distances de ce même centre
aux points et aux droites de la figure rectiligne, polaires réciproques
de celle dont il s'agiu

Pour faire une application de cette remarque, par le centre O du
cercle directeur , soit menée à un autre cercle C une sécante arbi-
traire qui le coupe aux points M et N ; on aura

Les polaires des points de la circonférence du cercle C seront, comme
Ton sait, tangentes à une môme conique ; e t , en particulier , cel-
les des points M et N seront deux tangentes parallèles. Si Ton dé-
signe par M' et N' les pieds des perpendiculaires abaissées du point
O sur ces tangentes ; on aura, en vertu des formules ci-dessus,

d*où il suit que les points M/ et N' sont à la circonférence d'un
même cercle; et , attendu que les tangentes parallèles les plus dis-
tantes sont les tangentes aux deux extrémités du grand axe de la
conique , il s'ensuit que ce grand axe est le diamètre du cercle dont
il s'agit. On sent d'ailleurs que, si la polaire réciproque du cercle
G est une parabole , le cercle lieu des points M' et N' dégénérera
en une tangente au sommet de cette courbe.

On voit donc qu'en général, si l'un des côtés d'un angle droit
mobile passe constamment par le point O , et que l'autre côté de
cet angle droit soit constamment tangent à la polaire réciproque du
cercle C , son sommet décrira une circonférence qui aura pour dia-
mètre le grand axe de cette polaire. On reconnaît aisément par là (*)
que le point O est un foyer de cette polaire.

(*) Voy. Annales 7 tom, V , pag. 5i.
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On peut parvenir à ce résultat d'une manière plus satisfaisante

au moyen des considérations suivantes :
Menons au cercle C deux tangentes parallèles quelconques ; les

points de contact*et le centre se trouveront sur un même diamè-
tre qui sera en même temps perpendiculaire aux deux tangentes.

Dans la conique polaire réciproque du cercle C , cette propriété
répond à la suivante :

Si, dans la conique polaire réciproque du cercle C , on mène
une corde arbitraire qui passe par le centre O du cercle directeur,
puis des tangentes à la courbe par les extrémités de cette corde ,
ces tangentes iront concourir sur la polaire du centre du cercle C ,
et, en outre, la droite qui unira le point O au point de concours
des tangentes sera perpendiculaire à la corde de contact*

Or, le centre du cercle directeur et la polaire du centre du cer-
cle C ne peuvent jouir d'une telle propriété à l'égard de la coni-
que polaire de ce dernier cercle , sans être respectivement le foyer
et la directrice de cette conique ; on a donc ce théorème :

La polaire réciproque d'un cercle , relative à un autre cercle con-
sidère comme directeur , est une conique qui a pour foyer le cen-
tre du cercle directeur et pour directrice la polaire du centre de
l'autre cercle.

Les tangentes menées au cercle C , par le centre O du cercle di-
recteur, sont les polaires des points de la conique situés à l'infini,
et leurs points de contact sont les pôles des tangentes en ces points ,
c'est-à-dire , des asymptotes ; donc la conique polaire réciproque
du cercle C est une ellipse, une parabole ou une hyperbole , sui-
vant que le centre O du cercle directeur est intérieur au cercle G
sur sa circonférence ou extérieur à ce cercle,

4- Ce dernier théorème est susceptible d'un grand nombre d'ap-
plications ; nous nous bornerons à en indiquer quelques-unes , en
énonçant d'abord un théorème connu ? et en plaçant immédiatement
à sa suite celui qui s'en déduit en vertu de ce qui précède»
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On sait que tous les angles inscrits à un même segment de cer-

cle sont égaux.
Donc 9 Vongle sous lequel on voit, du foyer d'une conique, la por-

tion d'une tangente mobile interceptée entre deux tangentes fixes
quelconques est un angle constant.

On sait que 9 lersqwun angle mobile invariable , a son sommet fixé
en un des points de la circonférence d'un cercle, la corde qu'il sou-
iend dans le cercle enveloppe un autre cercle concentrique au pre-
mier , tandis que le pôle de cette corde , relatif au cercle primitifs
décrit un troisième cercle qui lui est également concentrique* On
sait de plus que ? si l'angle invariable est droit, Pun des deux cer-
cles concentriques au cercle primitif se réduit à son centre, tandis
que l'autre passe à l'infini.

Donc, si un angle variable 5 circonscrit à une conique , se meut de
manière à intercepter 5 entre ses côtés 5 une portion d'une tangente
fixe quelconque qui soit vue du foyer sous un angle constant, 1.°
le sommet de l'angle mobile et variable décrira une seconde conique;
2.0 la corde de contait enveloppera une troisième conique ; 3.° ces trois
coniques auront même foyer et même directrice. Si l'angl ? constant
sous lequel la portion de tangente interceptée est vue du foyer est
un angle droit, le sommet de l'angle variable décrira ta directrice
de la conique donnée , et sa corde de contact passera constamment
par le foyer de cette courbe.

On sait que , dans tout quadrilatère formé par deux tangentes
à1 un même cercle et par les rayons menés aux points de contact,
les deux diagonales se coupent orthogonalement et font respective-
ment des angles égaux , soit avec les tangentes , soit avec les rayons.

Donc f une corde étant arbitrairement inscrite à une conique > si,
de l'un de ses foyers , on mène des rayons vecteurs (1) et (2) aux
deux extrémités de cette corde , un rayon vecteur (3) au point où
cette corde coupe la directrice qui répond à ce foyer ? un rayon
vecteur (4) au sommet de l'angle circonscrit qui répond à la corde
inscrite 5 enfin deux autres rayons vecteurs (5) et (6) aux points
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où les côtés de cet angle circonscrit coupent cette même directrice ,
il arrivera alors que le rayon vecteur (4) divisera en deux par-
ties égales l'angle des deux rayons vecteurs (i) et (2) ; que le
rayon vecteur (3) divisera en deux parties égales ï angle des rayons
vecteurs (5) et (6) 5 et qu'enfin ces deux rayons vecteurs (3) et (4)
seront perpendiculaires Vun à Vautre.

Les quatre sommets du quadrilatère dont il vient d'être question
ci-dessus appartenant à une même circonférence , il s'ensuit que les
côtés d'un angle circonscrit à une conique , la corde de contact et la
directrice touchent une autre conique qui a même foyer que la
première.

Mais on sait que les ohliques abaissées dans le même sens et
sous la même inclinaison du foyer d'une conique sur toutes js£s
tangentes , ont leurs pieds sur une même circonférence.

Donc ? si ? du foyer d'une conique , on abaisse, sous un même
angle et dans le même sens , des obliques sur les deux côtés d'un
angle circonscrit et sur sa corde de contact > la circonférence dé-
terminée par les pieds de ces obliques, et toutes les circonférences
déterminées par une semblable construction se couperont toutes au
même point, Si Ton fait varier l'angle des obliques , ce point décrira
la directrice relative au foyer qu'on aura choisi*

On sait que , si 5 de l'un quelconque des points de la circonférence
du cercle circonscrit à un triangle, on mène , dans le même sens f

des obliques également inclinées sur les trois côtés de ce triangle,
les pieds de ces obliques appartiendront tous trois à une même
droite.

Donc , un triangle étant circonscrit arbitrairement à une conique 9

si l'on mène de son foyer des droites aux trois sommets du triangle ,
puis du même point trois nouvelles droites faisant, dans le même
sens , avec celles-là, des angles égaux quelconques 9 toute tangente
à la courbe coupera ces trois dernières droites de telle sorte qu'en joi-
gnant les points d'intersection aux sommets correspondans du trian-
gle par des droites , ces trois droites concourront en un même point.
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On sait que tous les angles droit*, circonscrits à une même co-

nique pourvue de centre, ont leurs sommets sur la circonférence
d'un cercle concentrique à cette conique.

Donc, si un angle droite mobile sur le plan d'une conique, tourne
autour de son sommet fixe ? la corde soutendue par cet angle droit
enveloppera une autre conique ayant pour foyer le sommet fixe de
Vangle mobile.

On sait que tous les angles droits circonscrits à une même pa-
rabole ont leurs sommets sur la directrice.

Donc , un angle droit mobile ayant son sommet fixe en Fuit
quelconque des points du périmètre d'une conique , la corde qui le
soutendra passera constamment par un même point de la normale
menée à la courbe par le sommet de Vangle mobile*

On sait que tous les angles. égaux circonscrits à une même pa-
rabole ont leurs sommets sur une même hyperbole équilatère*

Donc , si un angle quelconque , mobile et invariable , a son som-
met fixé en un quelconque des paints du périmètre d'une conique f

la eorde qui le soutendra enveloppera une autre conique.
Etc», etc.

5. Les principes desquels nous avons déduit ces divers théorè-
mes et ces théorèmes eux-mêmes mettent en évidence la vérité de
l'assertion contenue dans la lettre de M. Poneelet ( ibid., pag. 270 ) ,
savoir : que les propriétés descriptives et angulaires d'un système
de coniques confocales sont les réciproques de celles qui appartien-
nent à un système de cercles situés dans un même plan. Ainsi
tous les théorèmes relatifs aux points de concours des tangentes com-
munes à trois cercles , et les problèmes de contact, fournissent au-
tant de théorèmes et de solution-s de problèmes relatifs à des co-
niques confocales. Ainsi, par exemple, de ce que les coi des com-
munes deux à deux à trois cercles qui se coupent concourent tou-
tes trois au même point , il s'ensuit que les sommets des oncles
circonscrits communs à trois coniques confocales 5 prises tour à
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tour deux à deux , appartiennent tous trois à une même droite.

Voici encore deux applications :
II est visible que , si un angle invariable se meut 9 sur le plan

de deux cercles concentriques } de manière que ses côtés soient res-
pectivement tangens à ces deux cercles, son sommet engendrera un
troisième cercle concentrique à ces deux-là , tandis que la corde
de contact en engendrera un quatrième qui leur sera également
concentrique.

Donc f si un angle mobile et invariable a constamment son som-
met au foyer commun de deux coniques de même directrice 9 la,
droite qui joindra le point d'intersection de l'un des côtés de cet
angle avec une des coniques au point d'intersection de l'autre côté
du même angle avec l'autre conique, enveloppera une troisième co-
nique de même joyer et de même directrice que les deux premières ;
en outre , le point de concours des tangentes menées aux deux
cou ̂ bes y par les extrémités de cette droite, décrira une quatrième
conique qui aura aussi même foyer et même directrice que les trois
autres*

On trouve aisément que , si, sur la droite qui joint le centre
de similitude directe de deux cercles à leur centre de similitude
inverse , prise pour diamètre 9 on décrit un troisième cercle , les deux
premiers seront vus sous des angles égaux de chacun des points
de la circonfèreiice de ce troisième cercle»

Donc , si une droite se meut sur le plan de deux sections co-
niques confocales ? de telle sorte que les cordes interceptées par
les" deux courbes soient vues constamment de leur foyer commun
sous des angles égaux ? cette droite enveloppera , dans son mouve-
ment , une troisième conique ? de même foyer que les deux premières*

6. Si l'on remarque que le pôle d'un plan, relatif à une sphère
directrice , est situé sur la perpendiculaire abaissée de son centre
sur ce plan 9 et que la polaire conjuguée d'une droite ? par rapport

Tom. XVIII 27
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à celte même sphère 9 se trouve située dans le plan conduit per-
pendiculairement à cette droite par le centre de la même sphère 7

on en pourra tirer les conclusions suivantes :
i.° L'angle de deux plans est égal à celai des rayons de la sphère

qui contiennent leurs pôles*
2.0 L'angle de deux droites est égal à l'angle des plans con-

duits par le centre de la sphère et par leurs polaires conjuguées#

3,° L'angle d'une droite et d'un plan est égal à Vangle du rayon
qui contient le pôle du plan et du plan qui y passant par le cen-
tre de la sphère , contient la polaire conjuguée de la droite (*)•

Soit placé au centre de la sphère directrice le sommet d'un an-
gle polyèdre quelconque ; les rayons vecteurs des pôles de ses fa-
ces , lesquels pôles seront infiniment distants, seront des diamètres
respectivement perpendiculaires à ces faces, et les plans vecteurs des
polaires conjuguées de ses arêtes seront les plans consécutifs déter-
minés par ces mêmes diamètres. On formera donc ainsi un nou-
vel angle polyèdre qui sera dit le supplémentaire du premier , at-
tendu que les angles plans de chacun d'eux seront les supplémens
des angles dièdres correspondons de l'autre.

Considérons , plus généralement, un angle polyèdre gauche , c'est-
" à-dire , un assemblage de plans consécutifs qui, au lieu de con-

courir tous au même point, concourent deux à deux suivant les
côtés d'un polygone gauche. Il est visible que les rayons vecteurs
des pôles de ses faces constitueront les arêtes d'un angle polyèdre or-
dinaire dont les faces seront les plans vecteurs des polaires conju-
guées des arêtes du premier. Ainsi les angles plans et les angles
dièdres de l'angle "polyèdre gauche auront, pour supplémens res-
pectifs , les angles dièdres et les angles plans correspondans de l'an-
gle polyèdre ordinaire.

Ces considérations sont susceptibles d'une multitude d'applications

(*) On comprend qu'ici , comme au commencement de l'article , il ne peut
être question que. d'angles aigus»
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diverses, parmi lesquelles nous choisirons, comme exemples , les
deux suivantes :

II est connu que les arcs de grands cercles abaissas des trois
sommets d'un triangle sphèrique, sur les directions des côtés res-
pectivement opposés , se coupent tous trois au même point*

Donc , dans deux triangles sphêriques , polaires l'un de l'autre 9

les points de concours des directions des côtés opposés appartiens
nent tous trois à un même arc de grand cercle.

Il a été démontré par MM. Hachette et Binet que, si deux
plans mobiles sont assujettis à passer constamment par deux droi-
tes fixes non situées dans un même plan , et à se couper cons-
tamment à angle droit, le lieu de leur intersection sera une sur-

face gauche du second ordre 9 se réduisant à une surface conique,
si les deux droites sont dans un même plan , et à un cylindre y si
elles sont parallèles.

Donc > lorsqu'une droite glisse sur deux autres , non situées dans
un même plan 9 de telle sorte que la partie interceptée entre elles
soit constamment vue sous un angle droit d'un certain point de
F espace ; cette droite engendrera une surjace gauche du second or-
dre , laquelle P lorsque les deux droites fxes seront dans un même
plan 9 se réduira au plan de ces droites. Dans le dernier cas , la
droite mobile enveloppera une ligne du second ordre.

7 Concevons que , par l'accroissement progressif du nombre et
la diminution progressive de la grandeur de ses angles plans et de
ses angles dièdres, l'angle polyèdre gauche, dont il a été question
ci-dessus , devienne une suiface développable , l'angle polyèdre sup-
plémentaire correspondant deviendra une surface conique, et ces deux
surfaces conserveront les propriétés relatives de celles dont elles se-
ront les limites.

Si les génératrices rectilignes de cette surface développable sont
d'inclinaison constante par rapport à un certain plan , les rayons
vecteurs des pôles de ses plans taiigens feront des angles égaux avec
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le rayon vecteur du pôle de ce plan, et eoaséquemment la surface
conique supplémentaire sera une surface de révolution.

Si, dans ce même cas, l'arête de rebroussemeut de la surface dé-
veloppable se réduit à un point, cette surface développable se trans-
formera en un cône de révolution et sa polaire en une courbe
plane; d'où on voit que la surface conique , qui a pour base la
courbe polaire d'un cône de révolution , est elle-même de révolution.

8. Par une droite quelconque pq , et par chacun des points a ,
b 5 £, d, ....... de l'espace , faisons passer des plans paq , pbq 7 pcq ,
pdcj 9 . . . . . . et supposons qu'il existe, entre les distances mutuelles
de ces points , une relation telle qu'elle donne lieu à une autre
relation tout-à-fait semblable entre les sinus des angles dièdres for-
més par les plans qui interceptent ces distances ; en d'autres termes ,
supposons qu'une transversale rectiligne perce ces plans en des points
A , B , C , D , ..... s tels que la même relation subsiste encore en rem-
plaçant respectivement les points de la première suite par ceux-ci ;
les pôles respectifs af, bl, cf

 5 d
1, ..... ne seront autres que les points

où les plans polaires des points a , h , c , d, ..... seront percés par
la polaire conjuguée de la droite pq. Or, les rayons vecteurs de ces
pôles faisant entre eux des angles égaux aux angles dièdres des
plans correspondais , il s'ensuit que la relation supposée subsistera
encore en y changeant a, $5 c v d^ .,«4. en a*} bf\ c(

 ? d
f\ > res-

pectivement.
Donc, s'il existe une relation de nature projectile entre les dis-

tances mutuelles de différent points a, b 9 c 5 d ? de l'espace,
et que a / , b ; , c/ , dy, soient respectivement les points où une
transversale arbitraire perce les plans polaires de ces dijférens points 9

relatifs à une sphère quelconque ; cette relation subsistera encore
lorsqu'on aura accentué toutes les lettres qui désignent les points
de Vespace dont il s agit.

Ainsi , par exemple , les plans polaires de quatre points harmo-
niques forment un système harmonique , et réciproquement ; et il
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en est de même de quatre droites harmoniques et de leurs polai-
res conjuguées.

Il est connu que , si a^ b, c> d sont les sommets consécutifs d'un
quadrilatère gauche, et qu'une surface du second ordre coupe le
côté ab en e et fv le côté bc en g et h , le côté cd en / e t k, le
côté da en / et m f on aura

ae.af.bg.bh.ci.ck.dl.dm=:be.bfxgxh>di dk.aLam ;

et, parce que cette relation est de nature projective, on en dé-
duira la suivante :

Soient a, i9 c^ d les quatre faces d'un angle polyèdre gauche.
Soit une surface du second ordre à laquelle soient menés deux plans

tangens e et y par l'arête {ab), deux plans tangens g et 7i par l'arête
(bc) , deux plans tangens / et k par l'arête (cd) , et enfin deux plans
tangens / et m par l'arête (da). Si Ton désigne respectivement par
a/', bf, cf, ^ , e' y f 1>g/, / / 5 /

v
 ? k

f
 ? /

x les points où ces douze plans
coupent une transversale rectiligne quelconque , on aura

g, Soit r le rajon d'une sphère directrice. Soit d la distance de
son centre à un point , une droite ou un plan ; et soit d/ la dis-
tance du même centre au plan polaire de ce point, à la polaix̂ e
conjuguée de cette droite ou au pôle de ce plan; on aura, comme
Ton sait, flW/=r\d'où

Par conséquent , s'il existe une relation quelconque entre les dis-
tances du centre de la sphère directrice aux sommets ? arêtes et fa-
ces d'un polyèdre ? on obtiendra, en faisant usage de ces formu-
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les , la relation correspondante entre les distances du même centre
aux faces, arêtes et sommets d'un autre polyèdre, polaire récipro-
que de celui-là. Ces deux polyèdres auront évidemment un égal
nombre d'arêtes , et chacun d'eux aura autant de sommets trièdres,
tétraèdres, pentaèdres , ..,., que l'autre aura des faces triangulaires,
quadrangulaires ? pentagonales ,.....

En raisonnant ici comme nous l'avons fait ci-dessus (31, on re-
connaîtra aisément que le lieu des pieds des perpendiculaires abais-
sées du centre de la sphère directrice sur tous les plans tangens à
la polaire réciproque dune autre sphère , est une sphère décrite sur
le grand axe de cette polaire pris pour diamètre. Cette dernière
sphère se réduit d'ailleurs au plan tangent au sommet , lorsque la
surface polaire est un paraboioïde.

On reconnaît par là que la polaire réciproque d'une sphère, par
rapport à une autre sphère directrice , est une surface de révolu-
tion du second ordre, ayant pour foyer le centre même de la sphère
directrice. Voici, au surplus , un autre moyen de parvenir à cette
conclusion.

Lorsqu'une surface cylindrique est circonscrite à une sphère , la
ligne de contact est plane et perpendiculaire aux ge'nératrices rec-
tilignes de cette surface. En passant donc de cette sphère à sa po-
laire réciproque, cette propriété se transformera dans la suivante :

Si un cône circonscrit à la polaire réciproque d'une sphère a son
sommet dans le plan polaire de son centre ? le plan de la ligne de
contact passera par le centre de la sphère directrice et se trouvera
perpendiculaire à la droite qui unit ce point au sommet du cône.

Or , le centre de la sphère directrice et le plan polaire du cen-
tre de l'autre sphère ne peuvent jouir d'une telle propriété , à l'é-
gard de la polaire réciproque de cette dernière, à moins que ce
point et ce plan n'en soient le foyer et le plan directeur.

Donc , la polaire réciproque d'une sphère, par rapport à une au-
tre sphère , est une surface de révolution du second ordre , qui a
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pour foyer le centre de la sphère directrice et pour plan directeur
le plan polaire du centre de Vautre sphère*

On s'assurera d'ailleurs facilement (3) que cette surface polaire
réciproque est un ellipsoïde , un paraboloïde ou un hyperbolaide,
suivant que le centre d@ la sphère directrice est intérieur à l'autre
sphère, sur sa surface ou hors d'elle,

10. Cette théorie est susceptible d'un grand nombre d'applications
entre lesquelles nous choisirons les suivantes :

On sait que tous les angles inscrits à une sphère, qui s'appuyent
sur un même diamètre sont droits.

Donc , si l'on mène deux plans tangens à une surface de ré-
volution du second ordre, par une droite tracée arbitrairement dans
son plan directeur; les deux plans déterminés par le foyer et par
les intersections des deux plans tangens avec un autre plan tangent
quelconque 5 seront rectangulaires*

On sait que le cène circonscrit à une sphère et celui qui , ayant
son centre pour sommet, passe par la ligne de contact du premier,
sont deux cènes de révolution ayant pour axe commun la droite
qui joint leur sommet, laquelle est perpendiculaire au plan de la
ligne de contact*

Donc , i.° toute surface conique qui, ayant son sommet au foyer
d'une surface de révolution du second ordre 9 passe par une sec*
iion plane quelconque de cette surface de révolution, est elle-
même une surface conique de révolution ; 2 / la droite qui joint
le foyer au pèle du plan de la section, faite dans la surface
du second ordre, est Vaxe de la surface conique ; 3.° enfin cet
axe est perpendiculaire au plan déterminé par le foyer et par la
commune section du plan directeur et du plan de la section faite
dans la surface du second ordre*

On sait que le centre d'une sphère, le sommet d'un cène circons-
crit et le cercle de contact sont situés sur une même autre sphère.

Donc , le plan directeur d'une surface de révolution du second
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ordre, z//2£ surface conique circonscrite et le plan de la ligne de
contact touchent une autre surface de révolution du second ordre 9

de même foyer que la première. On tirerait de là des conséquen-
ces analogues à telles qui ont été énoncées (4)»

On sait que le lieu du sommet d'un angle trièdre tri-rectangle
mobile , dont les faces sont constamment tangentes à une surface
quelconque du second ordre, pourvue d'un centre ? est une sphère
qui lui est concentrique*

Donc , si un angle trièdre tri-rectangle mobile a son sommet en
un point fixe, le plan mobile 5 déterminé par les intersections de ses
trois arêtes avec une surface quelconque du second ordre , enve-
loppera une surface de révolution de même ordre , dont le foyer
sera le sommet fixe de l'angle irièdre mobile*

On sait que le lieu du sommet d'un angle irièdre tri-rectangle
mobile j dont les faces touchent constamment une surface du second
ordre dépourvue de centre, est un plan*

Donc , si un angle trièdre tri-rectangle mobile a son sommet en
un point fixe, pris sur une surface quelconque du second ordre,
le plan déterminé par les intersections de ses trois arêtes avec cette
surface passera constamment par un même point de la normale qui
répond au sommet de Vangle.

Etc. , etc., etc.

11. On voit donc que les propriétés angulaires et descriptives d'un
système de surfaces de révolution du second ordre confocales sont
réciproques de celles qui appartiennent à un système de sphères ,
situées arbitrairement dans Vespace. Conséquemment, tout théorème
ou tout problème relatif à de telles sphères a nécessairement son
analogue relatif à un pareil nombre de surfaces de révolution con-
focales du second ordre. Ainsi, par exemple ? de ce que les plans
cordes communs à trois sphères , prises deux à* deux 9 se coupent
tous trois suivant une même droite, et de ce que les plans cordes
communs à quatre sphères , prises également deux à deux, eon-
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courent tous six au même point, il s'ensuit que les surfaces coni-
ques circonscrites à trois surfaces de révolution confocales du second
ordre, prises deux à deux , ont leurs trois sommets sur une même
droite , et que les surfaces coniques circonscrites à quatre surfaces
de révolution confocales du second ordre, prises également deux
à deux , ont leurs six sommets situés dans un même plan , aux
intersections de quatre droites.

Voici encore deux applications :
II est manifeste que , si un angle trièdre mohile et invariable a

ses faces respectivement tangentes à trois sphères concentriques , son
sommet décrira ,. dans l'espace , une quatrième sphère , concentri-
que à ces trois-là , tandis que le plan des trois points de contact
enveloppera une cinquième sphère , qui leur sera également con-
centrique.

Donc, lorsque trois surfaces de révolution confocales du second
ordre ont le même plan directeur , si un angle trièdre , mobile et in-
variable quelconque , tourne autour de son sommet, fixé à leur foyer
commun , le plan des intersections respectives de ses arêtes avec
ces trois surfaces enveloppera une quatrième surface de révolution
du second ordre, et le point de concours des plans tangens à ces
surfaces en ces trois points en décrira une cinquième. En outre ,
ces deux dernières auront même foyer et même plan directeur que
les trois autres.

On prouve aisément que la sphère qui a pour diamètre la dis-
tance entre les centres de similitude directe et inverse de deux sphè-
res données est telle que , de chacun des points de sa surface f on
voit ces deux sphères sous le même angle.

Donc , si un plan se meut dans respace , de telle sorte qu'il coupe
Constamment deux surfaces de révolution confocales du second or-
dre suivant des courbes qui appartiennent à des cônes de révolu-
tion égaux y ayant leur foyer pour sommet commun , ce plan en-
veloppera une troisième surface de révolution du second ordre > de
même foyer que les deux premières*

Tom. XFllI 28
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Et de là encore f

Si un plan se msut dans l'espace 9 de manière que ses intersec-
tions avec trois surfaces de réçoluiion confocahs du second ordre,
appartiennent à trois cônes égaux de révolution , ayant leur foyer
pour sommet commun , ce plan enveloppera une surface conique du
second ordre.

12. Nous croyons devoir déclarer , en terminant, qu'il est fort
loin de aotre pensée de prétendre nous attribuer la propriété ex-
clusive des divers théorèmes que nous venons de démontrer , et
dont il nous eût été facile d'étendre indéfiniment la liste. Nous ne
doutons pas que quelques-uns d'entre eux ne soient déjà connus,
et il se pourrait même que tous eussent déjà été découverts par
d'autres que par nous. Tout ce que nous pouvons affirmer avec cer-
titude , c'est qu'en rédigeant l'article qu'on vient de lire , nous ne
nous sommes uniquement aidés que du contenu de la lettre de M,
Poncelet déjà citée. C'est sans doute un devoir, lorsqu'on s'aide du
travail d'autrui, de citer soigneusement les sources où l'on a puisé,
mais on serait évidemment découragé de toutes recherches si, après
être parvenu , par ses propres tnéditatious , à quelque résultat que
Ton croit nouveau , ou était tenu , avant de rien mettre au jour ,
de lire tout ce qui aurait pu être écrit sur le même sujet.

QUESTIONS RÉSOLUES.
Solution des deux premiers problèmes de géo-

métrie proposés à la pag. 124 du présent
volume ;

Par M. VALLÈS , élève ingénieur des ponts et chaussées»

JL ROBLÈME L Dans rintérieur d'un triangle, on en a cons-
truit un autre, à volonté, dont les côtés sont respectivement pa-
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ralleles aux siens , et qui est tourné dans le même sens. Les cô-
tés du triangle intérieur , prolongés jusquau périmètre de t autre y

partagent celui-ci en sept parties. Quelles sont les relations diver-*
ses qui existent entre ces parties ?

Solution. Les sept parties du triangle divisé sont;
i.° Le triangle intérieur que nous désignerons par A ;
2.° Trois parallélogrammes que nous désignerons par P , P / , Pu ;
3.° Enfin, trois trapèzes, respectivement opposés, que nous dé-

signerons par T, 7 y , 7V/.
Par celui des trois sommets de A qui lui est commun avec P,

concevons une parallèle au côté opposé; cette droite divisera res-
pectivement leâ deux trapèzes Tf et Tfi, en deux parallélogram-
mes p/ et pu

 y et en deux triangles è/f et & , respectivement op-
posés; de sorte que Ton aura

mais alors les six parties

* 9 P f P >

A ÏS/ fty /

se trouvant dans le cas du théorème II ( pag. n 4 ) , on aura,
comme alors ,

et il s?agira d'éliminer p/, pu, $' , S" entre les cinq équations ( i )
et (2).

En mettant dans les trois dernières les valeurs de S7 et o;/ tirées
des deiu premières, il vient

(3)

(4)
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Des équations (4) on lire facilement

2A

et de là

substituant dans l'équation (4) et extrayant la racine quarrée des
deux membres , on aura finalement

P=2(\/A4-T'—V/A)(V/A+T"—\/A) .

Mais , comme nous aurions pu raisonner sur P' ou Pu
 y comme

nous avons raisonné sur P, il s'ensuit que les relations demandées
entre les sept parties du triangle sont les trois suivantes :

Ces équations donnent les valeurs de P , Pf ^Pn ^ lorsque les au-
tres parties sont connues.

Il est facile d'en déduire d'autres qui donnent les valeurs de 2 \
T, T" , en fonction de P , Pf, P " et A. En divisant, en effet, par
chacune d'elles le produit des deux autres, il vient, en chassant les
dénominateurs ,

P 'P"=2P(v/Â+r— / A ) 2 ,
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multipliant respectivement celles-ci par aP, 2P' , zP" et extrayant
la racine quarrée des deux membres des équations résultantes 9 on
aura

(5)

d'où , en transposant,

puis , en quarrant de noureau , réduisant et divisant respectirement
par 2P , zPf, 2P" ,

équations qui donneront T, T7 , T7 '̂, lorsque tout le reste sera connu.
En prenant la racine quarrée du double du produit des équations

(I) , on obtient

—\/Â)(\/A+T»— \ZJ)^=^/%PP'P» . (III)

En égalant entre eux les seconds membres des équations (5) , ou
obtient cetle double équation
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v/ï)=P/(v/Â+î^—v^^sP^j/X^-^/ï) • (PO

On obtient enfin , en égalant entre elles les valeurs des radicaux ,
dans les équations (II) ,

2PT—P'P»=2P'r'—P»P=*P//T"—PP' ; (V)

équations délivrées de A.
Si , dans ces divers résultats, on suppose A—o , on retombe sur

les relations obtenues théorème III ( pag. n 4 )* comme cela doit
être.

PROBLÈME IL Dans l'intérieur d'un tétraèdre, on en a cons-
truit un autre dont les faces sont respectivement parallèles aux
siennes, et qui est tourné dans le même sens que lui. Les jaces
du tétraèdre intérieur , prolongées jusqu'à la surjace de l'autre, par-
tagent celui-ci en quinze parties. Quelles sont les relations diver^
ses qui existent entre ces parties ?

Solution. Les qtiiuze parties du tétraèdre divisé sont:
i.° Le tétraèdre intérieur que nous représenterons par A ;
2,* Quatre parallélipipèdes, que nous représenterons par P ; P

/
9

P n put.

3.e Quatre troncs de tétraèdres , à ~bases parallèles , respective-
ment opposés, que nous représenterons par T7, T7, Tu

 ? T
/y/;

4-* Enfin , six troncs de parallélipipède ; que nous représenterons
respectivement par (ppf) > (pp") -> (pp"') > pupu/) , {pnipJ) , [p'p") >
suivant les parallélipipèdes entre lesquels ils se trouveront situés.

Par celui des quatre sommets du tétraèdre À qui lui est com-
mun avec le parallélipipède P, concevons un plan parallèleà ce-
lui de la face opposée; ce plan divisera respectivement, savoir;

i.° Les troncs de parallélipipèdes (pp') 9 (pp'O i (PP//;) e n trois
parallélipipèdes IT , II" , Tiff/, et en trois troncs de prismes quadran-
gulaires , ayant une ar^te latérale nulle, que nous désignerons par
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3.0 Les trois troncs de tétraèdres T* » ÎT", T7", en trois te'traè-

dres è', §", ô /x/, et en trois troncs de prismes qiiadrangulaires ayant
une arête latérale nulle, que nous représenterons par (vr''**'"), (tn-'W),

En conse'q^enee, nous aurons

(0

Mais alors les quatorze corps

A, S', 3", *'",

se trouvant dans le cas du théorème V ( pag. 121 ) , on aura, comme
alors,

5 3
, _

= 3 ( y y>-\- y ¥>) y"}»è>» ,
3 3

5 S _ 3

=3( v/ H - y1 S"j y11» ;

' _ 3

(3)

S ^ 3 3

3 » 3

(4)

(5)
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(6)

Il s'agira donc d'éliminer, entre ces seize équations, les douze quantités

ô", n" ,

En tirant d'abord les valeurs des six dernières des équations (1)
et ( 2 ) , pour les substituer dans les équations (3) et (4)> celles-ci
deviennent

3 s 3

(,PP')~-n/=3(v/F'+ v/ *») V ys»" ,

3 3 3

(7)

(8)

Les équations (8) peuvent, ensuite, être mises sous cette forme



—//J+vA)+CvA—/J
£ £ S E E t g

( O l

x^-lA-/^±vA){^vA-/j+vA)+(vA-///j+vA)}£-
S S S £ E S g

£ E S £

ua uo ' (£) suopenba soj suep SJO9|BA sao lutjninqns

(6)

inb

snos

£ £

£ £

6or
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Ces dernières valeurs et les valeurs (9), substituées dans les équa-
tions (5) et (6), donnent finalement

/ X / T ' / ^ ) (

Il est clair présentement qtie, ce que nous avons dît du parallé-
lipîpède P, nous aurions pu le dire également des paraliélipipèdes
P /

/ P / / , P / / / , de sorte que les relations demandées entre les quinze
parties du tétraèdre proposé nont les dix suivantes :

$
X /

(I)



RESOLUES. an

=3(y/ A+T"—V *)W A+T'"—\/A (V

(pp")z=Z({/ A+T»— / A) (V7 A + ï 1 ' - 1 / A) ( V7 A + ï w + V7 A+ T'

{ppfif) = SCv/Â+ï7— V"Â)(v/A+T"— v Â) (V'Â+ÎH-V' A+î1")

/ Â ) (

(/?/V)z=3(V/'A+ï—V7A)(V/At-T"—Ï/'A) (v/A+T+l/A+T")

Les équations («) donnent P, F1, P" , P">, en fonction des cinq
quantités A , T, T, T", T11'. Il est très-facile d'en déduire d'au-
tres qui donnent T, T', Tf/, T"', en fonction des cinq quantite's
A , P ,P',P", Pl!/.

En divisant, en effet, tour à tour y par le quarré de chacune d'elles
le produit des trois autres , il vient
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multipliant respectivement celles-ci par 36P, 36P ' , 36P", 36P//f,
et 5 extrayant ensuite la racine quarree des deux membres des équa-
tions résultantes, on aura

.00

d'où y en transposant,

3 3

3 3
(12)

d'où encore en cubant, réduisant et divisant respectivement par
8P
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T=

» +6PT36A

iï'* +-6P///Fâ6A*PP'P"P">i I

(III)

équations qui donneront les valeurs de T, T>, T" , T"1.

Au moyen des équations ( n ) e t ( I 3 )> les équations (H) devien-
nent facilement

— PP"{P'"-\-P>) -j-

%pip"(pp<")

*.PPlf
Kp"p">)

%PP"{p'"p') — P'»P'(P 4-P

(IV)

équations délivrées de T, rP, T», î7".
En prenant la racine cubique de 36 fois le produit des équa-

tions (i) on obtient
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En égalant entre eux les seconds membres des équations ( n ) , ou
obtient la triple équation

On tire enfin facilement des équations (IV) la triple équation

= ^ ^ -• (YIÏ)

Toutes ces diverses relations , en y supposant A nul, deviennent
celles du théorème V ( pag. 121 ) ainsi que cela doit être.

Dans tout ce qui précède, nous avons formellement supposé que
le triangle ou le tétraèdre intérieur étaient tournés dans le même sens
que le triangle ou le tétraèdre à partager ; et c'est qu'en effet,
lorsqu'ils sont tournés en sens inverse f les formules sont fort com-
pliquées et peu maniables. Bornons-naus donc à une indication som-
maire de ce qui arrive dans ce cas*

I. Pour le triangle , les sept parties sont :
i.# Le triangle intérieur A ;
2-0 Trois autres triangles T, T>, T" ;
3.° Enfin trois pentagones ou troncs de parallélogrammes P> Pr

>

Pff , respectivement opposés.
Par des considérations analogues à celles que nous avons employées

ci-dessus, on trouve, entre ces sept parties3 trois équations de la forme
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II. Pour le tétraèdre , les quinze parties sont :
i .* Le tétraèdre intérieur A ;
£.• Quatre autres tétraèdres T, V , T", Z7";
3.® Quatre troncs de parallélépipèdes, respectivement opposés P9

p/ ^ p// ^ p///^ à chacun desquels il manque le tétraèdre A , pour
être un paraîlélipipède complet ;

4.° Enfin sis tétraèdres doublement tronqués > à chacun desquels
il manque 5 pour être un tétraèdre complet ? deux des quatre té-
traèdres T, J P , TN, T/If, et qu'en conséquence nous représenterons
par. (// '), (//'/) , {tt"t) ,~(t"t'") , (/w/0 , (*'/") , suivant les deux té-
traèdres qui leur manqueront.

Par des considérations analogues à celles que nous avons employées
ci-dessus. on trouve, entre ces quinze parties, d'abord quatre équa-
tions de la forme

puis quatre groupes d'équations de la forme

^

3

3

mais il est clair que ces douze dernières doivent être réductibles à
six seulement (*).

(*) Au moment où ceci s'imprimait , nous avons reçu de M. Noël, profes-
seur à Luxembourg ? une solution qui rentre exactement dans celle-là.

J . D. G,
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QUESTIONS PROPOSÉES-

Problème ^analyse*

JJES variables xt, x2t , x^ , ....... œm , étant liées entre elles par

équations

comment peut-on déterminer ces variables de manière à ce qu'elles
satisfassent à Tune des conditions suivantes :

i.# Que la moindre d'entre elles soit la plus grande possible;
2,.° Que la plus grande d'entre elles soit la moindre possible;
3.° Que l'excès de la plus grande sur la plus petite soit le plus

grand ou le moindre possible ?
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GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE.
Problèmes et théorèmes sur les polygones et

sur les polyèdres ;

Par M. A. TIMMERMÀNS , professeur de physique à TAthenée
de Tournay.

Ï . À BOB LE ME L Construire , sur le plan \d'un triangle , une
droite telle que la somme des distances de chacun de ses points
aux trois côtés du triangle soit constante ?

Solution* Soit ABC ( fig. i ) le triangle dont il s'agit. Soit porté
un quelconque AB des côtés sur les deux autres AC el BG de
A en D et de B en E ; la droite indéfinie DE sera la droite
demandée.

Démonstration* Soit P un quelconque des points de DE , com-
pris entre D et E 9 duquel soient abaissées sur les côtés AB , AC ,
BC , les perpendiculaires PF, PG ? PH , et soient menées en outre
les droites PA et PB ; ces droites diviseront le quadrilatère ADEB
en trois triangles DPA , A PB , BPE , ayant , par construction , des
bases égales DA, AB 5 BE et pour hauteurs respectives les perpen-
diculaires PG , PF , PH ; on aura donc Taire du quadrilatère en
multipliant la moitié de Tune AB de ces bases par la somme PG-J-
PF-f-PH des trois perpendiculaires ; cette somme est donc égale au
double de Taire du quadrilatère divisé par \B ; elle est donc in-
dépendante de la situation du point P sur DE ? entre D et E ; cette
somme est donc constante.

2. Remarque L Si le point P était pris sur Tun ou sur l'autre
des deux prolongement de CD hors du triangle , les mêmes cho-
ses auraient encore Heu, pourvu qu'on prît, avec des signes con-

Tom. XV 1119 n.9 FUI, 1** février 1828, 3o
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traires,îes perpendiculaires qui tomberaient de différens côtés àa
périmètre de ce triangle,

3. Remarque IL Nous avons tacitement supposé que le côté ÀB
était le plus petit des trois. Si le contraire arrivait ? l'un ou l'au-
tre des deux points D et E ou même tous les deux se trouveraient
sur les prolongerons de AC et BC hors du triangle» La droite DE
pourrait donc être tout-à-fait extérieure à ce triangle ; mais elle
n'en jouirait pas moins de la propriété annoncée , pourvu que
Ton prît toujours les trois distances avec des signes convenables.

4. Remarque IIL Si l'un des deux côtés ÀC et BC était égal
1 à AB ? c'est-à-dire , si le triangle était isocèle, la droite DE se
Confondrait avec le côté restant ; et , si le triangle était équilatéral,
toute droite menée p^r le point C résoudrait le problème ; et, comme
tout point du plan du triangle peut être supposé appartenir à une
telle droite, il en résulte ce théorème connu : La somme algébri-
que des distances de chacun des points du plan Sun triangle èqui-
latèral à ses trois côtés est une quantité constante^ II est visible
d'ailleurs que cette quantité constante n'est autre que la hauteur du
triangle ; puisque c'est à elle seule que se réduit la somme des trois
distances » lorsque le point que Ton considère est l'un des sommets.

5. PROBLEME IL Construire 9 dans l'espace, un plan tel que
la somme des distances de chacun de ses points aux quatre faces
d'un tétraèdre soit constante ?

Solution. Soit ÀBCD( fig. 2 ) te tétraèdre dont il s'agit. Si, sur
les trois arêtes D A , D B , DC , on détermine des points E , F , G
tels qu'en menant les droites EF , FG , GE, les quadrilatères AEFB ,
BFGG 7 CGEA soient tous trois équivalens au triangle ABC ; le
plan indéfini, déterminé par les trois points E , F t G résoudra le
problème (*).

(*) La détermination des trois points E , F , G est facile. En représentant
respectivement par a, b f c^ d les aires des faces du tétraèdre opposées aux
sommets A # i î , C » D ? et posant , pour abréger f
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Démonstration. Considérons, en effet, un quelconque P des points

de l'intérieur du triangle EFG comme le sommet commun de qua-
tre pyramides , Tune triangulaire , ayant pour base ABC , et les
trois autres quadrangulaires , ayant pour bases respectives les qua-
drilatères AEFB 5 BFGC, CGEA ; ces pyramides auront, par cons-
truction , des bases équivalentes et leurs hauteurs seront les dis-
tances du point P aux quatre faces du tétraèdre. De plus, elles
composeront, par leur ensemble, le tronc de tétraèdre ayant pour
ses deux bases ABC et EFG, II'suffira donc, pour avoir le volume
de ce tronc, de multiplier le tiers de Taire de l'une des bases; de
ABC , par exemple, par la somme des quatre hauteurs , c'est-à-dire,
par la somme des distances du point P aux quatre faces du té-
traèdre ; donc cette somme est égaie au triple du volume du tronc
divisé par Taire du triangle ABC ; elle est donc indépendante de
la situation du point P , dans l'intérieur du triangle EFG j cette
somme est donc constante*

6. Remarque L Si le point P était pris sur le prolongement du
plan du triangle EFG hors du tétraèdre , les mêmes choses au-
raient encoie lieu, pourvu que Ton prit, avec des signes contrai-
res , les perpendiculaires qui tomberaient de dilFérens côtés de la
surface de ce tétraèdre.

*j* Remarque IL Nous avons tacitement supposé que la face ABC
était ia plus petite des quatre. Si le contraire arrivait , un ou plu-
sieurs des trois points E , F , G , ou même tous les trois se trou-
veraient sur les prolongemens de A D , B D , C D hors du tétraèdre.

abc

on trouvera facilement

DE=DA.— , DF=DB. - ^ - , DG=DC. —
a——d b~~d c—d
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Le plan EFG pourrait donc être tout-à-fait extérieur à ce tétraè-
dre , mais il n'en jouirait pas moins de la propriété annoncée ,
pourvu que l'on prît toujours les quatre distances avec des signes
convenables.

8. Remarque IIL Si deux des faces ADB, BDC , CDA du té-
traèdre étaient égales à la face ABC ? c'est-à-dire, si le tétraèdre
était isocèle 5 le plan EFG se confondrait avec la face restante; et,
sf le tétraèdre était régulier , tout plan conduit par le sommet D
résoudrait le problème; et, comme tout point de l'epaee peut être
supposé appartenir à un tel plan ? il en résulte ce théorème connu ;
IJU somme algébrique des distances de chacun des points de l'es-
pace aux plans des quatre faces d'un tétraèdre régulier est une
quantité constante, 11 est visible d'ailleurs que cette quantité cons-
tante n'est autre que la hauteur du tétraèdre, puisque c'est à elle
seule que se réduit la somme des quatre distances > lorsque le point
de l'espace que Ton considère est un des sommets.

9. THÉORÈME I. Toute parallèle à une droite tracée sur le
plan d'un triangle > de manière que la somme algébrique des dis-
tances de cliacun de ses points aux trois côtés du triangle est une
quantité constante, jouit également de cette propriété ; et elle en
jouit exclusivement entre toutes les droites qui peuvent être tracées
dans le plan de ce triangle.

Démonstration. Soit DE ( fig« 3 ) une droite tracée sur le plan
d'un triangle ABC , de manière qu'on ait, comme ci-dessus 5 A D =
BE=ÀB ; et soit D'E7 une parallèle quelconque à DE , coupant
les côtés AC et BC , respectivement, en D/ et E/, Soit P ' un quel-
conque des points de D E ' , compris entre les points D' et E' ? et
soit menées FA et PB , P'D et P'E.

L'aire du quadrilatère ADEB est indépendante de la situation
du point P' entre D' et E /

3 et il en est de même de l'aire du
triangle DP'E , il en sera donc de même de l'excès de la première
surface sur la seconde. Cr , cet excès est la somme des aires des
truis triangles DP'A, AP'B, BP'E > laquelle a pour expression y AB ,



E T P O L Y E D R E S . 321
multiplié par la somme des distances du point P' aux trois côtés
du triangle ABC ; donc ce produit est indépendant de la situation
du point P> sur B / E / ; puis donc que son premier facteur ~-AB est
constant > l'autre doit l'être également.

Si , au contraire , D/E/ n'était paŝ  parallèle à DE 5 Taire du trian-
gle DP'E, dont la base DE serait constante 3 tandis que sa hau-
teur varierait avec la situation du point P ' ? serait variable; le pro-
duit de jAB par la somme des distances du point P / aux trois
côtés du triangle ABC serait donc aussi variable ; et , puisque son
premier facteur ~ AB est constant, c'est l'autre qui varierait alors,

io. Remarque* Bien que nous ayons supposé que la droite D'E'
était comprise entre DE et le côté AB, et que le point P' était en-
tre les points D/ et E / , il serait facile de modifier la démonstra-
tion de manière à la rendre propre à toute autre situation de cette
parallèle et du point W sur l^SL'y pourvu qu'on eût constamment
égard aux signes des distances,

xu THEOREME IL Tout plan parallèle à un plan tel que la
somme algébrique des distances de chacun de ses points aux qua-
4re faces d'un tétraèdre est constante 5 jouit ègalemeut de cette pro-.
priètè ; et il en jouit exclusivement entre tous les plans que Von '
peut concevoir dans l'espace*

Démonstration. Soit EFG ( fig. 4 ) un plan coupant le tétraèdre
ÀBCD , de telle sorte qu'on ait ? comme ci-dessus, surf.hHLFIi=:
surf.BFGC=zsurf.CGEk=zsurf.ABC ; et soit E'E'G' un plan paral-
lèle quelconque à celui-là 5 coupant les arêtes AD , BD , CD , res-
pectivement en E / ,F /

5 G / . Soit P7 un point situé d'une manière quel-
conque , dans l'intérieur du triangle E /F /G /; et soient menées P'A,
P'B et P'Ç,P'E,P'iT et p/(i.

Le volume du tronc de tétraèdre dont les deux bases sont ABC
tt EFG est indépendant de la situation du point V/ sur le plan
E ^ G ' ; et il en est de inëme du volume du tétraèdre dont la base
est en EFG et le sommet ea F7 ; il en sera donc de même de
l'excès du premier de ces deux volumes sur le second. Or ? cet
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excès est la somme des volumes de quatre pyramides , l'une trian-
gulaire , ayant pour base ABC , et les trois autres quadranguîaires,
ayatit pour bases AEFB? BFGC, CGEA ; ces pyramides ayant tou-
tes leur sommet commun ea P' -, laquelle somme de volumes a
pour expression -j-^z/r/lABC , multiplié par la somme des distan-
ces du point P/ aux quatre faces du tétraèdre ; donq ce produit est
indépendant de la situation du point _P'^ dans l'intérieur du trian-
gle E'F'G' ; puis donc que son premier facteur y,?#r/IÀBC est cons-
tant , l'autre doit l'être également.

Si , au contraire ? le plan E'F'G' n'était pas parallèle au plan
EFG, le volume du tétraèdre P'EFG , dont la base EFG serait
constante , tandis que sa hauteur varierait avec la situation du point
P / , serait variable ; le produit de y surftkBC par la somme des dis-
tances du point P/ aux quatre faces du tétraèdre ABCD serait donc
aussi variatle; et 9 puisque son premier facteur f^2/r/.ABG est cons-
tant 9 c'est l'autre'qui varierait alors.

12. Remarque* Bien que nous ayons supposé que le plan E/F;G/

était compris entre le plan EFG et la face ABC , et que le point
V/ était iutérieur au triangle E'F'G'* il serait facile de modifier la
démonstration de manière à la rendre propre à toute autre situa-
tion de ce plan parallèle ainsi que du point Px , par rapport aa
triangle E'F'G', pourvu qu'on eût constamment égard aux signes
des distances.

io. PROBLEME IIL Construire, sur le plan d'un triangle } un$
droite telle que la somme algébrique des distances de chacun de
ses points aux trois côtés du triangle soit nulle ?

Solution. Si Ton divise, par une droite , le supplément de l'un des
angles du triangle en deux parties égales 5 la somme algébrique des
distances de chacun des points de cette droite aux deux côtés de
cet angle sera nulle ; de sorte que, la somme algébrique des dis-
tances de chacun, de ces points aux trois côtés du triangle sera sim-
plement égale à la distance de ce même point au troisième côt*f.
Donc le point où cette même droite rencontre le troisième côté
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du triangle sera tel que la sommé algébrique de ses distances aux
trois côtés du triangle sera nulle. Ce sera donc là un des points
de la droite cherchée. Or , on peut construire trois pareils points
sur le plan du triangle ; ainsi la droite cherchée sera entièrement
déterminée.

Et de là résulte ce théorème :
14. THÉORÈME III. Les points, où les trois côtés d'un trian-

gle sont coupés par les droites gui divisent en deux parties éga-
les les supplèmens des angles respectivement opposés } appartiennent
tous trois à une même droite, telle que la somme algébrique-des dis-
tances de chacun de ses points aux trois côtés du triangle est nulle.

15. Remarque. Lorsque le triangle est équiiatéral, cette droite
passe à l'infini.

16. PROBLÈME IV. Construire dans Vespace un plan tel que
lu somme algébrique des distances de chacun de ses points aux
quatre faces d'un tétraèdre soit nulle ?

Solution. Si, par l'un quelconque des arêtes du tétraèdre, on con-
duit un plan qui divise en deux parties égales le supplément de
l'angle dièdre auquel cette arête appartient, la somme algébrique
des distances de chacun des points de ce plan aux deux faces de
l'angle dièdre sera évidemment nulle ; de sorte que la somme des
distances de chacun des points de ce plan aux quatre faces du té-
traèdre sera simplement égale à la Somme des distances du même
point aux deux faces restantes du tétraèdre. Si l'on en fait de même
pour l'angle dièdre auquel appartient l'arête opposée, on obtiendra
un second plan tel que la^somme algébrique des distances de cha-
cuu de ses points aux quatre faces du tétraèdre sera simplement égale
à la somme des distances du même point aux deux premières fa-
ces de ce tétraèdre ; donc , la somme algébrique des distances de
chacun des points de l'intersection de ces deux plans aux quatre
faces du tétraèdre sera nulle ; et p par conséquent, cette intersection
sera située dans le plan cherché. Or, le téïraèdre offre trois pareil-
les droites-, ainsi le plan cherché sera entièrement déterminé.
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Et de là résulte ce théorème:
17. THÉORÈME IV. Les droites f suivant lesquelles se coupent

les plans qui divisent en deux parties égales les supplèmens des
angles dièdres opposés d'un tétraèdre ? appartiennent toutes trois
à un même plan 9 tel que la somme algébrique des distances de cha-
cun de ses points aux quatre faces du tétraèdre est nulle\

18. Remarque. Lorsqueietétraèdre est régulier, ce plan passe à l'infini.

La géométrie analytique offre un moyen facile de confirmer tout
ce qui précède , et de l'étendre à des polygones d'un nombre quel-
conque de côtés et à des polyèdres d'un nombre quelconque de faces.

ig* Soient eu premier lieu C , O ? C* 9 .•..#, tant de droites qu'où
voudra, tracées sur un même plan et considérées comme les cô-
tés consécutifs d'un polygone. Rapportons toutes ces droites à deux
axes rectangulaires* tracés arbitrairement sur leur plan. Soient aP

oJ , <xn
 5 .,.** les angles que font leurs directions a^ec l'axe des y ?

j3, jS', 46" ,...•, les angles que forment ces directions avec Taie des
oc et p 1 p > p'\ ..... les longueurs des perpendiculaires abaissées de
l'origine sur ces mêmes directions. Si Ton représente en outre par
P , P/, P"} les perpendiculaires abaissées sur ces mêmes droi-
tes de l'un quelconque (x9f) des points de leur plan, on
comme Ton sait ?

P = xCQS.a+yCos$—p ,

Si donc on veut que la somme P+P/-J-P//+—««» s o ^ e'ga^e à
une constante k y il faudra qu'on ait

M 0 y ^
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équation d'une ligne droite , laquelle ne fait que se mouvoir paral-
lèlement à elle-même ? lorsqu'on fait simplement varier la longueur
constante k* Ainsi ,

20. THÉORÈME F. Le lieu des points du plan d'un polygone
quelconque dont la somme algébrique des distances à ses côtés est cons-
tante , est une droite dont la direction est indépendante de la gran-
deur de cette somme.

21. Remarque L Si le polygone A supposé fermé f avait tous ses
côtés égaux, on aurait ( Annales ? tom. X V , pag. 3iO ) f

Cos./3+Cos.j3'+Cos 0"-J-...,..=o ;

l'équation (î) serait donc absurde, à moins que k ne fût donné
de manière à satisfaire à la condition

auquel cas tous les points du plan de ce polygone rempliraient la
condition demandée,

22. Remarque IL Le même calcul prouve que le lieu des points
d'un plan dont la somme des distances aux deux côtés d'un angle
est constante > est aussi une ligne droite.

^3 . Soient, en second lieu, F, F1, F/f, .... tant de plans qu'on
voudra, donnés dans l'espace, et considérés comme les faces consé-
cutives d'un polyèdre. Rapportons tous ces plans à trois axes rec-
tangulaires , conduits arbitrairement par un quelconque des points
de l'espace. Soient alors oc, a ' , a v , les angles que font leurs di-
rections avec le plan des yz % |3, j3' ,£ / ; , ...... les angles que font
leurs directions avec le plan des zx ; y , y/

 ? y
;/

1 les angles que
font leurs directions avec le plan des xy ; et p , p*\ pi*'} ..„. les lon-
gueurs des perpendiculaires abaissées de l'origine sur ces mêmes di-
rections. Si l'on représente en outre par P ? P' % P"9 les per-

Tom. XFIIL 3Ï
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peudiculaires abaissées sur ces mêmes plans de l'un quelconque
( x , y , z ) des points de l'espace , on aura, comme Ton sait à

^Cos.v—p ,

Si donc on veut que la somme P+JP '+P ' ' / +. , soit égale à
une constante h , il faudra qu'on ait

Equation d'un plan , lequel ne fait que se mouvoir parallèlement à
lui-même , lorsqu'on fait simplement varier la longueur constante
k. Ainsi,

24. THÉORÈME FL Le lieu des points de l'espace dont la
somme algébrique des distances aux faces d'un polyèdre quelcon-
que est constante , est un plan dont la direction est indépendante
de la grandeur de cette somme.

25. Remarque / . Si le polyèdre, supposé fermé f avait toutes ses

faces équivalentes, on aurait ( Annales , tom. XY , pag. 344 ) *

- . — - = 0

l'équation (2) serait donc absurde , à moins que k ne fût donné
de manière à satisfaire à la condition
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auquel cas tous les points de l'espace rempliraient la condition de-
mandée.

26. Remarque IL Le même calcul prouve que le lieu des points
de l'espace dont la somme des distances, soit aux deux faces d'un
angle dièdre, soit aux faces d'un angle polyèdre quelconque ; est
également un plan.

Au moyen de tout ce qui précède , rien n'est plus facile que de
résoudre les problèmes suivans :

27. PROBLÈME V* Construire , sur le plan d'un polygone ,
une droite telle que la somme algébrique des distances de chacun
de ses points aux côtés du polygone soit nulle ?

Solution» Nous avons déjà résolu ce problème pour le trian-

gle 04).
S'il s'agit d'un quadrilatère , en construisant cette droite pour

le triangle formé par trois quelconques de ses côtés , le point où
elle coupera le quatrième sera un des points de la droite cherchée.
En preyant donc , tour-à-tour, pour quatrième côté, chacun des
côtés du quadrilatère 9 on obtiendra ainsi quatre points de la droite
cherchée.

S'agit-il d'un pentagone ; en construisant cette droite , comme il
vient d'être dit, pour le quadrilatère formé par quatre quelcon-
ques de ses côtés , le point où elle coupera le cinquième sera un
des points de la droite demandée. En prenant donc, tour-à-tour,
pour cinquième côté chacun des côtés du pentagone , on obtiendra
cinq points de la droite cherchée.

On ramènera ainsi successivement le problème relatif à chaque
polygone au problème relatif au polygone qui aura un côté de moin?»

28. PROBLÈME VI. Construire dans l espace un plan tel que
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la somme algébrique des distances de chacun de ses points aux fa**
ces d'un polyèdre soit nulle ?

Solution* Nous avons déjà résolu le problème pour le tétraèdre ( 17),
S il s'agit d'un pentaèdre ; en construisant ce plan pour le tétraè-

dre formé par quatre quelconques de ses faces, la droite, suivant
laquelle ce plan coupera la cinquième, appartiendra au plan cher-
ché. En prenant donc tour-à-îonr pour cinquième plan chacune des
faces du pentaèdre, on obtiendra ainsi cinq droites appartenant au
plan cherché.

S'agit-il d'un hexaèdre; en construisant ce plan, comme il vient
d'être dit pour le pentaèdre formé par cinq quelconques de ses fa-
ces 3 la droite , suivant laquelle ce plan coupera la sixième face, ap-
partiendra au plan demandé. En prenant donc , tour-à-tour , pour
sixième face chacune des faces de l'hexaèdre , on obtiendra six. droi-
tes appartenant au plan cherché.

On ramènera ainsi successivement le problème relatif à chaque
polyèdre au problème relatif- au polyèdre qui aura une face de
moins.

3o. PROBLÈME VIL Construire , sur le plan de tant de droi-
tes qu'on voudra, une droite telle que la somme algébrique des
distances de chacun de ses points à toutes celles-là soit égale à
une longueur donnée ?

On suppose qu'on a fixé à l'avance le côié positif et le côté né-
gatif de chacune des droites données.

Solution. S'il n'y a qu'une seule droite donnée , la droite cher-
chée sera une parallèle menée à celle-là du côté positif, et à la
distance donnée.

S'il y a deux droites données , on mènera la droite cherchée pour
Tune d'elles seulement, comme il vient d'être dit; son intersection
avec l'autre sera un des points de la droite demandée. En pre-
nant donc, tour-à-tour , pour seconde droite, chacune des deux
droites données 5 on obtiendra deux points de la droite demandée.

S'il y a trois droites données , ou construira la droite cherchée
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pour deux d'entre elles seulement, comme il vient d*êîre dit; son
intersection avec la troisième sera un des points de la droite de-
mandée. En prenant donc , tour-à-tour 5 pour troisième droite cha-
cune des droites données > on obtiendra trois points de la droite
demandée.

On ramènera ainsi successivement le problème relatif à un nom-
bre de droites quelconque au problème relatif à un nombre de droi-
tes moindre d'une unité.

3 Ï . PROBLÈME VIII. Construire, dans l'espace > un plan tel
çue la somme algébrique des distances de chacun de ses points à tant
de plans donnés qu'on voudra ? soit égale à une longueur donnée ?

On suppose qu'on a fixé à l'avance le côté positif et le côté né-
gatif de chacun des plans donnes.

Solution. S'il n'y a qu'un seul plan donné, l e ^ a n cherché sera
un plan conduit parallèlement à celui-là du côté positif et à la dis-
tance donnée.

S'il y a deux plans donnés, on conduira le plan cherché, pour
l'un d'eux seulement ? comme il vient d'être dit ; son intersection
avec l'autre sera une droite appartenant au plan dcmcmdé. En pre~
nant donc, toar-à-tour, pour second plan chacun des deux plans
donnés, on obtiendra deux droites appartenant au plan demandé,

S'il y a trois plans donnés, on construira le plan cherché pour
deux quelconques d'entre eux , comme il vient d'être dit ; son in-
tersection avec le troisième appartiendra au plan demmdé. En pre-
nant donc, tour-à-tour , pour troisième plan chacun des plans don-
nés ? on obtiendra trois droites appartenant au plan demandé.

On ramènera ainsi successivement le problème relatif à un nom-
bre de plans quelconque au problème relatif à un nombre de plans
moindre d'une unité.
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.

Hecherche de quelques lieux géométriques f

dans Vespace ;

Par M. BOBÏLLIER , professeur à l'Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur-Marne.
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JLROBLÈME L Quel est le lieu du sommet d*un angle trièdre
tri-rectangle rnf$ile , dont les arêtes touchent constamment une sur-

face du second ordre ?
Solution. Supposons, en premier lieu, que cette surface soit un

ellipsoïde donné par l'équation

b9c*x*+c*aty*+a*b*z*=a*b*c* ; (1)

en désignant par ( a, j3, y ) le sommet de l'angle trièdre , on pas-
sera, des trois diamètres principaux auxquels l'ellipsoïde est rapporté,
aux trois arêtes de cet angle trièdre , considérées comme axes
coordonnées, au moyen des formules connues

( 3 )

dans lesquelles les neuf coefficiens qui représentent les inclinaisons
des nouveaux axes sur les anciens seront liés ̂  comme Ton sait, par
les six équations
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^ i

(3)

ou , ce qui revient au même, par celles-ci

(5)

Ou aura, en substituant,

' = ° » ? (4)

(6)

En développant les puissances et posant, pour abréger ,

(7) 6*c*rp+cto*r'p'+a'Fr"p»=E , ; (8)

+a2l>y<ç»= F : 1

(9)

(10)

on aura
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z=o . (n)

Pour déterminer les points où l'ellipsoïde rencontre les nouveaux
axes , c'est-à-dire, les arêtes de l'angle trièdre mobile , il faudra
faire tour-à-tour , dans l'équation ( n ) , deux des-trois coordon-
nées égales à zéro t ce qui donnera

Si donc on vent que ces trois arêtes soient taugentes à l'ellipsoïde
il faudra exprimer que ces trois équations ont leurs racines éga
les ; ce qui donnera

d'où , en ajoutant

Or , les équations (g) donnent > en ayant égard aux équations (5)
et (6) ,

les équations (7) donnent ensuite, en ayant égard aux équations (5)^

J+B+C^b*c2+c2a2+a2b* C

Substituant donc ces valeurs et celle de Z , donnée par l'équation ( Î O ) ,
dans l'équation. (12) , cette dernière deviendra , toutes rédactions
faites ? en y changeant respectivement a, (J , y en x, y, z

z*—b*c2+^ ; (i3

c'est Téquation àa lieu du sommet de l'angle trïèdre mobile qui
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comme Ton voit, est un ellipsoïde dont le centre et les diamètres
principaux coïncident avec le centre et les diamètres principaux de
l'ellipsoïde proposé.

Soit s le double de Taire du triangle dont les sommets sont les
extrémités positives des trois diamètres principaux de Tellipsoïde
proposé ; les carrés des trois côtés de ce triangle seront évidemment
l'L+c% , £*-J~^2 , az+bz. Soient g, h} k les hauteurs correspon-
dantes à ces côtés, pris respectivement pour bases, on aura

Les doubles des projections de Tairede ce triangle, sur les trois plans
coordonnés, serout respectivement bc , ca , ab ; d'où on conclura ? en
vertu d'un théorème connu,

Substituant donc dans Téquation ( i3) , et divisant par 5*, elle de-
viendra

ce qui prouve qne les demi-diamètres principaux de Tellipsoïde ,
lieu du sommet de Tangle trièdre mobile , ne sont autre chose que
les trois hauteurs du triangle dont il vient d'être question.

Si Tellipsoïde proposé est de révolution , ce triangle sera iso-
cèle ; deux de ses hauteurs seront donc égales ; Tellipsoïde , lien
des sommets de l'angle trièdre mobile, aura donc deux de ses trois
diamètres principaux égaux entre eux ; ce sera donc aussi un el-
lipsoïde de révolution.

Si Tellipsoïde proposé devient une sphère, le triangle en ques-
tion deviendra équilatéral 9 et, par suite , la surface cherchée sera éga-
lement sphérique.

Tom. XFIIL 32
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Si l'un des axes de l'ellipsoïde proposé devient infini, c'est-à-dire *

si cet ellipsoïde devient un cylindre elliptique , une des hauteurs
du triangle deviendra infime, tandis que les deux autres, toujours
finies , deviendront égales ; la surface cherchée sera donc , dans ce
cas, un cylindre de révolution; d'où Ton pourrait conclure, s'il en
était besoin , que le lieu du sommet d'un angle droit mobile sur
un plan , constamment circonscrit à une ellipse, est la circonférence
d'un cercle»

Si enfin deux des axes de l'ellipsoïde devenaient infinis, c'est-
à-dire , si cet ellipsoïde devenait un cylindre parabolique ; les trois
hauteurs du triangle deviendraient également infinies ; de sorte que
la surface demandée serait plane. On pourrait conclure de là , s'il
était nécessaire , que le lieu du sommet d'un angle droit mobile
sur un plan , constamment circonscrit à une parabole , est une ligne
droite.

Supposons présentement que la surface donnée du second ordre
soit un hyperboloïde à une nappe, ayant pour équation

iV^+^y*cftfz*—cftfc* ; (i4)

cette équation pouvant être déduite de l'équation ( i ) , par le
simple changement de c2 en —cz , on déduira de l'équation ( i3 ) ,
par un pareil changement, l'équation de la surface demandée qui
répond à ce cas. Cette équation sera donc

Cela posé, a et h étant supposés inégaux , si Ton a

il en résultera

h2c%
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l2—c1, a*—c* et le second membre seront tous trois positifs ; de
sorte que la surface cherchée sera un ellipsoïde.

Si Ton a

on en conclura

a*—c2—

au moyen de quoi l'équation (i5) deviendra

de sorte qu'alors le Heu cherché se réduira à un point ou au cen-
tre de l'hyperboloïde*

Si l'on a enfin

d'où résultera

h*—c* et a*—c2 pourront être indistinctement positifs , nuls ou né-
gatifs.

Soit alors a>h ; c pourra être moindre que b , ou égal à b> ou
compris entre a et h , ou égal à a, ou enfin plus grand que a.

Si Ton a c<b et conséquemment e<a, l'équation (i5) sera ab-
surde , c'est-à-dire , qu'aucun angle trièdre tri-rectangle ne pourra
remplir la condition exigée.

Si Ton a c=.b , et par suite £ < # ? l'équation (i5) sera encore
absurde, car elle deviendra
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Si l'on a c>b et £<<z , l'équation (i5) pourra être écrite ainsi

elle exprimera alors une hyperboloïde à deux nappes.

Si l'on a enfin c — a et par suite c>b, l'équation (i5) pourra

être écrite ainsi «

elle exprimera un cylindre hyperbolique.
Si l'on a c>a et par suite c>b , l'équation (i5) pourra être

écrite ainsi

qui exprimera une antre hyperboloïde à une nappe.
Posons 9 dans l'équation (i4)> a~mc, b—nc> elle deviendra %

en divisant par ck, et en posant ensuite c=zo,

n*x2-\-my*—mtn*z2 = o ; ^ 16)

équation d'une surface conique du second Qrdre. En faisant les mê->
mes transformations dans l'équation ( t5 ) , elle deviendra

( i , « - . i ) ^ + ( w " - . i ) p + ( ^ 4 . ^ ) z « = o ; (17)

équation d'une autre surface conique du second ordre dont le som-
met et les axes coïncident avec le sommet et les axes de la pre-
mière , et qui sera alors le lieir cherché ; ce qui revient encore à
dire que le lieu de Tarête d'uu angle droit dièdre mobile , dont
les faces sont constamment tangentes à une même surface conique
du second ordre, est une autre surface conique.

En retranchant l'équation (17) de l'équation (i6)' t il vient
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équation d'une surface conique de révolution qui passe par les in-
tersections des deux autres et a le même axe qu'elles ; ce qui prouve
que ces intersections sont également inclinées sur l'axe commun.
On voit , au surplus , par la forme de l'équation (17) , que le lieu
cherché n'est possible qu'autant que l'un au moins des deux nom-
bres m et n est moindre que lfuuité9 c'est-à-dire, lorsque le plus
petit des angles que font les génératrices du cône proposé avec son
axe est moindre qu'un demi-angle droit. Si ce plus petit angle était
demi-droit, le lieu cherché se réduirait à deux plans passant par
le sommet du cône proposé*

II est d'ailleurs évident que, si les surfaces données (i4) et (16)
sont des surfaces de révolution, les lieux cherchés (i5) et (17)
seront aussi des surfaces de révolution. En particulier , la dernière
se réduit à un plan , lorsque l'angle générateur du cône est demi-
droit.

Supposons , en troisième lieu , que la surface donnée soit une
hyperboloïde à deux nappes , ayant pour équation

à*b2z2—b*cax*—a*cy3=a%b2£* ; (18)

comme elle pourra être déduite de ( i ) , en y changeant respec-
tivement #2 et èz en —a2 et—b* , on déduira de l'équation ( i3 ) t

par un pareil changement, celle du lieu cherché, laquelle sera ainsi

(b*—£2>2-h(tfa-~c*)y*+{a*^hz)z*~c*(a*+b*)~-a*h* . (19)

En raisonnant sur cette équation, comme nous l'avons fait sur
l'équation ( i5) 5 dont elle ne difiere que par le signe du second
membre, on verra aisément i.° que , si Ton a a%bz>c*(az-\-b*) ,
elle n'exprimera absolument rien ; 2.e que, si Ton a a^b^znzcKa^-\-b7k) ,
elle exprimera uniquement le contre de Fhyperboloïde proposée ;
3.° enfin, que, si l'on a azb*^c2(a2-Jrb*) 7 elle exprimera un el-
lipsoïde 5 si c est plus petit que la moindre des deux longueurs a
et b , un cylindre elliptique > si c est égal à la moindre de ces deux
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longueurs, une hyperboloïde à une nappe , si c est compris entre
ces deux longueurs, un cylindre hyperbolique, si c est égal à la
plus grande , enfin une nouvelle hyperboloïde à deux nappes , si e
est plus grand que la plus grande.

Il est aisé de voir d'ailleurs que, si la surface (i8) est de révo-
lution , la surface (19^ le sera aussi. Si, en outre, on a c=a=5,
c'est-à-dire , si la surface proposée est engendrée par la révolution
d'une hyperbole équilatère autour de son axe îransverse ? le lieu
cherché se réduira à deux plans parallèles , lesquels ne seront au-
tre chose que les plans polaires des deux foyers.

Passons enfin au cas où la surface proposée est dépourvue décentre
et, pour cela, transportons l'origine d'abord au sommet négatif situé
sur Taxe des z, ce qui se réduira à changer z en z—c, dans les
équations (1) et (i4)> lesquelles deviendront ainsi

Posant ensuite

£-es équations deviendront, en réduisantr

supposant alors ^=? oc , il viendra

& = 2 g % Z , (20)
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La première de ces équations est celle de la surface proposée • la
seconde est celle du lieu du sommet de l'angle trièdre tri-rectan-
gle mobile dont les trois arêtes touchent constamment cette sur-
face.

L'équation (20) appartient à une paraboloïde elliptique ou à une
paraboloïde hyperbolique , suivant que g et h sont des mêmes signes
ou de signes contraires. Dans l'un comme dans l'autre cas, l'équation
(20) appartient à une paraboloïde de révolution , dont le paramètre
est la somme ou la différence des paramètres des sections princi-
pales de la surface proposée.

On peut, d'après ce qui précède? établir le théorème suivant,
sur lequel nous reviendrons plus loin :

THÉORÈME L Lorsqu'un angle trièdre tri-rectangle se meut,
dans l'espace y de telle sorte que ses trois arêtes sont constamment
tangentes à une même surface fixe ; i.° si cette surface est un
ellipsoïde 5 le sommet de l'angle trièdre décrira un autre ellipsoïde ,
dont le centra et les axes coïncideront avec ceux du premier ; 2.0

si cette surface est une sphère , Vautre sera également une sphère
qui lui sera concentrique ; 3.° si un angle droit trièdre mohile a
ses faces constamment tangentes à une surface conique du second
vrdre^ son arête décrira une autre surface conique du second or-
dre dont le sommet, l'axe et les plans principaux coïncideront avec
le sommet, l'axe et les plans principaux de la première ; /\.9 en-
fin 5 si les trois arêtes d'un angle trièdre tri-rectangle mobile sont
constamment tangentes à une hyperboloïde de révolution à deux nap-
pes , engendrée par une Jiyperhole èquilaière , tournant autour de
son axe transvcrse, le sommet de cet angle trièdre décrira les
plans polaires des foyers de rhyperboloïde,

PROBLÈME IL Quel est le lieju du sommet d'un angle trièdre
tri-rectangle mobile dont les arêtes s'appuient constamment sur une
courbe plane du second ordre ?
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Solution. Soit d'abord cette courbe une ellipse située dans le plan

des xy et donnée par les deux équations

b*x2-{-ay*=a*b* , z=o ; (22)

en y substituant les formules (2) , dans lesquelles a, (5 , y seront tou-
jours , comme alors, les coordonnées du, sommet de l'angle, el-
les deviendront

Pour que cette courbe rencontre Taxe des t , qui est ici une des
arêtes de l'angle trièdre tri-rectangle , il faut qu'en faisant « et f
égaux à èzéro , dans ses équations, les équations résultantes

b*(a+pty+aX(ï+p'ty=a2l>* , y+//7=o ,

admettent une même valeur de / , de sorte que / puisse être éli-
miné entre elles. Exécutant donc l'élimination^, et formant les équa-
tions analogues, relatives à u et v , on aura

En prenant la somme de ces équations , et ayant égard aux équations
(5) et (G) , il viendra, en changeant respectivement <Xi(b,yena;,y9z,

Telle est donc l'équation de la surface demandée. C'est, comme Ton
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Toit, un ellipsoïde qui a pour deux de ses axes les deux axes mê-

mes de Fellipse proposée, et dont le demi-troisième axe est
r r r ^ a +Son troisième axe est évidemment plus petit que chacun des deux

autres > car on a

quantités essentiellement positives. Ce demi-axe est égal à la per-
pendiculaire abaissée du centre de l'ellipse sur la corde qui en
joint deux sommets consécutifs* On voit par là que , lors même que
cette ellipse devient un cercle, l'ellipsoïde ne devient point une
sphère, mais seulement un sphéroïde aplati.

Supposons , en second lieu, que la courbe donnée du second or-
dre, toujours située dans le plan d&s. xy % soit une hyperbole ayanl
pour équations

b*x*~ay2~a*l>* , z = o ? (25)

comme ces équations se déduisent des équations (22) en y chan-
geant simplement -4~£2 en —F ? l'équation de la surface cherchée
se déduira alors d'un pareil changement fait dans l'équation (24)*
qui deviendra ainsi

b*x*—ay-~(a%—b*)z*=a*b* ; (26) .

c'est l'équation d'une hyperboloïde à deux nappes ou à une nappe
unique, suivant que a est plus grand ou plus petit que b ; c'est-
à-dire , suivant que Taxe transverse de l'hyperbole proposée est le
plus grand ou le plus petit des deux. Dans l'un et dans l'autre
cas ? l'hyperbole proposée est toujours une des sections principales
de celte surface. Dans le cas particulier où l'hyperbole proposée est
équilatère , la surface cherchée est un cylindre hyperbolique dont

Tom. XVIIL 33
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la section perpendiculaire à ses élétnens rectilignes est cette hy-
perbole elle-même.

Si , dans les équations (25) et (26) , on fait b~ma s elles dç~
viendront

puis, en supposant # = o ,

(y—mx)(y+mx)=zo , - nfx1—y2—(r—m*)z*~o •

On voit par là que, si l'hyperbole proposée se réduit au système
de deux droites qui se coupent, la surface cherchée se réduira à
une surface conique du second ordre; ce qui revient encore à dire
que l'arête d'un angle droit dièdre mobile , dont les faces passent
constamment par deux droites qui se coupent, décrit dans l'espace
une surface conique du second ordre ; théorème déjà démontré par
M. Hachette qui a démontré 9 ea outre 9 que les plans des deux sé-
ries de sections circulaires qu'on peut faire dans cette surface co-
nique sont respectivement perpendiculaires aux deux droites.

Si , dans les équations (22J et (24) , on change x en (x—a) , ce
qui revient à transporter l'origine au sommet négatif du grand axe
de'l'ellipse, elles deviendront

Posant ensuite b*z=Jta, et simplifiant , on aura
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puis , en supposant a infini,

d'où résulte ce curieux théorème : Le Heu du sommet d'un angle
trièdre tri-rectangle mobile, dont les côtés s'appuyent constamment
sur une parabole donnée., est la surface engendrée par la révolution
de cetîe même parabole autour de son grand axe.

On peut, d'après ce qui précède , établir le théorème suivant,
sur lequel nous reviendrons plus loin :

THÉORÈME II. Lorsqu'un angle trièdre tri-rectangle se meut
dans l'espace, de telle sorte que ses trois arêtes s'appuyent cons-
tamment sur une même courbe plane ; i.° si cette courbe est une
ellipse 9 le lieu du sommet de l angle trièdre sera un ellipsoïde ,
dont cette ellipse sera la plus grande section principale; 2.0 si la
courbe est une hyperbole èquilatère > ce Heu sera un cylindre hy-
perbolique qui aura pour base cette hyperbole elle-même ; 3.° en-
fin , si la courbe est une parabole , ce lieu sera une paraboloïde
de révolution % dont cette même parabole sera un méridien.

PROBLÈME III. Quel est le lieu du sommet d'un angle triè-
dre tri-rectangle mobile , dont les faces touchent constamment le
périmètre d'une ~ courbe plane du second ordre ?

Solution. Conservons toutes les notations du précèdent problème ?

et faisans f = o dans les équations (^3) ; elles deviendront
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ces deux équations feront connaître les coordonnées du point ou
l'ellipse donnée perce le plan des tu ; on aura donc la coordonnée
t de ce point, en éliminant u entre elles, ce qui conduit à l'équa-

tion

;

c'est-à-dire, en développant et ordonnant,

si donc l'on Teut exprimer que l'ellipse est tangente au plan des.
tu, il faudra exprimer que celte équation a ses deux racines
les , ce qui donnera

En développant cette équation, réduisant , ordonnant l'un des
deux membres par rapport à a , | 3 , y , et l'autre par rapport à a et
b, et formant ensuite ses analogues relatives au contact de l'ellipse
avec les plans jdés uv et des vt, on aura

=(j>Y—i'p"y*iJr(p"9-9"p)l>%
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faisant la somme de ces équations, en ayant égard aux équations
(5) et (6), il viendra, toutes réductions faites > et en changeant res-
pectivement a , fi 7 y en x , y , z ,

*>+y*+z*=:a>+b* , (27)

Telle est donc l'équation du lieu du sommet d'un angle trïèdre tri-
rectangle mobile dont les faces touchent constamment une ellipse
ayant pour équation

h*x*+a*y*=za*b* , (28)

On voit que ce lieu est une sphère concentrique à l'ellipse, ayan
pour rayon la corde qui joint deux sommets consécutifs d® cette
ellipse.

Si Ton remplace l'ellipse par une hyperbole ayant pour équation

l'équation du lieu cherché sera

ce sera donc encore une sphère concentrique à l'hyperbole propo-
sée 5 mais dont le rayon sera y/ôâ—.b* ; de sorte que, si l'hyperbole
est équilatère, le lieu demandé se réduira à son centre; et que,
si son axe transverse est le plus petit des deux, il sera impossible
que la courbe soit touchée à la fois par les trois faces d'un angle
trièdre tri-rectangle.

Si, dans les équations (27) et (28) , on change x en x—a ,
elles deviendront
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puis , en faisant b~ka

et enfin , en supposant a infini,

c'est-à-dire que, quand la courbe donnée est une parabole5 le lieu
cherché est le plan perpendiculaire au sien, conduit par sa directrice.

On peut, d'après ce qui précède, établir le théorème suivant:
THÉORÈME IIL Lorsqu'un angle trièdre tri-rectangle se meut

clans Vespace r de telle sorte que ses trois jaces touchent cons-
tamment une même ligne Jioce du second ordre 9 son sommet décrit
une sphère concentrique à la courbe , laquelle peut d'ailleurs se ré-
duire à un point ou un plan , ou même être imaginaire»

Nous n'avons rien dit du lieu du sommet d'an angle trièdre
tri-rectangle mobile , dont les faces sont constamment tangentes à
une surface fixe du second ordre , parce qu'il est bien connu que
ce lieu est une sphère concentrique à la surface dont il s'agit. Ce
théorème, qui est du à Monge et dont M» Poisson a donné une
démonstration fort élégante dans la Correspondance sur l'Ecole po-
lytechnique ( tom. I , pag, 240 ) , pourrait également se démon-
trer par les procédés qui précèdent. Il est exactement, par rapport
au dernier qui vient d'être démontré, ce qu'est le théorème 7, par
rapport au théorème Ih

En établissant ces trois théorèmes , nous avons eu principalement
eu vue d'en déduire , à l'aide des principes exposés dans un au-
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Ire article, et que nous déclarons de nouveau nous avoir été sug-
géré par la lecture de la lettre de M. Ponceîet ( tom. XVII, pag.
a65 ) , d'autres théorèmes peut-être moins remarquables en eux-
mêmes que par la manière dont on y est conduit. Afin de mieux
faire saisir la correspondance entre les premiers et ceux-ci, nous
emploîrons le même numérotage, en prévenant que la surface di-
rectrice est constamment «ne sphère au centre de laquelle nous sup-
poserons quelquefois une situation spéciale,

THÉORÈME I. Un angle trièdre tri-rectangle mobile , ayant
ion sommet fixé en un point quelconque de Vespace , i,° si les trois
faces de cet angle trièdre, dans leur mouvement 5 coupent constam-
ment une surface fixe quelconque du second ordre , le plan mobile
qui s'appuyera sur les trois sections touchera constamment une au-
tre surface fixe du second ordre ; 2.0 si la surface fixe du second
ordre que coupent les trois faces de tangle trièdre est une surface
àe révolution dont son sommet soit un foyer , Vautre surface du
second ordre sera aussi une surface de révolution ayant rhême foyer
et même plan directeur que la première ; et il en sera encore de
même pour un angle trièdre mobile quelconque , de forme invaria-
ble ; 3.o toutes celles des cordes inscrites à une ligne du second
ordre qui sont vues sous un angle droit , d'un même point quel-
conque de l'espace^ enveloppent une autre ligne du second ordre ;
et on xpeuî inscrire au quadrilatère formé par les quatre tangentes
communes à ces deux courbes une troisième ligne du second or-
dre qui, vue du même point , paraîtra un cercle (*) ; 4«° enfin,
si y à une distance du centre d une sphère égale au côté du carré
inscrit à son grand cercle , on place le sommet fixe d'un angle
trièdre tri-rectangle mobile , les deux séries de plans mobiles qui

(*) Cette partie du théorème est une extension d'un théorème de M. Fré-
gier ( Correspondance sur VEcole polytechnique 9 tom. I I I , pag. 894 )•
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toucheront à la fois les sections circulaires faites dans la sphère
par les trois faces de Vangle trièdre 9 passeront tune et l'autre par
un même point fixe, et le centre de la sphère sera un de ces deux
points*

THÉORÈME IL Un angle trièdre irî-reciangle mobile , ayant
son sommet fixé en un point quelconque de lespace ; i.° si, dans
le mouvement de cet angle trièdre , ses faces coupent constamment
un cône ou un cylindre 9 le plan mobile qui s'appuyera constam-
ment sur les trois sections enveloppera une surface du second or-
dre inscrite à ce cône ou à ce cylindre ; 2.0 si les faces de Tan-
gle trièdre tri-rectangle coupent, dans leur mouvement , un cylin-
dre de révolution } et si 5 en même temps 9 le sommet de cet angle
trièdre est fixé à une distance de l'axe du cylindre égale au côté
du carré inscrit à sa section circulaire 7 le plan mobile qui s'ap-
puyera sur tes trois sections touchera constamment la section cir-
culaire dont le plan passera par le sommet de l'angle trièdre ;
3.° enfin , si le sommet de Tangle trièdre tri-rectangle mobile est
fixé en un des points de la surface du cylindre ? le plan mobile
qiii s'appuyera constamment sur les trois sections enveloppera une
sphère inscrite au cylindre,

THEOREME IlL Un angle trièdre tri-reciangle mobile, ayant
son sommet fixé en un point quelconque de l'espace, si 5 dans son
mju ement, ses arêtes percent continuellement une surface conique
ou cylindrique du second ordre , le plan mobile déterminé par les
trois intersections enveloppera une surface de révolution du second
ordre qui aura pour foyer le sommet fixe de F angle trièdre. Dans
le cas particulier où ce sommet sera sur la surface conique ou
cylindrique, le plan mobile passera constamment par un même
point fixe.



QUESTIONS RESOLUES,

QUESTIONS RÉSOLUES.
Note sur le problème de géométrie proposé à

la pag. 87 du présent volume ;

Par M. BOBILLIER , professeur à l'Ecole des arts et mé-
tiers de Châlons-sur-Marne.

a proposé , à la page 56 du présent volume, de construire
un tétraèdre ayant ses six arêtes respectivement parallèles à six droi-
tes données.

Un tétraèdre quelconque étant donné ; si , par un même point

de l'espace, on conduit des droites indéfinies respectivement paral-

lèles à ses arêtes , ces droites offriront - ou 20 systèmes de

trois droites issues d'un même point. De ces 20 systèmes, 16 seu-
lement détermineront des angles trièdres, tandis que chacun des
quatre autres sera composé de trois droites dans un même plan , pa-
rallèle au plan de l'une des faces du tétraèdre donné.

Présentement, six droites, non comprises deux à deux dans un
même plan , étant données dans l'espace y si Ton peut construire
un tétraèdre ayant ses arêtes respectivement parallèles à ses six
droites, il résulte de ce qui précède qu'il faudra qu'en leur me-
nant des parallèles 5 par un même point de l'espace, ces parallè-
les offrent quatre systèmes de trois droites comprises dans un même
plan; ce qui pourra fort bien ne pas arriver ; donc, généralement
parlant, // est impossible de construire un tétraèdre dont les a rit es
soient respectivement parallèles à six droites données ? non situées
deux à deux dans un même plan*

Torn. XVIII 3i
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Démonstration d'un théorème de géométrie
énoncé à la pag. 106 du présent volume ;

Par M. LENTHÉRIC , professeur au Collège royal de Mont-
pellier , et M. ÏIMMERMANS , professeur à l'Athénée de
Tournay.

&W\%\\\\!\J\!\\1X\\1\J\

J. HÉORÈME. Deux tétraèdres sont èquivalens lorsque les deux
mêmes droites indéfinies , non. sit nées dans un même plan , con-
tiennent , à la jois y deux arêtes opposées de Tun et deux arêtes
apposées de Vautre, et qu'en outre le rectangle de ces deux arê-
tes , dans le second , est équivalent au rectangle de leurs corres-
pondantes dans le premier.

Ce théorème est im corollaire manifeste du suivant qui, en cou-
égifiieiice , est le seul qu'il soit nécessaire de démontrer.

THÉORÈME,, Le volume d'un tétraèdre a pour expression le
sixième du produit des longueurs de deux arêtes opposées'quelcon-
ques , de la longueur de leur perpendiculaire commune 9 et du si-
nus tabulaire de l'angle quelles forment entre elles.

Démoniration. Soit ABCD ( lig, 5 ) un tétraèdre , et soit EF
la perpendiculaire commune à ses deu* arêtes opposées AB et CD**
II s'agit de prouver que le volume de ce tétraèdre a pour ex-

irABxCDxEFx5//?.(ÀR,CD) .

Pour y parvenir achevons le parallélogramme dont la face CDB
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est la moitié et dont BC est la diagonale ; et soit G son quatrième
sommet. Sur BA , BD , BG , comme arêtes d'un même angle, cons-
truisons un paralielipipède. Soit K le sommet de ce paraîltlipipède
opposé à B ; et soient H et L ses sommets respectivement opposés
à G et D.

Puisque EF est perpendiculaire commune anx deux droites AB
et CD , cette droite sera aussi une perpendiculaire commune aux
plans parallèles AG et CH qui contiennent ces deux arêtes y et sera
conséquemment la hauteur du paralielipipède si l'on prend AG
pour sa base. L'aire de cette base aura d'ailleurs pour expression
ABxBGxS//2.ABG* ou parce que BG est égal et parallèle à GD ,
l'aire de cette base sera ABxCDx5//2.(AB, CD) ; de sorte que le
volume du paralielipipède sera exprimé par

ABxCDxEFx5//2.(AB, CR) ;

mais si l'on prend BH pour base du paralléllpipède et ABD comme
celle du tétraèdre , ce tétraèdre se trouvera avoir même hauteur
que le parailélipipède et une base moitié de la sienne. Son volume
n'est donc que le sixième de celui du paralielipipède ; ce volume
doit donc avoir pour expression

- | ABxCDxEFx5/7z.(AB,CD)

comme on l'avait annoncé.
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QUESTIONS FIIOPOSÉES.

Problèmes de géométrie.

lm JCJTANT donnés , dans un quadrilatère, la longueur de Tune des
deux diagonales et les angles qu'elle forme avec les deux côtéi
qui partent de Tune de ses extrémités , construire le quadrilatère
de telle sorte qu'il soit équivalent à un carré donné, et qu'en ou-
tre son périmètre soit le moindre possible ?

Construire ce même quadrilatère de manière seulement que la
somme des deux côtés qui concourent à l'autre extrémité de la dia-
gonale donnée soit la moindre possible ?

IL Quel est, dans l'espacek, le lieu de toutes les droites qui ,
menées par le sommet d'un angle trièdre fixe donné , font, avec
ses faces, trois angles dont la somme algébrique est constante?

III. Décrire nue sphère qui touche à la fois quatre droites don-
nées ?



om. n.
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GEOMETRIE DE SITUATION.
Recherche sur les lois générales qui régissent

les lignes et surfaces algébriques ;

Par M* BOBILLIER , professeur à l'Ecole des arts et me'tiers
de Châlons-sur-Marne.

/VVVVV/VVVVVVY'VVVVVVVVl

Propriétés des lignes courbes.

JL/ANS tout ce qui va suivre > nous adopterons les définitions sui-
vantes :

i . Une courbe sera dite du i. Une courbe sera dite de
m.l€me degré , lorsqu'elle pourra m,ieme classe, lorsqu'on pourra lui
couper une même droite en m méfier m tangentes d'un même
points. _ point.

2. La courte polaire d'un point ? 2. La courbe polaire d'une
par rapport à une directrice du droite, par rapport à une direc-
mjeme degré, sera la courbe du trice de mjemtclasse, sera la courbe
(jn—iyeme degré qui contiendra de (m—i)Um* classe que touche-
les points de contact de toutes les ront les tangentes menées à celle-
tangentes à celle-là issues de ce là par tous ses points d'intersec-
point (*)« tion avec cette droite (*).

(*) Voy. Annales 9 tom. XVI, pag. 3i5 et 319 , et toin. XVII , pag. 91
et 93.

Tom. XFIH, n.° 9 , i.er mars 1828. 35
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3. Les points polaires d'une 3, Les droitespolaires d'unpoint

droite seront les {m—i)s points seront les (m—i)* tangentes corn-
communs aux courbes polaires de munes aux courbes polaires de
tous les points de cette droite (*). toutes les droites qui passent par

ce point (*).
Cela posé , considérons deux lignes du mJem* degré ayant respec-

tivement pour équations

M—o , J | / '=o ; j

en désignant par a une indéterminée, l'équation

O ( I )

appartiendra à une troisième courbe , aussi du mjeme degré , pas-
sant par les m2 points d intersection des deux premières ? quel que
soit oc,

Difïérentiant cette dernière , et remplaçant -— par av l'équation

résultante

dm dM \ àw àw )
dx dy I dx ' dy J

sera celle de la courbe du (m—i)iême degré qui contiendra les points
de contact de toutes les tangentes menées à la courbe (1) paral-
lèlement à la droite fixe ayant pour équation

y—ax .

Orf cette équation est évidemment vérifiée, quelle que soit la va-
leur attribuée à lindéterminée a , en posant les deux suivantes :

(*) Voj, la pag. i53 du présent volume.
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àM , àM dM' , dM'

qui correspondent à deux courbes invariables du (m—i)ieme degré
et dont le système appartient à (m—i)a points fixes , d'où il suit
que les courbes polaires d'un point situé à F infini ? relatives à tant
de courbes quon voudra du m,ieme degré , passant par les m3 mê-
mes points fixes , passent toutes par les (m—j) a mêmes points >
également fixes.

Si Ton fait varier la direction de la droite y — ax, ces (m—i)a

points décriront une courbe dont on obtiendra l'équation en éli-
minant la variable a entre les équations (3) ; ce qui donnera celle-ci :

dM dM' dM àM'

laquelle est évidemment du [2(m—i)J'em" degré. Ainsi, les (m — i ) 2

points communs aux courbes polaires d'un point situé à F infini
relatives à tant de courbes qu'on coudra du m.iem* degré, passant
par les m* mêmes points fixes ? décrivent une courbe du jj2(m—i)]iem'
degré 7 lorsque ce point décrit une droite également située à Vin-

fini.
En mettant l'équation (2) sous la forme

dM , dM' t dM

on voit, sur-le-champ, que les points polaires d îme droite située à
l'infini , relatifs à la courbe (1) , sont donnés par le système d'é-
quations

dM , dM' dM dM'

dx l dx ' dj dy K <
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on aura donc l'équation de la courbe de'erite par les points polai-
res lorsqu'on fait varier a, en éliminant cette indéterminée entre
les deux équations (6) ; ce qui conduira de nouveau à l'équation
(4). Ainsi, les points polaires d'une droite située à V infini, relatifs
à toutes les courbes du m/eme degré qui passent par les m2 mêmes
points fixes , sont tous situés sur la même courbe du £2(111 — i)3i§zl"
degré dont il vient d'être question*

En généralisant ces trois propositions, à l'aide de la théorie des
projections, et en déduisant en outre de chaque proposition, ainsi
généralisée , sa corrélative , au moyen de la théorie des polaires ré-
ciproques , on obtiendra les théorèmes suivans:

THÉORÈME I. Tant de cour- THÉORÈME I. Tant de cour-
bes du m.l€m* degré qu on voudra ^ bes de m.*8ma classe quon voudra
passant toutes par les m2 mêmes ayant toutes les ma mêmes ian-
points fixes ; i.° les courbes po- génies fixes ; i.° les courbes po-
laires d'un point quelconque 7 re- laires d'une droite quelconque, re-
latives à toutes ces courbes , pas- laîives à toutes ces courbes , au-
seront toutes par les (m—i)2 me- ront toutes les (m—i)2 mêmes
mes points également fixes ; 2.0 tangentes fixes ; 2.° si cette droite
si ce point parcourt une droite, tourne autour de l'un de ses points 9

ces (m—i)apoints, décriront une ces (m—i)2 tangentes enveloppe-
courbe du [2(111̂ —ĵ jxeme jegr^ . ront une courbe de {^(m—i)]ieme

3.° enfin 5 les points polaires de classe ; 3 ° enfin , les droites po-
cette droite seront situes sur cette laires de ce point toucheront toutes
même courbe du £î(tn~-i)]iemeûfe- cette même courbe de [^m-i)] i en ie

gré. classe.
Dans la supposition particulière de m=i2 ? on déduira de ces

théorèmes les corollaires suivans :
Corollaire. Tant de lignes du Corollaire, Tant de lignes du se-

second ordre qu'on voudra étant cond ordre qu'on voudra étant ins-
circonscrites à un même qucalri- crites à un même quadrilatère ; i.°
lutère; 1,° les polaires d'un point les pôles d'une droite quelconque,
quelconque, relatives à toutes ces relatifs à tontes ces courbes , ap-
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courbes 5 se coupent toutes en un
même point fixe ; 2,° si îe pôle
commun à toutes ces courbes par-
court une droite , le point de con-
cours de toutes ses polaires par-
courra un ligne du second or-
dre ; 3*° enfin , cette dernière
courbe contiendra les pôles de la
droite parcourue par le pôle com-
mun (*).

A L G E B R I Q U E S . - 5 7

partiendront à une même droite
fixe ; 2.° si la polaire commune
à toutes ces courbes tourne au-
tour de l'un de ses poinîs,la droite,
lieu des pôles , enveloppera une
ligne du second ordre ; 3.° en-
fin , cette dernière courbe sera
touchée par toutes les polaires du
point autour duquel la polaire
aura tourné (*)•

Propriétés des surfaces courbes.

Dans tout ce qui va suivre, nous adopterons les définitions sui-
vantes :

Î . Une surface sera dite du i. Une surface sera dite du

(*) Si l'on suppose , dans ces corollaires, que soit le point , soit la droite,
passe à l'infini , on ea déduira les propositions suivantes :

i.° Les conjugués des diamètres parallèles dans les lignes du second ordre
circonscrites à un même quadrilatère concourent en un même point, Cette pro-
position parait due à M. Lamé ( Annales, tom. VU, pag. s33 ).

2*° En faisant varier la direction commune des diamètres parallèles , Uur
point de concours décrira une nouvelle ligne du second ordre, lieu des centres
de toutes les autres ( Voj, la pag 106 du présent volume ).

3.e Les centres de toutes les lignes du second ordre inscrites à un même qua-
drilatère appartiennent à une même droite. Cette proposition est de Newton
( Annales, tom» Xîl , png. 109 , et tom. XIV, png. 3oa ).

4-° Les conjugués des diaaiètres parallèles de ces mêmes lignes, du se-
cond ordre, enveloppent une autre ligne du même ordre.

On pourrait, au surplus , généraliser ces dernières propositions et les éten*
dre à des courbes de tous les degrés et de toutes classes , en appelant points

centraux de ces sortes de lignes, les pôles d'une droite située à l'infini, et
droites diamétrales les polaires d'un point également situé à l'infini.
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mïtmt degré, lorsqu'elle pourra cou-
per une même droite en rn points.

2. La surface polaire d'un point,
par rapport à une surface direc-
trice du m"me degré , sera la sur-
face du (m—i)ieme degré qui con-
tiendra les lignes de contact de la
surface coniquecirconscrite à celle-
là qui a son sommet en ce point.

3. Les points polaires d'un
plan seront les {m—i)3 points
communs aux surfaces polaires
des différens points de ce plan ̂ *).

4- Enfin , la courbe polaire
dune droite sera la courbe à dou-
ble courbure suivant laquelle se
couperont les surfaces polaires des
divers points de cette droite (**).

Il résulte de ces définitions:
i.° Que la surface polaire.d'un

point contient les pôles de tous
les plans menés par ce point, ainsi
que les courbes polaires de tou-
tes les droites conduites par le
même point.

2«° Que la courbe polaire d'une
droite renferme les pôles de tous

D E S L I G N E S
m.ieme classe, lorsqu'on pourra par
une même droite lui conduirez
plans tangens,

2. La surfaces polaire d'un plan >
par rapport à une surface direc-
trice de m"me classe , sera la sur-
face de (/72—-i)£eme classe inscrite
à la surface développable qui tou-
che celle-là suivant ses lignes d'in-
tersection avec ce plan.

3. Lesplanspolaires d'un point
seront les (m—1)3 plans tangens
communs aux surfaces polaires des
différens plans conduits par ce
point (*).

4. Enfin , la surface dèvelop-
pahle polaire d'une droite sera
l'enveloppe des surfaces polaires
de tous les plans conduits par
cette droite (**).

i.° Que la surface polaire d'un
plan touche les plans polaires de
tous les points de ce plan, ainsi
que les surfaces développabîes po-
laires de toutes les droites tracées
sur ce plan,

2.0 Que la surface développa-
ble polaire d'une droite touche

(*) Voy. le théorème 11 de la pag. i53 du présent volume.
(**) Voy. encore le même théorème^
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les plans que Ton peut conduire les plans polaires de tous les points
par cette droite. de cette droite.

3.° Que les courbes polaires de 3.° Que les surfaces dévelop-
plusieurs droites situées dans un pables polaires de plusieurs droi-
inënie plan passent toutes par les tes qui concourent en un même
pôles de ce plan. point touchent toutes les plans

polaires de ce point.
Cela posé 3 considérons d'abord deux surfaces du mJcm* degré ,

données par les équations

M=o , M/=zo ;

en désignant toujours par a une constante arbitraire, l'équation

(i)

appartiendra à une nouvelle surface du même degré, contenant P

quel que soit a > les intersections des deux premières.
En differentiant celle-ci et remplaçant respectivement par a et

h les coefficiens — et — , l'équation résultante
az àz xet
az àz

a +fi + +a]a +b —-+ —-l=O , (2)
dx * dy az ( dx dy ùz )

du (m—xy
eme degré seulement, appartiendra à la surface qui con-

tient les conrbi'S à double courbure , lieu des points où la surface
(r) est touchée par toutes ses tangentes parallèles à la droite fixe
donu.'e par Jes deux équations x^zaz et y^zbz ; c'est-à-dire 9 en
d'autres termes , qae cette surface (2) contiendra les lignes de con-
tact de la surface (1) avec la surface cylindrique dont *outes les
arêtes ou éléinens rectilignes seraient parallèles à cette droite fixe.
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Or, cette surface (i) , quelle que soit la constante a., contient les
intersections des deux surfaces du (/72— i/em& degré

dm , 7 àM àM dM' § - dM< àAt
T + T ^ 0 » a ±b h r ° ; (3)
dy d^ dx dy d^ N

donc , / ^ surfaces polaires d'un point situé à Vinfini, relatives à
tant de surfaces qu'on voudra du m,leœc degré , se coupant suivant
les mêmes courbes à double courbure , se coupent toutes aussi sui-
vant les mêmes courbes à double courbure } intersections de deux
surfaces du (m—i)»*1*8 degré»

Supposons que ? la quantité a restant constante, on fasse varier
l'autre b; la courbe à double courbure dont il s'agit engendrera une
surface courbe dont on aura l'équation en éliminant b entre les,
deux équations (3) , ce qui donnera

dm
dx

àMf

dy
dm
dx

dm 1
dy \

dm
' dz

dm
dy

dW
dz

dm
dy

Ainsi / ^ courbes à double courbure suivant lesquelles diverses sur-
faces du m.lem* degré , ayant les mêmes intersections % sont coupées
par les surfaces polaires des points d'une droite située à Vinfini 9

appartiennent toutes à une surface unique du [2(m—!)j|ieme degré\
Si, au lieu de faire varier b , on fait varier a ; l'équation (4)

sera remplacée par celle-ci

, \ dm diw àw dm ) dm dur dm dm
h l . j • r - — _ — • , ,L A 1 \ - t 1 , ^ , «̂ —« _ , _, ,__ .,. „.... » • - f\ ( hi 1

( d/ do? dy do? ^ dz dx dz dx y

qui conduirait à des conclusions analogues. Or, il est facile de voir
que les équations (4) et (5) , quels que soient d'ailleurs a et b 9

sont satisfaites par les trois suivantes, ne comptant que pour deux
seulement,
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àM

âx

àM

17
dM

17

dM'

dy

dM'
- d7"

dM'

"17

dM'

"~~d^

dM'
1 —"d7

dM'

~ ~cE7

dM

ây

àM

"17
dM

- d7

= 0

(6)

lesquelles conséqiiemment appartiennent à une courbe fixe à dou-
ble courbure, intersection de deux surfaces du [2(772 —i)]£tt1ie degré;
donc , la surface du [2(111—!)Jicra« degré , #0/2* il vient dêfre ques-
tion ci-dessus > passe constamment par une même courbe fixe > à
double courbure 9 lorsqu'on fait mouvoir la droite située à l'infini
dans un plan également situé à l'infini*

En mettant l'équation (2) sous la forme >

dM

on voit de Suite que la courbe polaire de la droite située à Tin—
fini ? dans le plan ocz=iaz ? a pour ses équations

J dM dM' ) dM dM'
la? da; ( dz dz

(8)
àm

5 h a
ûy dy

0 .

Si l'on suppose donc que a soir variable, on obtiendra l'équation
de la surface engendrée par cette courbe, en éliminant a entre
ces deux équations, ce qui conduira de nouveau à l'équation (4).
Ainsi, les courbes polaires de la droite dont il s'agit sont situées

Tom. XVIII. 36
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sur la surface du [?{m—i)]ieme degré dont il a été question ci-
dessus*

On conçoit également que les pôles d'un plan situé à l'infini,
relatifs à la surface ( i ) 5 sont donnés par les trois équations

àM à!W àM dM' àM d K'
T a ~ ï — = = o > ~ï h - — = o , —:—+a—-—=:o: (q)

dx • as ày dy dz dz KU/

or , par rélimination de a entre elles ^ on retombe de nouveau
sur les équations (6) ; donc , l-es pôles d'un plan situé à Tinfini ,
relatifs à plusieurs surfaces du m.lenM> degré , ayant les mêmes in-
tersections , se trouvent sur la courbe à double courbure , intersec-
tion des surfaces du £a(m—i)] ieme degré dont il a été question

. ci-dessus*

En généralisant ces diverses propositions, au moyen de la théorie
des projections , et en leur joignant celles que la théorie des po-
laires réciproques permet ensuite d'en déduire , on obtiendra les
théorèmes suivans :

THÉORÈME IL Tant de sur- THÉORÈME IL Tant de sur-
faces du m.lem* degré quon vou- faces de m*m* classe qu on voudra 7

dra se coupant toutes suivant les étant toutes inscrites à une même
mêmes courbes à double courbure, surface dèvdoppable , i,° les sur-
i*° les surfaces polaires d un point faces polaires d'un plan quelcon-
quelconque de l'espace, relatives que, relatives à toutes celles-là
à toutes celles-là, se coupent toutes sont toutes inscrites à une autre
suivant une même courbe à double surface développable ; 2.0 si ce plan
courbure ; 2.0 si ce point par- tourne autour d'une droite, cette
court une droite f la courbe à dernière surface dèveloppable sera
double courbure engendrera, dans mue de manière à envelopper cons-
son mouvement , une surface du tamment une surface fixe de
[2(m—i)}leitte degré; 3.° les cour- [ > O — i)]i<;me classe-, 3.° les sur-
it <?s polaires de cette droite seront jaces dèveloppables polaires de
situées sur cette même surface du cette droite seront toutes circons-
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[z(m—^VJieme degré; 4.0 si cette
droite décrit un plan 5 les surfaces
correspondantes du [2(m-1 )jleî "J

degré se couperont toutes suivant
une même courbe à double cour-
bure ; 5.° enfin , cette courbe à
double courbure contiendra les
points polaires du plan décrit
par cette droite.

Dans la supposition particuliè
théorèmes les coroHaires suivans

Corollaire. Tant de surfaces
du second ordre qu'on voudra ,
se coupant suivant les mûmes
courbes planes ou à double cour-
bure; i,° les plans polaires d'un
point quelconque de l'espace, re-
latifs à toutes ces surfaces se cou-
peront tons suivant la même droite;
2.0 si ce point parcourt une droite ,
l'intersection des plans polaires en-
gendrera , dans son mon veinent,
uue surface gauche ou dévelop-
pable du second ordre; 3 ° les po-
laires conjuguées de cette droite
seront toutes situées sur cette sur-
face ; 4° s* cette droite décrit un
plan , les surfaces gauches ou dé-
veloppablesdu second ordre corres-
pondantes se couperont toutes sui-
vant une 01 taie courbe à double
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crites à cette même surface de
[2(111—i)]Ieme classe ; 4 ° si cette
droite tourne autour de Vun de

ses points 9 les surfaces correspon-
dantes de [2(111—!^enie classe,
seront toutes circonscrites à une
même surface développable ; 5.°
enfin 5 cette surface développable
touchera tous les plans polaires
du point autour duquel cette droite
aura tourné.

re de mz=z2, on déduira de ces

Corollaire. Tant de surfaces du
second ordre qu'on voudra, étant
inscrites à une même surface dé-
veloppahle; i.° les pôles d'un plan
quelconque , relatifs à toutes ces
surfaces, sont tous situés sur une
même droite ; 2.° si ce plan tourne
autour d'une droite, la droite, lieu
des pôles y engendrera dans son
mouvement, une surface gauche
ou déveioppable du second or-
dre ; 3.° les polaires conjuguées
de cette droite seront toutes si-
tuées sur cette surface ; 4«° si cette
droite tourne autour d'un de ses
points , les surfaces gauches ou
développablesdu second ordre cor-
respondantes envelopperont tou-
tes une même surface développa—
ble ; 5.° en lin, cette surface dé-
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courbure; 5,° enfin , cette courbe veloppable touchera tous le^plans
contiendra les pôles de ce plan (*). polaires de ce point (*).

Considérons présentement trois surfaces du m.ieme degré, données
respectivement par les trois équations

M=o , M'=o , M»=o .

Si Ton désigne par a et /3 deux constantes indéterminées, l'équation

=xo , (i)

appartiendra à une quatrième surface du rnJemR degré > passant pac
les m? points d'intersection des trois premières, quels que soient
a et (3.

(*) Si l'on suppose, dans ces corollaires, que soit le point, soit la droite
soit le plan passent à l'infini , on en déduira les propositions suivantes :

I. Tant de surfaces du second ordre qu'on voudra ayant les niêines cour-
bes d'intersection; t.° les plans diamétraux, conjugués à leurs diamètres pa-
rallèles se coupent tous suivant une même droite ; 2.0 si l'on fait varier
la direction commune des diamètres parallèles , de manière à leur faire dé-
crire un système de plans diamétraux parallèles ,,cette droite décrira une
surface du second ordre ; 3.° les diamètres conjugués de ces plans diamé-
traux parallèles seront situés sur cette,surface ; 4° Sl ^ o n fait varier la di-
rection commune de ce système de plans diamétraux parallèles, les surfa-
ces du second ordre , lieux, de leurs diamètres conjugués, se cauperont tou-
tes suivant une même courbe à double courbure ; 5.° enfin , cette courbe
sera le lieu des centres des surfaces initiales.

II. Tant de surfaces du second ordre qu'on voudra étant inscrites à une même
surface développable ; i.° leurs centres sont tous situés sur "une même droite ;
i.° leurs diamètres conjugués à des plans diamétraux, parallèles sont situés
tous sur une même surface du second ordre; 3.° leurs plans diamétraux con-
jugues à des diamètres parallèles enveloppent une surface de'veloppable cir-
conscrite à deux, surfaces du second ordre.
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Différentiant cette équation , en remplaçant respectivement les

coefficiens différentiels — et — par a et b , l'équation résultante
dz dz r x

dM . , dM dM ( dM' d/tf' dM' ) Ç ditf" dM" dM" *

représentera la surface du (m—i)ieme degré 5 lieu de la ligne de con-
tact de la surface (i) avec la surface cylindrique circonscrite ayant
ses élémens rectilignes parallèles à la droite fixe donnée par les
deux équations ccz=az et y—bz.

Or 7 quelles que soient les valeurs assignées aux deux constan-
tes indéterminées oc et (3, cette surface contient évidemment les
(m>—i)3 points d'intersection des surfaces données par les trois équa-
tions

dM . , dM . dM
dx ~ dy ^ dz

dx

a

dm

dM»

dM>
~dl =

dM"

(3)

dx ' dy dz
Donc 5 les surfaces polaires d'un point situé à l'infini, relatives à
tant de surfaces quon coudra du m*me degré, passant toutes les
m3 mêmes points fixes , passent elles-mêmes par les (m—i)3 mê-
mes points fixes.

Si l'on imagine que a reste constante et que b varie , ces (#2— i)5

points décriront une courbe dont on obtiendra les équations en éli-
minant b entre les équations (3), ce qui donnera

dM dM' dM' dM ) \ dM dM' dM' dM )

dx dy

C dM' dM" dM" dM' ) ( dM' dM"
( dx dy dx dy \ \ dz dy

C dM" dM dM d>2" ) i dM" dM dM dM" ;
( d* ày dx dy ( ) dz dy dz dy jj

1M" dM'
dz dy

dM dM"
dy

Tom. XFIII. 37

(4)
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équations du \^{m—i)]iem* degré qui ne doivent compter que pour
deux seulement. Ainsi , lorsqu'un point situé à l'infini décrit une
droite également située à l'infini 9 les (m—i)5 points communs aux
surfaces polaires de ce point relatives à toutes les surfaces de ni.1*10'
degré, qui passent toutes par les m3 mêmes points fixes , engendrent >
dans leur mouvement 5 une courbe à double courbure , intersection
de deux surfaces du [2(01—i)]ieme

 (jegr^m

Imaginons que a soit aussi variable , et éliminons cette quantité
entre deux des équations (4) ; ce qui revient, au surplus, à éli-
miner a et b entre les équations (3) , nous aurons ainsi

dM dM' dM" dM dM' dMlf dM dM' dM"

dx dy dz dx dz dy dz dx dy

dM dM' dM" dM dM' dM" dM dM' dM"
dy dx dz dy dz dx dz dy dx * 5 \ /

équation du [3(tf2—i)]wm' degré. Ainsi, lorsqu'une droite située à
rinfini décrit un plan également situé à l'infini > la courbe à dou-
ble courbure 5 intersection de deux surfaces du [2(111—i)jlenie dcg^è y

lien des points communs aux surfaces polaires des divers points de
cette droite ? relatives à toutes les surfaces du m.4eme degré qui pas-
sent par les ni3 mêmes points fixes 9 engendre 7 dans son mouvement,
une surface du [3(m—i)] i e m e degré.

En écrivant l'équation (2) sous la forme

dM dM' , n dM» ) dM dM' f ^ dM"

dx n dx 'dx ) ( dy dy ây ) dz dz dz

on voit de suite que la courbe polaire de la droite située à l'in-
fini 5 dans le plan x-=zaz , par rapporta la surface (1) a pour ses
équations

\ dM dM' àM») dM dM' dM" ]

' (7)
dM' 0 dM" l

dy dy ' dy |
chassant la variable a , Téquaticwi résultante
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T dM dM' dM dM' H dM àW dM d.¥
L dx ày ày dx _J dz dy dy dz

( |"~dM' dM" à M' dM'"*] dM' dM" dM' df l /" |_

( L àx dy dy dx J dz dy dy dz ij

représentera une surface qui contiendra cette courbe polaire ; mais il
est visible que cette surface contiendra aussi la courbe à double
courbure (4)- Donc, cette courbe polaire et la courbe 4) s e cou-
pent en 2(m—1)3 points. Ainsi, les courtes polaires de la droite
située à linfni dont il a été question ci-dessus coupent individuel-
lement en 2 ni—i)3 points la courbe à double courbure dont il est
question à l endroit cité.

Enfin , l'équation (2) fait voir que les points polaires d'un plan
$kué à l'infini , relatifs à la directrice (1) , sont déterminés par les
trois équations

dM dM' . dM»
—•̂  + a - — - f i 3 " - ; — = 0 ,
dx l dx ' dx

dM dM' dM"

dy dy r dy

dM dM^ _ dM»

dz ' dz dz

mais 9 en éliminant a et (3 entre elles, on retombe de nouveau sur
l'équation (5) ; donc > les points polaires d'un plan situé à linjini
sont tous situés sur la surface du [3(in—i)jl,eme degré dont il a
été question ci-dessus*

En généralisant ces résultats 5 par la théorie des projections, et en
les doublant pur la théorie des polaires réciproques , on obtiendra
les théorèmes suivans :

THÉORÈME III. Tant de THÉORÈME III. Tant de
surfaces du m.ieine degré qu'on surfaces de m.*eme classe qu'on
coudra passant foutes par les tn3 voudra ayant toutes les m* mê-
mêmes points foc es ; i,° les sur- mes plans tan gens fxes ; i.° les

faces polaires de l'un quelcon- surfaces polaires a un plan quel*
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que des points de Vespace, rela-
tives à toutes celles-là , passeront
toutes par les (m—i)3 mêmes
points également fixes ; 2.0 si ce
point parcourt une droite , les
(tn—r)3 points, devenus mobi-
les , décriront dans Vespace une
courbe à double courbure , in-
tersection de deux surfaces du
[2(111—i)]ieme degré 1 3.° les cour- pables polaires de cette droite ont
bes polaires de cette droite cou- individuellement 2(m—i)3 plans
pent individuellement cette courbe tangens communs avec cette sur-
à double courbure en 2(m—i)3 face; 4.0 si cette droite tourne
points; 4»° si cette droite décrit autour d'un de ses points , la
un plan , la courbe à double cour- surface dèveloppable envelop-
bure décrira dans Vespace une pera dans l'espace une surface de

•or

conque, relatives à toutes celles-
là , toucheront toutes les (m—i)3

mêmes plans également fixes ; 2.0

si ce plan tourne autour d'une
droite , les (m—i)3 plans , de~
venus mobiles , envelopperont une
surface dèveloppable f circonscrite
à deux surfaces de [2(111— r)]ien!*
classe ; 3,° les surfaces dt

surface du [3(m degré [3(m—-i)]ieme classe; 5.° enfin*
5.° enfin 7 les points polaires de les plans polaires de ce point tou—
ce plan seront tous situés sur cheront tous cette dernière sur-*
cette dernière surface» face*

Dans la supposition particulière de #2 = 2 , on déduira de ces
théorèmes les corollaires suivans :

Corollaire. Tant de surfaces du Corollaire. Tant de surfaces du
second ordre qu'on voudra étant second ordre qu'on voudra étant
circonscrites à un même corps oc- inscrites à un même corps octaè-
togone ; i.° les plans polaires de dre; i.° les pôles d'un plan quel-
l'un quelconque des points de Tes- conque , relatifs à toutes ces sur-
pace , relatifs à toutes ces sur- faces, seront tous situés sur une
faces, passeront tous par le même même droite fixe ; 2.0 si ce plan
point fixe ; 2,° si ce point parcourt tourne autour d'une droite, la

droite fixe devenue mobile dé-
crira , dans l'espace , une surface

une droite, le point fixe devenu
mobile décrira , dans l'espace ,
une couxbe à double courbure, dèveloppable 5 circonscrite à deux
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intersection de deux surfaces du surfaces du second ordre; 3 ° !es
second ordre ; 3.° les polaires polaires conjuguées de celle dro;fe
conjuguées de cette droite coape- seront telles qae, par chacune d di-
ront individuellement cette courbe les , on pourra conduire deux plans
àdouble courbure en doux points; tangens à cette surface dévelop-
4*° si cette droite décrit un plan, pable ; 4«° si cette droite tourne
la courbe h double courbure dé- autour de l'un de ses points , la
crira dans l'espace une surface du surface développable enveloppera
troisième degré ; 5.° enfin , les une surface de troisième classe ;
pôles de ce plan seront tous si- 5.° enfin , Jes plans polaires de
tués sur cette deruière surface (*)• ce point seront tous tangens à

cette dernière surface (* .

GÉOMÉTRIE PURE.
Théorèmes sur les sections coniques confocales ;

Par M. CHÀSLES , ancien élève de l'Ecole polytecliniqtie.

Au PtÉDAGTEUR des Annales.

M O N S I E U R ,

VJE n'est seulement qu'hier au soir que votre numéro de jan-
vier m'est parvenu. J'ai parcouru le mémoire de Al. Bobillier avec

(*) Si l'on suppose, dans ces corollaires , que soit le point, soil la droite,
soit le point passe à l'infini, on en déduira les propositions suivantes :

I. Tant de surfaces du second ordre qu'on voudra étant circonscrites à
un înême corps octogone , i.° leurs plans diamétraux conjugués à des dia-
mètres parallèles concourront en un même point ; i.° si l'on fait varier la
direction commune des diamètres parallèles! de telle sorte qu'ils décrivent
un système de plans diamétraux parallèles , ce point décrira une courbe à
double courbure , intersection de deux surfaces du second ordre ; 3.° cette
courbe sera rencontrée en deux points par tous les diamètres dont ces plans

Tom. XV 111. • 38
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d'autant plus d'empressement que , comme j'ai eu l'honneur de
vous le dire à mon passage à Montpellier , je m'étais aussi occupé,
et il y a même fort long-temps, de la transformation des surfaces
en d'autres surfaces, au moyen d'une surface auxiliaire du second
ordre , c'est-à-dire , des surfaces polaires , comme les a appelées
M. Poncelet, dans son ouvrage si remarquable sur les propriétés
projectives des figures. J'avais été conduit à ces recherches en m'oc-
cupant d'un travail bien étranger aux surfaces du second ordre. Je
nie suis souvent servi de la transformation polaire ; mais c'est sur-
tout pour la transformation des relations métriques que je l'ai trou-
vée utile ; car , dans beaucoup d'autres questions , telles par exem-
ple que celle de la transformation des surfaces qui ont la même
intersection en surfaces inscrites â une même développable , il est
une infinité d'autres manières de parvenir au but. Mais je dois
dire que l'examen spécial du cas 011 l'on prend une sphère pour
surface auxiliaire avait été étranger à mes recherches , et ne m'a
été inspiré que par la lectare de l'analyse du mémoire présenté à
l'Institut par M. Poncelet en 1824 ( Annales, tom. XVII, pag. 265 ).
C'est cette lecture qui m'a fait reprendre des recherches géomé-
triques interrompues depais bien des années. J'ai pensé que M. Pon-
ccUt avait dû employer une sphère pour surface auxiliaire ; et, en
elFet, ce moyen qui s'est présenté aussi à la pensée de M. Bobil-
lier m'a conduit à un grand nombre de résultats curieux. Je me
hâte de consigner ici ceux de ces résultats qui sont relatifs à la

diamétraux parallèles seront les conjugues; 4»° s* l 'o n change la direction
commune de ces plans diamétraux parallèles , la courbe à double courbure
décrira une surface du troisième degré ; 5.° enfin , cette surface sera le lieu
des centres de toutes les surfaces initiales,

IL Tant de surfaces du second ordre qu'on voudra étant inscrites à un,
même corps octoèdre , i.° leurs centres sont situés sur une même droite;
*.° leurs plans diamétraux conjugués à des diamètres parallèles toucheut tou$
une seule et même surface de troisième classe.
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géométrie plane et à l'égard desquels M. Bobilîier ne s'est pas ren-
contré avec moi. J'en omettrai la démonstration , toujours facile à
établir au moyen de la théorie des polaires réciproques , et j7ap-
pelerai cercle directeur le cercle par rapport auquel on prend les
pôles et polaires des droites et des points donnés,

!. Je dois commencer par énoncer nn principe dont il ne se trouve
aucun indice ni dans la lettre citée de M. Ponceiet, ni dans le mé-
moire de M. Bobilîier, et qui cependant est d'une application indis-
pensable dans les recherches dont il est question ici, c'est le suivant :

Le centre de la polaire réciproque % d'une surface S du second or-
dre , relative à une surface directrice D , n'est autre que le pôle
relatif à D du plan polaire du centre de D , pris par rapport à
S , considérée comme surface directrice*

2. Voici un autre principe qui n'est guère moins utile que ce-
lui qui précède :

Six points en involution sur une droite ont, pour plans polaires
réciproques i six plans se coupant suivant une même droite et cou-
pant une transversale rectiligne quelconque en six points qui sont
eux-mêmes en involution (*).

Il en est de même pour quatre points en proportion harmonique»
3* Quelques lignes de calcul font voir que,
Si trois surfaces du second ordre ont les mêmes courbes d'in-

tersection ? elles couperont toute transversale rectiligne en six points
qui seront en involution ;

Donc , si trois surfaces du second ordre sont inscrites à une
même surface dêveloppable de cet ordre , et que9 par une droite
prise arbitrairement} on leur mène trois couples de plans tangens ^
ces plans couperont toute transversale rectiligne en six points qui
seront en involution»

(*) Voy. , pour la définition des involutîons , la pag. 181 du XVIÏ.e volume
du présent recueil.
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4- Je passe , Monsieur , à l'objet principal de cette lettre , qui

est de faire une application spéciale de la théorie des polaires ré-
ciproques aux propriétés des coniques confocales.

Une des plus caractéristiques de ces propriétés ? c'est que les deux
rayons vecteurs d'un même point font des angles égaux avec la tao-
gente en ce point ; ce qui revient encore à dire que les rayons vec-
teurs ? menés d'un même foyer aux points de contact de deux tan-
gentes parallèles , font des angles respectivement égaux avec ces tan-
gentes. C'est cette propriété qui va nous faire découvrir la nature
de la polaire réciproque fTiui cercle relative à un autre cercle*

La courbe polaire P d'un cercle C , relative à un cercle direc-
teur D 5 aura son centre (1) sur la droite qui joint les centres des
deux cercles C et D ; et cette droite sera un diamètre principal de
P , puisque tout est égal de part et d'autre.

Deux tangentes au cercle C ont pour pôles deux points de sa
polaire P , et les tangentes à cette courbe en ces points ont pour
pôles les deux points de contact sur C. La corde qui joint ces deux
points a pour pôle l'intersection des deux tangentes à P. Les trois
rayons menés du centre de D 5 aux deux points de contact sur P
et au point de coucours des tangentes en ces points sont perpen-
diculaires sur les deux tangentes à C et sur la corde de contact ;
or , cette corde fait des angles égaux avec les deux tangentes ; le
troisième rayon fait donc aussi des angles égaux avec les deux au-
tres. La polaire réciproque P d'un cercle C jouit donc de cette pro_
pûété que, si 5 par le centre du cercle directeur D 5 on mène des
rayons vecteurs à deux de ses points , et un troisième au point
de concours des tangentes en ces deux points , ce dernier fera des
angles égaux avec les deux autres. Donc , si les deux tangentes
sont parallèles, le troisième rayon leur sera parallèle, et fera des
angles égaux avec les rayons menés aux points de contact; donc,
si deux tangentes à la polaire P de C sont parallèles , les rayons
menés du centre du cercle directeur D aux points de contact fe-
ront des angles égaux avec le's deux tangentes ; or , c'est là la
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prîété caractéristique d'une conique ; donc enfin la polaire réci-
proque dun cercle, par rapport à un autre cercle , est une coni-
que qui a pour joyer le centre du cercle directeur.

5. Toutes les fois que le centre du cercle directeur D sera ex-
térieur au cercle C, on pourra par ce centre lui mener deux tan-
gentes dont les pôles , situés à l'infini , seront des points de la
polaire réciproque D , qui sera ainsi une hjperbole.

Si le centre du cercle directeur D est sur la circonférence du cer-
cle C 5 le centre de la polaire P sera (r) situé à l'infini; cette po-
laire sera donc une parabole.

Si donc le centre de D est intérieur à C , la polaire P sera une
ellipse; car elle n'aura aucun point à l'infini.

Venons présentement aux applications.
6. Le sommet d'un angle constant et mobile 9 dont les cotes pas-

sent constamment par deux points fixes , décrit un arc de cercle ;
Donc ? si un angle de grandeur invariable tourne autour de son

sommet dans le plan de deux droites fixes , la droite qui joindra
les points d'intersection respectifs de ses côtes avec ces deux droi-
tes enveloppera une conique qui aura pour joyer le sommet jixe de
P angle mobile.

7. Les normales à un cercle concourent toutes en un même point ;
Donc f la tangente à une conique et la droite menée par le foyer,

perpendiculairement au rayon vecteur qui passe par le point de con-
tact , concourent en un point dont le lieu est une ligne droite.

On reconnaît ici la directrice de la courbe; de sorte que la di-
rectrice de la polaire réciproque P d'un cercle C 7 relative au cer-
cle directeur D, est la polaire du centre C 5 du moins en prenant
pour fojer le centre de D.

8# Deux cercles n'ont que deux intersections , extrémités d'une
corde commune, perpendiculaire à la droite qui joint leurs centres ;

Donc ? deux coniques qui ont un foyer commun ne sauraient avoir
que deux tangentes communes réelles. Les droites menées du foyer
commun au point de concours des deux tangentes et au point de
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concours des deux directrices sont perpendiculaires Tune à Vautre.

9» Tous les cercles tangens à la fois à deux cercles donnés ont
leurs centres sur deux coniques ;

Donc , quand deux coniques ont un foyer commun , les direc-
trices de toutes les coniques tangentes à ces deux-là, et de même

foyer qu elles , enveloppent deux autres coniques.
On transporte facilement, aux coniques qui ont un foyer commun

toutes les propriétés des cercles qui se touchent, la description d'un
cercle qui en touche à la fois trois autres donnés , etc. ; etc.

io Si plusieurs cercles ont une corde commune , leurs centres se^
ront en ligne droite ; et , si on leur circonscrit des angles ayant leurs
sommets au même point, les cordei de contact concourront en un
autre point;

Donc v si plusieurs coniques de même foyer sont inscrites à un
même angle, leurs directrices relatives à ce foyer concourront en
un même point ; et si on les coupe toutes par une transversale rec~
tiligne , les pôles de cette transversale, relatifs à ces coniques, se-
ront en ligne droite ; d'où il suit que les centres des coniques se-
ront aussi en ligne droite,

if. Si l'on mène à deux cercles quatre tangentes parallèles, les
droites qui joindront les points de contact sur Tuu aux poiins de
contact sur l'autre passeront par leurs deux centres de similitude ;

Donc , deux coniques ayant un foyer commun , si on leur mène
quatre tangentes par leurs points d'intersection avec un même
rayon vecteur mobile , les tangentes à la première rencontreront
les tangentes à la seconde en des points dont le lieu géométrique
sera le système de deux droites\

Cette proposition n'est qu'un cas particulier d'une belle propriété du
système de deux coniques qu'on peut démontrer directement.

12. Lorsque deux cercles ne se coupent pas , il existe, sur la
droite qui joint leurs centres, deux points qui jouissent de ces deux
propriétés remarquables, savoir : i.° qu'une même droite est à la
fois polaire de ces deux points par rapport aux deux cercles \ 2.° que ,
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si l'on mène une tangente commune aux deux cercles , les droites
menées de l'un ou de l'autre de ces deux points aux deux points
de contact seront perpendiculaires l'une à l'autre.

En faisant la transformation polaire de manière que l'un des deux
points dont il s'agit soit le centre du cercle directeur, on obtien-
dra ce théorème connu :

Deux coniques de même foyer se coupent orthogonalement.

i3. Les droites qui divisent les angles d'un triangle en deux par-
ties égales concourent toutes trois en un môme point, centre du
cercle inscrit ;

Donc , un triangle étant arbitrairement inscrit à une conique f et
des rayons vecteurs étant menés du foyer à ses trois sommets, les
droites qui divisent , en deux parties égales, les angles des rayons
çecteurs rencontrent respectivement ces trois mêmes côtés en trois
points qui appartiendront à la directrice.

Voilà donc un moyen très-simple de construire la directrice d'une
conique, lorsqu'on connaît son foyer et trois points de son périmètre.

14. La comparaison des triangles, dans la figure que nécessite cette
construction , prouve d'ailleurs que les perpendiculaires abaissées des
poiuu de la courbe sur la directrice sont proportionnelles aux rayons
vecteurs de ces points ;

Donc , les distances des points dune conique à sa directrice
sont proportionnelles aux distances des mêmes points à son foyer.

15. Lorsque la conique a deux foyers, elle a aussi deux direc-
trices , et les distances des points de la courbe à la seconde direc-
trice doivent être encore dans le même rapport avec les distances
des mêmes points au deuxième foyer , puisque tout est symétrique
de part et d'autre du centre ; donc la somme ou la différence des
rayons vecteurs menés d'un même point de la courbe aux deux
foyers doit être égale à la distance entre les deux directrices mul-
tipliées par une constante ;

Donc , dans une conique à deux foyers, la somme ou la diffè-
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rence des rayons vecteurs des divers points de la courbe doit être
une quantité constante.

16. Les perpendiculaires élevées sur les milienx des trois côtés
d'un triangle concourent en un même point , centre du cercle
circonscrit;

Donc, pour inscrire à un triangle une conique qui ait un foyer
en un point donné sur son plan y on mènera de ce point un rayon
vecteur à Vun des sommets du triangle. On construira une quatrième
harmonique à ce rayon vecteur et aux deux cotés qui comprennent
ce sommet 5 laquelle sera coupée par la perpendiculaire menée au
rayon vecteur , par le foyer , en un point de la directrice ; on
pourra, par de semblables constructions , construire deux autres
points de cette directrice , et dès lors le problème pourra être
réputé résolu.

17. Les centres de quatre cercles qui touchent respectivement trois
à trois les côtés d'un quadrilatère sont sur une même circonférence ;

Donc ? si quatre coniques du même foyer sont telles que chacune
d'elles passe par trois des quatre sommets d'un même quadrilatère,
leurs quatre directrices toucheront une cinquième conique de même
foyer que les quatre autres.

18. Les tangentes menées à plusieurs cercles concentriques > d'un
même point de leur plan , ont leurs points de contact sur un même
cercle passant par le centre commun des autres et par le point
dont il s'agit ;

Donc, si Ton coupe 5 par une transversale quelconque , tant de
coniques qu'on voudra de même joyer et de même directrice 5 et
qu'on mène des tangentes à ces courbes , par les points où elles
coupent cette transversale , toutes ces tangentes envelopperont une
nouvelle conique , de même foyer que les premières , touchant à
la fois la transversale et la directrice commune.

Etc. 5 etc., etc.
Kice , le 18 janvier 1828.
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GEOMETRIE DE SITUATION.

Mémoire sur les propriétés des systèmes de
sections coniques , situées dans un même plan ;

Par M. CHASLES } ancien élève de l'Ecole polytechnique.

/VV\iVY\/V\/\\?V\\\'\!\\/\rW\

1VJL PONCELET paraît être le premier qui ait publié des recherches
sur les propriétés du systèmes de deux coniques quelconques ,
situées d'une manière quelconque dans un même plan ; propriétés
fort remarquables, comme on peut le prévoir d'après celles du sys-
tème de deux cercles. Je m'étais occupé, lorsque j'étais encore a
l'école polytechnique, c'est à-dire dès i8 i3 , de l'étude des coni-
ques semblables et semblablement situées. J'en ai dit quelques mots
dans la Correspondance de M. Hachette ( tom.ll l* pag. 326) , où
j'ai fait voir que leurs propriétés sont tout-à-fait analogues à cel-
les des cercles.

En m'occupant postérieurement des applications de la théorie des
polaires réciproques, j'ai reconnu que cette théorie offrait un moyeu
très-facile de traiter les questions relatives au système de deux co-
niques quelconques, situées dans un même plan y en les ramenant,
par une méthode générale , à des coniques semblables et sembla-
blement situées.

Exposer cette méthode, et en faire connaître les principales ap-
plications , tel est l'objet que je me propose dans ce qu'on va lire.
Elle est différente de celle de M. Poncelet, bien que j'y emploie
la théorie des polaires réciproques, qui offre un des points les plus

Tarn. XFIII, n.° 1 0 , i .< r avril 1828, '5g
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remarquables de son bel ouvrage. Je prie d'ailleurs M. Poncelet de
m'excuser si 5 me rencontrant arec lui dans quelques résultats, je
néglige de le faire remarquer. Mon excuse est que, me trouvant ici
momentanément et seulement depuis peu de jours, je n'ai s^us la
main aucune des ressources qui me seraient nécessaires pour rem-
plir envers lui un devoir de justice et de convenance , auquel je me
garderais bien de me soustraire dans des circonstances plus favora-
bles.

Considérations préliminaires.

1. On a tellement étudié, dans ces derniers temps, les propriétés
de deux ou d'un plus grand nombre de cercles tracés sur un même
plan, qu'on peut aujourd'hui considérer ces propriétés comme géné-
ralement connues des géomètres; elles se trouvent d'ailleurs déve-
loppées avec beaucoup de détail dans un mémoire de M. Gaultier,
de Tours , faisant partie du XVI.e cahier du Journal de l'Ecole
polytechnique ? ainsi que dans plusieurs endroits des Annales de
Mathématiques (*)• II doit donc suffire à notre but de rappeler ici
sommairement celles d'entre elles sur lesquelles nous aurons le plus
fréquemment besoin de nous appuyer.

2. Deux cercles étant tracés sur un même plan , si on leur mène
quatre tangentes parallèles de direction arbitraire , les points de
contact de ces tangentes seront les quatre sommets d'un quadrila-
tère dont deux côtés opposés seront des diamètres des deux cer-
cles ? tandis que le point de concours des deux autres côtés op-
posés, ainsi que celui des diagonales seront deux points fixes, iu-
dépendans de la direction commune des tangentes ; ces points se-

(*} Voy. notamment loin. XIII , pag. 193 , et tom. XVII , pag. a85.
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ront les points de concours des deux couples de tangentes com-
munes, tant extérieures qu'intérieures aox deux cercles, si ces deux
cercles sont extérieurs l'un à l'autre Ces mêmes pniuts sont, ce,qa*on
appelle, les centres de similitude des deux cercles; d'où l'on voit
que , pour que le point de concours de deux tangentes communes
soit un centre de similitude , il est nécessaire que les cercles soient
inscrits tous deux dans l'un des quatre angles formés par ces tan-
gentes , ou que l'un d'eux étant inscrit dans l'un de ces angles ?

loutre le soit dans son opposé au sommet.

3 Si , par lïui ou l'autre des deux centres de similitude de deux
cercles on leur mène une sécante commune mobile, les quatre tan-
genfes menées aux deux cercles en leurs points d'intersection avec
cette sécante, formeront un parallélogramme , dont deux sommets
opposés, qui seront les pôles de la sécante relatifs aux deux cer-
cles , seront en ligne droite avec le centre de similitude dont il
s'agit, et décriront les polaires de ce centre, relatives aux deux cer-
cles , tandis que les deux autres sommets opposés du parallélo-
gramme , décriront une droite fixe, indépendante du centre de si-
militude qu'on aura choisi , laquelle sera la corde commune aux
deux cercles, lorsque ceux-ci se couperont. Cette droite est ce qu'on
appelle luxe radical des deux cercles.

4. Si, par un point mobile sur l'axe radical de deux cercles on
leur mène quatre tangentes , leurs points de contact seront les quatre
sommets d'un quadrilatère dont deux côrés opposés , seront les polai-
res du point mobile, relatives aux deux cercles , tandis que les deux
autres côtés opposés du quadrilatère iront concourir en l'un des
centres de similitude, et les deux diagonales à l'autre.

5, Les polaires des deux centres de similitude de deux cercles ,
prises par rapport à ces cercles , sont ce qu'on appelle leurs polai-
res de similitude , et il y en a deux pour chaque cercle. Ce sont
quatre droites parallèles entre elles et à Taxe radical, par rapport au-
quel elles sont symétriquement situées ̂  de manière que la distance
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entre les deux polaires relatives à l'un des cercles se trouve être
égale à la distance entre les deux polaires relatives à l'autre.

6. Trois cercles, situés dans un même plan , ont deux à deux trois
axes radicaux concourant en un même point qu'on appelle leur
centre radical, et six centres de similitude distribués trois à trois
aux intersections de quatre droites qu'on appelle leurs axes de
similitude,

7. Nous pourrions démontrer directement , d'une manière pure-
ment géométrique , à l'aide de la doctrine des projections stéréo-
graphiques, que ces diverses propriétés du système de deux et trois
cercles appartiennent généralement au système de deux coniques
quelconques , semblables et sernblablement disposées ; mais , pour
ne point étendre ces préliminaires outre mesure , nous regarderons
cette vérité comme admise ; elle est évidente , au surplus 5 pour
des ellipses semblables et semblablement disposées , qui peuvent
toujours être projetées orthogonalement suivant des cercles.

8. Pour éviter les périphrases, nous dirons à l'avenir de deux
coniques tracées dans un même plan , qu'elles sont homothciiques r

pour exprimer qu'elles sont à la fois semblables et semblablement
disposées ; nous abandonnerons d'ailleurs très-volontiers cet adjec-
tif , si Ton nous en oflre un autre plus convenable.

9« Deux coniques homothétiques ont donc , comme deux cer-
cles, deux centres de similitude points de concours soit de deux
côtés opposés soit des deux diagonales d'un quadrilatère dont les
sommets sont les poiuts de contact des quatre tangentes parallèles
de direction arbitraire, lesquels sont aussi les points de concours,
toujours réeb, de leurs tangentes communes, réelles QU imaginai-
res ; eu ne prenant toutefois, pour tangentes d'une même couple, que
celles qui touchent les 4eux courbes de la même manière. Elles
ont aussi deux couples de polaires de similitude toutes parallèles >
tellement situées que la distance entre celles qui appartiennent à
Tune des deux courbes est égale à la distance entre celles qui ap-
partiennent k l'autre ; eltes ont enfin un axe radical , lieu de deux
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commets opposés du parallélogramme variable dont les côtés sont
des tangentes à quatre points des deux courbes en ligne droite avec
l'un quelconque de leurs deux centres de similitude. Cet axe ra-<
dical, parallèle aux deux couples de polaires de similitude, et éga-
lement distant des unes et des autres, est la droite, toujours réelte,
qui contient les deux points d'intersection 3 réels ou imaginaires des
deux courbes.

10. On sait qu'en général deux coliques, situées dans un même
plan , ont quatre points d'intersection , réels ou imaginaires ; mais
lorsque deux coniques sont homothétiques , deux de ces quatre
points passent à l'infini, de sorte qu'il n'en reste au plus que deux
d'accessibles, réels ou imaginaires. Cela se voit évidemment pour
deux hyperboles; et Je calcul l'indique également pour deux ellip-
ses. Il est aisé de voir que, réciproquement, deux coniques dont deux
des quatre points d'intersection sont situés à l'infini, sont par cela
même deux coniques homothétiques.

S. 11.

"Exposition de la méthode.

11. Considérons deux coniques quelconques, tracées sur un même
plan , et concevons que Ton construise la figure polaire réciproque
de leur système , relative à une conique directrice quelconque , ayant
son centre au point de concours de deux tangentes communes,
tellement choisies d'ailleurs que les deux courbes soient Tune et .
l'autre inscrites dans l'un des angles formés par ces tangentes, ou
que l'une de ces courbes soit inscrite dans l'un de ces angles et
l'autre dans son opposé au sommet. La polaire réciproque sera ,
comme l'on sait, le système de deux autres coniques dont tous les
points seront les pôles des tangentes aux deux premières, tandis que
les points de contact auront, à l'inverse, pour polaires les tangen-
tes aux différens points des deux dernières»
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Les intersections des deux proposées auront donc pour polaires

les tangentes communes à leurs polaires réciproques , dont les in-
tersections seront, à l'inverse , les pôles des tangentes communes
,3ux deux premières.

Or ? deux de ces tangentes communes , passant par le centre de
la conique directrice , doivent avoir leurs pôles à l'infini ; donc,
des quatre intersections des coiiiques polaires réciproques des
proposées doivent être situées â l'infini, d'où il résulte que ces po-
laires sont homothétiques. On a donc ce théorème foudamental :

12. Deux coniques quelconques , situées d'une manière quelcon-
que dans un même plan , et rapportées à une ami que directrice
ayant son centre au point de concours de deux tangentes commu-
nes aux deux courbes , ont pour polaires réciproques deux coni-
ques homothétiques.

Mais il ne faut pas perdre de vue , dans l'application de ce théo-
rème ( 2 , 9 ) , que les deux tangentes communes doivent être choi-
sies de telle sorte que les deux coniques soient inscrites dans le
même angle ? ou Tune dans un angle et l'autre dans son opposé au
sommet.

13. Or , il peut ici se présenter trois cas : i.°Si les deux cour-
bes sont extérieures l'une à l'autre , elles auront quatre tangentes
communes et deux seulement de leurs six points d'intersection pour-
ront être pris pour centres de la conique directrice; 2.0 si les deux
courbes se coupent en deux points , elles n'auront que deux tan-"*
gentes communes , et conséquemment aucune difficulté n'aura lieu ;
3.° enfin 5 si les deux courbes se coupent en quatre points , elles
auront de nouveau quatre tangentes communes ; tuais alors chacun
de leur six points de concours pourra être pris pour centre de la
conique directrice.

\4» Si Ton prenait pour centre de la conique directrice le point
de concours de deux tangentes telles que les deux courbes se trou-
vassent inscrites dans deux angles consécutifs, leurs polaires réci-
proques ne seraient plus des coniques homothétiques 9 mais deux
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hyperboles qui, ayant leurs asymptotes respectivement parallèles ,
auraient bien 5 à la vérité, deux intersections à l'infini, mais qui,
lors même qu'elles seraient équilatères , et conséquemment sembla-
bles, ne seraient pas semblablement disposées; les angles des asymp-
totes qui contiendraient les courbes n'étant pas alors de même di~
rtction,

15. On voit donc que le système de deux coniques quelconques p

Situées comme on le voudra dans un même plan , est toujours po~
ïaire conjugué du système de deux coniques homothètiques, situées
"dans ce plan. Cette considération va nous conduire rapidement à
la découverte des propriétés les plus remarquables du système de
deux coniques quelconques. Pour plus de clarté et de brièveté, nous
appellerons système primitif y le système de ces coniques , et sys-
tème transformé le système des coniques homothètiques dont il est
Je polaire réciproque. *•

§. m-

Propj^iétés de deux coniques quelconques.

16. Soient menées aux deux courbes du système transformé , qua-
tre tangentes parallèles de direction arbitraire ; leurs points de con-
tact seront (9) les sommets d'un quadrilatère 5 dont deux côtes op-

**posés concourront à l'un des centres de similitude, tandis que ses
deux diagonales concourront à l'autre. Le polaire réciproque de ce
quadrilatère, dans le système primitif, sera un autre quadrilatère
dont les côtés seront quatre tangentes aux deux courbes ayant leurs
points de contact aux pôles des quatre tangentes parallèles du sys-
tème transformé , et les deux couples de sommets opposés de ce
quadrilatère devront être constamment sur deux droites fixes polai-
res des deux centres de similitude du sjstème transformé. D'un au-
tre côté ? les quatre tangentes du système transformé étant paral-
lèles, leurs pôles, points de contact des côtés du quadrilatère piï-
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mitif doivent être en ligne droite avec le centre de la conique di-
rectrice , point de concours de deux tangentes communes aux cour-
bes de ce système ; on a donc ; dabord , immédiatement , puis par
la théorie des polaires réciproques , les deux théorèmes que voici :

17. Si une droite mobile , sur 17. Si un point mobile , sur le
le plan de deux coniques quel- plan de deux coniques quelcon*
eonques, tourne autour du point ques , parcourt une corde com-~
de concours de deux tangentes mune à ces courbes , de manière
communes à ces courbes , de ma- à pouvoir être le point de départ
ni ère à les couper en quatre points ; de quatre tangentes ; les points
les tangentes aux quatre points de contact de ces quatre tangen-
d'intersection seront telles que les tes seront tels que les quatre droi-
quatre points de concours des tan- tes qui joindront les points de con~
gentes à l'une des courbes avec tact sur l'une des courbes avec
les tangentes à Vautre s décriront les points de contact sur Vautre f

le système de deux droites Jixes ; concourront en deux points Jixes ;
lesquelles seront des cordes corn- lesquels seront les points de con-
rnunes , si les deux courbes se cours des tangentes communes >

coupent. si les deux courbes ne se cou*
pent pas.

i8« Dans le cas ou les deux courbes du système primitif ont
quatre tangentes communes, si au point de concours des tangentes
d'une même paire on substitue le point de concours des tangentes
de l'autre paire, on retrouvera encore les deux mêmes droites
fixes, £n effet, ce deuxième point de concours est le pôle de la
corde commune aux deux courbes du système transformé ; et Ton
sait (4) que les quatre points de contact des tangentes issues d'un
point de cette corde commune , sont les sommets d'un quadrilatère
dont deux cotés opposes concourrent en l'un des centres de simi-
litude et les deux diagonales à l'autre ; don il suit que les polai-
res de ces points de contact, dans le système primitif, lesquelles
ne sont autre chose que les tangentes menées aux deux cour-
bes , aux quatre points où elles sont coupées par la droite issue du
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point de concours des tangentes communes, doivent se couper deux
à deux sur les deux droites fixes, polaires des centres de simili-
tude du système transformé.

On verra pareillement, à l'aide de la théorie des polaires réci-
proques , que , dans le cas où les deux courbes se coupent en qua-
tre points 5 soit qu'on prenne pour corde commune celle qui joint
deux quelconques de ces points, on qu'où prenne au contraire celle
qui joint les deux autres , l'application du second des théorèmes
(17) conduira toujours aux deux mêmes points fixes.

Ces droites fixes qui , lorsque deux courbes se coupant, en sont
des cordes communes , ont été appelées par M. Ponceîet, dai& le
cas contraire 5 des cordes communes idéales , ce qui pourrait faire
penser qu'alors ces droites disparaissent, tandis qu'elles ont une exis-
tence réelle dans tous les cas , et qu'il n'y a alors d'imaginaires
que les intersections des deux courbes. D'un autre côté, la déno-
mination ai axes radicaux ne saurait convenir ici où il n'est plus
question de cercles. En conséquence, en attendant qu'on ait trouvé
pour ces droites , qui jouent un rôle très-important dans la théo-
lie des sections coniques, une dénomination plus convenable , je
les appelerai des axes de syrnpiose , à raison de leurs propriétés
relatives aux tangentes issues de leurs différeras points. Quant au*
point de concours des tangentes communes, choisies comme il a-
été expliqué ci-dessus ( 2 , 9 , 14 )> comme la dénomination de*
centre de similitude ne saurait leur convenir, lorsqu'il s'agit de so~
niques quelconques , ou môme de coniques semblables qui ne se-
raient pas semblablement disposées, nous continuerons k les appe-
ler, avec M. Ponceîet , des centres d'homologie. Le centre d'ho-
mologie , dans Je système primitif, est donc le pôle de l'axe ra-
dical du système transforme , tandis que ses axes de symptose sont
les polaires des deux centres de similitude de ce second système.

Au moyen de ces dénominations,, nos deux théorèmes (17) peu*--
vent être énoncés plus brièvement comme il suit :

19. Tous les quadrilatères dont 19. Tous les quadrilatères qm:

Tom. XVIII. 4o
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les côtés touclient deux coniques ont leurs sommets aux quatre
aux quatre points où elles sont cou- points de contact de deux coni-
pées par une droite menée arbi- ques avec leurs tangentes issues
trairementpar leur centre d'homo- d'un même point de leur axe de
logie ont leurs quatre sommets sur symptose ont leur quatre côtés
les deux axes de symptose de ces concourant aux deux centres d*ho-
deux courbes , pourvu qu'on ne mologie de ces deux courbes ,
prenne , pour aucun sommet, le pourvu qu'on ne prenne, pour au^
point de concours de deux tan- cun côté v une droite contenant les
génies à la même courbe* deux points de contact d'une même

courbe.
20. M. Poncelet a discuté très-clairement l'existence des centres

d'homologie et des axes de symptose , et nous ne saurions mieux;
faire que de renvoyer , sur ce sujet, à son Traité des propriétés
projectives* On y verra que , quand deux coniques se coupent en
quatre points, elles ont, comme nous l'avons déjà vu (i3) , six cen-
tres d'homologie , qui sont les six intersections deux à deux de
leurs quatre tangentes communes, et six axes de symptose, qui
sont les six droites qui joignent deux à deux leurs quatre points
d'intersection. On peut alors appeler centres d'homologie conjugués
deux centres d'homologie qui n'appartiennent pas à une même tan-
gente , et axes de symptose conjugués , ceux qui ne concourren*
pas en un même point commun aux deux courbes.

Dans tous les autres cas , ou les deux courbes ne se coupent pas
ou bien nfont que deux points d'intersection , il n'y a que deux
axes de symptose et deux centres d'homologie seulement ; et ces
droites et ces points ont toujours une existence réelle. La raison
analytique de ce fait est que lej trois systèmes d'axes de symptose
conjugués, ainsi que les trois systèmes de centres d'homologie con-
jugués , sont donnés par une même équation du troisième degré
qui a nécessairement une racine réelle , au moins ; mais qui n'en
a qu'une seule de réelle lorsqu'elles ne le sont pas toutes les trois.

On sait ( 3 5 4 ) ^ u e ? daus ^e système transformé, toute droite
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qui contient l'un des centres de similitude , a ses pôles relatifs aux
deux courbes en ligne droite avec ce même centre , et que tout
point situé sur l'axe radical a le point de concours de ses polai-
res relatives aux deux courbes sur ce même axe. En repassant
donc au système primitif, on aura ces deux théorèmes:

2.1. Les polaires de tout point 21. Les pèles de toute droite
situé sur Vun des axes de symp- qui passe par tun des centres
tose de deux coniques, prises re- d'homoïogie de deux coniques ,
lativement à ces courtes , vçnt pris relativement à ces courbes ,
concourir sur ce même axe* sont en ligne droite avec ce même

centre,,

Or, comme Ton sait, avec la règle seulement , construire la
polaire d'un point donné ou le pôle d'une droite donnée , par
rapport à uue conique quelconque , il s'ensuit qu'avec la règle seu-
lement ? on peut résoudre ces deux problèmes.

22. Etant donné un seul des 22. Etant donnée une seule des
points d'un axe de symptose de droites qui contiennent un centre
deux coniques , construire un au- d'homologie de deux coniques ,
tre point de cet axe , et par suite construire une autre droite qui
cet axe lui-même ? le contienne également , et par

suite ce centre lui-même ?

23. L'axe de symptose étant 23. Le centre d'homologie étant
ainsi construit, on en pourra con- ainsi construit, on en pourra con-
clure (ig) les deux centres d'ho- dure (19) les deux axes de symp-
mologie correspondais , et en- tose correspondans, et ensuite 9

suite , au moyen de l'un d'eux } au moyen de l'un d'eux , le cen-
l'axe de symptose conjugué. tre d'homoïogie conjugué.

Ainsi , pour déterminer deux Ainsi , pour déterminer deux
axes de symptose conjugués, il centres d'homologie conjugués , il
suffit simplement de connaître un suffit simplement de connaître une
des points de la direction de l'un droite qui passe par l'un d'eux,
d'eux.
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11 faut pourtant excepter le cas II faut pourtant excepter le

où le point donné serait un point où la droite donnée sérail une tan-
conunun aux deux courbes , car gente commune aux deux cour-
alors la construction se trouve- Les , car alors la construction se-
rait en défaut. rait en défaut.

La raison analytique de ce fait, est qu'alors le point donné ou
la droite donnée se trouvant appartenir à la fois aux trois couples
d'axes de symptose ou de centres d'homologie conjugués , le pro-
blème doit alors s'élever au troisième degré , et n'être plus dès
lors résoluble avec la ligne droite et le cercle. Le cas où5 au con-
traire , le problème se résout par les élémens , doit répondre à quel-
que circonstance particulière dans les équations du troisième degré.

24. Les axes de sympîose de deux coniques , sont des lignes fort
importantes, puisqu'elles font connaître les points d'intersection des
deux courbes , et que ces points d'intersection donnent la solution
de tout problème déterminé qui admet plus de deux solutions sans
en admettre plus de quatre , lors même qu'un tel problème est
étranger à la géométrie. On aurait donc beaucoup étendu le do-
maine de la géométrie, si l'on parvenait à construire, par la ligne
droite et le cercle, les axes de symptose de deux coniques ; on
saurait alors résoudre les problèmes qui admettent trois et quatre
êolutionSj comme ou sait résoudie ceux qui n'en admettent que
deux.

2.5. Algébriquement parlant ; chacun des trois systèmes d'axes de
sjmptose est une conique qui passe par les quatre points d'inter-
section , réels ou imaginaires ? des deux courbes proposées. On
pourra donc les déterminer comme il suit: Soient M=zo9 31/-=o
les équations des deux courbes \ l'équation commune à toutes coniques
passant par les quatre mêmes points sera M-\-\M/z=io ; et il s'agira
de déterminer À de telle sorte que le premier membre de cette
dernière équation se décompose en deux facteurs rationnels du pre-r
mier degré ? ce qui conduira à une équation du troisième degré
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en A. Les trois systèmes d'axes de symptose de deux coniques fai-
sant ainsi partie des coniques qu'on peut faire passer par les points
d'intersection de ces deux là , ces systèmes d'axes doivent jouir des
propriétés communes à toutes ces courbes,

Avant d'aller plus loin, faisons remarquer quelques relations har-
moniques qui existent entre deux axes de symptose conjugués et
les deux centres d'homologie correspondans , relations qu'il peut
être utile de connaître.

On sait que ? dans deux coniques homothétiques (9) , Taxe radi-
cal est également distant des deux polaires de similitude qui ré-
pondent à un même centre ; il en résulte ces deux théorèmes :

26. Les pôles delun des axes 26. Les polaires de Vun des
de symptose de deux coniques centres d'homologie de deux co-
quelconques ? pris par rapport à niques quelconques , prises par
ces courbes } divisent harmonique- rapport à ces courbes 7 forment
ment la droite qui joint les deux un faisceau harmonique avec les
centres d'homologie relatifs à cet deux axes de symptose relatifs
axe. à cet axe.

Ces deux propositions serviront à résoudre la question suivante :

27. Etant donnés un axe de symptose et un centre d'homolo-
déterminer laxe de symptose et le centre d'homologie con-

jugués ?
Nous ne nous sommas occupés , dans ce qui précède , que de

la propriété principale du système de deux coniques , laquelle con-
siste dans l'existence des axes de symptose et des centres d'homo-
iogie ; mais ii en est d'autres moins importantes qui se rattachent
à celles-là , et qu'un déduira également de la considération des co-
niques homothétiques.

Par exemple , de ce que les centres de figure et les centres de
similitude de deux coniques homothétiques sont quatre points en
ligne droite, ii en résultera les propositions suivantes:
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28. Les polaires relatives à 28. Les pôles relatifs à deux

deux coniques de deux centres coniques de deux axes de symp-
dhomologie conjugués l'un à Vau- tose conjugués l un à Vautre et
ire et les deux axes de symp- les deux centres d'homologie qui
tose qui leur répondent , sont leur répondent y sont quatre points
quatre droites qui concourent en qui appartiennent à une même
un même point. droite.

Pareillement , de ce qu'un point situé à l'infini , sur Taxe radical
de deux coniques homothétiques a pour polaires dans les deux cour-
bes ? la droite qui joint leurs centres de similitude, il en résultera
les propositions suivantes qui n'en font proprement qu'une seule :

2g. La droite qui joint des 29. Le point de concours des
centres d'hornologie conjugués de axes de symptose conjugués de
deux coniques a pour pôle coin- deux coniques a pour polaire com-
mun ? dans les deux courbes y le mune ? dans les deux courbes ? la
point de concours des axes de droite qui joint les centres dlio-
symptose conjugués correspon- mologie conjugués correspondant
dant à ces deux centres à ces deux axes.

3o. Si donc oa construit deux triangles dont l'un ait pour ses
sommets les points de concours des trois couples d'axes de symp-
tose conjugués de deux coniques , et dont l'autre ait pour cotés
les droites qui joignent leurs trois couples de centres dliomologie
conjugués, les sommets du premier triangle seront, pour l'une et
l'autre conique , les pôles communs respectifs des côtés correspon-
dans du second , lesquels seront à l'inverse , pour ces deux cour-
bes , les polaires communes respectives des sommets correspondans
du premier. Ces deux triangles pourront quelquefois se réduire à
un point et une droite , mais ils pourront aussi avoir une existence
effective, dans le cas même où les deux coniques n'auront qu'un
seul système d'axes de symptose et un seul système de centres d'ho-
mologie.
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Propriétés des séries de coniques qui ont un
centre d'homologie ou un axe de symptose
commun.

3i. Occupons-nous présentement des séries de coniques qui ont
un centre d'homologie commun ou un axe de symptose commun.
Il nous suffira de nous occuper ici des séries de coniques de la
première de ces deux sortes ; tout ce qui concerne les autres pourra
être déduit de ce que nous aurons dit de celles-là ? à l'aide de
la théorie des polaires réciproques.

En prenant le centre d'homologie commun pour centre de la
conique directrice , toutes les polaires réciproques de ces courbes se-
ront des coniques homothétiques; leurs propriétés dépendront d'ail-
leurs des conditions particulières auxquelles elles se trouveront as-
sujetties ; et , avec les modifications convenables, ces propriétés se-
ront transportables aux coniques proposées.

Par exemple , on sait (6) que les cordes communes à trois co-
niques homothétiques prises deux à deux concourent toutes trois
en un même point ; d?ou on conclura les propositions suivantes :

3.2. Si trois coniques, ont un 32. Si trois coniques ont un
centre d'homologie commun , les axe de symptose commun , les
centres d'homologie conjugués à axes de symptose conjugués à ce-
celui-là* dans les trois courbes, lui-là , dans les trois courbes ,
appartiendront à une même droite» concourront en un même point.

De ce que trois coniques homothétiques ont (6), prises deux à deux ,
six centres de similitude , distribués trois à trois aux intersections
de quatre droites, il en résultera ce qui suit :

33, Si trois coniques ont un 33. Si trois coniques ont un axe *
centre d'homologie commun } leurs de symptose commun , leurs six
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six axes de symptose conjugués , centres d'homologie conjugués , re-
relatifs à ce centre , passeront latifs à cet axe, seront distri-
trois à trois par les quatre me- hués trois à trois aux iniersec-
mes points. tions de quatre droites*

On sait que si , du centre radical de trois coniques homothéti-
ques, on mène des tangentes à ces courbes , leurs six points de con-
tact appartiendront à une quatrième conique qui leur sera homo-
thétique , et qui aura ce point pour centre. De là résulte ce qui
suit :

34. Si trois coniques ont un 34* Si trois coniques ont un
centre d'homologie commun , la axe de symptose commun , et que ,
transversale qui contiendra leurs du point de concours des trois
trois centres d'homologie conju~ axes de symptose conjugués à ce-
gués à celui-là , les coupera en lui-là, on mène des tangentes à
six points dont les tangentes en- ces courbes, leurs six points de
velopperont une quatrième coni- contact appartiendront à une qua-
que qui aura pour centre d'ho- trième conique qui aura pour
mologie , avec chacune des trois axe de symptose avec chacune des
autresPle centre d'homologie com- trois autres l'axe de symptose
mun. La transversale sera la po- commun* Le point de concours
laire de ce centre , relativement des tangentes sera le pôle de cet
à cette quatrième conique , con- axe , relativement à cette qua-
si dérée comme directrice* trième conique considérée comme

directrice.
35. Quand deux coniques se touchent , il est manifeste que leur

point de contact est un de leurs centres d'homologie, et quedeur
tangente commune en ce point est un de leurs axes de symptose. En
appliquant cette remarque aux précédens théorèmes, on en obtien-
dra de nouveaux qui correspondront aux théorèmes sur le con-
tact des courbes homothétiques. En voici quelques exemples.

Deux coniques étant homothétiques , toutes les coniques qui leur
sont tangentes et homothétiques ont leurs centres sur deux autres
coniques , et leurs centres de similitude avec Tune et l'autre des
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deux proposées sont aussi sur deux autres coniques, De là résul-
tent les conséquences suivantes :

36. Si tant de coniques qu'on
coudra sont toutes tangentes à
deux coniques données 9 et ont
pour centre d'homologie avec el-
les un des centres dhomologie de
ces deux courbes , toutes les po-
laires de ce centre , dans cette
suite de coniques , envelopperont
deux nouvelles coniques ; et les
axes de symptose de ces mêmes
coniques avec Tune et Vautre des
deux proposées envelopperont en-
core deux autres coniques.

36. Si tant de coniques quon
voudra sont toutes tangentes à
deux coniques données , et ont
pour axe de symptose avec elles
un des axes de symptose de ces
deux courbes , tous les pôles de
cet axe , dans cette suite de co-
nique 5 seront situés sur deux nou-
velles coniques ; et les centres
d'homologie de ces mêmes coni-
ques avec lune et Vautre des deux
proposées seront encore situés sur
deux autres coniques*

On sait ( Annales 9 tom. XVII, pag. 3OQ ) que les droites qui
joignent Je centre radical de trois coniques homothétiques aux pô-
les de l'un quelconque de leurs axes de similitude , pris tour à
lour par rapport à chacune d'elles, les coupent aux points de con-
tact avec elles de deux autres coniques qui leur sont homothéti-
ques. Il n'en faut pas davantage pour résoudre les deux problè-
mes suivans :

37, PROBLÈME. Etant don-
nées trois coniques qui ont un
centre commun d'homologie, dé-
crire une quatrième conique qui,
les touchant toutes trois , ait avec
elles ce même centre d'homologie
commun ?

3 7 . PROBLÈME. Etant don-
nées trois coniques qui ont un
axe de symptose commun ? décrire
une quatrième conique qui, les
touchant toutes trois , ait avec
elles ce même axe de symptose

commun

Solution. Déterminez (3a) la Solution. Déterminez (02) le

Tom. XVIII. 4t
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transversale qui contient les con- point de concours des conjugues,
jugués, relatifs aux trois courbes relatifs aux trois courbes , de Taxe
du centre d'homologie commun; de symptose commun; détermi-
déterminez aussi (33) les quatre nez aussi (33) les quatre droites
points de concours des six axes qui contiennent les six centre»
de symptose , conjugués deux à d'homologie , conjugués deux à
deux, relatifs à ce centre com- deux, relatifs à cet axe commun ;
mun ; les polaires relatives aux en joignant, par trois droites, le
trois courbes de l'un quelconque point de concours des trois axes
de ces quatre points de concours de symptose aux polaires de l'une
couperont la transversale en trois quelconque des quatre droites re-
points tels que , si de chacun latives aux trois courbes; ces trois
d'eux on mène deux tangentes à droites les couperont respective-
la conique correspondante , les mement aux six points où elles
points de contact seront les six seront touchées par deux des co-
points où elles seront touchées niques qui résolvent le problème*
par deux des coniques qui ré~
solvent le problème.

En opérant tour à tour sur les En opérant tour à tour surks
quatre points de concours des six quatre droites qui contiennent les
axes de symptose, comme nous ve- six centres d'homologie , comme
nons de le prescrire pour l'un nous venons de le prescrire pour
d'eux, on obtiendra les huit so- Tune d'elles, ou obtiendra les huit
iutions dont le problème est sus- solutions dont le problème est
çeptible. susceptible»

s. v.

Propriétés des systèmes de coniques qui satis-
font à quatre conditions.

38. Occupons-nous présentement de la recherche des principales
propriétés d'un système de coniques qui satisfont à quatre condi-



DE CONIQUES. ->95
tiens donnéesy telles que de passer par des points ou de toucher
des droites données. Nous avons ici cinq cas à considérer; maïs,
à l'aide de la théorie des polaires réciproques , il nous suffira de
nous occuper des deux premiers et de la moitié des considérations
relatives au troisième, pour pouvoir immédiatement en déduire
tout le reste.

Considérons d'abord le cas où toutes les coniques touchent quatre*
droites données Remarquons en premier lieu que 9 si tant de coni-
ques homolhétiques qu'on voudra , ont deux points communs 7 leurs
polaires réciproques seront toutes tangentes aux deux mêmes droi-
tes ? polaires de ces deux points; mais elles ont, d'autre part, pour
centre diiomologie commun, le centre de la conique directrice ; elles
auront donc deux centres d'homologie communs , ou ? en d'autres
termes, elles seront inscrites à un même quadrilatère.

Or , quand des coniques homothétîques passent toutes par ie$
deux mêmes points ,

i.° Leurs centres de figure sont en ligne droite.

2.° Leurs centres de similitude sont sur cette droite,

3.° Si op leur circonscrit des angles ayant le sommet commun ?

leurs cordes de contact concourront en un même point ; en ou-

tre , la droite qui joindra ce dernier point au sommet commun

sera divisée en deux parties égales par la corde commune à toutes

les coniques ; enfin , cette droite sera divisée harmoniquement par

chacune de ces courbes.

4.° ï^ifiu , si on les coupe par une transversale , les pôles de cette
droite, relatifs à toutes ces courbes , appartiendront à une nouvelle
conique.

On conclut de là ces deux théorèmes :

3g. THÉORÈME. Si tant de 3g. THÉORÈME. Si tant de
coniques qu'on coudra sont ins- coniques qu'on voudra sont €Îr-
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crites à un même quadrilatère ;
i.° les polaires de chaque cen-
tre d'homologie de ces courbes
concourront en un même point ;
2.° les axes de symptose de ces
courbes, relatifs à ce centre,
passeront par ce même point ;
3.° si Von tire une transversale
droite arbitraire, ses pôles ? dans
toutes les coniques , appartien-
dront à une même droite ; en ou-
tre , cette droite et la transver-
sale diviseront harmoniquement
la distance entre deux centres
d'homologie conjugués, et forme-
ront un faisceau harmonique avec
les tangentes menées à l'une quel-
conque de ces courbes par leur
point d'intersection ; 4»° enfin ,
si Ion fait d'un point arbitraire
le sommet commun d'une suite
d'angles circonscrits à ces cour-
bes f les cordes de contact enve-
lopperont toutes une même coni-
que.

On peut ajouter encore que f

si\ par le sommet commun des an-
gles circonscrits , on fait passer
une transversale droite mobile ,
la droke, lieu de ses pôles relatifs
à toutes ces courbes, enveloppera
cette même dernière conique.

EMES
conscrites à un même quadrila-
tère ; i.° les pôles de chaque axe
de symptose de ces courbes ap-
partiendront à une même droite ;
2.0 les centres d'homologie de ces
courbes , relatifs à cet axe , seront
sur cette même droite ; 3.° si d'un
même point arbitraire , comme
sommet, on circonscrit des an-
gles à toutes ces coniques , leurs
cordes de contact concourront tou-
tes en un même point ; en outre $

les droites menées du point de
concours de deux axes de symp-
tose conjugués à ce point et au
sommet commun formeront, avec
ces axeS) un faisceau harmonique\
et la droite qui joindra ces deux
mêmes points sera coupée har—
moniquement par toutes les cour-
bes ; 4»° enfin , si ton mène une
transversale arbitraire 9 ses pôles
relatifs à toutes ces courbes ap~
pariiendront à une înême coni-
que.

On peut ajouter encore que,
si un point se meut sur la trans-
versale 9 le point de concours des
polaires de ce point relatives à
toutes ces courbes décrira cette
même dernière conique*
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Si , dans le système de coniques homothétiques , on prend pour

sommet commua des angles circonscrits, le centre même de laco-
nique directrice 7 les cordes de contact auront, pour pôles relatifs à
cette conique directrice ? les centres des coniques inscrites au qua-
drilatère ; et alors la troisième partie du théorème deviendra cette
proposition connue de Newton :

4.0. Les centres de toutes les coniques qui ont deux centres d'ho-
mologie communs appartiennent à une même droite qui passe par
le milieu de celle qui joint ces deux centres dhomologie.

On parvient "encore à cette proposition, en supposant, dans la
troisième partie du théorème, que la transversale pusse à l'infini.

La troisième partie de l'un et de l'autre théorèmes contient im-
plicitement une propriété assez remarquable du système de qua-
tre droites ou de celui de quatre points , qui paraît n'avoir point
encore été signalée ; voici en quoi elle consiste :

4t. Six points étant distribues
trois à trois aux intersections
de quatre droites » et ceux qui
ri appartiennent pas à la même
droite étant joints deux à deux
par trois droit es ; toute trans-
versale coupera ces dernières en
trois points tels que leurs quatriè-
mes harmoniques appartiendront
toutes trois à une même droite.
En outre cette dernière droite et
la transversale formeront un fais-
ceau harmonique avec les droi-
tes qui iront de leur point de
concours aux deux extrémités de
ïune quelconque de nos trois droi-
tes.

4i . Six droites passant trois
à trois par quatre points donnés ,
et celles qui ne passent pas par
le même point concourant deux
à deux en trois autres points ; si
de chacun de ces points on mène
trois droites à un même point
quelconque de leur plan 5 les qua~-
trièmes harmoniques de ces droi-
tes concourront toutes trois en un
même point. En outre 9 la droite
qui joindra ce dernier point au
premier sera coupée harmonique-
ment par les deux droites qui
passent par Vun quelconque de
nos trois points.
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Si, dans le premier de ces deux théorèmes , on suppose que la

transversale passe à l'infini , on obtiendra ce théorème connu :

4^, Les milieux des diagonales d'un quadrilatère complet ap-
partiennent tous trois à une même droite.

Il est facile de voir que , si plusieurs coniques homothétiques pas-
sent par les deux mêmes points % et qu'on les coupe toutes par une
autre conique qui leur soit homothétique, les cordes d'intersection
passeront par un même point et auront leurs pôles respectifs ? re-
latifs à ces coniques, sur une même nouvelle conique. On conclut
de là ces deux théorèmes :

43. Tant de coniques qu'on 43. Tant de coniques qu'on vou-
voudra étant inscrites à un qua- 4ra étant circonscrites à un même
drilatère , si on les coupe tou- quadrilatère, si on les coupe tou-
tes par une autre conique , tan- tes par une autre conique r pas-
gente à deux des cotes de ce sant par deux des sommets de
quadrilatère , et quon détermine ce quadrilatère , et qu'on mène
les points de concours des deux des droites par les deux autres
autres tangentes communes à cette points communs à cette dernière
dernière conique et à chacune conique et à chacune des pre-
des premières ; i.° tous ces points mières; i.° toutes ces cordes corn-'
de concours appartiendront à une munes concourront en un même
même droite ; 2.* leurs polaires point ; 1.* leurs pôles respectifs 9

respectives , relatives aux coni~ relatifs au& coniques proposées,
ques proposées, envelopperont tou- appartiendront tous à une nou-~
tes une nouvelle conique. celle conique*

On pourrait déduire de nouveau de ces deux derniers théorèmes
la quatrième partie de ceux que nous avons énoncé plus haut (3g) ;
mais cela nous entraînerait dans des détails de peu d'intérêt.

Enfui , si plusieurs coniques homothétiques passent par les deux
mêmes points , et qu'on les coupe par deux autre:» coniques qui
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leur soient homothétiques, les cordes communes à ces deux der-
nières coniques et à chacune des autres se couperont en un point
qui sera sur la corde d'intersection de ces deux dernières, et les po-
laires des points ainsi déterminés , respectivement relatifs à ces co-
niques , envelopperont une même nouvelle conique. De là résultent
ces deux théorèmes :

44» 1&nt de coniques quon 4(- Tant de coniques qu'on
poudra étant inscrites à un même coudra étant circonscrites à un
quadrilatère , si Von trace deux même quadrilatère, si Von trace
autres coniques qui soient tangen- deux autres coniques qui passent
tes à deux des cotés de ce quadri- par deux des sommets de ce qua—
latère , et quon détermine le point drilatère et qu'on joigne par
de concours des deux autres tan- des droites les deux autres points
gentes communes à chacune de ces communs à chacune de ces deux
deux dernières et à toutes les au- dernières et à toutes les autres f

très, en joignant ensuite deux à en prolongeant ensuite deux à
deux par des droites les points deux jusqu à leurs points de con-
de concours co^respondans ; i.° cours les droites correspondantes ;
ces droites concourront toutes en i.° ces points appartiendront tous
un même point fixe 9 point de à une même droite Jixe , corde
concours des tangentes communes commune aux deux dernières co~
aux deux dernières coniques ; niques ; 2,° leurs polaires res—
2.0 leurs pôles respectifs , dans pectines , dans les premières co-
les premières coniques 9 appariien- niques , envelopperont toutes une
dront tous à une même conique. même conique*

Passons maintenant à la considération des coniques tangentes à
trois droites et passant par un point donné. Pour cela , considérons
des coniques homothétiques toutes tangentes à une même droite
et passant par un même point. On verra facilement ;

x.° Que le lieu de leurs centres est une conique.

2.0 Que les pôles d'une même droite quelconque relatifs à ces
courbes appartiennent à une autre conique.
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3.° Que les polaires d'un même point quelconque relatives à
ces courbes enveloppent une troisième conique.

De là résulteront ces deux théorèmes :

45. THÉORÈME. Si tant de 45. THÉORÈME. Si tant de
coniques qu'on coudra sont tan- coniques qu'on voudra passent
génies aux trois mêmes droites par les trois mêmes points et ton-
et passent par un même point ; client une même droite; i.° les
i.° les droites qui joignent deux points de concours deux à deux
à deux les points de contact de des tangentes à ces courbes par
ces courbes avec deux quelcon— deux quelconques des trois points
ques des trois tangentes commu- communs appartiennent tous aune
nés enveloppent une conique ; z? conique ; 2° les polaires^ d'un
les pôles dune transversale quel- même point quelconque , relatives

conque $ relatifs à toutes ces co- à toutes ces coniques , envelop-
niques, appartiennent tous à une pent une autre conique ; 3.° en-

autre conique ; 3.° enfin 9 les po- Jïn, les pôles d'une transversale
laires d'un point quelconque , re- quelconque 9 relatijs à ces mêmes
latives à ces mêmes coniques , en- coniques , enveloppent une troi—
veloppent une troisième conique. sième conique.

Considérons enfin une série de coniques touchant deux droites
données et passant par deux points donnés. Il nous suffira ; pour
cela, de rechercher les propriétés d'une série de coniques homo-
thétiques toutes inscrites à un même angle. Or ? il est facile de voir
qu'alors :

i.° Les cordes de contact de ces courbes avec les côtés de l'an-
gle sont toutes parallèles.

2.0 Les cordes d'intersection de ces coniques deux à deux sont
aussi parallèles entre elles et aux cordes de contact.

3.° Enfin les polaires d'un même point, relatives à ces courbes ,
enveloppent une conique.
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De là résulte ce double théorème :

46. THÉORÈME, Si tant de coniques qu'on voudra touchent
toutes les deux mêmes droites et passent toutes par les deux mêmes
points ;

i.° Les sommets des angles cir- i.° Les cordes de contact de
conscrits dont la corde de con~ Vangle circonscrit commun con-
tact sera la corde commune , ap~ courront toutes en un mêmepoint ;
partiendront à une même droite ;

z.° Les tangentes communes à 2.0 Les cordes communes à ces
ces courbes, deux à deux , iront courbes , deux à deux , passe*
concourir sur cette droite ; ront toutes par ce point ;

3.° Enfin, les pôles d'une même 3,° Enfin , les polaires d'un
droite quelconque, relatifs à ces point quelconque 5 relatives à ces
courbes s appartiendront à une courbes, envelopperont une même
même conique. conique.

Dans un prochain article, nous examinerons ce que deviennent
ces divers théorèmes, lorsque quelques-unes des coniques qu'on y
considère se réduisent à des droites ou à des points.

Tom. XFIIL
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QUESTIONS PIIOFOSEES.

Théorè me sur le quadrilatère complet ;

Proposé à démontrer par M. J. STEINER , géomètre, de
Berlin (*).

\JCATRE droites A, B 9 C 5 D , se coupant deux à deux en six points f

et se trouvant conséquent nient comprises dans un même plan.

i.° Ces quatre droites, prises trois à trois, forment quatre trian-
gles tels que les cercles circonscrits passent tous quatre par un
même point P.

2,0 Les centres a, (3 , y , §, de ces quatre cercles se trouvent,
avec le point P , à la circonférence d'un cinquième cercle.

(•) Bien que nous nous soyons abstenus jusqu'ici de désigner les auteurs
des nombreuses questions proposées dans nos livraisons, nous sentons tou-
tefois que , lorsque ces questions consibtent dans des théorèmes de quelque
importance, ce peut être alors un acte de justice ou tout au inoins de
convenance.

Nous saisirons donc, avec plaisir, celte occasion de déclarer que l'élégant
théorème démontré par M. Leuthéric, à la page 366 de notre XVII.e vo-
lume , nous a été indiqué par M. W, H. TALBOT , de la Société philosophi-
que de Cambridge.
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3,* Les pieds des perpendiculaires abaissées du point P sur les

directions de À , B , C , D s appartiennent tous quatre à une même
droite R , et cette propriété appartient exclusivement au point P.

4.° Les points de concours des perpendiculaires abaissées des
sommets sur les directions des côtés opposés , dans les quatre trian-
gles (*.°) appartiennent à une même droite Ry.

5.° Les droites R et R' sont parallèles 9 et la droite R passe
par le milieu de la perpendiculaire abaissée du point P sur R''.

6.° Les milieux des diagonales du quadrilatère complet formé
par les quatre droites A, B , C , D , appartiennent tous trois à
une même droite R" ( Newton ).

7.0 La droite R" est perpendiculaire commune aux deux droi-
tes R , R'.

8.° Peur chacun des quatre triangles (i,°) il y a un cercle ins-*
crit et trois cercles exinscrits f ce qui fait en tout seize cercles ;
dont les centres sont quatre à quatre sur une circonférence, de
manière à donner naissance à huit nouveaux cercles*

9 0 Ces huit nouveaux cercles se partagent en deux groupes tels
que chacun des quatre cercles de l'un de ces groupes, coupe or-
thogonalement tous les cercles de l'autre groupe ; on en conclut que
les centres des cercles des deux groupes ŝont sur deux droites per-
pendiculaires Tune à l'autre.

io.° Enfin ces deux dernières droites se coupent au point P ,
mentionné ci-dessus,

Autres théorèmes de géométrie.

( Par le même ).

I. Si Ton décrit trois cercles A , B , C , de manière que chacun
d'eux touche un des côtés d'un triangle et les prolongeniens des
deux autres, et si Ton décrit ensuite trois autres cercles A1', W ,
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C ; , de manière que chaucun d'eux touche deux des trois premiers
extérieurement et le troisième intérieurement, ces trois derniers se
couperont en un même point P , et les droites qui joindront ce
point P aux centres des trois premiers seront respectivement per-
pendiculaires aux trois côtés du triangle.

II. Si l'on décrit quatre sphères A, R, C , D , de manière que
chacune d'elles touche une des faces d'un tétraèdre et les prolon-
gemens des trois autres, et si Ton décrit ensuite quatre autres sphè-
res A /

? B / , C , D ' , de manière que chacune d'elles touche trois
des quatre premières extérieurement et la quatrième intérieurement y

ces quatre dernières se couperont en un même point P ? et les droi-
tes qui joindront ce point P aux centres des quatre premières se-
ront respectivement perpendiculaires aux quatre faces du tétraèdre*



PROJECTIONS STEREOGRAPHIQUES. 3U5

GEOMETRIE PURE.

Mémoire sur les projections stéréographiques,
et sur les coniques homothétiques ;

Par M. CHASLES , ancien élève de l'Ecole polytechnique.

i avance , dans un précèdent mémoire ( pag. 277 ) , que les
propriétés des coniques semblables et semblablement disposées dans
un même plan étaient tout-à-fait analogues à celles d'un système
de cercles. Je me propose , dans ce qu'on va lire, de justifier cette
assertion. J'en prendrai occasion de donner quelques développemens
sur les projections stéréographiques dont l'emploi peut être d'an
très-utile secours dans la géométrie. Ce sujet a déjà été traité, d'un-e
manière fort élégante, par M Dandelin , dans la Correspondance ma-
ilièrnatic/ue et physique du royaumes des Pays-Bas ( Annales, tom.
XVI, pag. 3:22 ) ; mais M. Dandelim n'a considéré uniquement que
les projections stéréographiqaes des cercles de la sphère , tandis que
ce qu'on lit dans la Correspondance sur TEcole polytechnique
( tom* lïi , pagr 16, 1814 ) ? et le contenu de ma lettre à M. Ha-
chette , insérée dans sa Géométrie à trois dimensions ( 1817 ) ,
prouve que depuis long-temps j'ai envisagé la question d'un manière
beaucoup plus générale , en considérant les projections stéréographi-
ques des sections planes, faites dans une surface quelconque du se-
cond ordre.

i» Soient C , CJ deux sections planes faites dans une surface du

Tom. XFIII, n.° 11, i . e r mai 1828. &
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second ordre. On sait que , par ces deux sections , on peut toujours
faire passer deux surfaces coniques S, S ' , qu'on peut aussi circons-
crire à cette surface deux autres surfaces coniques 2 7 2 ; qui la
touchent respectivement suivant les courbes C, C ; , et que les som-
mets de ces quatre cônes appartiennent à une même droite, po-
laire conjuguée de l'intersection des plans des courbes C, C

On sait de plus que si, par le sommet de l'un des deux cônes
S, $' et par l'intersection des deux plans C , C , on conduit un
plan , ce plan aura pour polaire, dans ce même cône, la droite qui
contient les quatre sommets, c'est-à-dire, en d'autres termes , que
toutes les sections faites dans ce cône , parallèlement à ce plan ,
auront leurs centres sur cette droite.

Il est évident , en outre , que toutes les sections faites dans
la surface du second ordre et dans l'un et l'autre des deux cô-
nes S, S ' , parallèlement au plan de Tune ou de l'autre des cour-
bes C , C/ seront semblables à cette courbe et seront disposées de
la même manière qu'elle ; d'où il résulte qu'elles seront aussi sem-
blables et semblablement disposées entre elles.

Ces choses ainsi entendues, supposons que l'une des courbes C,
C / , la courbe C' , par exemple, se réduise à un point P , ou, en
d'autres termes , que son plan devienne un plan tangent en P à
la surface du second ordre , il n'y aura plus alors qu'un seul S
des deux cônes S, S; , lequel aura dès lors son sommet eu ce même
point P ; et tout plan parallèle au plan tangent en P , qui repré-
sente , dans ce cas particulier , le plan de la courbe C7, coupera
encore le cône S et la surface du second ordre suivant deux cour-
bes semblables et semblablement disposces.

Présentement, le plan qui passait par le sommet du cône S/ et
par la commune section des deux courbes C , C étant devenu le
plan tangent lui-même , et la droite polaire de ce plan , par rap-
port au cône S , qui contenait les quatre sommets , étant devenue
celle qui jouit le point P au sommet du cône circonscrit 2 , sui-
vant la coui-be C , ce sera actuellement cette dernière droite qui
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contiendra les centres de toutes les sections faites dans le cône S ,
parallèlement au plan tangent en P. On a donc ce théorème qu'on
peut regarder comme fondamental.

2. THÉORÈME. L'œil étant placé en un quelconque des points
dune surface du second ordre, et le plan du tableau étant paral-
lèle au plan tangent à cette surface en ce point ;

i.° Toutes les courbes planes, tracées sur la surface du second
ordre dont il s'agit , se projeter ont sur le tableau suivant des cour-
bes semblables et semblablement situées , tant entre elles que par
rapport à Vintersection de la surface du second ordre avec le plan
du tableau ;

2é° Les projections de ces diverses courbes, sur le plan du tableau,
auront respectivement pour centres les projections, sur ce tableau,
des sommets des cènes circonscrits à la surface du second ordre
suivant ces mêmes courbes.

J'avais publié la première partie de ce théorème en l'endroit cité
de la Correspondance , et je donnai, dans l'ouvrage de M. Hachette,
une démonstration analytique de la seconde, parce que cette dé-
monstration convenait mieux à la destination qui lui était affectée,

3» Si l'on prend pour le sommet commun des cônes de projection ,
lieu de l'œil , Tune des extrémités de l'un des deux diamètres, lieux
des centres des sections circulaires de la surface du second ordre
dont il s'agit , les projections de toutes les courbes planes tracées à
volonté sur cette surface , seront des cercles , comme dans la sphère ,
et les centfes de ces cercles seront les projections des sommets des
cônes circonscrits à cette surface suivant les courbes projetées.

Cette dernière propriété peut trouver une utile application dans
le tracé des cartes géographiques ou uranographiques ? parce qu'elle
offre un moyen fort simple de déterminer les centres des cercles
que Ton doit y tracer. Tout se réduit alors, en effet, à détermi-
ner le sommet d'un cône circonscrit à la sphère suivant un cercle
donné, et l'on sait que ce sommet se trouve sur le prolongement
du rayon perpendiculaire au plan du cercle de contact, à une dis-
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tance du centre de la sphère, troisième proportionnelle à la distance
de ce centre au plan du cercle et ati rayon de cette même sphère.

4- On sait qu'il existe, pour la sphère, une autre propriété bien
précieuse aussi , dans le tracé des cartes , laquelle consiste en ce
que les protections stèrèographiques de deux cercles se coupent sous
le même angle que ces cercles eux-mêmes ; mais cette propriété
cesse d'avoir lieu pour une surface quelconqii€ du second ordre ;
ou 9 pour mieux dire , il n'y a ; pour une telle surface, que trois
directions de la corde commune pour lesquelles elle puisse avoir
lieu. Elle tient , en eiïet, pour la sphère, comme Ta fait voir M.
Dandelin à l'endroit cité, à ce que deux cercles qui se coupent sur
une telle surface se coupent sous le même angle , en leurs deux
intersections , attendu qu'eu conduisant un plan diamétral perpen-
diculaire à la corde commune , tout se trouve égal de part et d'au-
tre de ce plan. Mais , dans une surface quelconque du second or-
dre , le plan diamétral conjugué à la corde commune à deux sec-
tions planes étant mené t les lingentes aux deux courbes concour-
ront bien deux à deux sur ce plan , également distant des sommets
des deux angles; mais les angles de ces tangentes ne seront égaux ,
pour toutes sections planes passant par les deux mêmes points, qu'au-
tant que la corde qui les joindra sera perpendiculaire à son plan
diamétral conjugué, c'est-à-dire, qu'autant que la corde commune
sera parallèle à l'un des diamètres principaux , et que l'œil sera
placé en un point du périmètre de la section principale qui con-
tient les deux autres.

Dans tout ce qui va suivre, nous continuerons d'appeler coni-
ques homothèticjues des coniques semblables et semblablement dis-
posées dans un même plan.

5. THÉORÈME. Réciproquement 7 des coniques homothètiques étant
tracées dans un même plan , en ici nombre qu'on voudra , on pourra
toujours les considérer comme les projections stèrèographiques d'au-
tant de courbes planes tracées sur une même surface du second
ordre ; et leurs centres seront .alors les projections des sommets
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des cônes circonscrits à cette surface suivant ces mêmes courbes.
Démonstration. Soient , pour le prouver , C; , C" , C/;/, ..•• les corn-

qties homothétiques dont il s^agit. Sur leur plan , soit tracée arbitrai-
rement une nouvelle conique G , qui leur soit liomothétique , et par
laquelle sait fait passer, aussi arbitrairement une surface S du se-
cond ordre; en conduisant un plan tangent à cette surface , paral-
lèle à celui des coniques données C' , C/r/

 5 C
/i7, son point de

coiii-ict P sera celui où il faudra placer l'oeil pour que ces coni-
ques soient les projections stéréographiques d'une suite de courbes
planes tracées sur cette surface.

En effet, par le point P et par trois des points du périmètre
de Tune quelconque G' de ces coniques, soient menées trois droi-
tes; ces droites perceront la surface S en trois points qui appar-
tiendront à une section plane de cette surface, dont la projection
stéréographique sera, par ce qui précède (2) , nne conique liomo-
thétique avec C , et conséquemment avec C, dont le centre sera
la projection stéréographique du sommet du cône circonscrit à S sui-
vant cette section plane. Mais cette conique homothétique avec C
aura trois points communs avec elle ; elle ne sera donc autre chose
que C elle-même , puisque deux coniques homothétiques ne sau-
raient se couper en plus de deux points,

II suit de là, en particulier, que tant de cercles quon coudra y
tracés sur un même plan , peuvent toujours être considères comme
les projections sîérèographicjues d'un pareil nombre de sections pla~
nés faites dans une surface du second ordre , et leurs centres comme
les projections stéréographique? des sommets des cônes circonscrits
à cette surface, suivant ces mêmes sections planes (*).

(*) Ce principe partit ne pas être inconnu aux géomètres allemands, M.
Piucker l'invoque formellement , à la pag. 4? ^u présent volume , et M,
Steiner s'en appuyé également clans le mémoire dont nous avons donné
un entrait à la pag- 286 de notre XVIi.e volume, pour transporter ses cons-
tructions planes sur des ^surfaces quelconques, du second ordre.

4 r: *? ' L ' " ' J. D. G.
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6. Considérons les projections stéréographiques S , S; de deux cour-

bes planes S, S ' , tracées arbitrairement sur une surface U du se-
cond ordre. Par les deux courbes 2 î -2 / on peut faire passer deux
cônes C , c\ les projections de leurs sommets seront évidemment les
points de concours des tangentes communes aux deux coniques ho-
uiolhétiques S et S/ , si des tangentes communes peuvent leur être
menées. Dans tous les cas, ce seront leurs deux centres de simili-
tude, que nous désignerons par O et o*

Une arête quelconque de l'un des cônes C , c rencontre les deux
courbes 2 , %f en deux points pour lesquels les tangentes à ces cour-
bes sont toutes deux situées dans le plan tangent mené au cône par
cette même arête ; ces tangentes , quelle que soit d'ailleurs l'arête
que Ton considère sur le cône , se coupent donc en un point de
l'intersection des plans des deux courbes % , S / ; la projection de
l'arête du cône passe par le centre de similitude O ou o des deux
coniques homothétiques S, S / ; et les tangentes aux deux courbes
S, S se projètent suivant des tangentes à S , S ; aux points où
elles sont coupées par la projection de l'arête du cône ; ces deur
dernières tangentes doivent donc concourir sur une droite fixe, pro-
jection de la commune section des plans de 2 , %/ , corde commune
à S , S/, si elles se coupent , et , dans tous les cas, leur axe ra-
dical ou axe de symptose.

7. Ainsi, une sécante commune étant menée arbitrairement à deux
coniques homothétiques , par Vun ou Vautre de leurs deux centres
de similitude , les tangentes menées aux deux courbes , aux points
non homologues où elles sont coupées par cette sécante, concourent
constamment sur une même droite Jïxe , axe de symptose de deux
courbes.

Nous disons par deux points d'intersection non homologues, parce
qu'autrement les tangentes seraient parallèles et ne seraient pas les
projections des tangentes aux courbes S , 2 ; .

Soient toujours O , o les deux centres de similitude directe et
inverse des deux courbes homothétiques S, S'.
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Deux arêtes du cône C rencontrent la courbe S en deux points

a, b et la courbe 2 / en deux points a/, b1, et les droites ab , a/bf

se rencontrent en un point de la commune section des plans de 2 >
S ' , puisqu'elles sont toutes deux dans un même plan qui est ce-
lui des deux arêtes. Les deux tangentes à 2 , aux points a, b >
se rencontrent en un premier point et les deux tangentes à X/ ,
aux points af , bf, se rencontrent en un second point; ces deux
points seront sur une droite qui passera par le sommet du cône
C , car elle sera l'intersection des plans tangens à ce cône suivant
les deux arêtes dont il s'agit.

Eu faisant donc la projection , on obtiendra ce théorème :
8. Si y par un des deux centres de similitude de deux coniques

homotlièiicjues ) on conduit deux transversales rectilignes, telles que
chacune d'elles coupe chaque courbe en deux points ;

i.° La droite qui joindra deux des quatre points d'intersection
des deux transversales avec l'une des courbes, et la droite qui join~
dra les deux points d'intersection non homologues avec loutre courbe
iront concourir en un point de l'axe de symptose des deux courbes ;

2.° Le point de concours des tangentes menées à la première
courbe par les deux premiers points , et le point de concours des tan-
gentes menées à la seconde par les deux derniers, sont en ligne
droite avec le centre de similitude doù émanent les deux transver-
sales.

La réciproque de cette proposition sera également facile à établir.
L'axe de symptose de S , S/ est, comme on le voit, la projec-

tion de la commune section des plans 2 5 %
/ ; c'est donc la corde

commune lorsque les deux coniques se coupent.
Si , par un quelconque des points de Taxe de symptose des deux

courbes S, S/ , on leur mène quatre tangentes, ces tangentes se-
ront les projections des quatre tangentes menées aux deux cour-
bes S , 2 'par un même point de l'intersection de leurs plans, les-
quelles tangentes sont 9 deux à deux , dans l'un des deux plans tan-
gens menés par le même point aux deux cônes C , c ; en outre ce
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point sera le sommet dune surface conique circonscrite à U, con-
tenant les quatre tangentes , et par suite les quatre points de con-
tact*

9, Donc, si, par l'un quelconque des points de Taxe de symp-
tose de deux coniques homothètiques ? on mène quatre tangentes à
ces courbes ;

i.° Deux points de contact, pris sur les deux courbes , seront
toujours en ligne droite avec l'un des centres de similitude ;

2.0 Par les quatre points de contact on pourra faire passer
une conique homothètique avec les deux proposées, et cette dernière
aura son centre sur l axe de symptose des deux autres, au point
de départ des quatre tangentes.

Si Ton décrit une suite de coniques qui soient, par rapport aux
deux proposées , dans le même cas que celle que nous venons de
considérer en particulier, elles seront les projections des lignes de
contact d'une suite de surfaces coniques circonscrites à U , ayant
toutes leurs sommets à l'intersection des plans de S , X/ ; et les
plans de ces lignes de contact se couperont tous évidemment sui-
vant la droite qui joindra les sommets P , p des deux cônes C 3 c.

10. Donc , toutes les coniques homothètiques aux deux propo-
sées , passant respectivement par les quatre points de contact des
tangentes issues de divers points de leur axe de symptose , auront
pour axe de symptose commun la droite qui contient les centres
de similitude de ces deux-là»

Si le point de départ des quatre tangentes est Le point où Taxe
de symptose des deux courbes coupe une de leurs tangentes com-
munes ? la conique homothètique passera parles deux points de con-
tact de cette tangente commune; mais , parce que le centre de
cette troisième conique se trouve en ce même point d'intersection ,
ces deux points de contact se trouveront aux extrémités d'un même
diamètre.

11. Donc , taxe de symptose de deux coniques homothèiiques
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est également distant des polaires , relatives aux deux courbes
d'un même centre de similitude.

Considérons présentement, sur îa surface U , trois courbes pla-
nes S , S', S'; ; leurs plans se couperont deux à deux suivant trois
droites concourant en un même point. Si de ce point on mène des
tangentes aux trois courbes, les six points de contact seront sur la
ligne de contact du cône circonscrit qui aurait son sommet en ce
point,

12, Donc, les axes de symptose de trois coniques liomothèiiques,
prises deux à deux , concourent tous trois en un même point ?

Et si, de ce point, on mené des tangentes aux trois courbes;
les six points de conlart seront sur une conique qui leur sera ho—
moihètique ? et qui aura ce même point pour ccntrei

Soient C,c les deux cônes qui passent par S' et %n ; soient CJ
c/ les deux cônes qui passent par %/y et S ; et soient enfin C /7,
cu les deux cônes qui passent par % et %f ; on sait que les som-
mets de ces six cônes sont distribués trois à trois sur quatre droites,

13. Donc (6) 5 les six centres de similitude de trois coniques
homothetiques 9 prises tour à tour deux à deux , sont distribués
trois à trois aux intersections de quatre droites.

En d'autres termes, ces points sont les six sommets d'un qua-
drilatère complet; or, on sait que, dans un tel quadrilatère, les
milieux des trois diagonales sont en ligne droite ; donc 9 le milieu
de la distance entre les centres de similitude de S ; et S'7, le mi-
lieu de Tintervalle entre les centres de similitude de S'7 et S 9 et
enfin le milieu de l'intervalle entre les centres de similitude de S
et S', sont trois points qui appartiennent à une même droite.

Si Ton mène un plan tangent arbitraire à l'un des deux cônes
C>c7 il coupera la surface U suivant une courbe tangente à fa
fois à 2*' et %/f ; les points de contact seront sur une arête de ce
cône, et le sommet du cône circonscrit à la surface U ? suivant cette
courbe 9 sera sur Tune des deux courbes planes d'intersection des
surfaces coniques circonscrites à U , suivant les courbes X/ et 2".

Tom. XFIlh 44
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14« Donc, deux coniques étant 'homoihétiques , si tant de

ques homoihétiques avec elles quon voudra les touchent toutes deux ;
i.° Les deux points de contact seront en ligne droite avec Vun

des deux centres de similitude des deux proposées ;
3.0 Les centres de toutes ces coniques seront sur deux nouvelles

Coniques.
La première partie de cette proposition resuite aussi fort simple-

ment (i3) de ce que les deux points de contact sont des centres
de similitude.

Par chacune des quatre droites ar»x intersections desquelles se
trouvent situés les sommets des sis cûncs C ? c , G', c; , Cy/

 ? c
11 on

peut mener aux trois cônes qui y ont leurs sommets deux plans
tangens communs , lesquels couperont la surface U suivant deux
combes tangentes, à la fois, aux trois courbes S ? S', 2'' ; cVoà il
résulte que sur la surface U on peut, généralement parlant, tra-
cer huit courbes planes telles que chacune d'elles touche à la fois
les trois courbes %, X/, 2".

Parmi ces huit courbes , considérons , en particulier, celles que
déterminent les deux plans tangens conduits par la droite qui con-
tient les sommets des trois cônes C , C', C" ; l'une de ces courbes
touche les courbes %f

 5 %
n en deux points qui sont sur une même

arête du cône C 9 et l'autre touche les deux mêmes courbes en
deux points qui sont sur une autre arête de ce cône, d'où il suit -
que les quatre points de contact sont sur deux droites qui se cou*-
peut, et conséquemment dans un même plan , et que, par suite ,
la droite qui joint les deux points de contact sur %' et celle qui
joint les deux points de contact sur 2'v doivent se rencontrer eu
un iiiêrne point de l'intersection des plans de ces deux courbes.
Par une raison semblable, la droite qui joindra les deux points de
contact sur 2 devra rencontrer les deux autres, et , comme elle
n'est pas dans le même plan avec elles , elles devront concourir
loute» trois au point de concours des plans des trois courbes 2 ,
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Les tangentes à îa courbe S , aux points où les deux courbes

en question la touchent, devant être dans les plans de ces deux
dernières, et toutes deux dans le plan de cette courbe S , doi-
vent concourir en un point de l'intersection des deux plans , c'est-
à-dire , en un point de la droite qui contient les sommets des trois
cônes C, C / , C*7, et on n'en peut dire autant pour chacune des
deux autres courbes 2 / , S / ; .

15. Donc , i.° trois coniques homothètiques étant tracées dans
un même plan , il existe, généralement parlant , huit coniques
homothètiques avec elles qui les touchent toutes trois ;

i.° Ces huit coniques auront deux à deux pour axe de symp-
iose l'un des quatre axes de similitude des trois proposées ;

3.° La droite qui joindra les points de contact de ces deux co-
niques avec chacune des trois proposées passera par le point de
concours des axes de symptose de ces trois proposées ;

4.° Enfin 7 les tangentes en ces deux points de contact iront con-*
courir en un point de l'axe de similitude} axe de symptose des
deux coniques touchantes.

Il résulte de cette dernière proposition que la droite qui joindra
les deux points de contact avec l'une des deux proposées contien-
dra le pôle de l'un des quatre axes de similitude, et, comme elle
doit en outre passer par le centre radical, point de concours, des
trois axes de symptose , elle se trouvera complètement déterminée,

16. Lors donc que , trois coniques homothètiques étant tracées
dans un même plan , on demandera d'en décrire un quatrième qui,
leur étant homothétique , les touche toutes trois, on construira d'a-
bord le centre radical ou centre de symptose 5 et les quatre axes
de similitude des trois proposées } alors, en joignant le centre de
symptose aux pôles de l'un des axes de similitude relatifs aux pro-
posées par trois droites , ces droites les couperont respectivement
aux six points de contact de deux des courbes résolvant le pro-
blème. En répétant donc cette construction pour chacun des qua-
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tre axes de similitude, on obtiendra les huit solutions dont ce pro-
blème est susceptible (*).

Il pourrait se faire que . pour tout ou partie des quatre axes de
similitude , les droites qui doivent déterminer les points de contact
sur les trois proposées ne les rencontrassent pas toutes trois ; alors
le nombre des solutions s'en trouverait d'autant réduit, et, si cette
circonstance avait lieu pour les quatre axes de similitude, le pro-
blème serait tour à fait impossible.

D'après la remarque qui a été faite ci-dessus ( n ) ? on peut rem^
placer ce procédé par celui qui suit , lequel évite la construction
des axes de syrnptose,

17. Trois coniques homothétîgues S ? S' 5 S
7/ étant données, pour

déterminer ea quels points l'une d'elles 5 S
7 par exemple > doit être

touchée par deux des huit coniques hourjthétiques avec ceiles qui
les touchent toutes trois, on déterminera l'un des centres Q de si-
militude de S' et S/;

 ? et un des centres O/ de similitude de S et
Sr y les polaires de () et O' ? relatives à S7' , se couperont en un
point ; les polaires de O relatives à S' et de O/ relatives à S se
couperont en an autre point, et la droite qui joindra ces deux
points coupera S" aux deux points de contact cherchés (**).

18. Rien ne sera plus aisé que de modifier ces constructions de

(*) En supposant que les trois coniques données sont des cercles , on ob-
tiendra une nouvelle démonstration de la construction indiquée tom. XVII ,

ag, :>og , laquelle, comme Ton voit > n'est qu'un cas particulier de celle-là.
J. D. G.

(**) C'est sous cette forme (ine nous avions présenté la cor.s'.ruction re-
lative à trois cercles , dans les Mémoires de Tarin , pour 1814 * où nous avions
déjà observéqu'eile était applicable à des ellipses homothétiques ; si nous avons
iiuroJuil postérieurement ( Annales , tom. VII, pag. 289 ) L'emploi du cen-
tre radical, c'est uniquement pour pouvoir rendre la construction applica-
ble à trois cercles tracés sur une sphère.

J. D. G.
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înanière à les rendre propres au cas où quelqu'une des trois coni-
ques données deviendrait une droite ou un point ; il suffira seule-
ment de se rappeler les propositions suivantes, faciles à justifier;

i.° Les deux centres de similitude dune conique et d'un point
se confondent en un seul qui est ce point lui-même ; leur axe de
syrnptose est une parallèle à la polaire de ce point, relative à la
conique également distante de cette polaire et du point dont il
s agit ;

2.0 Les deux centres de similitude d'une conique et d'une droite
sont aux deux extrémités du diamètre de la conique conjugué à
la droite : leur axe de symptose est la droite elle-même ;

3»° Les centres de similitude de deux points sont deux harmo-
niques quelconques de ces deux points ; leur axe de symptose est
la perpendiculaire sur le milieu de la droite qui les joint ;

4* Les deux centres de similitude de deux droites parallèles se
.confondent en un seul situé à Vinfini ; leur axe de symptose est
une droite parallèle à leur direction et également distante de lune
et de l*autre.

A ces principes il faudra joiudra encore les suivans :
i .• Le pôle dune droite , par rapport à un point directeur, est

ce point lui-même ; la polaire d'un point , par rapport à un point
directeur 9 est une droite arbitraire menée par ce dernier point ;

2»° La polaire^d'un point, par rapport à une droite directrice ,
est cette droite elle-même ; le pôle 5 par rapport à cette même di-
rectrice d'une droite qui lui est parallèle, est un quelconque des
points de la directrice,

A l'aide de ces diverses remarques on résoudra ? pour les coni-
ques hoinoîhétiqaes ( 17 , 18 ) , les dix problèmes que Vie te , dans
son Àppolonius Gallus , s'est proposé de résoudre par rapport au
cercle ; avec cette différence qu'au lieu de ramener tour à tour ,
comme le fait Viète , les plus difficiles aux plus faciles, on obtien-
dra une solution directe pour chacun d'eux.

En employant ensuite la considération des polaires réciproques,
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comme nous l'avons fait dans notre précédent mémoire > c'est-à-dire 9

en prenant le centre d'homologie pour centre de la conique direc-
trice , on transportera ces constructions à des coniques quelconques ;
puis , par cette même théorie des polaires réciproques , employée
ensuite comme on le fait ordinairement > on parviendra à doubler
ces problèmes et leurs solutions. On obtiendra ainsi, par exemple,
la solution des problèmes suivans :

PROBLÈME. Étant données PROBLÈME. Étant donnés
une conique et deux tangentes à une conique et deux points de
cette courbe , décrire une autre cette courbe , décrire une autre
conique qui f touchant celle-là et conique , tangente à celle-là , qui
ses deux tangentes, satisfasse en la coupe en ces deux points , et
outre à deux autres conditions > qui satisfasse en outre à deux
prises parmi les suivantes ; Sa- autres conditions , prises parmi
voir : les suivantes ; savoir :

De passer par deux points don- De toucher deux droites don-
nés ; nées ;

De toucher deux droites don- De passer par deux points don-
nées ; nés ;

De passer par un point donné De toucher une droite donnée
et de toucher une droite donnée ? et de passer par un point donné ?

Soient tant de sections planes S , S ' , %fl , à la surface U
qu'on voudra, faites par des plans qui se coupent suivant une même
droite D ; si , par un point pris arbitrairement sur celte droite ,
on leur mène des tangentes , les points de contact seront tous sur
une conique dont le plan , quel que soit le point de départ des
tangentes sur la droite D5 passera par une droite fixe polaire con-
juguée de cette droite D et lieu des sommets des surfaces coni-
ques circonscrites à U , suivant les courbes 2 , S7, %tf,

j 9. Dgnc > si plusieurs coniques homothètiques ont un même axe
de symptose , et que, de Vun quelconque des point de cet axe on
leur mène des tangentes ̂  tous les points de contact de ces tangen-'
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tes appartiendront à une même conique homoihètique aux propo-
sées et ayant pour centre le point de départ des tangentes.

Si Von varie, sur taxe de sympiose 7 le point de départ des
tangentes ? les points de contact appartiendront à une série de co-
niques homothétiques entre elles et aux premières , ayant pour
axe de sympîose commun la droite qui contiendra les centres des
premières.

Si la droite D ne perce pas la surface U , sa polaire la percera
nécessairement en deux points, et ces points, qui seront les points
de coïitnct de cette surface avec les plans tangens , conduits par la
droite Dt/ pourront être considères comme deux courbes infiniment
petites comprises dans la série 2£ , 2 ' , Sy/,

20. Donc , si plusieurs coniques homothétiques ont un même axe
de sympiose sans se couper f les coniques , lieux des points de con-
tact des tangentes émanées des divers points de leur axe de symp-
îose , passeront toutes par les deux mêmes points Jixes, et pourront
être considérées comme deux coniques de la première série, rédui-
tes à des points.

Chacun de ces points jouit de cette propriété que ses polaires ,
relatives aux coniques de la première série , se confondent toutes en
une mêrr\e droite passant par Vautre point jixe.

En effet , Taxe de symptose de l'un de ses points et de l'une
quelconque de ces coniques est (n) à égale distance de ce point
et de sa polaire relative à cette conique ; or , cet axe de sympiose
est le même de quelque manière qu'on choisisse la conique, puis-
que toutes les coniques de la série eut par hypothèse un même
axe de symptose ; en outre, le second de ces deux points fait partie de
cette série, et la polaire du premier, par rapport à ce second point,
doit passer par ce point lui-même ; donc , chacun de ces deux points
a même polaire dans touteâ ess courbes ; et cette polaire passe par
l'autre point.

a i . Ces deux points jouissent encore de cette propriété que les
droites menées de l'un a eux aux deux points de contact d'une
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iangenie cotnmune à deux des coniques de la première série, sont
parallèles à deux diamètres conjugués de ces coniques, car nous
savons ( n ) que Taxe de symptose de ces deux coniques coupe la
tangente commune en un point également distant des deux points
de contact , lequel point sera par conséquent le centre d'une co-
nique homothétique aux proposées, passant par les deux points de
contact et en outre par les deux points fixes; ces deux points de
contact seront donc les extrémités d'un diamètre de la courbe, d'où
il suit que les droites menées de l'un quelconque des points de la
courbe, et conséquemment de l'un quelconque de nos deux points
fixes , aux deux points de contact, seront parallèles à deux diamè-
tres conjugués de cette courbe ; elles seront donc également paral-
lèles à deux diamètres conjugués des deux autres qui lui sont ho-
mothétiques.

En particulier , si les coniques sont des cercles , ces deux droi-
tes devront être perpendiculaires Tune à l'autre , comme nous l'a-
vons déjà remarqué page 274 ( n,° 12).

PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Essai sur un nouveau mode de recherche des
propriétés de Vétendue ;

Par M. BOBILLIER , professeur à l'Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur-Marne.

JLJA méthode de recherche que nous allons faire connaître est sus-
ceptible d'applications nombreuses et variées que nous nous pro-
posons de publier successivement. Nous choisirons , pour le présent,



D E R E C H E R C H E S G E O M E T R I Q U E S . 3ai
celles de ces applications qui 5 par leur simplicité, nous semblent
les plus propres à en bien faire saisir l'esprit.

s- i.
Soient A, B , C trois fonctions linéaires indépendantes quelcon-

ques , en a: et y ; l'équation

ABC=o ( i)

sera celle d?un triangle dont les côtés, les angles et les sommets
respectivement opposés à ces côtés auront pour équations

A-=o , B—o , C=o y (2)

BC-o 9 CA=o , AB = o f (3)

(4)

Soient a > b> c trois constantes indéterminées, entre toutes ou par-
tie desquelles ou peut d'ailleurs supposer une relation non homo-
gène quelconque ; l'équation du second degré

aBC+bCA+cAB—o (5)

sera visiblement l'équation commune à toutes les lignes du second
ordre circonscrites à ce triangle.

Si Ton combine tour à tour l'équation (4) avec les trois sui-
vantes

o 9 cA+aC=:o , aB^lA^o , (6)

qui sont évidemment celles de trois droites passant respectivement
par iejs, sommets ( Bt C ) , (C ,A) P (A, B) du triangle , elles la

Tom. Xrill 45
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réduiront respectivement aux équations (3) qui sont celles des an-
gles de ce triangle ; d'où il suit que les droites (6) rencontrent
la courbe (5) aux mêmes points où elles coupent respectivement les
angles du triangle ( i ) ; o r , elles ne coupent ces angles qu'en un
seul point, puisqu'elles passent respectivement par leurs sommets;
donc chacune de ces droites (6) n'a qu'un point commun avec la
courbe (5) ; donc eniln ces droites (G) sont des tangentes menées
à la combe (5) par les sommets du triangle ( i ) , et dont Fen-
seaihle forme coaséqueaiment un triangle circonscrit ayant pour
équation

o . (7)

Les intersections des cotes de ce dernier triangle avec leurs op*~
posés respectifs dans le premier seront données par les trois cou-
ples d'équations

(8)

Toute droite qui passera par ie premier de ces points aura une
équation de la forme

~o , ou

o r , en posant m — a et n=bc > celte équation devient

o ; (9)

qui est symétrique en A, BfC , a,b, c; donc la droite qu'elle
exprime passe aussi par les deux autres points qui se trouvent
ainsi en ligne droite avec celui-là,

Les équations (6) s prises deux à deux , appartiennent aux som-
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mets du triangie (7) ; d'où il suit qu'en éliminant entre ces équa-
tions, prises ainsi deux à deux, la lettre qui leur est commune, les
équations résultantes appartiendront à de nouvelles droites passant
par ces sommets j or P ces équations sont

cB—hC~o , aC—cA~o , LA—#j? = o ;. (10)

dont chacune est comportée par les deux autres, et qui appartiennent
conséquemnient à trois droites concourant en un même point; mais
ces droites passent aussi par les sommets du triangle (1) respecti-
vement opposés à ceux du triangle (7) ; on a donc ce double théo-
rème :

THÉORÈME. Deux triangles, èiani l'un inscrit et Vautre cir-
conscrit à une même ligne du second ordre , de telle sorte que
*ies sommets de l'inscrit soient les points de ccntact du circonscrit ;

Les points de concours des cô- Les droites qui joignent les
tes de Vinscrit arec leurs oppo- sommets du circonscrit avec leurs
ses respectifs dans le circonscrit opposés respectifs dans l'inscrit
appartiennent tous trois à une concourent toutes trois en un
même droite. même point.

Il est presque superflu d'observer que ce point et cette droite
sont pôle et polaire l'un de l'autre, par rapport à la courbe dont
il s?agit ? considérée comme directrice.

Eu modifiant un peu la forme des résultats que nous venons d'ob-
tenir , on peut en présenter le résumé de la manière suivante qui
les rend très-faciles à retenir :

Un triangle étant donné par l'équation

ABC-o ,

dans laquelle A,B,C sont des fonctions linéaires quelconque» en
x et y , l'équation commune à toutes les lignes du second ordre
circonscrites est
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a b c

dans laquelle a^byc sont dés constantes indéterminées; le irian-
gîe circonscrit à cette courbe , ayant ses points de contact aux som-
mets de l'inscrit, a pour équation

B C\/C A \ f A

+A j(
les points de concours des côtés de l'inscrit avec leurs opposés
respectifs dans le circonscrit appartiennent tous trois à une même
droite , donnée par l'équation

A B C

*- 4- T + - ~° ;

a b l c
enfin, les droites qni joignent les sommets du circonscrit h leurs
opposés respectifs dans l'inscrit concourent toutes trois en un même
point donné par la double équation

A _ B _C

a b c

Soient posés

du en tirera

bB'+cC'—aA'
zbc

C—

substituant ces valeurs dans tes équations ( 1 , 5 , 7 , 0* I O ) > e t

supprimant ensuite les accens devenus pour lors inutiles, on par-
viendra aux conclusions suivantes*
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Uu triangle étant donné par l'équation

ABC=o ,

l'équation commune à toutes les lignes du second ordre inscrites
est

le triangle inscrit ayant ses sommets aux points de contact du cir-
conscrit a pour équation

la droite qui contiendra les trois points d'intersection des cotés du
circonscrit avec leurs opposés respectifs dans l'inscrit a pour équation

£nfin,le point de concours des trois droites qui joignent les som-
mets de l'inscrit à leurs opposés respectifs dans le circonscrit est
donné par la double équation

Supposons présentement que les trois fonctions À , B , C de x
et de y * a u l*eu d'être linéaires soient d'un même degré ou d'une
même classe, et convenons d'appeler triangle du m"mt degré ou
de m.icme classe le système de trois courbes de ce degré ou de cette
classe; dès lors le théorème que nous venons d'établir, combiné
avec le principe des polaires réciproques, en fournira deux autres,
très-généraux , sur les systèmes de trois courbes de même degré
ou de même classe que l'indigence de la langue , qui n'a pas été
créée pour des considérations si générales 9 se refuse , pour ainsi
dire ? à énoncer.
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§• IL

Supposons présentement que A , B , C soient des fonctions linéai-
res en x^y^z\ alors l'équation

ABC^o

sera celle d'un angle trièdre dont les faces , les angles dièdres res-
pectivement opposes et le:i arêtes de ces angles trièdres seront doa-
nes par les équations

BC=o ,

B=Q ,

C=o ,

1 équation commune à toutes les surfaces coniques du second or-*
dre circonscrites sera

ûBC+iCA+cAB-o •

Si Ton circonscrit à Tune de ces surfaces coniques un nouvel an-
gle trièdre ; de telle sorte que ses lignes de contact avec la sur-
face conique soient les arêtes de l'inscrit, cet angle trièdre aura
pour équation

les trois droites , suivant lesquelles les faces de l'angle trièdFe ins^
crit couperont celles du circonscrit, seront situées dans un même
plan a^ant pour équation
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tnûn , les trois plans conduits par les arêtes du circonscrit et p-.r
leurs opposées respectives dans l'inscrit se couperont suivant Une
.même droite donnée par la double équation

A — B _ C

u b s

On aura donc ce double théorème ;
THÉORÈME. Deux angles triedres étant Tun inscrit et Vau-

tre cir conscrit à une même surface conique du second ordre, de
telle sorte que les arêtes de Vinscrit soient les lignes de contact
du circonscrit ;

Les droites suivant lesquelles Les plans conduits par les are-
-les faces de l'inscrit coupent tes du circonscrit et par leurs op~>
leurs opposées respectives dans posées respectives dans linscrit
le circonscrit sont toutes trois passent tous trois par la même
dans un même plan. droite.

11 est clair que cette droite et ce plan sont polaires l'un de Pau-
. tre , par rapport à_ la surface conique , considérée comme directrice»

SI l'on suppose que le centre commun de la surface conique et
des deux angles triedres soit le centre dune sphère, on obtiendra ,
pour des figures construites sur une surface spliérique, un théorème
analogue h celui que nous venons d'établir»

En supposant toujours que l'équation

ABC zio

est celle d'un angle trièdre , l'équation commune à toutes les sur-
faces du second ordre inscrites sera
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l'angle trièdre inscrit ayant pour ses arêtes les lignes de contact
circonscrit aura pour équation

le plan des trois droites suivant lesquelles les faces du circonscrit
coupent leurs opposées respectives dans l'inscrit aura pour équation

enfin , la droite suivant laquelle se couperont les trois plans con-
duits par les arêtes de l'inscrit et par leurs opposées respectives
dans le circonscrit sera donnée par la double équation

Si Ton suppose que les fonctions A , B , C, de ;r , y , z sont
d'un même degré quelconque, supérieur au premier, on obtiens
dra , sans aucun nouveau calcul 9 des théorèmes très-généraux sur
le système de trois surfaces d'un même degré ou d'une même classe ,
situées d'une manière quelconque dans l'espace»

§. m.

Soient présentement A , B > C, D quatre fonctions linéaires in-
dépendantes quelconques en x , y, z ; l'équation

JBCD=o ( i )

fera celle d'un tétraèdre quelconque dont les faces 9 les arrgles
trièdres respectivement opposés et les sommets correspondans se-*
ront (Jonnés par les équations

J—o > 5 = o , £=û , D-o -, (3)

o , CAD—o , ABD^o , ABC=o , (3)



DE RECHERCHES GEOMETRIQUES. 3ag

A=o , J 5=o , | Bzzo , (4)

Quant aux trois couples d'angles dièdres respectivement opposés elles
seront données par les équations

(5)
:o , CJ=o y

JD—o , BD-o \ CB~o ;

et les arêtes qui leur appartiennent le seront par celles-ci:.

D=

B=o

D

(6)

Si 7̂ ? £ , ^3 a 5 (3 5 v sont six constantes arbitraires quron peut
d'ailleurs supposer liées , en tout ou en partie , par une relation
quelconque, non homogène, l'équation du second degré

=:o , (7)

sera visiblement l'équation commune à toutes les surfaces du se-
cond ordre circonscrites au tétraèdre (1) ; car son premier mem-
bre est la seule fonction du second degré en # 9 y 7 z qui puisse
s'évanouir en y supposant nulles, trois quelconques des quantités
A , B , C , D.

Si , avec cette équation , on combine tour à tour les suivantes-:

Tom. XFIIL 46
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cJ-\-aC-\-$D~o ,
(8)

qui sont celles de quatre plans passant respectivement par les som-
mets (4) du tétraèdre (t) ; elles la réduiront respectivement aux
quatre suivantes:

(if)
cAB -\-aA

aBC-\-hCA-\-cAB=zo ;

d'où il résulte que, dans la recherche des Intersections des plans (8)
avec la surface (7) , il revient au même de substituer à cette surface
celles des surfaces (9) qui correspondent respectivement aux plans
(8) ; or , il est aise ( §• IL ) de reconnaître les surfaces (9) pour
des surfaces coniques respectivement circonscrites aux angles trié-
dres (3) , lesquelles ne sauraient conséquemmeiit avoir de commun,
avec ceux des plans (8) qui leur correspondent respectivement, qu'un
point ou le système de deux droites ; donc , les plans (8) n'ont pa-
repliement de commun avec la surface (7) qu'un point ou le sys-
tème de deux droites ; donc enfin ces plans (8) sont les plans lan-
gens menés à cette surface par les sommets (4) du tétraèdre (1) ;
ils forment donc, par leur ensemble, un tétraèdre circonscrit dont
les points de contact sont les sooiaieU de l'inscrit \ tétraèdre dont
iVqnaUon e$L cousequenraient
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Les faces du tétraèdre circonscrit coupent leurs opposées respec-
tives dans l'inscrit, suivant des droites données par les couples d'é*
(juations

bC-±cB-{-aI)=:o , A—o ,

ZO y C'=ZO ?

:O , D=O .

Pour que l'une quelconque des trois premières droites soit dans le
même plan avec ia dernière , il faut qu'eu éléminant entre leurs
quatre équations les trois coordonnées xy y, z , ou, ce qui revient

A B C .
au même, les trois rapports —• , — , — , on parvienne a une
équation identique; or, on obtient ainsi les trois équations

j3^=y^ , yc=<xa , cc£?=|3̂  ^ (12)

qui peuvent fort bien ne point avoir lieu ; donc , généralement
parlant, deux de ces quatre droites ne sont pas situées dans un
même plan, à plus forte raison donc n'y sont-elles pas toutes qua-
tre ; d'où il résulte que la première partie du théorème proposé
à démontrer à la pag. 18 du présent volume n'est pas générale-
ment vraie.

De ce que chacune des équations (12) est comportée par les
deux autres 5 on peut conclure que, si parmi les quatre droites ( n ) ,
il s'en trouve deux dont chacune soit en particulier dans un même
plan avec Tune des deux droites restantes , ces deux droites res-
tantes seront aussi elles-mêmes dans un même plan qui d'ailleurs
5eraf généralement parlant, différent du plan des deux autres.
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Si l'on cherche les conditions nécessaires pour que les trois pre-

mières droites ( i i ) soient deux à deux dans un même plan , on
retombera de nouveau sur les équations (12); d'où Ton est fondé
à conclure que , toutes les fois que deux quelconques des quatre
droites ( r i ) sont dans un même plan , les deux droites restantes
sont aussi dans un même plan qui, en général, peut être différent
du premier.

Mais on voit en même temps que, si Ton avait la double équa-
tion

<za=fi&^zyc , (i3)

les quatre droites (11) seraient toutes alors comprises dans un seul
et même plan.

En représentant chacun de ces trois produits par k*, on, aura

__ fa k* k*
a b c

Substituant ces valeurs dans l'équation (7) , elle deviendra

telle est donc la forme particulière que doit prendre l'équation com-
mune aux surfaces cîu second ordre circonscrites au tétraèdre (1) ,
pour qu'en leur circonscrivant un autre tétraèdre , de telle sorte
que les sommets de l'inscrit soient les points de contact du cir-
conscrit , les intersections des faces respectivement opposées dans
les deux tétraèdres soient toutes quatre comprises dans un même
plan. Quant à l'équation de ce plan, on trouvera facilement qu'elle
est

Trois quelconques des quatre droites ( t i ) déterminant une sur-
face gauche du second ordre , cherchons quelle condition serait néces-
saire pour que cette surface gauche contînt également la quatrième;

En cherchant l'équation de la surface du second ordre engen-
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érée par une droite mobile sur les trois premières droites ( n ) ,
considérées comme directrices fixes ? on obtient

équation que l'on peut d'ailleurs s'assurer directement être satis-
faite par chacune des trois premières équations ( n ) , en particu-
lier : or9 il est manifeste qu'elle Test aussi par la quatrième; donc,
la surface gauche du second ordre 9 déterminée par trois quelcon-
ques des quatre droites ( n ) , contient aussi la quatrième, de telle
sorte que ces quatre droites se trouvent dans le cas de celles dont
il a été question à la pag, 182 du présent volume 5 lorsq-i le pro-
blème traité en cet endroit devient indéterminé.

Les sommets du tétraèdre circonscrit (10) sont donnés par les
équations (8) de ses faces prises tour à tour trois à trois , ou
par toute combinaison qu'on voudra f-ire entre les trois équations
de chacun de ces quatre groupes ; d'où il suit que si , entre les
trois équations de chacun de ses quatre mêmes groupes, on élimine
la lettre qui leur est commune , les quatre doubles équations qu'on
obtiendra appartiendront à un nombre égal de droites passant res-
pectivement par les sommets du tétraèdre circonscrit; or, ces qua-
tre couples sont

Pour le sommet opposé à BCD,

Pour le sommet opposé à CAD,

Pour le sommet opposé à ABD,

Pour le sommet opposé à ABC,

CC

yC-^-ccA

.A+Nt
y

bC4-cB

b

c

cA+pn
a

c

a

b

aB+bA
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or , ces équations sont respectivement satisfaites par celles (4) des
quatre sommets du tétraèdre inscrit (i) ; donc ce sont celles des
quatre droites qui joignent les sommets du circonscrit à leurs op-
posés respectifs dans l'inscrit.

Pour que Tune quelconque des trois premières droites (17) ren-
contre la dernière, il faut qu'en éliminant, entre leurs quatre équa-
tions , les trois coordonnées ùc, y , z , ou ce qui revient au même, les

A B C . . . . ,
trois rapports —• , — , — , on parvienne ainsi à une équation
identique ; or, on obtient ainsi, tour h tour, les trois équations

déjà obtenues ci-dessus, et qui peuvent fort bien ne pas avoir lieu ;
donc, généralement parlant , aucune des trois premières droites (17)
ne rencontre la quatrième; et, à plus forte raison, ne concourent-
elles pas touces quatre en un même point. La seconde partie du
théorème de la pag. iS , n'est donc par pins vraie que la première.
On voit en même que deux des droites (17) concourront ou ne
concourront pas en un même point, suivant que deux des droi-
tes (11) seront ou ne seront pas dans un même plan.

De ce que chacune des équations (12) est comportée par les
deux autres , on en doit conclure que , si parmi les quatre droi-
tes (17)5 il s'en trouve deux dont chacune en particulier rencon-
tre l'une des deux restantes , ces deux dernières se rencontreront
aussi en un point qui sera , en général, différent du point de ren-
contre des deux premières.

Si Ton cherche les conditions nécessaires pour que deux des
trois premières droites (17) concourent en un même point, ou
retombera de nouveau sur les équations (12) ; dfoù l'on est
fondé à conclure qu'en général , toutes les fois que deux de nos
quatre droites concourent en un même point , les deux res-
tantes concourront aussi en un même point qui pourra être d'ail-
leurs différent du premier ; on voit au surplus qu'il en arrivera
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ainsi toutes les fois que deux des quatre droites ( n ) , étant dans
un même plan , les deux restantes seront aussi dans un mèoie plan.

Mais on voit, eu même temps , que 9 si Ton avait la double équa-
tion

îes quatre droites concourraient dès lors en un seul et même point.
C'est le cas où les quatre droites ( i i ) sont dans un même plan ,
et où l'équation (7) prend la forme (i4)« En représentant, comme
alors, par h* chacun des produits ( i 3 ) , le point de concours de
JIOS quatre droites (17) sera donné par la triple équation

lcÀ~caB~ahC-k*D • (18)

Trois quelconques des quatre droites (17) déterminent une sur-
face gauche du second ordre, et Ton peut se proposer de connaî-
tre dans quel cas la quatrième droite se trouvera aussi sur cette
surface. En cherchant, par exemple , l'équation de la surface gau-
che déterminée par les trois preaiières, on trouve

= 0 ; (19)

or $ il est facile de s'assurer que cette équation est aussi satisfaite
par la dernière des doubles équations (17) , ce qu'atteste d'ail-
leurs la symétrie qu'on y remarque , d'où Ton doit conclure que
les quatre droites (17) , comme Jes quatre droites (1 r) , appartien-
nent généralement à une seule et même surface gauche du second
ordre. On a donc ce tiiéur'ine:

THÉORÈME. Si deux *t iraèdres sont F un inscrit et Vautre
circonscrit à une même surface quelconque du second ordre, de
telle sorte que les sommets de r inscrit soient les points de contact
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des faces du circonscrit , tes faces respectivement opposées des
deux tétraèdres se couperont suivant quatre droites, et leurs som-
mets respectivement opposes détermineront quatre autres droites.

Or, i*° les droites de chaque groupe appartiendront générale-
ment , toutes quatre , à une seule et même surface gauche du se-
cond ordre ;

2.0 Si la surface gauche du second ordre qui contient les qua-
tre premières droites se réduit au système de deux plans , l'un
de ces plans contiendra deux de ces droites 7 tandis que F autre
contiendra les deux restantes } et alors deux des quatre dernières
droites concourront en un même point , et les deux autres en un
autre point ;

3.° Si enfin la surface gauche du second ordre qui contient les
quatre premières droites se réduit à un plan unique 5 la surjace
gauche du second ordre qui contiendra les quatre dernières se ré-
duira à une surface conique, au sommet de laquelle elles con-
courront toutes (*)*

(*) Par une lettre en date du 19 janvier dernier , M. Steiner nous mande de
Berlin qu'il est parvenu, de son côté , à un théorème tout à fait pareil à
celui-là, dont il ne nous indique pas d'ailleurs la démonstration: mais ?

de quelque poids que puisse être , en celte matière, l'assetiion d'un géo-
mètre aussi distingué , quelque irréprochable que paraisse , sous tous les
rapports, l'élégante et lumineuse analyse de M. Bobillier, et quelque con-
fiance enfin que puisse inspirer l'accord presque simultané sur une mênxe
question ( la lettre de M. Bobillier porte la date du 24 janvier ) de deux,
géomètres séparés l'un de l'autre par xm intervalle de plusieurs centaines de
lieues, et qui ne paraissent avoir jamais eu eatre eux. aucune relation di-
recte, nous ne devons pas négliger d'observer qu'il s'élève, contre le théo-
rème auquel ils sont parvenus , une objection assez grave que nous nous borne-
rons à exposer, en laissant à de plus habiles que nous le soin de la résoudre.

i.° Soient, dans l'espace», quatre droites indéfinies-, non comprises deux
à deux, dans un même plan, mais d'ailleurs quelconques. £*ar ces droites fai-
sons passer quatre plans , de manière à former un tétraèdre t. Par ces mê-
mes droites, et par les sommets du tétraèdre opposés respectivement aux fa-
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H est d'ailleurs aisé de voir qu'en prenant pour surface directrice
la surface du second ordre à laquelle les deux tétraèdres sont ins-
crit et circonscrit, i.° les quatre droites de chaque groupe sont
les polaires conjuguées respectives des quatre droites de l'autre
groupe ; 2.0 lorsque les quatre droites du premier groupe sont dans
deux plans , les deux points où concourent deux à deux les qua-
tre droites de l'autre groupe sont les pôles respectifs de ces deux
plans , et la droite qui les joint la polaire conjuguée de l'intersection
de ces deux mêmes plans; 3.° enfin, lorsque les droites du premier

ces dans les plans desquelles elles se trourent situées , faisons passer qua-
tre nouveaux plans , ceux-ci formeront un nouveau téiraèdte T , circons-
crit au premier , et nos quatre droites arbitraires seront celles suivant les-
quelles se couperont les faces respectivement opposées des deux tétraèdres.

2.0 Soient encore, dans l'espace, quatre droites indéfinies, non compris-
ses deux à deux dans un môme plan , mais toujours quelconques. Sur ces
droites soient pris quatre points, de manière à pouvoir en faire les som-
mets d'un tétraèdre T . Soient considéré* les points où ces quatre droites
percent respectivement les plans des faces opposées aux: sommets par les-
quels elles passent , comme les sommets d'un nouveau tétraèdre £, inscrit
au premier 1 nos quatre droites arbitraires seront celles qui joindront les soin-
mets respectivement opposés des deux tétraèdres.

3,° II paraîtrait donc établi par là qu'on peut toujours concevoir deux
tétraèdres circonscrits l'un à Tautre , soit de manière que les plans des faces
respectivement oppose'es se coupent suivant quatre droites tout à fait arbi-
traires, soit que les droites qui joindront les sommets respectivement op-
posés soient quatre droites tout à fait arbitraires. En particulier, on peut
choisir, soit les quatre premières droites , soit les quatre dernières, de
telle sorte qu'elles n'appartiennent pas toutes quatre à une même surface gau-
che du second ordre,

4.0 Cela posé , on sait que, pour déterminer une surface du second ordre,
il faut neuf conditions distinctes ; d'où il suit que , non seulement il est tou-
jours possible de concevoir une surface du second ordre qui touebe quatre pLms
donnés en quatre points donnés, mais même qu'il en existe une infinité qui
satisfont toutes à ces conditions , puisqu'elles n'équivalent qu*à huit seulement.

5.° On pourra donc, dans nos deux, cas ci-dessus., circonscrire au tétraè-
Tom. XVIII 47
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gioupe sont comprises toutes quatre dans un seul et même plan ^
le pôle de ce plan est le point où concourent les quatre droites du
Second groupe. -

Si Ton pose

en faisant, pour abréger ,

Rb+yc—ocazmp \ t zata—a + r .

I '
yt-\-aœ—$b-=q , ^ d'où { 2j3^=r-f-/? t ?

<m+$b—yc—r , ) | zyc=sp-\-ç ;
on en tirera ,

Are t une infinité de surfaces du second ordre qui soient en même temps
inscrites à T ; d'où il paraîtrait résulter que deux tétraèdres f et T étant
l'un inscrit et l'autre circonscrit à une même surface du second ordre , de telle
sorte que les sommets de L'inscrit soient les points de contact des faces du cir-
conscrit, il peut fort bien arriver , contrairement au théorème , que soit Tin-
ter^ection des plans des faces respectivement opposées , soit les droites qui
joignent les sommets respectivement opposés , soient quatre droites tout à
fait arbitraires, non assujetties conséquenament à se trouver sur une seule et
ttiéms surface gauche du second ordre,

,f. D. G.
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En substituant ces valeurs dans les formules ci-dessus , et suppri-
mant ensuite les accens, devenus dès lors inutiles, on obtiendra
des formules relatives au cas où ce serait le tétraèdre circonscrit,
pi non l'inscrit, qui serait donné par l'équation,

ABCB-o .

Si, au lieu de supposer que les quatre fonctions À > B ? C , D
«Sont linéaires? on les supposait d'un même degré quelconque, on ob-
tiendrait, sàhs aucun nouveau calcul , des théorèmes trèi-généraiix
sur le système de quatre surfaces du même degré ou de même
fiasse ? situées d'une manière quelconque dans l'espace.

QUESTIONS FMOFOSEES.

Théorèmes su?" THexagraiTium mysticum ;

Proposés à démontrer par M. J# STEINER , de Berlin.

iW\ \i\\ (W\ \W \W \W \ \ \ !\j\\

points , pris arbitrairement sur le périmètre d'une conique quel-
conque , sont les sommets de soixante hexagones inscrits et les points
de contact de soixante hexagones circonscrits ( Carnot, Géométrie
de position ) , lesquels jouissent des propriétés suivantes :
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i,® Dans chacun des hexago- i.° Dans chacun des hexagones

nés inscrits , les points de con- circonscrits, les droites qui joi-
cours des directions des côtés op- gnent les sommets opposés con-
posés appartiennent tous trois à courent toutes trois en un même
tinemêmedroite D (Pascal) , de point P ( Brianchon ) > de sorte
sorte qu'on obtient ainsi soixante qu'on obtient ainsi soixante points
droites D ; P ;

2.0 Ces soixante droites D con- 2.0 Ces soixante points P ap-
courent, trois à trois > en un même partiennent ? trois à trois , à une
point p , de sorte qu'on obtient même droite d ; de sorte qu'on

ainsi vingt points p ; obtient ainsi vingt droites*/;
3.° Ces vingt points/? appar- 3.° Ces vingt droites Jconcou-

tiennent, quatre à quatre, à une rent, quatre à quatre, en un même
même droite £, de sorte qu'on ob- point *& ? de sorte qu'on obtient
tient ainsi cinq droites ainsi cinq points

4.° Ces cinq droites S concou- 4-° Ces cinq points tzr appar-
rent en un même point tiennent à une même droite

5*° Les soixante points P sont les pôles respectifs des soixante
droites D *f

6,° Les vingt points p sont les pôles respectifs des vingt droites d;
7.0 Les cinq points trr sont les pôles respectifs des cinq droites <5 j
8.° Enfin ? le point <mf est le pôle de la droite cf.
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MECANIQUE APPLIQUÉE,
Note sur la longueur du pendule simple, et

sur Vintensité de la gravité terrestre ;

Par M. GEORGE BIDONE, professeur à l'Université et membre
de l'Académie royale des sciences de Turin.

i w \ rv/\Afvv\rv/YA'\/\/\(vvvv/v\

JLJORSQUE , de la longueur du pendule simple , déterminée direc-
tement pour un endroit situé à une certaine hauteur au-dessus
du niveau de la mer, on déduit la longueur qu'aurait ce même
pendule placé au niveau de la mer , on suppose que la masse , qui
fait osciller le pendule placé au niveau de la mer, est la même
que celle qui fait osciller ce pendule placé à l'endroit de l'ob-
servation , et Ton ne fait, par conséquent, d'autre correction que
celle qui est due à la moindre distance au centre d'action du globe
terrestre.

Effectivement, Laplace a fait voir que les plateaux élevés au-dessus
du niveau de la mer n'exercent aucune action sensible sur l'intensité
de la gravité et sur le pendule , à l'exception du cas où ils sont
très-inclinés et où leur centre d'action se trouve fort près du lieu
de l'observation.

Mais , outre l'action des plateaux , quelle qu'elle soit , il en est
une autre à laquelle il ne paraît pas qu'on ait eu égard jusqu'ici.
A la vérité , elle est toujours fort petite ; mais , puisque cette action
existe réellement, et que d'ailleurs on a cherché, dans ces der-
niers temps, à apporter toute la précision et l'exactitude possibles
dans la détermination de la longueur du pendule ; â raison des

Tom. XVIII, n.° 12, i . € r juin 1828, 48
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grandes questions que cette détermination sert à résoudre, il n'est
pas inutile de la considérer et d'eu apprécier la grandeur et Fin-
fluence.

i. On sait, par la théorie de l'attraction , que la gravité d'un
point matériel , placé à la surface de la terre supposée spliérique ,
et au niveau de la mer, ne dépend pas de la masse de l'atmos-
phère , supposée également spliérique , dont la surface de la terre
est enveloppée. Mais si Ton considère un point matériel , situé à
une hauteur h au-dessus du niveau de la mer, l'intensité de la
gravité terrestre sur ce point dépendra à la fois de la masse de
la terre et de la masse de toute la couche atmosphérique dont lé-
paisseur est h.

Soient donc A un point situé au niveau de la mer, et B un au-
tre point élevé à la hauteur h au-dessus de ce niveau , et placé
sur Je proloogement du rayon terrestre R qui passe par le point
A. Soient M la masse de la terre , en n'y comprenant pas celle
de son atmosphère, et 772 la masse de la couche sphérique d'air
qui a pour épaisseur la distance h du point A au point B. Soient
enfin g la gravité et / la longueur du pendule simple en À , et
soient g* et V la gravité et la longueur du pendule simple en B ,
on aura

(0 B*?i N
** M

S!, dans ces équations, on néglige les termes — , — , elles de-
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et te sont celles, en effet, dont on se sert pour réduire , au niveau
de la mer , l'intensité de la gravité et la longueur du pendule , ob-
servées à la hauteur h au-dessus de ce niveau.

a. Evaluons la grandeur du terme — provenant de l'attraction

delà courbe sphérique d'air comprise entre les rayons R et R-\-h. Pour
cela, soit A la densité moyenne du globe terrestre, nous aurons

M— £ ™AR* ;

Soit p la masse de toute l'atmosphère terrestre et co l'épaisseur d'une
couche sphérique de matière de même densité A que celle de la
terre , et équivalente à la masse p de l'atmosphère ; le centre de
cette couche étant le même que celui de la terre 9 et ses rayons
étant R et /Z-J-o> , nous aurons

En divisant cette équation par la précédente, et en négligeant les

puissances de — supérieures à la première, il vient

M

Présentement, la densité de l'eau étant prise pour unité , on a trouvé
pour A ces deux valeurs ? savoir i
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En prenant donc onl, 76 pour la hauteur du mercure dans le ba-
romètre, au niveau de la raer5 i3,5g8 pour la densité du mer-
cure, i2=6366ig8m , on aura, par la première valeur de A ,

et par l'autre valeur de A

«=(0,76) ^ ^ = i » , 8 8 ,

La valeur moyenne de p est donc

c'est-à-dire , que la masse de l'atmosphère terrestre est, à très-peu
près, la millionième partie de la masse de la terre. D'après cela,
chaque millimètre de mercure dans le baromètre correspond à une
couche dair dont la masse est

(o5ooooooooi3i6)$f .

Par conséquent, si le baromètre , à la station B , est plus bas
de n millimètres qu'au point A où il est supposé à 760 milli-
mètres 5 la masse m de la couche sphérique d'air dont AB=/i est
l'épaisseur , sera

ra=(o,ooooooooi3iG)tfilf .
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3. On peut maintenant évaluer l'influence du terme -~ , dans les

équations (1) et (2) , d'après les observations faites à diverses hau-
teurs h. Prenons 9 pour premier exemple 5 les expériences faites à l é -
quateur par Bouguer , au niveau de la mer , à Quito et sur le
Pichiiicha. Il a trouvé la hauteur du mercure dans le baromètre

Au niveau de la mer

A Quito 241 = 543 , 70 ,

Sur le Pichincha . . . 19 r = 43o , 90 •

De plus 9 les stations faites à Quito et sur le Pichincha étaient
vées au-dessus du niveau de la mer de 2857 mètres et de 4l44
mètres, respectivement. D'après ces données ? e t , en prenant pour
rayon de léquateur / i ' —63 76984 mètres , on a , pour la station
faite sur le Pichincha ?

— =0,001487851 9

—-=0,000000553 .

li/3

m

M 5 *

à'ok

M = (°»78) nTT •

Pour la station faite à Quito 5 on a

1 î 7 (
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h*
-r— =0,000000201 ,

d'où

m
-— =0,000000200 ;

m

M

Prenons pour deuxième exemple les expériences faites à Cîer-»
mont en Auvergne, par MM. Biot et Mathieu, pour y déter-
miner la longueur du pendule décimal ( Base du système mètri*
que, toux. IV, pag. 5i5 ). Ils ont trouvé pouç eetfô longueur

à laquelle ils ont ajouté la quantité

—- =o,oooog4585 %

pour la correction due à la hauteur de cette station au-dessus du
m\eau de la mer. On a donc ici

=0^000127

— zzro,000000004

Pour avoir la valeur de — qui convient à celte station dont oit

n'a pas rapporté les observations barométriques , mais seulement la
hauteur au-dessus du niveau de la mer, conclue par M. Ramond
de 4°6 mètres \ je remarque que cette hauteur coïncide avec celle
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<ïe Genève, qui est 407 mètres. Or , à Genève, la hauteur moyenne
du mercure dans le baromètre est de j26mUÏ

}y , tandis qu'au ni-
veau de la mer et à la même température , la hauteur du mer-
cure dans le baromètre est de r]62mm^ ; la différence 36m

52m sera
donc celle que j'adopterai pour la statiou de Clermont en An-

?. Avec cette valeur, on trouve

m
- - = 0,000000048 if

m h*
—-> » r\ ______

M""12' fi. *

Prenons enfin , pour troisième exemple, les expériences faites k
Formentera . par MM. Biot , Arago et Chaix ( Base du système
métrique, tom IV, pag. 4^5 ) Us ont trouvé, par l'observation di-
recte 9 la hauteur du mercure dans le baromètre , au niveau de la
mer de 76gmîl%ï9, et à la station de 75im m , io; de sorte que la
différence est ici i8G3m,o9. Pareillement , ils ont trouvé , pour la
longueur du pendule simple décimal , avant la petite correction
qu'ils ont faites depuis, à cause de la règle de fer dont ils se
$ont servis dans ces expériences,

/'—om,741262s .

Pour réduire cette longueur au niveau de la mer, ils y ont ajouté
la quantité

on a donc ici

aVh

—- —0,0000629 ,
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— = 0,000000000986 ,
R

m
M

c'est-à-dire

m _ h*

4. Par ces exemples , on voit d'abord que , lorsque la station
est fort élevée au-dessus du niveau de la mer , la valeur du terme

— est sensiblement du même ordre que celle du terme ~—> ; mais,

dans les stations moins élevées, la valeur de ce terme peut de-

venir beaucoup plus grande que celle du terme — , On voit

encore que les termes

m"1 zJim h-m

sont en général très-petits ? par rapport aux termes

m 2.J1 h3

par conseillent, les équations (1) et (2) peuvent se réduire aux sui-
vantes :
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rnLes valeurs de — seront

R* M

Sur le Pichincha +0,000000120 ,

A Quito • • • —0,000000084 >

A Clermont en Auvergne . —o5ooooooo44 ?

A Formeritera • —0,060000023 ;

d'où on peut conclure qu'il est une hauteur au-dessus du niveau
de la mer, entre la hauteur de la station faite sur le Pichincha et

la hauteur de la station faite à Quito , pour laquelle . —

est nulle ; que, pour des hauteurs plus grandes que celle-là, cette
quantité est positive , mais qu'elle est négative pour des hauteurs
moindre; ce qui est le cas des hauteurs auxquelles ont été faites
la plupart des expériences sur la longueur du pendule.

Mais pour voir plus clairement la marche de la quantité

" 1 vf ' n o m m o n s ^ la densité moyenne de la couche sphéri-

que d'air dont l'épaisseur est h ; nous aurons , en négligeant le
h*

terme — >

m ^ S- f 3h , 3A2 \

H ~ A \~R * lï* J 9

et, par suite, en négligeant encore le terme — vis-à-vis de l'unité,

h* m h* 3^ h
( 5 ) Ï£~~~M-R*~*~-R *

La densité S est une fonction de h dont la forme nous est jus-
qu'à présent inconnue; mais, malgré cela on voit que, dans la
question actuelle , on a

Tom. XFIII 4g
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— = o , pour k = o ou pour n= —.R .

Ainsi la quantité — - a une valeur maximum comprise entre

les deux valeurs précédentes de h , donnée par l'équation

En mettant dans les équations (3) et (4) la valeur de — ,

donnée par l'équation (5) , elles deviendront

/ zh h- 3^ h

(6) \+ +

Ces équations donnent la réduction de la gravité et de la longueur
du pendule au niveau de la mer, lorsqu'on a égard à l'attraction
de. la couche sphériqne d'air comprise entre le niveau de la mer
et le lien de l'observation. "

Les exemples précédens , bien que subordonnés à l'hypothèse de
la terre sphérique et à la valeur adoptée de la densité A , suffi-
sent pour donner une idée de l'influence exercée sur la longueur
du pendule ? réduite uu niveau de la mer, par l'attraction de la
masse m de la couche d'atmosphère terrestre entre deux sphères
concentriques , dont Tune a pour rayon la distance du centre de
la terre à la surface des mers, tandis que le ii»you de l'autre est
cette même distance augmentée de la hauteur de la station au-
dessus du niveau de la mer.

5. ïl suit encore de ces considérations que , dans un même lieu
situé à la huiteur h au-dessus du niveau de la mer , la partie 772
de la masse M-\~m qui fait osciiler le pendule , est variable sui~
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vaut les variations du baromètre ; de sorte qu'en toute rigueur l'in-
tensité de la gravité, dans un lieu qui n'est pas au niveau de la
mer , n'est pas constante , mais qu'elle éprouve des petites varia-
tions , en plus ou en moins , qui dépendent des variations de den-
sité de la couche d'air comprise entre ce lieu et le niveau de la
mer.

6. On voit aussî que, si Ton avait une suite d'observations di-
recte sur l'intensité de la pesanteur, les unes faites au niveau de
la mer et les autres à des hauteurs connues au-dessus de ce ni-
veau, et exactes jusqu'au neuvième chiffre, on pourrait en conclure

la valeur du rapport — , et, par conséquent, la valeur de la den-
sité moyenne A de la terre, d'après une formule facile à trouver ,
par ce qui précède, et qui a été déjà donnée à la pag. 060 du tom.
X.e des Annales, dans un mémoire dont le présent écrit n'est qu'une
conséquence et une extension.

7. Je terminerai ceUe note par quelques remarques sur le même
sujet. Si la masse p de toute l'atmosphère terrestre était concen-
trée dans le sphéroïde même qu'elle enveloppe , la gravité terres-
tre qui, pour les latitudes moyennes , a pour valeur

^=9^,8087953 ,

deviendrait

Par conséquent, lorsqu'on compare la gravité g , considérée à la
surface de la terre , à la gravité g/ exercée par cette planète sur
un point matériel situé au-delà de l'atmosphère terrestre, et â la
distance H de la surface de la terre, on a

M
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c'est- à-dîre, que pour avoir la gravité g', il faut employer la va-
leur de G , et non celle de g*

8. Lorsque , par les phénomènes astronomiques 5 on détermine
les masses des plauètes , ou , pour mieux dire r les rapports que ces
masses ont entre elles , on comprend nécessairement dans ces nias-
ses celles des atmosphères dont ces planètes peuvent être envelop-
pées. Or , il résulte de ce qui précède que la connaissance de ces
masses totales ne suffit pas pour déterminer l'intensité de la gra-
vité , à la surface de ces planètes ; car , cette intensité ne dépend
point des masses des atmosphères. Il faut , pour la déterminer ,
connaître séparément les masses des planètes et celles de leurs at-
mosphères , ou du moins leur rapport qui peut être fort différent
d'une planète à l'autre , et beaucoup plus cousidérable que celui qui
existe entre la masse du sphéroïde terrestre et celle de son atmos-
phère.

Turin, le 12 avril 1828.

ANALYSE ALGEBRIQUE.

Démonstration de la Règle de Descartes, et après
M. Gauss ;

Par M. GERGONNE.

démonstration de la règle de Descaries , sur les signes des ra-
cines des équations , donnée par Segner , et adoptée par la plu-
part des auteurs de traités élémentaires , ne laisse sans doute rien
à désirer du côté de la rigueur, mais elle est d'une exposition
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assez- pénible , de sorîe qu'on ne parvient pas ? sans quelque peine ,
à la faire bien comprendre aux conunençans* En outre 5 la manière
dont on en brusque la conclusion , dans les traites d'analyse , sem-
blerait la rendre inexacte ou du moins incomplète, A la vérité les
professeurs habiles savent fort bien suppléer en' cet endroit au la-
conisme des auteurs ; mais, malheureusement les professeurs ne sont
pas tous habiles ? et d'ailleurs les personnes qui s'instruisent dans
les livres, sans le secours d'aucun maître , ne sauraient guère sup-
pléer d'elles-mêmes aux omissions qu'elles y rencontrent.

Dans la dernière livraison du Journal allemand de M. Crelle
( tom. III, pag, i.re ) , M. Gauss a donné une démonstration nou-
velle du théorème de Descartes, qui n'est sujette à aucun de ces
inconvéniens ; c'est ? pour le fond , cette démonstration que nous
nous proposons de reproduire ici, en n'y faisant que quelques chan-
gemens légers qui nous-ont paru propres à rendre l'exposition plus
claire et plus briève encore. Nous croyons faire en cela une chose
d'autant plus agréable à MM. les Professeurs de nos écoles , que la
démonstration de lâ  règle de Descartes fait actuellement partie du
programme des connaissances exigées des aspirans à 1 Ecole poly-
technique.

Soit une équation en x d'un degré quelconque dont toutes les
racines soient supposées connues. Soit fait le produit des facteurs
binômes qui répondent tant aux. racines imaginaires de cette équa-»
tion qu'à ses racines négatives , et soit représenté ce produit par
X. Soient en ou^re a, j3, v> -•• les racines positives de cette équa-
tion ; l'équation sera conséquemment

X(x—OL)(X—$)(X—?)« = o . ( i )

Soit ordonné le produit X suivant les puissances descendantes de
x. Soit alors Mxm son premier terme que nous pouvons toujours
supposer positif. Soit —Nxn son premier terme négatif; soit -\-Pxp
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le premier terme positif qui se présente à la suite de celui-là; soit
—Qxq le premier terme négatif qui le suit, et ainsi du reste. Soit
^Ux" le premier des termes consécutifs qui ont tous le même
signe jusqu'au dernier inclusivement ; et soit + ^ c e dernier terme ,
on aura ainsi

M> Ny P, Q, .••. U< V étant des nombres positifs quelconques, et
171 » n >Pi q * •• • # des nombres entiers continuellement décroissans.

Si Ton multiplie le polynôme X par a;—a , et qu'on ordonne
le produit par rapport à oc, le premier terme du produit sera
Mx****. Il est manifeste , en outre, que le terme en x""^1 sera né-
gatif, que le terme en xp^ri sera positif, que le terme en xqmlc%

sera négatif, et ainsi de suite. Quant au terme en xu^x
 5 son signe

sera le même que celui du terme en xu dans X , et le dernier
terme sera ZÇLaF; de sorte qu'on aura

'....—Q'#?+X....rfc:l"*fcfcK.. .qr«F ; (S)

N' ? P/, ^ , £7' étant des nombres positifs quelconques.
Quant aux termes intermédiaires , sous entendus > leurs signes

dépendront, dans chaque cas particulier ? de la valeur numérique
des coefficiens ; mais , quels qu'ils soient , on voit que, tandis que
parvenu au terme —Nxn de (2) , on avait rencontré une seule va-
riation ; on en aura rencontré une au moins , quand on sera par-
venu au cerme —À7 "̂"*"* de (3) ; que , tandis que parvenu au terme
•^-Pxp de (2) , on avait rencontré deux variations ; on en aura
rencontré deux au moins, quand on sera parvenu au terme H-P7^4"*
de (3) ; que , tandis que parvenu au terme —-Q^9 de (2) , on
avait rencontré trois variations ; on en aura rencontré trois au moins ,
quand on sera parvenu au terme —Qfxq*~x de '3 ) , et ainsi de
suite; de sorte que, parvenus au terme -^r.U!xu~*'t de (3) , on aura
rencontré autant de variations au moins qu'on en avait rencontré
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dans (2), lorsqu'on était parvenu au terme "^Ux* \ mais comme
îe signe du dernier terme IjIaF de (3) est contraire à celui du
terme -^IPx11^1 , tandis que le signe du dernier terme ~^V de
(2) est semblable à celui du ternie ^Uxu, il s'ensuit que, fina-
lement, parvenu au dernier terme de (3) , oa aura rencontré tout
au moins une variation de plus qu'on n'en avait rencontré dans
(2) lorsqu'on était parvenu à son dernier terme, c'est-à-dire, en
d'autres termes , que dans X{x—a) il y a tout au moins une va-
riation de plus qu'il ne s'en trouve dans X.

Par une raison tout à fait semblable , il y aura tout au moins dans
X(x—a){x—(3) une variation de plas qu'on n'en rencontre dans
X{x~a) , et par suite deux d«* plus que n'en offre X; il y aura
de même dans X(X—*OL)(X—fi)(#—y) tout au moins une variation
de plus qu'il ne s'en trouve dans X[x—*a)(x-~ (3) , et , par suite,
tout au moins trois de plus que n'en renferme X, et ainsi de
suite; de sorte que, finalement , le premier membre de la proposée
(1) devra offrir au moins autant de variations que cette équation
a de racines positives.

Si la proposée n'avait ni racines négatives ni racines imaginai-
res , cela reviendrait à supposer X=.i , et la proposition à laquelle
nous venons de parvenir subsisterait dans toute sa force.

Soit présentement une équation en x^ de degré quelconque, ayant
aussi ou du moins pouvant avoir des racines négatives et des ra-
cines imaginaires. Supposons cette équation complète ou du moins
rendue telle , si elle ne Test pas , par la restitution des termes qui
manquent , affectés du coefficient zéro ; auquel on pourra donner
d'ailleurs quel signe on voudra.

Soit ensuite changé , dans cette équation , les signes de tous
les termes de rangs pairs, il en résultera une transformée qui,
d'après ce qui précède , aura au moins autant de variations que
de racines positives ; mais les racines de cette équation transformée
ne sont autre chose que celle de la proposée prise en signes con-
traires ; donc ou pourra dire aussi que cette transformée aura au
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moins autant de variations que la proposée aura de racines néga-
tives. D'un autre côté , il est visible qu'à chaque variation de la trans-
formée , répondra une permanence dans la proposée , et vice versa ;
de telle sorte que le nombre des permanences de la proposée sera
précisément égal au nombre des variations de la transformée , d'où
il suit que la proposée devra offrir au moins autant de perma-
nences de signes qu'elle aura de racines négatives.

En rapprochant cette proposition de celle qui a été démontrée
en premier lieu , on aura donc ce théorème :

THEOREME. Une équation ne saurait avoir plus de racines
positives qu'elle n offre de variations , ni plus de racines néga-
tives quelle n offre de permanences de signes*

Supposons présentement que les racines de la proposée soient
toutes réelles, et soient r le nombre de ses racines positives et r*
le nombre de ses racines négatives ; soient de plus s le nombre
de ses variations et sf le nombre de ses permanences de signes ; on
aura

r+r^=j+^ ; (4)

et, d'après ce qui vient d'être démontré , on ne pourra admettre ni
ni r ' > / j les seules hypothèses admissibles seront donc

rf

r<s , / < * ' ,

or , il n'y a que les deux de la première ligne dont la combinai-
son puisse vérifier l'équation (4) \ d'où il suit qu'elles seront seu-
les conformes à la vérité. On a donc cet autre théorème :

1HE0RÈME. Lorsque les racines d'une équation sont toutes réel-
les y le nombre de ses racines positives est précisément égal au nom-
bre de ses variations , et le nombre de ses racines négatives égal
au nombre de ses permanences de signes.

Supposons présentement que l'équation ne soit pas complète ; des
termes consécutifs pourront manquer en plusieurs endroits, et ces
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termes consécutifs pourront être en nombre pair en quelqn^j* en-
droits , et nombre impair eu d'autres ; en outre , les séries de ter-
mes consécutifs manquant , pourront manquer tantôt entre des ter-
mes effectifs de mômes signes et tantôt entre des termes effectifs
de signes contraires.

Cela posé , soit a le nombre des séries de termes consécutifs man-
quant en nombre pair ? entre deux termes effectifs de même signe ,
et soient ax 7 a* , a^, a^ , les nombres de termes dont se corn-
posent ces diverses séries;

Soit (3 le nombre des séries de termes consécutifs manquant, en
nombre impair , entre deux termes effectifs de même signe , et soient
£t , #a, h% , h^ , les nombres de termes dont se composent ces
diverses séries ;

Soit y le nombre des séries de termes consécutifs manquant, en
nombre pair , entre deux termes effectifs de signes contraires , et
soient cl , r2 , <r5 , cv> les nombres de termes dont se compo-
sent ces diverses séries.

Soit enfiij S le nombre des séries de termes consécutifs man-
quant 5 en nombre impair , entre deux termes effectifs de signes
coati aires, et soient dt 9 d*, d3, • d^9 les nombres de termes
dont se composent ces diverses séries.

Soient en outre V et P les nombres de variations et de per-
manences qu'offrent les diverses séries de termes effectifs et consé-
cutifs de l'équation que nous supposons du m.l*me degré.

En considérant qu'en général k termes manquant consécutivement p

font manquer k~\~i tant variations que permanences, on aura

(5)

5o

-H*
Tom. XVI1L
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ÇA «nous restituons les termes qui manquent ? affectés du coeffi-

cient ẑ 'ro , en donnant à ce coefficient > dans chacun d'eux , le
signe qui peut rendre le nombre des variations le moindre possi-
ble , il est visible que le nombre total de ces variations sera seu-
lement

F+y+è ;
et telle sera aussi conséquemmenl la limite que le nombre des ra-
cines réelles positives ne pourra dépasser.

Si 5 au contraire, nous restituons les termes qui manquent, affectés
du coefficient zéro , en donnant à ce coefficient , dans chacun d'eux,
le signe qui peut rendre le nombre des permanences le moindre
possible , il est visible que le nombre total de ces permanences sera
seulement

P+a-j-â ;
et telle sera aussi conséquemment la limite que le nombre des
racines réelles négatives ne pourra dépasser.

Le nombre total des racines réelles , tant positives que négati-
ves de la proposée sera donc ? au plus ,

le nombre de ses racines imaginaires sera donc au moinsgi

on bien, on mettant pour m~V—P sa valeur donnée par l'équa
tion (5),

ce qtii dr)nnc ce théorème :
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THÉORÈME. Le nombre des racines imaginaires d'une équa-

tion incomplète est au moins égal au nombre des termes dont elle
est dépourvue , augmenté de l'excès du nombre des séries de nom-
bres impairs de termes consécutifs manquant 5 entre deux termes
effectifs de même signe , sur le nombre des séries de nombres im-
pairs de termes consécutifs manquant 7 entre deux, termes effectifs p

de signes contraires.
On trouvera ? à la pag, 382 du XVI.e vol. du présent recueil

et à la pag, 68 de celyii—ci , quelques autres conséquences de la rè-
gle de Descarîes.

PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE.

Démonstration nouvelle de quelques propriétés
des lignes du second ordre ;

Par M. BOBILLIER , professeur à l'Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur-Marne.

J \ous nous proposons 5 dans ce qu'on va lire , d'appliquer la mé-
thode de recherche dont nous avons déjà fait l'essai dans un précé-
dent article ( pag. 32o ) , à la démonstration de quelques propriétés
connues des lignes du second ordre. C'est en examinant , en effet,
cornaient cette méthode conduit a la découverte des vérités déjà
connues , qu'on pourra juger de ce qu'on peut en espérer dans la
recherche des vérités bien plus nombreuses et plus importantes qui
restent encore à découvrir.

i. Soient A,B, Af, B; quatre fonctions linéaires quelconques
en x et y7 et soient 4=so9 B^=o , les équations des deux cotés
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d'un même angle d'un quadrilatère simple; soient ^ ; r = o , Bf^=o f

les équations des côtés respectivement opposés. Convenons , pour
abréger, de représenter simplement par A , B 7 A

f, Bf les côtés
consécutifs, et par (A,B), (B, A'), ( Af, Bf ) , (Bf ,A) les
sommets consécutifs.

En représentant par a et b deux constantes indéterminées , dont
une peut même être choisie d'une manière tout à fait arbitraire f

l'équation du second degré

sera visiblement Péquation commune à toutes les lignes du second
ordre circonscrites au quadrilatère dont il s'agit ; car elle sera sa-
tisfaite , quels que soient a et b , par les quatre systèmes d'équa-
tions du premier degré qui donnent les sommets ? et il est de plus
évident que cette équation (i) est la seule équation du second de-
gré qui puisse satisfaire à cette condition.

2. Supposons , pour un moment , que le quadrilatère soit ins-
criptible au cerclç ; l'équation du cercle circonscrit ne pourra être
que de la forme

o . (2)

Supposons, en outre, que Ton ait choisi pour les axes des coor-
données, sur lesquels nous n'avons point encore statué, les deux
droites rectangulaires qui divisent en deux parties égales les qna-
tie angles formés par les deux côtés opposés A et Af , il est ma-
nifeste que , dans cette hypothèse , le produit AA1 ne renfermera
pas de tenue en xy ; mais l'équation (2) d'un cercle , rapporté à
des axes recUcgulaires , ne doit point renfermer de terme de celle
sorte y donc , il ne se trouvera pas non plus dans le produit BB/ ;
doue , réqunîioiî (t) de la conique , rapportée aux mêmes axes, ne
m?fvi mera pis non plus le terme en xy \ donc enfin les axes des
coordoiiue'es serujt respectivement parallèles à ses diamètres prin-
cipaux. On a dune ce théorème :
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3. THÉORÈME. Un cercle tracé sur le plan d'une conique

coupant cette courbe en quatre points ; si l'on joint ces quatre
points deux à deux par deux cordes 9 les droites qui diviseront
en deux parties égales les quatre ongles formés par ces deux cor-
des , seront respectivement parallèles aux diamètres principaux de
la courbe.

II est clair que si deux angles ont un côté commun, et nue les
droites qui les divisent en deux parties égales soient parallèles, ces
angles seront égaux et correspondans, et que conséquemment leurs
côtés . non commuas, seront aussi parallèles \ on peut donc , de ce
théorème , conclure le suivant :

4. THÉORÈME. Si tant de cercles qu'on voudra , coupant une
même conique aux deux mêmes points , la coupent en outre en
deux autres points ? les cordes qui , dans ces dijferens cercles ,
joindront ces deux autres points d'intersection seront toutes paral-
lèles entre elles.

Si Ton conçoit que les deux points communs à tous ces cercles
et à la courbe se rapprochant coulinuellemaient > jusqu'à se confon-
dre , ce dernier théorème se changera dans le suivant:

5. THÉORÈME* Si tarit de cercles qu'on coudra touchent tous
une même conique au même point et la coupent en outre en deux
autres points ; les cordes qui ? dans ces dijferens cercles , join-
dront leurs deux intersections avec la courbe , seront toutes pa-
rallèles entre elles.

C'est de ce dernier théorème que M. Plucker a déduit ( Anna-
les , tom. XY1Ï , pag. 71 ) la construction du cercle oscillateur
d'une conique en un quelconque de ses points. Il n'est, comme
Ton voit, qu'un cas particulier du précédent.

6. Retournons à notre équation ( i ) ,dans laquelle nous suppose-
rons présentement la courbe rapportée à deux axes quelconques. Si
nous voulons obtenir les intersections de cette courbe avec l'axe des
x 7 il faudra faire , dans cette équation 7 y=zo. Supposons qu'alors



362 N O U V E L L E M E T H O D E
les fonctions A , B , Af, B/ prennent respectivement la formep%\-g

? p&-\-o * q!x-\-hf\ cette équation deviendra ainsi

c'est-à-dire ,

ou , pour abréger ,

d'où il suit qu'en représentant par m et jx les distances des deux
intersections à l'origine , on aura

Ba+Sb Ta + Vb
Pa+Qb ' i ~ Pa+Qb

Pour deux autres coniques circonscrites au même quadrilatère ? et
donne'es par les équations

a'ÀA'+L'BB'^o , a"JA'+b"BB'=:o ,

on aura semblablement

Ra"+Sb"

d'où

// // (PU
1 r (Pû'

et par suite
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pjj

on trouvera de même

d'où on conclura , sur-le-champ ,

équation qui exprime ( Annales 9 tom. XVII, pag. x83 ) que les
six points d'intersection sont en involution. En remarquant donc
que l'axe des % est ici une transversale quelconque , et en invo-
quant le principe des polaires réciproques, on aura ces deux ihéo-
rètnes :

7. THÉORÈME. Trois coni- 7. THÉORÈME. Les six ian~
que s circonscrites à un même génies menées d'un même peint
quadrilatère coupent toute droite quelconque à trois coniques ins-
en six points qui forment une crites à un même quadrilatère for-
involution (*). ment un faisceau en involution.

On peut prendre pour une des coniques le système de deux cô-
tés opposés du quadrilatère , ou bien on peut prendre pour deux
des coniques les deux systèmes de côtés opposés. On peut enfin pren-

(*) C'est l'élégant théorème de M. Sturni ( Annales , tom. XVII , pag. 182 )•
J. D. G.
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die pour les trois coniques les deux systèmes des côtés opposés avec
les deux diagonales; de là , et par la théorie des polaires récipro-
ques 5 on conclura les théorèmes suivans :

8. THÉORÈME. Toute droite 8. THÉORÈME. Les quatre
est coupée par deux coniques qui tangentes menées d'un même point
se coupent en quatre points et par quelconque à deux coniques et les
tes deux cordes qui joignent ces deux droites menées du même
quatre points deux à deux en six point aux points de concours de
points qui forment une involu- leurs deux paires de tangentes
tion* communes, jorment un faisceau

en involution.
9 THÉORÈME. Les six points 9. THÉORÈME. Les droites

d'intersection des quatre cotés menées d'un même point quelcon-
d'un quadrilatère et d'une coni- que aux quatre sommets d'un qua-
que qui lui est circonscrite avec drilaière et les deux tangentes
une droite quelconque^vr'ment une menées du même point à une co-
involution (*).

Ï O . THÉORÈME. Les sîx

nique inscrite , forment un fais-
ceau en involution.

10. THÉORÈME. Les droi-
droites que déterminent quatre tes menées d'u?i même point quel-
points d"un même plan coupent conque d'un plan aux six points
toute transversale en six points que déterminent quatre droites
qui forment une involution. tracées sur ce plan , Jorment un

faisceau en involution (**).

(*) C'est le théorème de Desargues ( Annales , tom XVII , pag. 181 ).
(**) Ce théorème et celui qui le précède se trouvent consignés dans un

mémoire manuscrit de M. Sturtn r dont nous avons publié deux extraits
dans notre XVII.e volume, et que son étendue ne nous a pas permis de pu-
blier en entier ;m\is Fauteur, qui n'a pas songé à les déduire de son théa-
rvme général ou de celui de Desargues , en doùne des démonstrations di-
rectes.

J . D. G.
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On ne doit pas perdre de vue, dans tout ceci, que sî deux

des six points ou deux dès six droites , non conjugués l'un à l'au-
tre , se confondent accidentellement avec leurs conjugués respec-
tifs, auquel cas le nombre des points ou des droites se réduira
à quatre seulement, on aura alors une section ou un faisceau har-
monique.

I I . Reprenons l'équation

o , ( i )

que Ton peut considérer généralement comme l'équation commune
à toutes les coniques passant par les quatre mêmes points donnés
par les systèmes d'équations

j

il est visible que Ton satisfera aussi à l'équation ( i ) quels que
soient y et y', par chacun des deux systèmes d'équations

-/J+èB'=o ,

puisque l'élimination ? soit de y entre les deux premières, soit de
y/ entre les deux autres, fait retomber sur Péquation (i). Donc les
deux premières, ainsi que les deux dernières appartiennent à deux
droites qui se coupent sur la courbe ; mais les deux premières ap-
partiennent respectivement à deux droites qui passent par les points
( A y J B ) , ( A/

9 Bf)y tandis que les deux dernières appartien-
nent à deux droites qui passent respectivement par les points (A9

Bf ) ? (A'yB); donc les deux premières sont celles de deux cor-
des menées de l'un quelconque des points de la courbe aux deux

Tarn. XV 111. 5i
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points ( A, B ) 9 (A'yB'), tandis que les deux dernières sont cel-
les de deux cordes menées d'un autre point également quelconque
de la courbe aux deux points ( A, B' ) , (A',B).

On peut donc considérer ces quatre cordes, et les deux côtés op-
posés A, A' du quadrilatère, comme les côtés d'un hexagone quel-
conque inscrit, et alors les couples de côtés respectivement oppo-
sés de set hexagone seront donnés par les couples d'équations

{ A=o , Ç

lesquelles détermineront aussi conséquemrnent les points de con-
cours de ces couples de côtés opposés; or, il est visible que Fé-
quatioa

yy'A—al>A'=:Q ,

est également satisfaite par chacune de ces couples en particulier ;
donc ? cette dernière équation est celle d'une droite qui contient
les points de concours des directions des côtés opposés. De là , et
par la théorie des polaires réciproque , on conclura ces deux théo-
rèmes si connus et si féconds eu belles conséquences :

12. THÉORÈME. Bans tout 12. THÉORÈME. Dans tout
hexagone inscrit à une conique, hexagone circonscrit à une coni-
les points de concours des direc- que , les droites qui joignent les
iions des côtés opposés appartien- sommets opposés concourent tou-
nent tous trois à une même droite, tes trois en un même point*

On ne doit pas perdre de vue , dans l'application de ces théo-
rèmes , que les six mêmes points , pris sur une ligne du second
ordre , peuvent être les sommets de soixante hexagones inscrits 5

et que les six mêmes tangentes à cette courbe peuvent être les cô-
tés de soixante hexagones circonscrits, et que les deux théorèmes
que nous venons de démontrer ont Heu également pour tous. Faute
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de cette attention, on pourrait prendre pour théorème nouveau ,
relatif à l'un de ces hexagones , un de nos théorèmes appliqué à
lin autre et transporté ensuite à celui-là ; tels seraient P par exemple,
ces deux-ci :

Dans tout hexagone inscrit à Dans tout hexagone circons^
une conique, le point de con - crit à une conique , la droite qui
cours de deux côtés qui ne sont joint deux sommets qui ne sont
ni consécutifs ni opposés 5 le point ni consécutifs ni opposés, la droite
de concours de leurs opposés res- qui joint leurs opposés respectifs
pectifs et le point de concours des et la droite qui joint les points
droites qui joignent les deux cou* de concours des deux couples dt
pies de sommets opposés qui dé- côtés opposés , qui déterminent les
terminent les deux cotés restans , deux sommeJs restons , concou-
appartiennent tous trois à une rent toutes trois en un même
même droite. point.

13. Si l'on suppose que les fonctions linéaires A , A\ B, B/ sont
en x y y ? z, on obtiendra, sans aucun nouveau calcul relative-
ment aux angles tétraèdres gauches inscrits et aux quadrilatères gau-
ches circonscrits à une surface réglée du second ordre, des théo-
rèmes analogues à ceux que nous venons d'établir.

14. Si l'on suppose ensuite que ces fonctions, soit en x et y ,
soit J , J , 2 , au lieu d'être linéaires sont d'un mêoie degré quel-
conque , supérieur au premier , on obtiendra des théorèmes géné-
raux , soit sur le système de quatre courbes du même degré ou
de même classe , comprises dans nu même plan , soit sur le sys-
tème de quatre surfaces du même degré ou de même classe , si-
tuées du manière quelconque dans l'espace.
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GÉOMÉTRIE DES LIGNES ET SURFACES COURBES.

Démonstration de deux théorèmes ;

Par un ABONN É.

JLJ'KQUATION en coordonnées rectangulaires de toute ligne du se-
cond ordre, pourvue d'un centre ? est réductible à la forme

Ax*+By*=zC , ( i )

dans laquelle A^B^C représentent non seulement les valeurs ab-
solues, mais encore les signes des coefficiens.

Si l'on veut passer du système primitif à un autre système rec-
tangulaire de même origine , il faudra poser

, (2)

ce qui donnera, en substituant,

. (3)

Pour trouver les longueurs a et h des segmens des axes des t
et des u interceptés par la courbe , à partir de l'origine , il fau-
dra faire, tour à tour, dans cette équation , iz=:a , uz=:o et u-=:b >
ÏZ=ZQ ? ce qui donnera , pour déterminer a çt b , les équations

d'où on tirera
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_

et par juite

mais , il est connu que

donc 9 on aura simplement

b*

et de là ce théorème:
THÉORÈME I. Dans toutes les lignes du second ordre qui ont

un centre, la somme des quarrès des inverses de deux demi-dia-
mètres perpendiculaires l'un à Vautre est une quantité constante.

L'équation, en coordonnées rectangulaires , de toute surface du se-
cond ordre pourvue d'un centre ? est réductible à la forme

Ax^+By^+Cz^D 9 (i)

dans laquelle A^B^ C9 D représentent non seulement les valçurs
absolues , mais encore les signes des coefficiens.

Si Ton veut passer du système primitif à un autre système rec-
tangulaire de même origine , il faudra poser

y=zx't+Pu+y'r , z = a7+Pa+</V ; (2)

ce qui donnera ? en substituant,

y = D . (3)
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Pour trouver les longueurs des segmens a,b>c des axes des / ,

des u et des v interceptés par la courbe , à partir de l'origine ,
il faudra faire tour à tour, dans cette équation , t=a et u=:v=of

u—b et f = / = o , v — c et t—u=o9 ce qui donnera pour déter-
miner a , b } c les équations

d'où on tirera

i

<*2 D

1

b* D

et par suite

mais il est connu que

donc, on aura simplement

et de là ce théorème :
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THÉORÈME IL Dans toute surface du second ordre pourvue

d'un centre , la somme des carrés des inverses de trois demi-diamè-
tres dirigés suivant les trois arêtes d'un angle trièdre tri-rectangle ̂
est une quantité constante.

D'après l'élégante théorie des indicatrices de M. Charles Dnpin
( Annales, tom. IX, pag. i 79 ) , on sait qu'il y a mêmes rela-
tions entre les rayons de courbure des diverses sections faites à
une surface courbe, suivant une même normale, qu'entre les car-
rés des demi-diamètres d'une ligne du second ordre pourvue d'un
centre On pourra donc conclure du Théorème I, le théorème sui-
vant dû à M. Ampère.

Un angle droit dièdre étant assujetti à avoir son arête dirigée
suivant la normale en un point fixe dune surface courbe , quelle
que soit d*ailleurs la position de cet angle dièdre autour de cette
normale , la somme des inverses des rayons de courbure des sec-
tions , déterminées par ses deux faces, pris avec leurs signes , sera
une quantité constante.

Le Théorème II conduirait à une proposition analogue , relati-
vement à lu géométrie de l'étendue hétérogène, signalée par M.
Gergoiiue ( Annales , loin. XVII, pag, J 36 ) , géométrie pour la-
quelle il existe ua théorème qui correspond exactement à celui de
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STATIQUE.

Démonstration d'un théorème de M. CHJSLES ;

Par M. GERGONNE.

/x/v\fvv\rw'vvv\'v\/\(vv\'vv\

, suivant les notations reçues ( xr, y', zr ) ,' ( x" , y", %" ) ,
( x//f, j ^ > z w ) , des points de l'espace invariablement liés
entre eux, niais libres d'ailleurs de toute gêne étrangère, auxquels
soient appliquées, dans des directions quelconques, des forces P/,
Pn

7 P///, .•.«.,,., dont les composantes parallèles aux axes suppo-
sés rectangulaires soient respectivement ( X/, I 7 , Z/ ) , ( Xlf , l 7 ^
Z ^ ) , (X/Jl

 y Y
1»', Z w ) ,

Soient , en outre ( / , w , ^ ) , ( ^ , i/7, ^ ) , deux points de l'es-
pace invariablement liés aux premiers , auxquels soient appliqués
des forces Q , Q'> dont les composantes parallèles aux axes soient
respectivement ( T, U, K ) , ( V , î/ ' , ^ ).

Pour que le système de ces deux dernières forces puisse rem-
placer, comme équivalent, le système de toutes les autres ? il fau-
dra qu'on ait ? comme l'on sait ,
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Tu+T<u> =

( 2 ) Ut+U't>=Z{Y'x') (3)

«Tou Ton voit que le problème se présente sous une forme indé-
terminée , puisqu'il n'offre que /w//* équations seulement pour dé-
terminer douze inconnues. Mais on sait qu'un problème , dans le-
quel le nombre des inconnues surpasse le nombre des équations, e t
quelquefois impossible ; nous avons donc besoin de prouver que ce-
lui qui nous occupe n'est point dans ce cas.

Des équations (2) et (3) on tire

_ / ' = —

(4)

TU—UT'

(5)

or, il résulte de la forme de ces valeurs que , pourvu qu'on n'ait
aucune des équations comprises dans la double égalité

T U V T Vf

ou
V
~v '

aucune d'elles ne sera infinie. Mais cette double égalité peut eti-
tore être écrite comme il suit:

Torn. XVIII $2
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T , U v T . V> v

c'est-à-dire,

T-f-T' V+U>
T ' L> W T U

ou enfin ( i )

donc , pourvu que Ton choisisse soit les trois composantes T\ U9

Vy soit les trois composantes T', fyr/, Vf
 9 de telle sorte qu'elles ne

soient pas proportionnelles à %{X?} , ^ ( l 7 ) , 2C-Z7) , ce qu'on peut
toujours faire d'une infinité de manières différentes 5 aucune des
Valeurs (4) et (5) ne sera infinie; de manière que le système pro-
posé peut y en effet ? d'une infinité de manièies différentes, être rem-
placé par deux forces.

Cela posé , les équations des directions des deux forces Q , Qf
Sont respectivement

x—t y~~u z—»v ' x—tf y—uf z—vi

T U V ' T' V'

d'après quoi , si l'on représente par p la longueur de la perpen-
diculaire commune à ces deux forces , et par 9 l'angle qu'elles for-
ment 5 ou trouvera facilement
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on a d'ailleurs

donc

i-fMrT'~Tryu-u')^

or5 les équations (4) et (5) donnent, en ayant égard aux équa-
tions (i) ,

en substituant -donc il viendra

or, le second membre de cette dernière etjua tion est constant, pnïs-
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qu'il ne se compose que des données du problème ; donc, le pre-
mier doit l'être également ; or, ce premier membre est ( pag. s5o)
le sextuple du volume d'un tétraèdre dont deux arêtes opposées se-
raient les droites qui représentent les forces Q et Q' tant en in-
tensité quVu direction ; donc ïe volume de ce tétraèdre est cons*
tant, quelles que soient les deux résultantes Q et Q' ; on a donc
cet élégant théorème :

THÉORÈME. Des forces , en nombre quelconque 9 appliquées
dans des directions quelconques à des points invariablement liés
entre eux , mais libres d'ailleurs de toute gêne étrangère 9 peuvent
d'une infinité de manières différentes être remplacées par le sys-

- terne de deux forces. Dans tous les systèmes de deux forces qui
peuvent leur être substitués , comme èquivalens > le tétraèdre cons-
truit sur les droites qui représentent les deux résultantes , tant
en intensité qu'en direction, considérées comme arêtes opposées 9 a
un volume constant.

Peut-être pourrait-on parvenir à ce théorème sans aucun cal-
cul 3 par la considération des couples ; mais pour cela il faudrait
chercher , au risque de ne pas trouver , tandis que nous étions as-
surés à l'avance que , si le théorème était vrai , notre analyse nous
y conduirait inévitablement. Nous ne voyons pas d'ailleurs ce que
le calcul, et surtout un calcul où Ton n'a, pour ainsi dire, que
la peine d'écrire, pourrait avoir de si désagréable, pour qu'on ap-
portât un si grand soin à l'éviter,

II faudrait bien se garder de renverser ce théorème et de croire
que , si deux tétraèdres sont èquivalens , des forces représen-
tées ea intensité et en direction par deux arêtes opposées de l'un,
pourront être remplacées par deux autres forces, représentées en
intensité et en direction par deux arêtes opposées de l'autre. On
ne saurait même se permettre de remplacer des forces représentées
an intensité et en direction par deux arêtes opposées d'un tétraè-
dre, par des forces représentées en intensité et en direction par deux
autres arêtes opposées de ce même tétraèdre ; on prouve très-sim-
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plement 5 par des considérations purement géométriques, qu'il fau-
drait encore joindre à ces dernières deux forces appliquées aux deux
extrémités de Tune des deux arêtes restantes parallèles u son op-
posée, de directions contraires, et représentées en intensité par cette
arête opposée.

Nous remarquerons encore qu'il n'est pas exact de dire, comme
on a coutume de le faire , que l'équation

exprime que le système a une résultante unique ; cette équation
exprime proprement que le volume du tétraèdre > dont deux arêtes
opposées représentent les deux résultantes en intensité et en direc-
tion , est nul, et que, conséquemment, ces deux résultantes sont dans
un même plan où elles pourraient fort bien former un couple.
Pour que le système ait une résultante unique qui ne soit pas
nulle , il faut que cette équation ait lieu sans qu'on ait à la fois

Nous aurions pu déduire de notre analyse les conditions d'équi-
libre dans un système libre , de forme invariable , mais cela eût
été moins simple que ce que nous avons donné à la pag. i^ de
notre IX.e volume où nous avons été assez heureux pour parve-
nir directement, sans calcul , et delà manière lapins symétrique,
aux six équations d'équilibre dans l'espace, sans même être obligés
de supposer connues les conditions d'équilibre des forces situées dans
un même plan.
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QUESTIONS PROPOSEES,
Théorèmes de géométrie ;

Proposes à démontrer par M. J. STEIKER 9 géomètre, de
Berlin.

I. SOIENT deux cercles C, c, non concentriques, donnés sur un
même plan , et que , pour fixer les idées, nous supposons d'aboni
intérieurs l'un à l'autre.

Soient tracés une suite de cercles O,, O, ,O3 , O4 , ...»..• le pre-
mier assujetti seulement à être inscrit dans l'espace que laissent en-
tre eux les deux cercles C , c et chacun des autres assujetti non
seulement à être inscrit dans cet espace , mais encore à toucher ce--
lui qui le précède immédiatement dans la série.

En poursuivant la construction de cette série de cercles, ou bien
elle se prolongera indéfiniment, en donnant sans cesse des cercles
difFérens de ceux qui auront déjà été tracés, ou bien au contraire,
après avoir fait n fuis le tour de l'espace compris entre les deux
cercles donnés, C , c , on parviendra à un dernier cercle O^ qui
se trouvera tangent au premier Oj , de sorte que la série se ter-
minera à ce dernier cercle.

On propose d'abord de démontrer que cette circonstance est in-
dépendante de la situation du premier cercle O, de la série h et
qu'elle ne dépend uniquement que des gr.nJeur et situation res-
pectives des deux cercles donnés C, c; c'est-à-dire , que, suivant les*
grandeur et situation de ces deux cercles, la bérie sera finie ou illi-
mitée , queî qre soit le cercle Ox.

On propose en outre de démontrer que , quand la série est li-



PROPOSÉES, 3 7 9

mitée, en représentant respectivement par R 9 r les rayons des deux

cercles C , c, et par d la distance entre leurs centres, on doit avoir

cette e'quation remarquable

Si les deux cercles donnes son! Tua hors de l'autre 5 lVqtiation

sera

(/î+r)a+4r/Ï.Tang a - **=<? . (*)

(*) Voici un théorème beaucoup plas simple qui doit également être vrai.
Soient deux cercles C , c , non concentriques, tracés dans un même plan.

et que , pour fixer les idées, nous supposons intérieurs l'un à l'autre.
Soient A f , A, , A, , A4, ...... une suite de cordes de C tangentes à c , la

première étant arbitraire et chacune des suivantes étant assujetties à avoir
une extrémité commune avec celle qui la précède immédiatement.

Ou bien le nombre de ces cordes sera illimité , ou bien , après avoir fait
n fois le tour de l'espace compris entre les deux cercles C , c , on parviens
dra à une dernière corde Am qui se terminera au point de départ de la
première A, ; de sorte que les m cordes formeront un polygone étoile, ins-
crit à C et circonscrit à c,

11 s'agirait d'abord de prouver que ces circonstances ne dépendent aucu-
nement de la situation de la première corde AT, mais uniquement des
rajoas R , r des deux cercles et de la distance d entre leurs centres.

Il s'agirait en outre d'assigner, dans le dernier cas, le rapport qui doit
exister entre les grandeurs ?n , n, R , r , d,

II a déjk été établi ( Annales s tom. ï , pag. i49 5 tom. III , png. ?j!fi et
tom. XIV, pag. 54 ) que, dans le cas de m=3 et 72=1 , cette relation est

On peut aussi se proposer le même théorème pour deux, cercles tracé* sur
la surface d'une sphère, et il a été démontré ( Anna1 es ^ toin, XiV , p:ig*

^69) que, dans le cas de m=3 et rc=:i , oa doit avoir

{Sin.(R+r)+Siu.(R—r)}{3Sin.(Rqrr)—Sîn.(Rz±= )}=4S:n.

J. D. G.
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Les niâmes choses ont Heu pour des cercles tracés sur la sur-

face d'une sphère ; l'équation est alors

Cos.(/i4.r);J22Sin,rSin,i?Tang,* —'crrrCos d .

II. Soient deux sphères S , s , non concentriques , que , pour
fixer les idées, nous supposons d'abord intérieuies l'une à l'autre;
et soit inscrite arbitrairement une troisième spîure 2 dans l'iuter-
valle qui les sépare.

Soit ensuite décrite un? suite de sphères O l ( O a , O5 * O4 ....
dont la première 0 t soit simplement assujettie à toucher à la fois
les trâs sphères S , s, S ; tandis que chacune des autres sera assu-
jettie non seulement à toucher ces trois mêmes sphères ? mais en-
core à toucher celle qui la précède immédiatement dans la série.

Ou bien la série de ces sphères se prolongera indéfiniment, ou
bien , après n révolutions autour de la sphère s, on rencontrera
une dernière sphère Om , touchant la première O , , et il s'agirait
d'abjrd de prouver que ces circonstances ne dépendent aucune-
ment ni de la situation arbitraire de la sphère S , ni de la situa-
tion également arbitraire de la première sphère O, de la série ;
mais uniquement des rayons R, r des deux sphères données S et
s , et de la distance d entre leurs centres.

Il s'agirait de prouver% en outre, qu'on aura, dans le dernier cas t

n

m

les signes inférieurs répondant au cas où les sphères données 5 ,
sont extérieures l'une à l'autre.

FIN DU TOME DIX-HUITIÈME.
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Recherches sur la caustique par réfraction relative au cercle ; par M, àe
Si-îMurent. t f o .
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DéiKa«-iration de deux théorèmes , sur les caustiques par réfraction rela-

tives au cercle ; par M. Gergonne. 4^—"56.

PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE.

Essai sur un nouveau mode de démonstration des propriétés de Petenduë \

par M. Bobiiliec, 3^o—33g,

Continuation sur le même sujet; par le même, 35Q—36j.

POLÉMIQUE MATHÉMATIQUE.

Réclamation de M. Ponceht et réponse de M. Gergonne* 120—149.

STATIQUE.

Sur quelques démonstrations du parallélogramme des forces; par M. Ger~

gonne. 72—83.

Recherche des conditions de plus grande stabilité d'un corps pesant , po-

sant par plusieurs points ou par une base finie sur un plan horizontal; par

MM. Bohillier , Roche et Vallès. 175—182.

Démonstration de ce théorème de M. Chastes: De quelque manière qu'on

réduise à deux toutes les forces d'un système , le tétraèdre construit sur

les droites qui représentaient ces deux, forces , tant en intensité qu'en di-

rection , aura un volume constant ; par $1. Gergonne.

TRIGONOMÉTRIE.

Division d'un arc en segmens dont les cosinus soient entre eux comme des

longueurs données ; par MM. Lenthêric , de St-Laurent, Roche , A. V. et W.,

H., T. 83-87.
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C O R R E S P O N D A N C E

Entre les questions proposées et les questions résolues.

Tome XVII , pag. 83. Probïèmel, résolu , tome XVII^pages 182-184.
pag. 255 Théorèmes I , 11, III, IV. 25—28.

pag. 284 Problème I. ! 0 0 -~ i i r ,
pag. 3i6 Problème. - -

pag, 348 Problèmes I , IL 98—ïoo , 172—175,
pag. 38o. Problème. 33-^7,

Tom.XVIII,pag. 28 £ProWème.
^Théorème. m — n 3

c c Ç Problèmes. I , II , I II , IV. 175—182.
pag. 56 J l

v ° 2 T h é o r e m e 331—335.
•'Problème de statique.q

£ j Problème I , dé géométrie. 249—2

8- 7 \ p ^ b i ^ e s H , III, IV,
V,Théorème. •••

C Problèmes 1, IL 202.—.216.
g. I24 £

Problème
pag. ib l < „,, , , t r*
x ° 7 1 lieoreiue. aSo—20
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ERRATA

Tour le dix-huitième çolume des Annales.

JL AGE i5 , ligne 6 — y—y* ; lisez ; y+yr»
Pag. 23 , ligne 17 — ?n—-rc+i 5 lisez : m+n—î«
Pag. s5 , ligne 7 — /,, j ?ww : p.
Pag. 29, au titre —« PLUKERJ foer : PLUCKER,

Pag. 71 ; à la fin du i.Cr alinéa —ajoutez en note J
Cela revient à dire que ,

étant trois termes consécutifs d'une équation du mJeme degré , Vé»
quation aura nécessairement des racines imaginaires , si 1 on a

Pag. l43 ) dernière ligne de la ï.re note — tenu ,• lisez : cru tenu.
Pag. 1S2 , ligne 8 , eu remontant — omettre; lisez : émettre.
Pag. l56 ? ligne 2 , en remontant — tétraèdre ; lisez : tétraèdre
Pag. 121 | ligne 9 , en remontant — mettez une virgule après îe mot point*
Pag. 1^3, lignes 3 et 4 , en remontant — T , T, T", T>» ; lisez: P , F>,

P" , P».
Pag. 182, ligne 4 —~ présent ; lisez ; précèdent,
Pag. 204 > après la valeur de Pf — mettez une virgule au lieu du point et

virgule. Au même endroit, après l'accolade — (1) ; lisez : (I).
Pag. 289 , ligne 8— (20); lisez: (21).
Pag. 274, à la fin— remplacez le 1.0 par ce qui suit:

i.° Que chacun de ces deux points a , dans les deux courbes ,
la même polaire 5 laquelle passe par l'autre point.

Pag. ajB, ligne 7 — même foyer ; lisez; mêmes Joy ers*
Pag. 2Ô3 9 ligne 9 -~ conjugué ; lisez; réciproque.



ET ADDITIONS. 3S7
Pag. 284 t à la fin du n.° 17 , colonne de droite -—' si les deux courbes ne se

coupent pas ; lisex : aux deux courbes*
Pag, 286 , ligne 4 > colonne de gauclie — leur centre ; lisez ; un de leurs centres.

Colonne de droite ••— de leur axe ; lisez : d*im de leurs axes%

Pag. 290 , colonne de gauche, ligne 6 et colonne de droite , ligne 5 •— quatre ;
lisez : six*

Pag. 292, dernière ligne — e t ; lises-, ou.
Pag, 293 , aux deux colonnes, ligne i3 — et ; lisez Î OU.
Pag. 294 » colonne de droite, ligne 10 — polaire; lisez ; pôle.

ligne 12 — relative 5 lisez: relatif.
Pag. 3o5 , ligne 9 du texte — royaumes ; lisez : royaume.
Pag. 333 , ligne 7 — chacune des trois premières équations ) lisez : chacun des

trois premiers systèmes d'équations.
Pag. 336, — supprimez la note.

IV. B. L'une des planches portant le numéro II , doit porter le numéro III.






