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214 LCIS GENERALES

i

GEOMETRIE DE SITUATION.

Recherches sur quelques lors générales qui
régissent les lignes et surfaces algébrigques
de tous les ordres ;

Par M. GERGONNE.

AMAVLVLLITRNN

En observant ce que les résultats parti-
culiers avaient de commun entre eux, om
est successivement parvenu a des 1ésultats
fort étendus, et les sciences mathématie
ques sont & la fois devenues plus générales
et plus simples.

( Larrace ; Tegons & I'Ecole normale ).

et

IQOUS observions , il n’y a pas long-temps (*), qu’au point ot les
sciences mathématiques sont avjourd’hui parvenues, et encombrés
comme nous le sommes de théorémes, dont la mémoire la plus
intrépide ne saurait méme se flatter de conserver les énoncés, on
servait peut-étre moins utilement la science en cherchant des vé-
rités nouvelles qu’en s’eflorcant de ramener 3 un petit nombre de
chefs principaux les vérités déjd découvertes, Une science dailleurs
se recommande peut-étre moins encore par la multitude des pro-

(*) Voy. la pag. 314 du précédent volume.
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positions dont se composc son domaine que par la manitre dont
ces propositions sont lides et enchaindes les unes aux antres. Or,
il est dans chaque science certains points de vue dlevés ol il suf-
fit de se placer pour embrasser d'un méme coup-d’eeil un grand
nombre de vérités que, dans une position moins favorable , on au-
rait pu croire indépendantes les unes des autres, et que lon re-
connait d¢s lors dériver toutes d’un principe commnn , souvent
méme incomparablement plus facile & établir que les vériiés parti-
culiéres dont il est Pexpression abrégde.

C’est dans la vue de confirmer ces considérations par quelques
excmples assez remarquables que nous nous proposons ict d'établir,
sur les points communs et tangentes communes aux courbes pla-
nes , situées dans un méme plan , sur les lignes communes et points
communs aux surfaces courbes, sur les surfaces développubles qui
leur sont circonscrites et sur leurs plans tangens communs, un pe-
tit nombre de théorémes géndraux, offrant une infinité de corol-
laires , parmi lesquels nous nous bornerons & signaler les plus sim-
ples ou les plus digues de remarque. Plusieurs de ces corollaires
sont connus depuis long-temps ; mais nous ne pensons pas qu’on en
rencontre autre part des démonstrations aussi simples et anssi brie-

ves , et qui exigent aussi peu de contention d’esprit, que celles qu’on
trouvera ici des théorémes généranx qui les renferment tous.

Comme il ne s’agira ansuncment ici des relations métriques, tous
nos théorémes seront doubles. Pour en faire micux saisir la cor-

respondance, nous placerons dans deux colonnes, en regard les unes

des autres, les théorémes qui devront se correspondre, aiusi que
nous l'avons déjd pratiqué plusieurs fois.

SECTION PREMIERE.

Propriétés des eourbes algébrigues, situées dans un méme plan.

Soit une figure plane , composée de tant de poiuts et de lignes
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droites et courbes qu'on voudra. Councevons qu’ayaut tracé arbi-
trairement , sur le plan de cette figure , une ligne quelconque
du second ordre, oa constraise, sur le méme plan, une autre fi-
gure dont tous les points et toutcs les droites soient les poles et
polaires de toutes les droites et de tous les points de la premicre,
par rapport & cette ligne du second ordre, considérée comme dJi-
rectrice ; les deux figures ainsi tracées seront dites poluires récipro—
gues T'une de lautre , attendu que la premicre pourra étre déduite
de la seconde comme celle-ci est supposée I'éue de Vautre. Or, en
conséquence des propriéiés, bien counues aunjourd’hui, des pdles
et polaires , voici les relations principales qui se trouveront exister

entre ces deux figures.

1.° Autant il y aura dans 'un
de systtmes de points situés en
ligne droite, autant on rencon-—
trera dans l'autre de systémes d’un
égal nombre de droites concou-
rant en un méme point.

2.° Autant il y aura dans 'un
de systemes de points situés sur
une méme courbe, autant on ren-
contrera dans l'autre de systémes
d’un égal nombre de tangentes &
une courbe de méme ordre.

3.° Autant il y aura dans 'un
de systtmes de points d’une méme
courbe , situés sur une méme
droite , autant on rencontrera dans
Vautre desystémes d’'un égal nom-
bre de tangentes & une courbe de
méme ordre , issues d’'un méme
point,

]

4.° Enfin, autant il y aura

1.° Autant il y anra dans l'un
de systémes de droites concou-
rant en un méme point, autant
on rencontrera dans lautre de
systétmes d'un égal nombre de
points situés en ligne droite.

2.° Autant il y aura dans l'un
de systemes de tangentes & une
méme courbe , autant on rencon-
treradans l'autre de systémes d'un
égal nombre de points situés sur
une courbe de méme ordre.

3.° Autant il y aura dans I'un
de systémes de tangentes 4 une
méme courbe , issues d’un méme
point, autant on rencontrera dans
Vautre de systémes d’un égal nom-
bre de points d'une courbe de
méme ordre, situés sur une méme
droite.

4.° Enfin, autant il y aura



DES LIGNES ET SURFACES.

dans l'une des figures de sysitmes
de points communs ddeux oud an
plus grand nombre de courbes ,
autant on rencoatrera dauns l'au-
tre de systémes d’un égal nombre
de tangentes communes a deux ou
4 un plus grand nombre de cour-
bes de méme ordre.

217
dans 'une des figures de syste-
mes de tangentes communecs a
deux ou 4 un plus grand nombre
de courbes , autant on rencontrera
dans l'autre de systemes d’un égal
nombre de points communs & deux
ou & un plus grand nombre de
courbes de méme ordre.

H importe beaucoup de se rendre toutes ces diverses relations
bien familicres, de s’en imprégner, s'il est permis de sexprimer
ainsi; parce qu'en méme temps qu’elles peuvent faire découvrir
un grand nombre de théorémes, elles en rendeut toute démons-
tration superfiue. C’est ainsi que nous allons en user nous-mée
et lorsque , par quelque moyen que ce soit, 1wous serons parvenus
a établir un théoréme, susceptible de lespece de traduction dont
il est question ici, nous écrirons a sa droite celui qui lui corres-
pond, sans nous metire aucunement en peine de le démontrer
bien certain que , si un est vrai, lautre doit I'étre égalemcut.

Dans tout ce qui va suivre, nous réputerons égalemeat comme
ligne d’un certain ordre, soit une ligne eflective de cet ordre, soit
un systéme ¢quivalent de lignes d’ordres inférieurs, c'est-a-dire, un
systtme de lignes données par une équation unique , d'un degré
égal & Pordre dont il s'agit. Ainsi, par exemple, un systéme de
deux ligues des p*™ et ¢ ordre sera réputé une ligne unique du
(p+g) ordre. Pareillement, le systeme de m droites sera réputé
une ligne unique de =™ ordre.

Nous convenons aussi de coni-
prendre , parmi les intersections
de deux courbes, leurs intersec-

Nous convenous aussi de com—
prendre, parmiles tangentes con-
munes a denx courbes, leurs tan-
tions 7déales aussi bien que leurs

intersections réelles , leurs inter-
sections Znfiniment distantes aussi
bien que leurs intersections acces-

Tom, XVII.

gentes communes rdéales anssi
bien que leurs tangentes commu--
nes réelles. leurs tangentes com-
LIUNeS (nfiniment distantes aussi

29 -



218 LOIs GENERALES

flles; de sorte que, duns notre  bien que leurs tangenies commu-

e Ty

angage , le nombre des intersec- nes accessitles 5 de sorte que
tions de deux courbes sera cons-  dans notre langage , le nombre
tamment ¢gal au produit des de- des tangentes cominunes & deux
grés de lears équations. courbes sera constamment égal au
produit des degrés de leurs équa~
tions.

Ces conventions soat nécessaires pour que nos théorémes puis-
sent avoir lieu sans aucune restriction.

§ L

Ces choses ainsi entendues, considérons deux lignes du m*“™ or-
dre, situées dans un méme plan, rapportées aux mémes axes quel-
conques, et ayant respectivement pouar équations ralionnelles, en
x ey,

M=o , (1) M'=0 ; (2)

elles se couperont en m” points qui, dés que m sera plus grand
que frois, ne pourront étre supposés quelconques , puisqu’alors m*
se trouvera surpasser le nombre des points qu’il est permis de pren—
dre au hasard sur un plan, pour déterminer complétement une
ligne unique du m""™ ordre. Dans tous les cas, on obtiendra les
coordonnées de ces différens points en considérant z et y, dans
les équations (1) et (2), comme les deux inconnues d’un méme
probléme déterminé,

Soit représentée par A une constante indéterminée, et soit posée
I’équation 2

MMM =035 () (3)

chacune de nos trois équations sera évidemment comportée par les
deux autres, quel que soit 3; de sorte que, de quelque maniere
quon les combine deux & deux, elles donneront exactement les

(*) On ne gagnerait évidemment rien a poser AM-+-2/M/=o0 , puisque autre

. . . A
équation rentre dans celle-ci en y changeant A, qui est quelconque, en "

4
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mémes systémes de valeurs pour x et y; mais, & cause de lin—
détermination de A, la derni¢re appartient & une infinité de ligues
du m.*" ordre ; ces lignes ont douc la propriété commune de cou-
per l'une quelconque des deux proposdes précisment en tous les
poiuts et aux seuls poiuts ou elle est conpée par I'autre.

Réciproquement , toute ligne qui coupera une quelconque des
deux propusées précisément en tous les points et aux seuls points
ol elle est coupée par l'autre , ne pourra étre qu’une ligne du .
ordre dout I’équation soit comportée par les équations (1) et(2);
cette équation devra donc étre un cas particulier de I'équation (3) ,
et de nature & pouvoir en étre déduite par une détermination con-
venable de la constante arbitraire X (*).

Soit m=p+q, p et g étant deux nombres entiers positifs , et
supposons que , pour une certaine valeur de la constante A, U'¢-
quation (3) prenne la forme

PQ=o , ()

P et Q éant des facteurs rationnels des p*™* et ¢ degré, res-
pectivement ; il s'ensuivra que, pour cette valeur de A, I'équation
(3) wexprimne plus une courbe unique , mais le syst¢me de deux

lignes des 2% et ¢*" ordre, sur lesquelles conséquemment devront

(") Ou pourrait objecier ici que si , par exemple , les deux proposées sont
x3dyr4ax4by+c=o , x3yrtax~4-b'y4c/=o ,
en supposant a=—i1, l’equation (3) sera
(a’—u)x-{-(b’—b}y-{-((’—-6):0 N
qui n'ust plus alors que du premier degré; mais on doit observer que,
dans ce cas, la veritable équation (3) est prop:ement
ox2toy? - (o/—a)x~4 (b =)y 4 (/=—c)=0 ,

qui continue d'dtre du second degré , lorsque x et y soat supposés infinis.
Cela revient 4 dire, comme I'a déja remavrqué M. Pouncelet ( Propriétés pro-
Jectives | pag. 49, n.° g3 ), qu'indépendamment des deus points d'intersec-
tion accessibles , réels ou imaginaires, deux cercles tracés sur un méme plan

en ont encore deux auatres, toujours imagiuaires, qui en sont infiniment
distans,
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¢tre distribuds les 2 ou (p+44g)* points d'intersection des deux pro-
pusdes ; savoir , p(p-+¢) sur la premicre et ¢(p--¢) sur l'autre,
Réciproquement , si la nature et la situation respective des deux
proposdes sont telles que , parmi leurs (p-4¢)° points d’intersec—
tion , il s'en trouve p(p--7) qui appartiennent A une seule et méme
ligne du p# ordre; ces points seront de nature & étre obtenus par
la combinaison de l'une quelconque des équations (1) et (2) avec
une équation rationnelle du p*m degré; puis donc que Zous les
points d'intersection s’obtiennent par la combinaison de la méme
équation avec l'dquation (3), il faudra que, par uue détermina-
tion convenable de la constante arbitraire ), le premier membre
de cette dernitre acquiert un facteur rationnel P du p®™ degré:
ce premier membre devra douc, pour cette méme valeur , avoir
un autre facteur rationnel Q du ¢ degré ; cette équation sera
donc alors de la forme de I'équation (4); d'ont il suit que les
g(p-+¢) points d'intersection restants se trouveront tous appartenir
\

A une scule et méme ligne du g ordre. On a donc ce théoréme
géuéral :

THEOREME 1. 8¢, parmi les
(p+q)* puints d'intersection de
deuzx lignes du (p-q)* ordre,

situées dans un méme plan , il

THEOREME I. 8¢ parmi les
(;§+q;‘ tangentes communes &
deuz lignes du (p4q)™ ordre,

situées dans un méme plan , il

sen trouve p(p4q) appericnant
tous & une seule et méme ligne

du p*m ordre ; les q(p=-q) points

s'en trouve p{p—-q) touckant tou-
tes une seule ¢t mime ligne du

pm ordre; les q(p-q) tangen-

d'intersection restans appartien-
dront tous & une scule et méme

tes communes restantes tovche-

ront toutes une seule ct méme

ligne du " ordre (*).

ligne du q** ordre.

(*)Si P'on suppose que la ligne du peme ordre se réduit au systéme de
p droites, dont chacune contient p44 intersection, on obtiendra le premier
des théorémes dont la démoustration a été dewmandée a la page 35 du pré-

sent volume ; et qui n'est, comme Pon voit, gu'ua cas trés-particulier de
celui-ci,
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Remargue. Dans Vapplication
de ce théoréme , il ne faudra pas
perdre de vue que chaque con-
tact du (n—1,*™ ordre ou de n
points, entre deux courbes, doit
compter pour n points communs ,

tous situés sur la tangente com-
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Lemarque. Dans Tapplication
de ce théoréme, il ne faudra pas
perdre de vue que chague tan-
gente commune 4 deux courbes
en un méme point ou clles ont
entre elles un contact du {n—1)""
ordre ou de n points , doit comp-

mune en ce point. ter pour n tangentes communes,

passant toutes par ce point.
La vérité de ce théoréme ddépendant uniquement du degré com-

mun des deux équations , et non du nombre et de la nature des
lignes que chacune d’elles exprime, il ne cessera pas d'ére vrai

lossqu’elles exprimeront, l'une et I'autre des systémes de p4-7 droi-

tes. On a donc ce premier corollaire :

Corollaire I. Deux systémes de
p-+4g droites existant dans un
méme plan; si, parmiles (p4¢)*
points d’intersection desdroites de
l'an des systémes. avec celles de
Vautre systtme , i1l s'en trouve
plp+49) qui appartiennent tou-
tes 2 une seule et méme ligne du
P ordre; les ¢(p+g¢) points
d’'intersection restans appartien-
dront tous A une seule et méme

ligne du ¢*™ ordre.

. AY
Corollaire I. Dzux systémes de

p-+¢ points existans dans un
méme plan; si, parmiles (p+¢)*
droites qui joignent les points de
I'un des systémes & ceux de J'au-
tre systeme , il s’en trouve p(p-f-7)
qui toucheut toutes une seule et
méme ligne du p*™ ordre; les
g(p—+¢) droites restantes touche-
ront toutes une seule et méme
ligne du ¢*™ ordre.

En supposant p--g=—m, et prenant tour-d-tour p ¢t ¢ égaux a
deux , ce corollaire prendra cette autre forme :

Corollaire 1I. Deux sysiemes
de m droites existant dans un
meéme plan; st , prrmi les m°
points d'intersccaon des droites

de l'un des systomes avee celles

Cerollaire II. Deux systémes
de m points esistant dans un
méme plan ; st parmi les m* droi-
tes (ui joignent les points de L'un

des systemes & ceux de [autre
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de l'autre sysitme , il s'en trouve
am qui apparticnnent tous & une
seule et meéme ligne du second
ordre ; les m{m—-2) points d'in-
tersection restans appartiendront
tous d une seule et méme ligne du
(n—-2)"™ ordre et réciproqueient.

Soit un polygone de 2m cités

LOIS GEXNERALES

systeme , il s’en trouve 2m qui
touchent toutes une seule et méme
lignedu second ordre ; les m(m-~2)
droites restantes toucheront tou-
tes une seule et méme ligne da
(m—-2)*" ordre et réciproque-
nent,

inscriptible & une ligne quelcon-

que du second ordre; nous pourions considérer ses cétés de rangs

pairs et ceux de rangs impairs comme deux systémes de m droi-

tes ayant 2m points d’intersection sur une seule et méme ligne
du second ordre. Le dernier corollaire donnera donc celui-ci:

Corollaire 111, Dans tout poly-
gone de 2m cbtés inscriptible &
une ligne du second ordre , les
m(m—2) points d'intersection des
directions des cdtés de rangs pairs
avec les directions des cités de
rangs impairs non consécutifs ap-
partienuent toutes & une seule et
méme ligne da (m—=z)""* ordre
et réciproquement.

Dans le cas particulier ot l'on
changera dans le suivant :

Corollaire IV. Dans tout he-
xagone inscriptible & une ligne
du second ordre , les points de
concours des directions des cdtés
opposés appartiennent tous trois a
une méme droite et réciproquement.

Yoild donc les deux théorémes

Corellaire 111. Dans tout poly-
gone de 2m sommels circonscrip-
tible & une ligne du second or—
dre , les m(m—2) droites qui
joignent les sommets de rangs
pairs avec les sommets de rangs
impairs qui ne leur soat pas con-
sécutifs touclient toutes une seule
et méme ligne du (m—2)*" or-
dre et réciproquement,
supposera m=3, ce corollaire se

Corollaire I¥V. Dans tout he-
xagone circonscriptible & une ligne.
du second ordre, les droites quj
joignent les sommets opposés con..
courent toutes trois en un méme
point et réciproquement,
de Pascal (*) et de Brianchon,

(*) C’est pour nous couformer a lopinion la plus répandue que nous at-
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si féconds en belles et impnrtantes conséquences (*) , qui se trou-
vent alusi dtablis sans aucune construction ni caleul, et déduits de
considérations analy tiques d'une extreme simplicité 5 car remarquons
bien qu’ils découlent, sans aucun intermédiaire , de notre thévreme
foudameuntal (**).

tribuons ici a Pascal le premier de ces deux theorémes. Tout ce qu'on sait
de b.en positif sur ce point, et c'est le P. Mersenne qui mous lapprend s
dans son Harmonie universelle, c’est que Pascal en avait déduit 4oo corol-
laires , formant un traité de sections coniques plus complet que celui PAp-
pollonius; traité que Descartes a eu eutre les mains, mais qui n'a jawmais
été rendu public.

Daus son Histoire des mathématiques, Montucla reproche assez durement
4 Descartes d’avoir mieux aimé attribuer ce iraité a Pascal pere ou a Dc-
sargues que de le croire d'un jeune honmue de seize ans. Blais voici com-
ment s’exprimne Descartes , dans 'une de ses nombreuses leltres au P. Mers
senne : « Jai aussi recu, dit-il, l'essai touchant les coniquesdu filde M. I'as-
» cal; et, avant d'en avoir lu la moitié , j'ai jugé qu’il avait appris de
» M. Desargues; ce qui m'a été confirmé incontinent aprés, par la con-
» fession quil en fait lui-méme ». Ne serait-il donc pas possible que le
théoréme fut véritablement de Desargues qui aurait proposé 4 son eleve
d'en déduire, par mani¢re d'exercice, un traité de sections coniques, dont
il lui aurait méme jalonné les principales divisioas, et que le jeune homme
aurait écrit ensuite sous les yeux et avec l'assistance de son pére? Ce qui
semblerait donner quelque poids a4 cette conjecture , c’est que, comme l'a
fait voir derni¢rement M. Sturm ( pag. 188 ), le théoréme relatif a I'hexa-
pone inscrit se déduit presque immédiatement d’un autre théoréme que
personne n’a jamais songé i contester A Desargues. A la vérité, le fait ainsy
envisagé perdrait un peu de son merveilleux ; mais il n’ca deviendrait par
Ia mé¢me que plus vraisemblable.

(*) On peut consulter , sur les conséquences les plus immédiates de ces
deux théorémes, la page 39 de notre X1V.c volume et la page 37 de ce-
lui-¢i,

(**) Si, dans la crainte de rendre les élémens moins euclidiens, on per-
sistait & en repousser la démonstration de ces deux théorémes que nous
avons indiquée derniérement ( pag. 143 ); ne pourrait-on pas du moins
introduire celle-ci dans les élémeas de Giométrie analytique , dont les an-
ciens ne nous ont pas laissé de modéle ?
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Si, dans le méme coroliaire I{I , on suppose m=—4 , on en dé-

duira celui-ct :

Coroliaire V. Dans teut octo-
goue inscriptible & une ligne du
second ordre, les huit poiuts od
les c6iés de rangs pairs concou-
rent avec les c6tés de rangs im-
pairs qui ne lear sont pas con-
séentifs appartiennent tous & une
autre ligne du second ordre ct
réciproguement,

En d’autres termes:

Corollaire V1. St un octogone
étoilé , non régulier, est inscripti-
ble & une ligne du second or-
dre, Toctogone non étoilé qui
aura les mémes cotés sera ausst
inscriptible & une ligne du se-
coud ordre et réciproquement.

Corollaire V. Dans tout octo-
gone circonscriptible & une ligue
du second ordre, les huit droites
qui joiguent les sommets de rangs
pairs avec les sommets de rangs
impairs qui ne leur sont pascon-
séculifs touchent toutes une autre
ligne du second ordre et réci-
proquement,

Corollaire V1. Si un octogone
étoilé , non régulier , est circons—
criptible & une ligne du second
ordre , l'octegone non étoilé qut
aura les mémes sommets sera anssi
circonseriptible 4 une ligne du se-
cond ordre et réciproquement,

Si, dans le théoreme géauéral, on remplace p4-¢g par m et quon

fasse tour-a-tour p et ¢ égaux &

Corollaire VII. Si, parmi les
m® intersections de deux lignes
du m ™
méme plan, il s’en trouve 2m
qui appartiennent & une ligne dn
deuxieme ordre , les m{m—2) in-

ordre , situdes dans un

tersections restantes appartien-
dront toutes & une seule et méme
ligne du (m—2)"* ordre et ré=-

ciproquement.

deux , on en déduira ce corollaire:
Corollaire VII. Si, parmi les
A

m? tangentes communes a
lignes du m"™

deux
ordre, situdes dans
un méme plan, il s’en trouve
2m qui touchent une ligne du
deuxiéme ordre, les 72(m=—2) tan-
gentes communes restantes tou-
cheront toutes une seule et méme
ligne du (m—-z,"™ ordre et ré-
ciproquement.

Soit menée & une ligne du m*™ ordre une sécante arbitraire ,
puis des tangentes par les m points ol cetle sécante la coupera;
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nous pourrons considérer l'ensemble de ces tangentes comwme une
ligne unique du 7' ordre ayant avec la premiire 22 points d’inter-
section se confoudant deux & denx dauns les m points de contact,
et situdes conséquemment sur deux droites qui se confondent. Mais
deux droites qui se confondent forment un syst¢me du secoud or-
dre; et par conséquent le précédent corollaire donne celui-ci :
Corollaire VIII. Les m tan- VIII. Par les m

gentes mendes & une ligne du m' points ou des tangentcs issues d’un

Corollaire

ordre, par ses points d'iutersec-
tion avec une transversale recti-
Iigne quelconque , coupe de nou-
vean la courbe en m{m—:2) points

méme point touchent une ligne
du m*™ ordre, on ne peut lui
mener que m(m—=z) nounvelles
tangentes sculenient , lesquelles

seulement, lesquels apparticnnent  touchent toutes une scule et méme
tous & une seule et méme ligne

du (m—2)"" ordre (*).

ligne du (m—2," ordre (*).

§ IL

Considérons présentement trois lignes du 7™ ordre , donuées sur

un méme plan, par les équations l‘atz'?nnelles en x et y
M=o , (1) M=o, (2) M'=o0; (3)

elles auront, deux a deux, »" points d’intersection. Soit encore ,
comme ci-dessus, m=—p-}-¢ , et supposons que ces courbes passent
toutes trois par les mémes p(p-+¢) points, appartenaut tous & une
seule et méme ligne du p*™ ordre, donnée par l'équation rasion—
nelle, en x et y,

P—=o ;

(*) A la page 315 du précédent volume, M. Valits a démontré que les
points de contact de toutes les tangentes menées & une ligne du wm ™ ordre
par un méme point de son plen , appartiennent tous & une seule et méme ligne
du (m==1)ieme ordre. Il en résulte que les tangentes menées & une ligne du
wm'ne ordre, par les points oit elle est coupée par une fransversale rectiligne
touchent toutes une seule et mime ligne du (m—1)ieme ordre.

Tom. X¥V1I.

3o
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d'aprés ce qui précede ( zhéoréme I'), les points d'intersection res-
tans de ces courbes, denx & deux, au nombre de ¢(p-¢), pour
chague systme de deux courbes , seront sur trois lignes du g™
ordre dont nous supposons les équations
Q:o , (4) Q":o , (5) Q"‘xa H (6)
chacune de ces derniéres se rapportant aux deux qui ne lui corres-
pondent pas dans la premiére série. On devra donc avoir par une
détermination convenable de A et
M A-M'=PQ’ , YMA4-M'=PQ ;
d’onr
MM —NM'=P(Q'—Q)
ou bicn

A 5 Q=
— = M4M=pP

H

mais , d’aprés ce qui a éié démountré ( § 1), pour unc détermi-
nation convenable de g, on doit avoir

p M+ ﬂf’:PQ'/ ;

. A
puis donc qu’en premant p=—— —, on a

pMg w=p ¢

?
il s’en suit qu’on doit avoir
)
Q Q ___Q//
a2
c’est-d-dire
YU+Q=Q ;
ee qui prouve que chacune des équations (1), (5), (6) est compor-
tée par les deax autres, et que consiquemment les trois courbes

qu’elles expriment se coupent exactemeut aux mémes ¢* points, On
a donc ce théorewme général :
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THEOREME IL Sitrois liznes
du (p-f-y)™ ordre, tracées sur
unmémeplan , passent par p{p+q)
points apparienant tous & une
seule et méme ligne du p™ or-
dre ; les q(p4-q) points d'inter-
section restans de ces courbes
. \ .
prisesdeux @ deux, seront surtrois
lignes du q*™ ordre , se coupant
4 2 . *
tous aux mémes " points (*).

ET SURFACES.
THEOREME I, Si trois liznes
du ptq, ordre, tracécs sur un
méme plan , ont pp+q tangen-
les communes, touchant toules une
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seule et méme ligne du p*™ or-

re s les cng ome-
dre sl (p4q) ltengentes ¢

munes restantes de ces ccurbes
prises deux @ deux , toucheront

trois lignes du "™ ordre, ayant
toutes les mémes Q tangentes com-

UNES.

Parmi les corollaires, en nombre infini, qui rdsultent de ce théo-
reme , bornons-nous & signaler les plus simples. 8t d’abord nous
supposons p=¢g=1. Nous aurons celui-ci:

Corollaire I. Si trois lignes du
second ordre, comprises dans un
méme plan et circonscrites & une
méme droite , sout deux a deux
circonscrites & trois autres droi—
tes; ces trois dermicres concour-
ront en un méme point,

Corollaire 1. Si trois lignes du
second ordre , comprises dans un
méme plan et inscrites & un meéme
angle, sont deux a deax inscrites
A trois autres angles ; bes somumets
de ces trois derniers appartien-
dront & une méme droite.

Observant ensuite que les deux cdtés d’'un méme angle forment
une ligne du second ordre, ce corollaire conduira au suivant:

Corollaire I1. Trois angles com-
pris dans un méme plan étant
circonscrits & une méme droite ,
les trois droites auxquelles ces
mémes angles , pris deux & deux,

CorollaireIl. Trois droites com-
prises dans un méme plan étant
inscrites

hY

a un méme angle, leg
trois angles auxquels ces mémes

droites, prises deux a deux, se~

(*) En supposant que les p(p-}-¢) premicrs points sont situés p4g a p--¢q
sur p droites , on aura le deusicme théordme proposé a démontrer ala page

36 du présent volume y lequel west,
ticulier de celui-ci.

comue 'on voit, qu'un cas trés-par-
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serout circonscrits concourront en
un méme point (*).

LOIS GENERALES

rout inscrites auront lenrs som-—
mets sur une méme droite (*).

En remarguant gae les tangentes cominunes & deux courbes en sont

ausst des cordes commnnes, e corollaire I donnera aussi le suivant :

Corolicire I71. Si trois lignes
du second ordre qui se touchent
an méme point se coupent deux
4 deux, leurs trois cordes com-
munes concourront en un méme
poiut.

Corolicire 1. Trois ligues da

second ordre se touchant au méme
point , les sommets des angles
qu’on leur circonscriradeux & deux
b Y
a

appartiendront tous trois & une

méme droite.

Dans tout hexagone inscrit & une ligne du second ordre , les c6tés de

rangs pairs, les cOtés de rangs impairs et les diagonales qui joignent
les sommets opposés, peuvent éire considérds comme trois lignes
du troisiéme ordre ayant six points communs, d’ott il suit, par le

théoréme général , qu’on a encore ce corollaire.

Corollaire IV.Dans tout hexa-
gone inscrit & une ligne du se-
cond ordre, les diagonales qui
joignent les sommets opposés sont
conpds respectivement soit par les
cOtés de rangs pairs soit par ceux
de rang impair qui ne leur sont
pas adjacens en trois points qui
appartiennent a une méme droite;
et les droites auxquelles appar—
tiennent ces deux systéemes de
trois points concourentsur la droite
qui contient les trois points de
concours des directions des cétés
opposés de I'hexagone.

Corollaire IV. Dans tout hexa-
gone circonscrit i une ligne du se-
cond ordre, les droites qui joignent
respectivement les points de con-
cours des directions des cités op-
posés soit avec les sommets de
rangs pairs soit avec les sommets
de rangs impairs qui n’appartien—
nent pas & ces cOtés concourent tou-
tes trois en un méwe point; et les
points ou concourent ces deux
systemes de trois droites sont en
ligne droite avec celui ot concou-
rent les trois droites qui joignent
les sommets opposes de I'hexagone.

(*) On ne démountre d’ordinaire cette
proposition que pour le cas particulier
o} les trois sommets sont en ligne
droite.

(* On ne démontre d'ordinaire ce
théoréme que pour le cas particulier
ol les trois droites concourent en un
méme point.
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. SECTION DEUXIEME,

Propriétés générales des surjaces courbes.

Soit une figure & trois dimensions, composée de tant de points,
droites , plans courbes planes et & double courbure et surfaces counr-
bes qu'on voudra. Concevons qu'ayant décrit arbitrairement une
surface quelconque du secound ordre, on construise, dans Uespace,
une autre figure dont tous les points, toutes Ies droites et tous les
plans soient les pdles , polaires conjuguées et plans polaires des plans,
droites et poiuts de la premicre , par rappoért d cette surface du
second ordre , considérée comme directrice ; les deux figures ainsi
tracées seront dites polaires réciproques I'nne de l'autre; attendu que
Ia premiére pourra étre déduite de Ia seconde comme celle-ci est
supposée I'¢tre de lantre. Or, d’aprés les propriétés connues des
poles , polaires conjuguées et plans polaires , voici les relations prin-

cipales qui se trouveront exister

1.° Autant il y aura dans l'une
de syst¢mes de points situés dans
un méme plan, autant on reu-
contrera dans l'autre de systémes
d’un égal nombre de plans con-
courant en un méme point.

2.° Auatant il y aura dans I'une
de systémes de points situés en
lfgne droite, antant on rencontrera
dans Vautre de systémes d’un égal
nombre de plans se coupant sui-
vant une méme droite.

3.* Autant il y aura dans I'une
de systéemes de droites situdes dans
un méme plan , autant on ren-

Tom. XVII, n.° FIII, 1.%° féerier 1827.

entre’ ces deux figures.
1.° Autant il y aura dans I'une
de systémes de plans concourant
en un méme point, autant on ren—
contrera dans l'autre de systémes
d’un égal nombre de points situés

dans un méme plan.
2.° Autant il y aura dans'une
de systémes de plans se coupant
suivant une méme droite, autant
on rencontrera dans 'autre de sys-
temes d’un égal wombre de points

situés en ligne droite.
3.° Autant il y aura dans 'une
de systemes de droites concourang
en un meéme point, autant on ren-

o
a1
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contrera dans P'antie de systimes

alo

d'un égal nombre de droites con-
courant en un méme point.

4° Autant il y aura dans l'une
de systémes de points situés sur
une méme courbe plane, autant
on rencontrera dans I'autre de sys-
ttmesdun égal nombre de plans
tangens a une méme surface co-
nique.

5.0 Autant il y aura dans l'une
de systemes de points situés sur
une méme courbe & double cour-
bure , antant on rencontrera dans
I'autre de systémes d’un
nombre de plans tangens i une

égal

méme surfuce développable.

G o A des points d’intersection
d’une courbe plane avec une sécante
rectiligne, dans Pune des figures,
répoudront dans l'autre un égal
nombre de plans tingens & uue
méme surface conique, tous is—
sus d’'une méme droite passant
par son sommet.

7.2 A des points d’intersection
d’une courbe a double courbure
avec un plan sécant, dans l'une
des figures , répondront dans l'au-
tre un égal nombre de plans tan-
gens 4 une méme surfuce déve-
loppable , tous issus d'un méme
point.

NERALES

contrera dans I'antre de systémes
d'un égal nombre de droites si-
tudes daus un méme plan,

4.* Autant il y aura dans 'une
de systénes de plans tangens &
une méwe surface conique, aun-
tant on rencoutrera dans l'autre
de systémes d’un égal nombre de
points situés sur une méme courbe
plane.

5.° Autant il y aura dans I'une
de systtmes de plans tangens a
une méme surface développa-
ble , autant on rencontrera dans
I'autre de systémes d’un égal nom-
bre de points situés sur une méme
courbe & double courbure,

6.° A des plans tangens & une
méme surface conique, tous is-
sus d’'une méwme droite passant
par son sommet, dans 'une des
figures , répondront dans l'autre
un égal nombre de points d’in-
tersection d’une courbe plane avec
une sécante rectiligne,

7.2 A des plans tangens 4 une
surface dévcloppalle , tous issus
d’un méme poiut , dans 'une des
figures , répondront dans lautre
un égal nombre de points d'in-
tersection d’une mcéme courbe a
double courbuie avec un plan sé-

cant,
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8.° Autantily aura, dans'une
des figures, de points communs
4 deux on & un plus grand nom-
bre de courbes planes , situdes
dans un méme plan, autant on
rencontrera dans l'autre de plans

b}

tangens A deux ou & un plus
grand nombre de surfaces coni-
ques de méme sommet,

9.° Aulant il y aura, dans 'une
des figures , de tangentes com-
munes 3 deux ou un plus grand
nombre de courbes planes, com-
prises dans un méme plan, au-
tant on rencontrera dans lautre
d'intersections de deux ou d’un
plus grand nombre de surfaces
coniques de méme sommet,

10.° Autant il y aura, dans
V'une des figures , de systémes de
points situés sur une méme courbe
d double courbure , autant on ren-
contrera dans l'autre de systCimes
d’un égal nombre de plans tan-
gens & une méme surface déve-
loppable.

11.° A toute surface dévelop-
pable, circonscrite & la fois &
deux ou a un plus grand nombre
de courbes & double courbure ,
dans T'une des figures, répondra
a dou-
ble courbure inscrite & la fois a

dans Vautre une courbe

SURFACES COURBES.
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8.° Autantily aura, dans l'une
des figures, de plans tangens com-
muns & deux ou & un plus grand
nombre de surfaces coniques de
méme sommet , autant on rencon-
trera dans l'autre de poiuts com-
muns & deux ou & un plus grand
nombre de courbes planes, com-
prises dans un méme plan,

0.° Autant il y aura, dansI'une
des figures , d’intersections de
deux ou d’un plus grand nom-
bre de surfaces coniques de méme
,sommet , autant on reucoutrera
dauns antre de tangentes commu-
nes & denx ou 4 un plas grand
nombre de courbes planes , com-
prises dans un méme plan,

10.° Autant il y aura, dans
I'une des figures , de systémes de

A

plans tangens & une méme sur-
fece développable , autant on ren-
contrera dans I'autre de systémes
d’un égal nombre de points si-
tuds sur une méme courbe & dou-
ble courbure.

11.°2 A toute courbe & double
courbure, inscrite & la fois & denx
ou & un plas grand nombre de
surfaces développables, dans Fune
des figures , répondra dans l'an-
tre une surface développable cir—

conscrite &4 la fois & un J¢gal nom-
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un égal nombre de surfaces dé-
veloppables.

12.° Autant on rencontrera ,
dans P'une des figures, de points

b

communs & deux ou & un plus
grand nombre de courbes 4 dou-
ble courbure, autant il y aura
dans l'autre de plans tangens com-
muns & un égal nombre de sur-
faces développables.

13.° Autant il y aura dans 'une
de systémes de points situés sur
une méme surface courbe, au~-
tant on rencontrera dans l'autre
de systemes d’un égal nombre de
plans tangens 4 une autre sur-
face de méme ordre,

14.° A des courbes planes,
intersection d’une méme surface
courbe avec un plan sécant, dans
I'nue des figures, répondront dans
l'autre un égal nombre de sur-
faces coniques de méme sommet,
circonscrites a une autre surface
de méme ordre.

15.2 A des points ot une méme
surface courbe est percée par une
droite , dans l'une des figures,
répondront dans l'autre un égal
nombre de plans tangens a une
surface de méme ordre, se cou-

pant suivant une méme droite.

LOIS GENERALES

bre de courbes & double cour-
bure,

12.° Autant onrencontrera, dans
I'une des figures , de planstangens
communs i deuxou dunplusgrand
nombre de surfaces développubles,
autant il y aura dans l'autre de
points communs 4 un égal nom-
bre de courbes & double courbure.

13.° Autantil y aura dans l'une
de systéemes de plans tangens a
une méme surface courbe, autant
on rencontreradans 'autre de sys—
témes d’un égal nombre de points
situés sur une autre surface de
méme ordre.

14.° A des surfaces coniques
de méme sommet circonscrites a
une méme surface courbe, dans
Y'une des figures, répondront dans
lautre un égal nombre de cour-
bes planes, intersections d'un plan
sécant avec une autre surface de
méme ordre.

15.° A des plans tangens 4 une
méme surface courbe, se cou-
pant suivant une méme droite,
dans l'une des figures , répon-
dront dans l'autre un égal nom-
bre de points ou une surface de
méme ordre est percée par une
méme droite.
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16.° Autant on rencontrera,
dans l'une des figures, de cour-
bes 4 double courbure, intersec~
tions de deux ou d'un plus grand
nombre de surfaces courbes, au-
tant il y aura dans l'autre de sar-
faces développables circonscrites
a un égal nombre de surfaces de
méme ordre.
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16.° Autant on rencontrera,
dans l'une des figures, de sur-
faces diveloppables circonscrites
4 deux ou a un plus grand nom-
bre de surfaces courbes, autaut
il y aura dans l'antre de courbes
4 double courbure , intersections
d’un égal nombre de surfaces de
méme ordre.

17.° Enfin, autant il y aura,
dans l'une des figures , de points
communs a trois ou a un plus
grand nombre de surfaces cour-
bes, autant on rencontrera dans
Tautre de plans tangens communs

4 un égal nombre de surfaces de
méme ordre,

17.° Enfin, autant il y aura,
dans l'une des figures, de plans
tangens communs a trois ou &
un plus grand nombre de surfa-
ces courbes , autant on rencon-
trera dauns l’autre de points com-
muns a un égal nombre de sur-
faces de méme ordre.

1l importe extrémement de se rendre ces diverses relations bien
familiéres, parce qu’en méme temps qu’elles peuvent faire décou-
vrir un grand nombre de théorémes elles en rendent toute démons-
tration superflue (*). En les appliquant, par exemple, aux vingt-
six propositions établies dans la section premiére , on en déduira
vingt-six autres propositions de géométrie d trois dimensions, re—
latives & des surfaces coniques de méme sommet et & des plans et
droites passant par leur sommet commun. En particulier , les denx

corollaires V du théoréme I donneront les deux propositions sui-
vantes :

Dans tout angle hexaédre ins- Dans tout angle hexaédre cir-

(*) Ce sont aussi ces analogies qu'il faudrait consulter, si l’on voulait
reconstruire la langue de la géométrie surun plan plus symétrique ; elles en
deviendraient aussi par la beaucoup plus faciles & saisir,
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criptible & une surface conique
du second ordre , les droites sui-
vant lesquelles coneourent les di-
rections des faces opposées, appar-
tiennent toutes trois & un méme
plan, et réciproquement.

LOIS GEXERALES

conscriptible 3 une surface coni-
que du second ordre, les plans
qui conticunent les arétes oppo-
sées se coupent tous trois suivant
une méme droite, el réciproque-
ment,

Il en serait exactement de méme de toutes les autres ; mais,
comme ces sortes de traductions sont tout-A-fait saus ditficnlté, nous
ne nous y arréierons pas. Nous observerons seulcment que si, aprés
les avoir toutes exécutées , on imagine le sommet commun des co-
nes transporté an centre d'une sphire, on verra icontinent que
des théoremes analogues ont lieu pour des figures tracées sur une
surface sphérique, et qu'ils s’y correspondent deux & denx comme
sur un plan, comme il doit résulter d’ailleurs de la propriété con-
nue des triangles sphériques supplémentaires I'un de lautre , ponrva
qu'on y remplace les lignes droites par des arcs de grands cercles.

Dans tout ce qui va suivre, nous réputerons également comme
surface d’un certain ordre, soit une surface effective de cet ordre,
soit un systéme équivalent de surfaces d’ordres inféricurs , c’est—
&~dire, de surfaces données par une équation unique, d’un degré
égal & lordre proposé. Ainsi, par exemple, le systéme de deux
surfaces des p*™ et ¢“™ ordres sera réputé une surface unique du
(p4g) ordre, pareillement, le systéme de m plans sera réputé
une surface unique du m“™ ordre.

Nous convenons aunssi de com-
prendre, parmi les intersections
de deux ou de trois surfaces ,
leurs intersections 7déales , aussi
bien que leurs intersections réel-
les , lears intersections nfiniment
distantes , aussi bien que leurs
intersections accessibles ; de sorte
q.ie , dans notre langage, le nom-~

Nous convenons aussi de com-
prendre, parmi les plans tangens
4 deux ou a trois surfaces cour-
bes, lears plans tangens 7déals ,
aussi bien que lecurs plans tan-
gens réels , leurs plans tangenﬁ
infiniment distans aussi bien que
leurs plans tangens accessibles ;
de sorte que , dans notre langage,
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kre des points d'intersection de le nombre des plans tangens com-
trois surfaces sera constamment muns & trois surfaces sera cons-
égal au produit des degrés de tamment égal an prodait des de-
lears équations. grés de leurs équations,

Ainsi que nous l'avons pratiqué dans la section premiere , & me-
sure que, par quelque moyen que ce soit, nous serons parvenus
a établir un théoréme , nous écrivons & sa droite le théoréme qui
s'en déduit par la théorie des polaires réciproques , sans nous ar-
réter & le démontrer; bien certains que l'un ne saurait étre vrai
sans que l'autre le soit également,

S L

Ces choses ainsi entendues, considérons dans l'espace deux sur-
faces du m"™ ordre, rapportées anx mémes axes quelconques, et
ayant respectivement pour équations rationnelles en x,y, z,

M=o , (1) M=o ; (2)

elles se couperont suivant un certain nombre de lignes, droites ou
courbes, planes ou & douable courbure, données par ces mémes
écfuations , considérées comme appartenant & un méme probléme
inddterminé 4 trois inconnues.

Soit représentée par A une constante indéterminée et soit posce
Véquation

AMAM'=0 ; 3)

chacune de nos trois équations sera évidemment comportée par les
deux autres, quel que soit 1 ; de sorte que, de quelque mamcér:
gu'on les combine deux & deux, -clles établiront coustamment les
mémes relations entre x, y, z; wmais, & cause de l'indétermina-
tion de A, la derniére appactient & une infinité de surfaces du
m"™ ordre ; donc ces surfaces ont la propriéié commune de coun=
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per l'une quelconque des deux proposées précisément suivant tou-
tes les lignes et les seules lignes qu'y détermine Vautre,

Réciproquement , toute surface qui coupera l'une quelconque des
deux proposées précisément suivant toutes les lignes et suivant les
seules lignes qu'y détermine Vautre, devra étre une surface du m*™
ordre dont Féquation soit comportée par les équations (1) et (2);
cette équation devra donc étre un cas particulier de I'équation (3),
et de nature 4 pouvoir en étre déduite par une détermination con—
venable de la constante arbitraire X

Soit m=p—+-q, p et ¢ étant deux nombres entiers positifs, et
supposons que, pour une certaine valeur de la constante 2, I'é~
quation (3) prenne la forme

PQ=o, (4}

P et Q édant deux facteurs rationnels des "™ et g™ degrés, il
s'ensuivra que , pour cette valeur de A, I'équation (3) n'exprime
plus une surface unique , mais le sysitme de deux surfaces des
P et ¢ ordres, sur lesquelles doivent eonséquemment se trou-
ver distribuées les lignes d’intersections des deux proposées.
Réciproquement , si la nature et la situnation respective des deux
proposées sont telles que , parmi leurs lignes d'intersection, il s'en
trouve qui soient toutes situées sur une seule et méme surface du
p " ordre, ces lignes seront de nature a étre déterminées par la
combinaison de l'une quelconque des équations (1) et (2) avec une
équation rationnelle du p*™ degeé; puis donc que zoutes les lignes
d'intersection s’obtiennent par la combinaison de la méme équation
avec P'équation (3), il sensuit que le premier membre de cette
derniére doit , par une détermination convenable de la constante
arbitraire A , acquérir un facteur rationnel P du p*™ degré ; ce pre-
mier membre devra donc, pour cette méme valeur , avoir un au-—
tre facteur ratfonnel ) du ¢~ degré. Cette équation sera donc alors
de la forme de I'équation (4) ; en sorte que les lignes d’intersection
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restantes se trouveront toutes appartenir a une seule et méme sur-

face du ¢“™ ordre. On a donc ce théoréme général :

THEOGREME 1II. Si, parmi
les lignes droites ou courbes ,
planes ou &. double courbure sui-
vant lesquelles se coupent, dans
lespace, deux surfaces du (p4q)™
ordre , il sen irouve une par-
tie qui sorent ltoutes siluées sur
une seule et méme surface du
P™ ordre; les intersections res—
lantes seroni toutes situées sur
une seule et méme surfcce du

teme

q ™ ordre.

THEOREME III. i, parmi
les surfaces planes, conigues ou
développables circonscrites a deux
surfaces du (p+q)“™* ordre, il
s'en trouve une paritie qui soient
toutes circonscrites & une seule
et méme surface du p*™* ordre;
les surfaces circonscrites restan-
tes seront loules circonscrites @
une seule et méme surfuce du
g™ ordre.

La vérité du théoréme dépendant uniquement da degré com-

mun des deux équations et non du nombre et la nature des sur-
faces que chacune d’elles exprime , il ne cessera pas d'étre vrai lors-
qu'elles exprimeront , 'une et l'autre, des systémes de p--¢ plans.
On a donc ce premier corollaire :

Corollaire I. Deux systémes de
p +¢ plaos existant dans I'espace ,
si, parmi les (p-+¢)* droites sui-
vant lesquelles les plans de l'un
des systémes coupent les plans de
I’autre systéme, il s’en trouve
P{p-+g) qui appartiennent & une
seule et méme surface réglée du
pm ordre ; les g(p+g) droites
restantes appartiendront d uneseule
et méme surface réglée du ¢’
ordre,

Corollaire I. Deux systemes de
p-+¢ points existant dans l'espace ,
s , parmi les (p4¢)* droites qui
joignent les points de 'un de ces

A

systtmes & ceux de lautre sys-
teme , il s’en trouve p(p-¢) qui
apparticanent i une seule et méme
surface réglée du p"™ ordre, les
7(p-+¢) droites restantes appar-

tiendront & une seule et méme
surface réglée du ¢*™ ordre.

On sait que, par chacun des points d'une surface réglée du se-
cond ordre on peut tracer deux droites qui y soient entiérement

Tom, XVII,

3a
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situces 3 que par conséquent une telle surface peut, de deux ma-
nicres didérentes, étre engendrée par le mouvement d’une droite,
et que chacune des droites de I'une des générations est coupée par
toutes les droites de lautre génération ; d'ou il suit évidemment
que l'on peut toujours, sur une telle surface, tracer un polygone
rectiligne ganche de 2m c6tés dont les cotés soient alternativement
des portions de droites de 'une et de l'autre générations.

Si 'on considére ensnite les plans des angles de rangs pairs du
polygoue et les plans de ses angles de rangs impairs comme deux
systémes de 2 plans, les plans de I'un des systémes couperont ceux
de lautre systéme suivant 72* droites, et 272 de ces droites seront
les cotés méme du polygone gauche dont il s’agit, et appartien—
dront ainsi & une méme surface réglée du second ordre. Supposant
dounc, dans le précédent corollaire , p4-g=m , et alternativement p
et g ¢gaux a deux, on reconuaitra que les m(m—2) intersections
restantes doivent appartenir & une seule et méme surface réglée du

(m=—2)" ordre. On a donc cet

Corollaire I1. Dans tout poly-
gone rectiligne gauche de 2m co-
tés , exactement applicable sur
une surface réglée du second or-
dre , les plans des angles de rangs
pairs et ceux des angles de rangs
impairs qui ne leur sont pas con-
sécutifs se coupent suivant m(m-2)
droites qui appartiennent outes
une seule et méme surface réglée
da (m—2)*" ordre, et réciproque-
ment.

Dans le cas particulier ou l'on
changera dans le suivant:

Corollaire III. Daus tout hexa-
gone rectiligne gauche exacte-

autre corollaire :

Corollaire II. Dans tout poly-
gone rectiligne gauche de 2m c6-
tés , exactement applicable sur
une surface réglée du second or-
dre, les droites qui joigaent les
sommets de rangs pairs aux som-

mets de rangs impairs non con-

8
sécutifs , au nombre de m(m—2),
appartiennent toutes & une seule et
méme surface réglée du (m—a)

ordre, et réciproquement.
supposera m==3 , ce corollaire se

Corollaire I11. Dans tout hexa—~
gone rectiligne gauche exacte-~
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ment applicable & une surface ré-
glée du second ordre, les droi-
tes suivant lesquelles se conpent
les plans des angles opposés, ap-
partiennent toutes trois & un méme
plan, et réciproquement *).

Si, dans le méme corollaire ,
le suivant: \

Coroilaire IV, Dans tout oc-
togone rectiligne gauche, exacte-
ment apphicable sur une surface
réglée du second ordre, les hait
droites suivant lesquelles les plans
des angles de rangs pairs coupent
les plans des angles de rangs im-
pairs qui ne leur sont pas consé-
cutifs, appartiennent toutes a une
autre surface réglée du second or-
dre, et réciproquement.

Si, dans le théoréme général,
autre corollaire:

Corollaire V. Si deux surfa-
ces du second ordre se coupent
suivant deux courbes dont l'une
soit une courbe plane, l'autre
sera aussi nécessairement
courbe plane,

une

239
ment applicable & une surface ré-
glée du second ordre, les droi-
tes qui joignent les sommets op-
posés , concourent teules trois en
un méme point, et réciproque-
ment (¥).

on suppose m=4 , on obtiendra

Corollarre I}, Dans tout octo~-
gone rectiligne gauche, exacte-
ment applicable sur une surface
réglée du second ordre, les huit
droites qui joigneat les sommets
de rangs pairs aux sommets de
rangs impairs qui ne leur sont pas
consécutifs , appartiennent toutes
4 uune autre surface réglée du se-
cond ordre, et réciproquement.

on suppose p=¢g=1, on aura cet

Corollaire V. Si deux surfaces
du second ordre sont inscripti-
bles & deux surfaces développa-
bles dont l'une soit une sarface
conique , l'autre sera aussi néces-
saircment une surface conique.

En considérant que deux surfaces courbes qui se touchent en un

(*) On reconnait ici les deux élégans théortmes de M Dandelin, démon-
trés tom. XV ( pag. 393 ) et tom. XVI ( pag. 229 ). Ces théoremes ne
sont , comme lon voit, que des cas trés.particuliers de nos corollaires II,
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point sont censée avoir , en ce point, une section pline , située
dans le plan tangent au méme point, on conclura encore de 14 ce

nouveau coroilaire :

Corolluire V1. Si deux surfa~
ces du secend ordre qui se cou-
pent se touchent en outre en un
point, elles se couperont néces—
sairement suivant une courbe

plane.

Corollaire VI. Toute surface
développable circonscrite & deux
surfaces dun second ordre, qui se
touchent est ndcessairement une
surface conique.

Si deux surfaces du sccond ordre se touchent suivant une ligne

courbe, cette ligne pourra étre considérée comme une commune
seciion des deux surfaces ; wmais on pourra aussi, dapres ce qui
a été observé plus haut, considérer comme tel un quelconque des
poiuts de leur ligue de contact; et comme cette deruicre intersec—
tion est plane, l'autre devra l'étre également, On a donc cet au-

tre corollaire ;

Corollaire VII. Deux surfaces
da second ordre inscrite et cir-
couscrste 'une A lautre se tou-
chent suivant une courbe plane.

Corollaire VII1. Deux surfaces
du sccond ordre inscrite et cir-
conscrite 'une A 'antre sont ins-
criptibles & une méme surface co~

nigue,

Si l'on suppose que l'une des deux surfices du second ordre

soit elle-méme une surface conique, on aura cette proposition con- .
nue:

Corollaire VIII. Toute surface

conique circonscrite & une sur-

face du second ordre, latouche

suivant une courbe plane.

Corollaire VIII. Toute surface
développable qui touche une sur-
face du second ordre suivant une
courbe plane, est une surface co—
nique.

Le raisonnement qui nous a conduit au corollaire VII, appliqué
au théoréme général, nous conduira & cet autre corollaire, dont
celui-1a n’est qu'un cas particulier :

Corollaire IX. Si deux surfa- Corollatre IX. St deux surfa~
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ces du m™™ ordre sont inscrites
et circonscrites ume a lautre,
lears lignes de contact appartien-
drent toutes a une seule et méme
surfuce du (m—1)™

plus.

ordre au

COURBES. a1
ces da m“™ ordre sont inscrites
et circonscrites 'une & l'autre, les
surfaces développables qui lear

seront toucheront

circonscrites
toutes une seule et mdme sur-

face du {m—r1)"™ ordre au plus,

Daus le cas particulier ot I'une des deux surfaces proposdes sera

une surface conique, on aura ce

Corollaire X. Toute surface
conique circouscrite & une surface
du m“™ ordre la touche suivant
un systéme de courbes qui appar-
tienuent toutes 3 une seule et méme
surface du (m—i /™ ordre au

plus (*).

§.

nouveau corollaire:

Corollaire X. Tout systéme de
surfaces développables qui tou-
chent une surface courbe quelcon-
que suivant une section plane
quelconque faite dans cette sur-
face est circonscriptible & une seule
et méme surface du (m—1)" or-
dre an plus.

11

Considérons , en second lieu, trois surfaces du m*" ordre, don-
nées par les équations rationnelles , en x, y, z,

M=o, (1)

M=o, (2)

M=o ; (3)

elles se couperont, deux d deux, suivant diverses lignes , droites
ou courbes, planes ou a double courbure.
Soit toujours m=—=p--¢, et supposons que ces trois surfaces aient

un certain nowmbre de leurs lignes d'intersection communes , et que
ces lignes d’iutersection communes appartiennent toutes 3 une seule

(*) On reconnait ici le théorcme démontré par M. Valles, a la page 315
du précédent volume. Nous avions négligé, a Pendroit cité, de signaler son
correspondant, ‘
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et méme surface du p*™ ordre, donnée par I'équation rationnelle

P=o ;

d'aprés ce qui précéde ( TZéoréme IIT ), les lignes d'intersection
restantes de ces surfaces, prises deux a deux, seront sur trois sur-
faces du ¢“™ ordre , dont nous supposeruns les équations

Q=o0, () =0, ) Q'=o0; (6)

chacune de ces derniéres étant supposée relative anx deux qui ne
lui correspondent pas parmi les trois autres. On devra donc avoir
pour une détermination convenable de X et ¥,

AM4+-M'"=PQ’ , NYM/4-M"=PQ ;
d’olr
AM—NM'=P(Q'—Q) ,
ou bieq
A _p Q=0
— = M+4-M'—=P. —

mais, d’aprésce qui a été démontré (§. 1), pour une détermi-
nation convenable de p, on doit avoir

WM -M=PQr

. A
puis donc qu’en posant p—— ~,0n a

pM4-p=p, =%,

r

il s’ensuit quon doit avoir
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= =Q" ;

QH=Q s

ce qui montre que chacune des trois dquations (4), (5), (G)
est comportée par les deux autres , et que conséquemment les trois

surfaces qu’elles expriment se coupent exactement sulvant les mé-
mes lignes. De la nait ce théoréme :

THEOREME 1V. i trois
surfaces du (p=+q)™ ordre pas—-
sent foutes par un certain nom-
bre de lignes , droites ou courbes,
planes ou & doulle courbure , ap-
partenant @& une seule et méme
surface du p*™ ordre , leurs
lignes d'intersection restantes ,
deux & deux , appartiendront a
trois surfaces du ¢*™ ordre, sc
coupant suivant les mémes lignes.

THEOREME IV 8i trois sur-
faces du (p4-q, ™ ordre sont
toutes inscrites a un certain nom-—
bre de surfaces développables, cir-
conscrites elles-mémes o une seule
et méme surface du p“™ ordre,
leurs surfaces développables cir-
conscrites restantes , deux a deux,
seront circonscriles @ irois sur—
Jaces du q*™ ordre ,qui auront
leurs surfaces développables cir—
conscrites comimunes.

De ce théoréme, on peut couclure,comme cas particuliers, une
infinité de corollaires , parmi lesquels nous nous bornerons a si-

gnaler les plus simples.
Corollaire 1. Si, par une
méme courbe plane du second
ordre, on fait passer trois surfa-
ces de cet ordre qui se coupent
de nouveau deux a deux ; elles
se couperont suivant trois courbes

Corollaire I. Si, 4 une méme
surface conique du second ordre,
on inscrit trois surfaces de cet or~
dre qui puissent étre de nouveau
inscrites deux & deux a des surfaces
développables 5 ces dernicres se-
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planes dont les plans passeront
tous trois par une wéme droite.

rout également des surfaces co-
riques, et leurs sommets appar.
tiendront tous trois & une mdine
droite,

En remarquant que trois surfaces courbes qui se touchent en un
méme point sout censées avoir en ce point une section plane com-
mune , située dans leur plan tangent, on aura cet autie corollaire.

Corollaire Il Si trois surfa-
ces du second ordre qui se tou-
chent au méme point se coupent
deux a deux, elies se couperont
suivant des courbes plaunes, dont
les plans passeront tous trois par
une méme droite,

Corollaire I1. Si trois surfaces
du second ordre qui se touchent
au mcéme point sont inscriptibles
deux & deox & des surfaces dé-
veloppables , ces derniéres seront
des surfaces coniques, dont les
sommets appartiendront tous trois
a2 une méme droite.

En considérant un angle tritdre comme une surface unique du
troisitme ordre, on aura aussi ce corollaire :

Corollaire III, Trois angles
tricdres élant circonscrits &4 un
méme triangle; indépendamment
des trois cOtés de ce triangle, ils
se couperont encore deux d deux
suivant six droites appartenant
une seule et méme sur-
face réglée du second ordre; et
les surfaces réglées ainsi détermi-
nées se couperont toules trois sui-
vant les mémes courbes.

toutes a

§.

Corollaire I1I. Trois triangles
étant inscrits & un méme angle
tri¢dre ; indépendamment des trois
arétes de cet angle tri¢dre, les
sommets de ces triangles, consi-
dérés denx i deux détermineront
six droites appartenant toutes 2
une seule et méme surfaces ré-
glée du second ordre; et les sur-
faces réglées ainsi déterminées se
couperont toutes trois suivant les
mémes courbes,

1.

Soient de nouveau trois surfaces du mh™ ordre données arp
?
les équations rationnelles en Xy Y, <
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M=o , (1) M=o, (2) M’'=o0; (3)

Ces surfaces se couperont en m? points qui, dés que m sera plus
grand que deua , ne pourront plus étre supposés quelconqucs, puis-
qu'alors m*® surpassera le nombre des points quil est permis de
prendre au hasard dans Lespace, pour déterminer complitement
une surface wnigue du m*™ ordre. Dans tous les cas, on obtieudra
les coordonnées de ces différens points , en considérant x, y, z,
dans les équations (1), (2), (3 ), comme les inconnues d'un
méme probleme déterminé,

Sotent représeutdes par A et ¥ deux constantes indétermindes , et
soit posée l'équation

AMA-X M- M=o (4)

cette équation , & cause de Vindétermination de ) et )/, exprimera
une iufinité de surfaces du m*™ ordre , et, comme chacune de nos
(natre ¢quations est comportée par les trois autres, chacune de ces
surfaces coupera précisément les lignes d'intersection de deux quel-
conques des trois proposces en tous les points et aux seals points
ou ces lignes seraient coupées par la troisiéme.

Réciproquement , toute surface qui coupera les lignes d’inter-
section de deux quelconques des trois proposées précisément en
tous les points et aux seuls points ol ces lignes seraient coupées
par la troisiéme , devra étre une surface du 7™ ordre, dont 1'é-
quation soit comportée par les équations (1), (2), (3); cette
équation ne pourra donc étre qu’un cas particulier de l'équation
( 4) et de nature & pouvoir en étre déduite par une détermina-
tion convenable des constantes arbitraires A et .

Soit m=p-4-g, p et ¢ étant des nombres entiers positifs, et sup-
posons que la rature et la situation respective des trois proposces
soient telles que , parwni leurs 72° ou (p4¢)* points d’intersection , il

Tom. XVII. 53

I
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y en ait p/p-4-g)* qui se trouvent tous appartenic d une seule et
meme surface du p*™ ordve; ces poiuts pourront ainsi étre chte-
nus par la combinaison de deux quelconques des équations (1),
(2), (3) avec une équation rusionnelle du p*™ degré; puis donc
que tous les points d'intersection sont obtenus par la combinaison
des deux mémes équations avec l'équation (4 ); il sensnit que cette
dernicre équation devra, pour des valeurs convenables de 1 et X',
acquérir un facteur rationnel P du p*" degré ; son premier mem-
bre devra donc avoir, dans ce cas, un autre facteur rationnel Q
du ¢“™ degré qui, égalé a son tour a zéro, fera connaitre, parla
combinaison de I’équation résultante avec les deux mémes équations ,
les 9(p-+¢)* points d’intersection restans , lesquels se trouveront ainsi
appartenir tous & une seule et méme surface du ¢“™ ordre. De 13
nait ce théoréme général:

THEOREME V. Si, parmi
les (pA=q.} points d'intersection
de trois surfaces du (p+q)*™ or-
dre, il sen trouve p(p+q)* qui
appartiennent tous d une seule et
méme surface du p
q'p+q)’ points d'intersection res-
tans appartiendront tous & une
seule et méme surface du ™ or-
dre.

isme

ordre ; les

THEOREME V. S¢, parmi
les (p4-q)® plans tangens com-
muns & trois surfaces du (p+q)"™
ordre , Il s’en trouve p(p-+q)*
qui solent fous tangens da une seule
et méme surface du p*™ ordre ;
les q(p+4-q)* plans tangens com-
muns restans toucheront tous une
seule et méme surface du ™
ordre.

La vérité de ce théoréme dépendant uniquement du degré com-

mun des trois équations, et non du nombre et de la nature des
surfaces exprimées par chacune d’elles, il ne cessera pas d'étre
vrai lorsqu'elles exprimeront des systemes de p~+ ¢ plans. On a donc
ce premier corollaire :

Corollaire 1. Trois systémes de Corollaire I. Trois systémes de

p+g plansexistant dans l'espace ; si,
parwiles (p+¢)° points comnuns
& cestroissystemes , il s'en trouve

p-+y¢ points existant dans 'espace ;
si, parmi les (p-+¢)° plans qui

peuvent (ire déterminés par des
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p(p=4)* qui appartiennent tons
i une seule et méme surface du
P ordre, les g p4g¢,> points
communs restans appartiendront
tous 2 une seule et méme sur-
face du ¢ ordre,.

24r
points pris dans les trois systémes,,
il s’en trouve p{p+4.* qui tou-
chent tous une seule et éme sur-
face da p*™ ordre , les g(p+q)°
plans restans toucheront tous une
seule et méme surface du ¢ or-
dre.

En supposant p—¢ =1, ce corollaire se changera dans le suivant:

Coroliaire I, Trois angles die-
dres se coupant dans lespace ; si
qnatre de leurs huit points d’in-
tersection sont dans un méme plan,
les quatre points d’intersection
restans seront aussi dans un méme

plan.

Corollaire 11, Trois droites exis-
tant dans l'espace; si, parmi les
huit plans passant par les extré-
mités des trois droites il s’en tronve
quatre qui se coupent en un méwe
point, les quatre restans se cou-
peront aussi en un méme point.

Supposant ensuite p=2 et g=1 , on aura cet autre corollaire :

Corollaire 1II, Si, parmi les
vingt-sept points d’intersection de
trois angles triédres dans 'espace,
il s’en trouve dix-huit qui appar-

tiennent i une seule et méme sur-

face du secoud ordre; les neuf
points d’intersection restans ap-
partiendront tous & un seul et
méme plan et réciproquement.

Si, dans le théoréme général
la forme suivante :

Corollaire 1V. Si quatre des
huit points d’'intersection de trois
surfaces du second ordre sont dans
un méme plan, leurs quatre points

Corollaire II1, Si, parmi les
vingt-sept plans qu’on peat con-
duire par les sommets de trois
triangles donnés dans l'espace ,
il s’en trouve dix-huit qui tou-
chent tous une seule et méme
surface du second ordre ; les neuf

plans restans se couperont tous

en un un méme point et récipro-
quement.

, on suppose p==g =1, il prendra

Corollaire IV, Si quatre des
huitplans tangens communs & trois
du second ordre con-
courent en un méme point, les

surfaces
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d'intersection restans serontaussi quatre plans tangens communs

dins un meéme plan. restans concourront aussi en un
méme poiut.

§ V.

Soient tonjours les trois mémes équations rationnelies du m'™ de-

grden x,y, 2,
M=o , (1) M=o , (2) M=o ; (3)

exprimant trois surface du 7*™ ordre dont les intersections déter-
minent * points de l'espace, desquels on obtiendrait les coordon=
nées en considérant z, ¥, z comme les trois inconnues d’un mémne
probléme déterminé,

Soient encore A, ¥ deux constantes indéterminées, et soient po-
sées les équations

M4-Mr=0 , ()  ¥YM4M'=o; (5)

ces équations , i cause de I'indétermination de A et )/, exprimeront,
I'une et lautre, une infinité de lignes, toutes da m*™ ordre; et,
comme deux quelconques de nos cinq équations sont comportées par
les trois autres , chaque systtme de deux surfaces comprises dang
les équations (4 ) et (5) déterminera, sur l'une quelconque des
surfaces représentées par les équations (1), (2), (3), tous les
points et les seuls points d’intersection que les deux autres y dé-
termineraient. Et réciproquement, tout systtme de deux surfaces
déterminant , surl'une quelconque des trois proposées , tous les points
et les seuls points d’intersection que les deux autres y détermine-
raient , devra étre un syst¢tme de deux surfaces du m"™ ordre, dont
les équations soient comportées par les équations (1), (a), (3),
et soient conséquemment des cas particuliers des équations ( 4 ),
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(5), ct de nature a pouvoir en étre déduites par une détermi-
natic n convenable des constantes A et ',

Soit m=p+4-g=t+u, p, g, t, u étant des nombres entiers po-
sitifs , et supposons que la nature et la situation respective des
trois proposdes soient telles que, parmi leurs 7’ ou m(p+q¢)'t+u)
points d’intersection il s'en trouve mpf qui soient situés sur les lignes
d’intersection de deux surfaces des p*™ et ™ ordre; ces points
pourront ainsi étre obtenus par la combinaison de 1'une quelconque
des équations (1), (2), (3) avec deux équations rationnelles,
des p*™ et 2™ degrés ; puis donc que zous les points d'intersec—
tion de ces trois surfaces sont obtenus par la combinaison de la
méme équation avec les équations (4) et (5); il sensuit que
les premiers membres de ces derniéres doivent, pour des valeurs
convenables de X et ), acquérir respectivement des facteurs ration-
nels P et T', des p“m et ™ degrés; ces premiers membres de-
vront donc avoir , dans ce cas, d’autres facteurs rationnels Q et U
des g™ et z'™ degrés respectivement ; c’est-d-dire que ces équcs

A

tions reviendront a
PQ=o0 , TU=o0 ,
ce qui donne ces quatre combinaisons
P=o ’ P=o N Q:O ’ on H
T=o ; U=o ; =0 ; U=o ;

& chacune desquelles joignant une quelconque des trois équations
proposées, on obtiendra la totalité des points d’intersection de nos
trois surfaces, lesquels se trouveront ainsi an nombre de mp? sur
les lignes d’intersection de deux sarfaces des p*™ et ¢ ordre, au
nombre de mgu sur les lignes d'intersection de deux autres sur-
faces des g™ et &*™ ordre, au nombre de mpu sur les ligues d'in.
tersection des deux surfaces des p*™ et u*™ ordre, et entin au nown-
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bre de mgt sur les lignes d'intersection des deux surfaces des geme

Y & e

et ¢

THEOREME V. 8, yarmi
les (p4-q)° ou (t4u)? points d'in-
tersection de Irois surfaces du
(p+q"™ ou (t4uy™™ ordre, il
sen trouve py(p4q) ou pit(t-f-u)
qut soient sur les lignes d'inter-
section de deux surfaces des p'*™
et ™™ ordres, i1l y en aura né-
cessairement qu(p+q) ou qu(t4u)
qui seront sur les lignes d’inter-
section de devx surfaces des (™
et w*™ ordre. Quant aux points
d'intersection restans , il y en
aura pulp+q) ou pu(t+u) qui
seront sur les lignes d'intersec-
tion des deux surfaces des
et u*™ ordres et qip-+q) ou
qt(t+4-u) gui seront sur les lignes

ieme

dintersection des deux surfaces
des q*™ et " ordres.

ordre. On a donc ce théoréme générul:

THEOREME V. 8¢, parmi
les (p4q)° ou (t+n)’ plans tan-
gens communs & irois surfaces
du (p+ q) ™ ou (t4u)*™ ordre,
il sen trouve pt(p-+q) ou pt(t+u)
qui soient tangens @ deux sur-
Jaces des p™ et "™ ordres , il
y en aura nécessairement qu(ptq)
ou qu(t--u) qui seront tangens
& deux surfaces des ™ et u*™
ordres. Quant aux plans tangens
cominuns restans , il y aura
pu{p+q) oz pu(t4u) qui seront
tangens aux deux surfcecs des
peme et uw*™ ordres et qtp= q)
ou qi(t+u) gqui seront tangens
aux deux surfaces des '™ et
W ordres.

La vérité de notre théoréme dépendant uniquement du degré

commun des trois équations et non du nombre et de la nature des
surfaces exprimées par chacane d’elles , il ne cessera pas d’éire vrai
lorsqu’elles exprimeront , les unes et les autres, des systemes de

p-+q ou 74u plans. On a donc ce corollaire =

Corollaire I, 'I'rois systémes de
p=+¢ ou 74« plans existant dans
Pespace. Si, parmi les (p+¢)* ou
(¢4u)* points déterminés par
les intersections des plans des
trois systémes , il s‘en trouve

Corollaire 1. Trois groupes de
p+g ou t4u points existant dans
'espace. Si, parmi les (p+g)*
ou (z4u)* plans déterminés par
des points pris dans les trois grou-
pes, il s‘en trouve p/(p-+¢) ou
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pt(p449) ou pt(z4-u) qui appar-
tiennent aux intersections de deux
surfaces des p*™ et ¢ ordres ,
ily en aura nécessairement gu(p4g)
ou gu(t4u) qui appartiendront
anx intersections de deux surfa-
ces des g*™ et u*™ ordres. Quant
aux points d’intersection restans,
il y en aura pu(p+¢) ou pu(ttu)
qui appartiendront aux intersec-
tions des deux surfaces des p**
et ¥ ordres , et ¢t{p4g) ou
gt(t4u) qui appartiendront aux
intersections des surfaces des ¢
et 7““ ordres.

Dauns le cas particulier ou l'on suppose p—t==2 et g—u=1
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pt¢4u) qui touchent & la fois denx
surfaces des p*™* et #* il y en
aura nécessairement qu(p--7) ou
gu(t-4-u) qui toucheront & la fois
deux surfaces desg*™ eta"™ ordres,
Quant anx plans restans , il yen

ura pu(p-4-g) on pu(t4u) qui
toucheront & la fois les surfaces
des p* et ™ ordres, et ¢/(p+q)
ou ¢¢(i+u) qui toucheront a la
fois les surfaces des ¢*™ ot 2™
ordres.

2

ce corollaire prend la forme suivante :

Corollaire I, Trois angles trie-
dres existant ensemble dans les-
pace ; si,, parmi leurs vingt-sept
points d’intersection , il s’en trouve
douze aux intersections de deux
surfaces du second ordre, ily en
aura nécessairement fro’s autres
qui appartiendront & une méme
droite. Quant aux dowze points
d’intersection restans , 1lsse trou-
veront six 4 six aux périmetres
de deux courbes planes du se-
cond ordre, appartenant aux sur-
faces de méme ordre dont il vient
d’étre question,

Corollaire II. Trois triangles
existant ensemble dans l'erpace ;
si, parmi les pingi-sept plans que
déterminent leurs sommets il s’en
trouve douzze qui touchent a la
fois deux surfaces du second or-
dre, il y en aura nécessairement
trois autres qui se couperont sui-
vant une méme droite. Quant aux
douze plans restans, ils se trou-
veront six @ six tangens a deux
surfaces coniques du second or-
dre, circonscrites aux deux sur-
faces de méme ordre dont 1l vient
d’étre question.

En nous engageant pour la premiere fois daus une route qui n’a-
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vait point encore {té tracde, il ne serait pas surprenant qu’il nous
far échrappé queljues méprises; il se pounrrait aussi que nous eus-
sions négligd des propositions plus intéressantes que queliques-unes
de celles que nous avons sigaalées; mais Pimportant ici était de
meltre entre les mains du lectear un nouvel instrument de recher-
ches que bientét sans doute il maniera plus habilement que ncus
ne Pavons fait nous-mémes. Tout repose au surplus ici, comme en
beaucoup d'autres rencontres, sur la correspondance entre les pro-
cédés de 'analyse et les spéculations de la géométrie ; et tout ce que
nous avons dit ici aurait sans doute été apercu depuis long-temps ,
si, dans les traités élémentaires, on s’occupait avec plus de soin qu’on
n’a coutume de le faire de la théorie des équations qui ont lien
en méme temps ou qui ontun certain nombre de systéme de racines

comimunes,



