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PROBLEMES D'OPTIQUE. 65

OPTIQUE.

Solution de divers problémes d'optique ;

Par M. GERGONNE.

[o Sa Uo UL V. Vo “h Ve Sa e

APRI'zs avoir étndié , dans deux précédens articles (*), les lois
générales qui régissent les rayons de la lumicre , soit dans leur ré-
flexion soit dans leur réfraction ; nous allons, suivant I'engagement

que nous en avons pris , faire 'application de ces lois a quelques

exemples choisis ; en nous bornant, pour le présent, au cas ol
tout se passe dans un plan, lequel embrasse aussi plasieurs cas de
réflesion et de réfraction a la rencontre dessurfaces de révolution ;
et en renvoyant , pour un prochain article , les problémes dont
la résolution exige inévitablement la considération des trois dimen—

sions de lespace.

‘I Rappelons d’abord sommairement le théoréme fondamental,
et établissons les équations générales qui s'en déduisent, et qui doi-
vent servir & la résolution des problémes que nous avons-dessein
de nous proposer. €Ce théoréme consiSte simplement en ce que: &
chaque trajectoire orthogonale des rayons incidens , il répond tou-
Jours une trajectoire orthogonale des rayons réfractés telle que ,
de quelgue point de lo courbe séparatrice que l'on méne des nor—
males & ces deux trajectoires , les longueurs de ces normales se~

(") Voy. l1a page 345 du précédent volume et la page 1.7¢ de celuizci,
Tom. XV1, ne III, 1.57 septembre 18235. o
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ront respectivement enire elles dans le rapport consiant du sinus
d’incidence au sinus de réfraction.

Soient donc (¢, z) un quelconque des points de la courbe
séparatrice , (2/, y/) et (z, ¥) les pieds des normales abais-
sées de ce pointsur les deux trajectoires; et supposons que le rap—
port du sinus d’incidence au sinus de réfraction soit celui de A/
a 4; on aura d’abord

=z (u=y)r  (=z)(u—y)?

Az M2 * <[)

De plus, parce que les droites menées du point (7, z) aux deux
autres sont respectivement normales aux courbes auxquelles elles se
terminent , on aura aussi

(t—2)da4(u—y)dy=0, (2) (t—z’)dz/4-(u—y)dy'=o0 , (27)

différentiant ensuite la premiére de ces trois équations , et ayant
égard aux deux autres, on trouvera en outre

(t—x)dtf-(u=y)du _ (t==a’)dt4(u=y’)du a
— = e b 3)

équation évidemment comportée par les trois autres ; mais qu'on
pourra substituer avec avantage & l'une ou a lautre des équations
(2) et (2/), lorsque la courbe séparatrice sera donnée. On voit
que, dans ce systéme d’équations, # , y et A figurent de la méme
maniére que z/, y/ et A ; et 'on n’aura pas lieu d’en étre surpris,
si l'on considere que, le rayon réfracté étant pris pour rayon in-
cident, celui-ci devient rayon réfracté , et pice sersd. Il en résulte
que, la courbe séparatrice étant donnée , le probléme ol l'on
cherche la trajectoire orthogonale des rayons incidens , & l'aide de
celle des rayouns réfractés n'est pas différent de celui ol il s’agit
de déterminer cette derni¢re quand l'autre est donnée,
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Enfin les coordonnées de nos trois points doivent étre lides par

un égal nombre d'équations en 7 et u ,z et y, z/ et y/, lesquel~

les ne sont autres que les éguations méme de nos trois courbes ,
équations que nous reprisenterons respectivement par

§=o , . (4
T=o0 , (3) T'—=o0 , (5

la premiére appartenant & la courbe séparatrice , et les deux au-
tres aux denx trajectoires. \

Lorsque , cette courbe séparatrice étant donnée , on demandera
de déterminer l'une des trajectoires par l'autre, il ne s'agira , pour
cela, que d’éliminer ou les quatre quantités 7, z, 2/, y/, entre
les cinq équations (1), (29), (3), (4), (5) , ou bien les quatre
quantités ¢, #, x , y , entre les cinq équations (1), (2), (3), (4),
(3) 5 et I’équation résultante en z et y ou en a/ et y/, sera I'équa-
tion de la trajectoire cherchée.

Si, au contraire, il s’agit de déterminer la séparatrice , au moyen
des deux trajectoires, on y parviendra en éliminant z, y, 2/, y/,
entre les cinq équations (1), (2), (29) , (5), (5) ; ce qui conduira_
d une équation en £ et uz, qui sera celle de la courbe demandée.

Quant aux problémes relatifs a la réflexion, on les résoudra a
l'aide des mémes formules , en y posant préalablement A4-}—o.,

II. Dans les applications qui vont suivre ; nous Supposerons cons-
tamment que les rayons incidens émanent d’'un méme point, que
nous prendrons constamment pour origine des coordonnées rectan-
gulaires. Nous aurons ainsi les deux équations,

/=0 , y/=o,

qui remplaceront Yéquation (57), ainsi -que-Péquation (2’), qui
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sera alors satisfaite d’elle-méme. Nous n’aurons donc plus & ncus
occuper que des autres, lesquelles deviendront alors -

Umx)r(umy)* _ o

> ©)

Az M2
(t—=z)dz+ (u—y)dy=0 , ©)
(¢t—x)dtdu—y)du ti{:{-_tfég :
23 - LN ? (")
T=o0, (3 S=o . (¥

\

Si l'on donne la courbe séparatrice, on trouvera la trajectoire
orthogonale des rayoné réfractés , en éliminant z et z entre les
trois équations (a), (y), (¢). Si c’est, au contraire, cette derniere
courbe qui est donnée, on obtiendra la séparatrice, en éliminant
x ei__y entre les trois équations («) , (B) , (9). S h

Bien convaincus d’ailleurs, par une longue expérience que, dans
les calculs, les avantages de la symétrie "emportent encore sur ceux
de la simplicité, nous supposerons constamment que les” données
du probiéme sont disposées, par rapport aux axes, de la maniére
la plus généralé,

HL - Supposons , pour premier exemple', que la~ séparatrice est
une droite donnée par l’équation .

attbu—a*4-b’=c* ,

dans laquelle , comme P'on-sait (2, &) est le pied de la perpen-
diculaire abaissée de Vorigine sur cette droite et ¢ la Icngueur de
cette perpendiculaire. Nous aurons

* adi-bdu=o ,

au.moyen de quoi l'dquation’ () deviendra,
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btz )—a(u—y) . bt~—au

— s

A3 a2
ou bien
M3(ay=—bx)
bl—aqy —= ——————~
A2emmp/2

Eliminant tour 4 tour z et 7 entre cette équation et l'équation
at4-bu=c* ,
il viendra , en ayant égard i la relation g*4-8°=¢*,

Ah(ay=—=bzx)
24 e g2 —_—
c*l=ac + —a >

N2a(ay—bx)

Cu=bc’— 3

Ly— £ Y
et de 14 encore

Nb(ay—bx)

&3—7\’2 7

E(l—x)=c*(a—x) 4

N2a(ay=—=bx)

e u—y)=cb—y)——F 5 -

"En prenant tour & tour la somme des quarrés de ces deux dernié-
res équations et la somme des quarrés des deux qui les précédent,
on trouvera successivement, en ayant toujours égard & la relation
entre @, b et ¢, )

#{(t—2)+ (u—y)* y=c{(z=—a)*4-(y—0)"}+ A”(zh(;iifgfﬁx) )

Mi(ay—=bx)? )

(e tur)=c*- prremvarall
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7
tirant de ces deux équations les valeurs de (z—2)4-{u—y)* et de

2”42 , pour les substituer dans I’équation («), on obtiendra, pour
I’équation de la trajectoire orthogonale des rayons réfractés, en di-

visant par A'—a”
WS (ay—ba Y (i) (= Tz —a) -+ y—B)]}

de sorte que cette courbe est une ligne du second ordre.
En développant et ordonnant cette équation par rapport aux puis-
sances et produits de puissances de A et A/, elle prend cette forme

X (2 y) = 2(ax+-by—c*) } = Mot Ni(ax+by—c?)
Ajoutant et retranchant tour & tour & chaque membre
22We*(ax-by—c*)

le second membre deviendra un quarré, dans les deux cas; de
sorte qu’en extrayant les racines, on trouvera

ey wrgypr =XV (ax by —c?) ,

“aiey/ (@—zayi(y—2b): = X" =V (ax+by—c?)

Dans ces équations, qui ne sont que deux formes particuliéres
de I'équation de la trajectoire cherchée, et dont toute combinai~
son appartiendra conséquemment A cette trajectoire , les signes su-.
périeurs et inférieurs ne se correspondent pas nécessairement et doi-
vent étre choisis suivant les rapports entre les données. En prenant
leur somme, il vient, en divisant par ¢,

A
TV atrty (=) by =2 ;¢

Or, le premier radical exprime la distance de I'un quelconque des
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points de la trajectoire & l'origine , et l'autre exprime la distance’
du méme point au point (22, 25), clest-a-dire, un point sy-
métriquement situé avec l'origine ou le point rayonnant, par rap-
port & la droite séparatrice ; donc cette équation exprime que la
somme ou la différence des distances des différens points de la
courbe a ces deux points est une quantité constante ; d’otr il suit
que ces deux points en sont les foyers, qu'elle a conséquemment
son centre au point (¢, #) , que son excentricité est ¢ et son demi-

A . .
axe — ¢ cette courbe est donc une ellipse ou une hyperbole , sui-

vant que 2 est plus grand ou plus petit que V.
De tout cela résulte le théoreme suivant :

THEOREME 1. Deux milicux homogénes , de nature différente ,
étant séparés lun de lautre par un plan indéfini , et des rayons
incidens émanés de Pun des points de lun d'eux se réfractant o
la rencontre de lautre ; ces rayons ainsi réfractés seront tous nor-
maux & une méme surface de révolution du second ordre, engen-
drée par une section conique , lournant autour de la droite gui
contient ses foyers. Le centre de cetie surface sera le pied de la
perpendiculaire abaissée du point rayonnant sur le plan sépara—
teur ; ce point en sera un des foyers ; et son excentricité sera &
son demi-aze dans le rapport du sinus d'incidence au sinus de ré-
Jraction ; de sorte que la surface trajectoire sera une ellipsoide
allongée ou une hyperboloide & deux nappes , suivant que le pre-
mier milieu sera plus ou moins réfringent que le second.

On trouvera , dans un article inséré a la page 229 du XI'™e
volume du présent recueil, ott nous avons déja démontré cette
proposition , les principales conséquences qui-en résultent. '

IV. Examinons présentement quelle direction prennent des rayons
de lumiére émanés d’'un méme point, situé dans un miiien ho-
mogeéne quelconque, aprés avoir traversé une lame transparente
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A faces planes paralléles , d’'un poavoir réiringent différent de ce-
lui du milien dans lequel elle se trouve située.

Supposoas toujours le point rayonnant & l'origine , soit ¢ ta dis-
tance de ce point a la face de la lame qui en est la plus voisine
et ¢ l'épaisseur de ceite lame. Par un rayon quelconque, imagi-
nons un plan perpendiculaire aux faces de cette lame ; le rayon ,
dans tout son trajet, ne sortira pas de ce plan, que nous pour-
rons prendre pour les plans des coordonnées rectangulaires , et qui
coupera la lame suivant deux droites paralleles. En prenant tou-
jours pour erigine le point rayonnant et en rendant l'axe des z
paralléle & ces deux droites , leurs éjuations seront

y=c , y=c+te
" Soit I'équation dn rayon incident

y=mz ,

le sinus d’incidence sera ————; le sinus de réfraciion sera donc

Vitm:
A
Ay 14m?
d’olt en conclura pour sa cotangente

a

»

D’un autre c6té les équations du point d’immergence seront
> y:c 3

ot il suit que l’équation du rayon réfracté sera
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2 3 /. H 22
y—= V(a=2/2)42.2m (x-—— <
Y \ m

en combinant cette égnation avec

I'équaticn y =c-}-¢, on trouvera
pour les coordonnées du poirt a'ém

ersence
<

c Me
m N\ (A —=22) - Avme

— y y=ct+te ;

et, comme le rayon émergeat doit sortir paralléle au rayon im-

nergoat, son équation sera

DUFE S SRS
<«

L]

y—c—e=m 5;::—— L !
{ m V=3nFaims §

ou simplement, en réduisant,

Ne A
ymemmn e )
Or ¢, qui exprimait la distance de la lame au point rayonnant,
n’entre plus dans cette équation ; donc la situation du rayon émer-
gent est indépendante de cette distance ; de sorte que, si l'on fait
avancer ou reculer cette lame paralléelement & elle-méme , la situa—
tion de ce rayon n’en éprouvera aucun changement.

Tout se passera donc ici de la méme maniére que si [a lame était
en contact avec le point rayonnant ; ou, ce qui revient au méme,
tout se passera comme si le point rayonnant était enfoncé dans la
substance de la lame au-dessous de sa surface d’une quantité égale
4 son dpaisseur ; nous retombons donc de nouveau dans le cas de
deux milieux séparés par un plan indéfini, et nous obtenons le
théoréme suivant :

THEOREME II. Lorsque des rayons de lumitre , émanés d'un

Tom. XV1T. 1o
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méme point , sont coniraints de traverser une lame transparente 4
Jaces planes paralléles , d'un pouvoir réfringent different de celui
du miliev ou elle se trouve située ; ces rayens , @ leur sortie de celte
lame , sont tous normaux & uvne méme surface de révolution du
second ordre , engendré par une section conigue , tournant autour
de la droite qui contient ses foyers. L'axe de cette surface est la
prrpendiculaire menée aux deux faces de la lame , par le pof nt
rayonnant ; ce point en est un des foyers; son centre est situé du
méme coté que la lame par rapport a ce méme point; l'excentri-
cité de la trajectoire est égale & [lépaisseur de la lame ; enfin,
cetle excentricité est au demi-axe dans le rapport du sinus de ré-
Jraction dans la lame au sinus d'incidence dans le milien ; de
sorte que la surface trajectorre est une ellipsoide allongée ou une
Lyperboloide & deux nappes, suivant que le pouwvoir réfringent de
la lame est supérieur ou inférieur & celui du miliew ou elle se
trouve sriuée.

On trouvera, dans un article inséré & la page 283 du V.® vo-
lume du présent recueil , ot nous avons démontré cette proposition

pour la premiére fois, et dans un autre article, qui commence le
XIV.® volume , les principales conséquences qui en résultent.

V. Pour donner un exemple simple du cas ou la courbe sépa-
ratrice est l'inconnue du probléme , supposons toujours que les
rayons incidens émanent de l'origine des coordonnées , et cherchons

quelle doit étre la ligne séparatrice pour les rayons réfraciés con—
courant en un méme point (2, b).

Nous aurons donc 1ict

r=—a , y=b ;

I'équation (B) sera satisfaite d’elle-méme ; et, en mettant ces va-
leurs dans I'équation (x), on aura, pour I’équation demandée ,
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(t—a)4-(u—b2 24w
A2 a2

2

ou bien

X{(t—a)'(u—b)"} =2 ('4u")

ou encore-

(B2 ()20 (@t bu)=)"(a* 8 5

équation d’un cercle, que l'on peut écrire ainsi

e R BT Rt e e o

);2_)\/; Al /2

de sorte que les coordonnées du centre de ce cercle sont

Mg Aig
— Atmmp/z 7 T ae—na
et son' rayon:
AN\ az24-b2,
}\2-}\/2

On trouvera d’a I‘éS cela our la dis{ance de Son centre au- Oill’t:
] P ’
:ayonnant

N’Vu‘-{-ﬁ’

Adees ) /2 >

et pour la distance de ce méme centre au point (2, &)

A\ a5
A—2/2

Le produit de ces deux-distances étant égal au quarré du rayon';-
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et les trois points étant d’aillears en ligne droite , il s'ensuit que
le point de départ des rayons incidens et le point de concours des
rayons réfractés sont deux points conjugués par rapport au cercle.
Leurs distances respectives 4 son centre sont dans le rapport de
¥* & 4" ; de sorte que le point rayonnant sera intérieur au cercle
et le point de concours des rayons réfraciés extérieur, si l'on a
XM <A. Ce sera le contraire si I'on a 2'> 2,

De tout cela résulte le théoréme suivant:

THEOREME 111. Une sphére transparente éiant située dans
an milieu homogéne dont le pouvoir réfringent est différent du
sien ; il existe towjours, sur la direction de chacun de ses diamé-
tres , un point tellement situé que les rayons qui en émanent ,
aprés s'étre réfractés @ la renconire de sa surface, vont concou-
rir de nouveau en un auire point de ce diaméire. Ces deux
points , situés d'un méme cb1é du centre , sont conjugués lun &
Lauire par rapport & la sphére , cest—g-dire, que le rectangle de
leurs distances @ son cenire est équivalent au quarré de son rayon ;
don il résulte qu'tls sont Iun intérieur et lautre extérienr a la
sphére. Enfin , leurs distances @ son centre sont dans le rapport
du quarré du sinus d'incidence dans le milieu ou la sphére se trouve
située au quarré du sinus de réfraction dans cette sphére ; ce qui
les détermine compléternent l'un et lauire , et prouve en ouire que
le point rayonnant est intérieur ou exltéricur @ la sphére suivant
gue le pouvoir réfringent de cette sphére est supérieur ou inférieur
a celui du milien (*).

Ce curieux théoréme est dii & M. le professeur Auguste de la

(* Lorsque le pouvoir réfringent de la sphére est supérieur & celui du
milieu, il y a réellement, dans son intérieur, un point tel que les rayons
qui en émanent divergent, 3 leur sortie, comme ¢’ils partaient d’un point
extérieur. Dans le cas contraire , ce sont des rayons arrivant a la sphére,
dans des directions convergentes vers le premier de ces points, qui, aprés
s’élre rompus a sa surface , convergent vers le deruier,
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Rive, de Genéve , qui I'a démontré 3 la page 55 de sa Disserta-

#ion sur les caustigues; ( in-4.°, Genéve 1823 ).

VI. Examinons présentement , d’une maniére générale , la direc-
tion que prennent des rayons de lumiére émanés d’'un méme point,
apres s'étre réfractés 4 la rencontre de la circonférence d’un cercle
transparent , situé d’une maniére quelconque par rapport au point
rayonnant. Ici, pour plus de simplicité , nous supposerons le cen-
tre du cercle & lorigine; et le point rayonﬁant sera (@, 4). En
conséquence , les équations (27) et (5/), seront remplacées par

ces deux—ci

x'=a , y'=b ;

P'équation (4) sera
r4u'=r*;

d'or
2ds+udu—o ;
au moyen de quoi les équations (1) et (3) deviendront

(t=x)’4-(u=—y)* _ (t=a)*4-(u=—b)?
A2 - A2

?

Gt =t (1 =—y) __. u(t—-a)—t(u—-b) -
-_ L3

A2 N2

Enréduisant dans la derniére , et en remplacant dans l'autre #'~f-z*

par r*, on obtiendra en z et z, ces deux équations du premier degré .
a(Ww—ia) 42y =X byu=V*z* 4y )=V (Z4-b'+7°) ,

( 'Zy—A%)t——(A”‘x-—A’a)z;=o .
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En ajoutant an quarré de la premiére le quadruple du quarré de
la seconde, le terme en fz disparaitra, et en remplacant #°--u*
par sa valeur r*, on obtiendra, pour I'équation de la trajectoire

orthogonale des rayons réfractés,
4 {00 a =Y A (it B) Y= [ (2 y ) — N (@ 81 1)

En développant et rassemblant les termes affectés des mémeS
puissances et produits des puissances de A et ¥, cette équation
prendra la forme

200 (@b ) (@ -y A ) — 4 (ax+-By) ¥

_-:A/é(xz_l_y:_ra)z +A‘(a’+&’—r’)’ .

1

Ajoutant et retranchant tour & tour . chacun des- deux mem-

4

bres de cette derniére la quantité
28X a* -8 —r*) (&'t yr—r) ,

son second membre deviendra un quarré dans les deux cas, et
il viendra, par l'extraction des racines quarrées de deux mem-

bres

2V (@b ey ) —areatby e = K@y —r R (@ O =)

—

20y (w—a) i (y—b) =V (=17 ) =V (@b —T) .

Equations dans lesquelles les signes supérieurs et les signes inférieurs
ne se correspondent pas nécessairement; et ol les uns et les autres
doivent étre pris, suivant les grandeurs et les signes des données
a, b, r, s et

En retranchant la. seconde de la premitre, on trouve
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XY @by oy —zri(ax4-byers 22 Xy (s—a) 4 —53
=)o b—7") ;

ou encore

Ve b’~V LY TS DU G o R Vs Eraygmr 5
) e P

::;:7 (@+52—r°)

or, si l'on prend pour foyers le point rayonnant et son conjugué,
par rapport au cercle , les denx radicaux du premier membre de
cette équation exprimeront les rayons vecteurs d’un méme point
quelconque de la courbe , de sorte qu’on a le théoréme suivant :
THEOREME 1V. Lorsque des rayons de lumiére , émanés d'un
méme point de Pespace , extérieur ou intérieur & une sphére trans-
parente homogéne , sont réfractés ou réfléchis & lentrée ou a la
sortie de cetie sphére ; ils deviennent alors normaux & une surface
de révolution du quatriéme ordre, ayant pour aze la droite qui
contient le point rayonnant et le cenire de la sphére. La propriété
caractérisiique de cette surface est que la somme ou la différence
des produits respectifs des distances de ses différens points au pornt
rayonnant et & son conjugué par rapport & la sphére , par des
multiplicateurs constans , est elle—-méme une quantité constanie.
Cet élégant théoréme est dit & M. Sturm , qui I'a démontré dans
un article inséré & la page 205 du précédent volume du présent

recueil,

Nous nous proposions de nous livrer & beaucoup d’autres re-
cherches encore ; mais l'abondance des matériaux que nous avons

A

a publier nous oblige & leur céder la place, et & renvoyer ces



80 THEOREMES NOUVEAUX

recherchies pour un autre temps. Ce qui précéde suffira du moins
pour montrer comment tous les théorémes déja connus sur le su-
jet qui nous occupe peuvent se déduire uniformément de nos mé-
thodes ct de nos furmules.




