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54 LIMITES DES RACINES

L]

ANALISE ALGEBRIQUE.

Essaz sur les limites des racines des équations I:tterales;

Par M. L. C. Bouvier , ex-officier du génie, ancien éleve
- de Técole polytechnique,
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LES analistes ont donné des méthodes diverses & I'aide desquelles
on détermine les limites des racines réelles des équations numé-
\

riques ; mais il n’est pas 4 notre connaissance qu’aucun d’eux se
soit occupé du méme probléme relativement aux équations littéra-

réme. Ce n’est pas 1i, au surplus, le seul coté par lequel les élémens pour-
raient &tre améliorés. Mais on trouve plus court et plus commode de calquer
3 peu prés les traitds élémentaires les uns sur les aulres; et voild pourquoi,
tandis que tant d’autres branches de la science s'étendent et se simplifient sans
cesse, les traités élémentaires de géomeélrie sont encore aujourd’hui & peu pres

tels qu'ils étaient au temps d’Euclide.
: J. D. G.
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les. Nous allons montrer comment il peut étre résolu pour ces der—
nicres , du moins lorsqu’elles sont d’un degré impair , ou , lors-
qu'étant d'un degré pair, elles ont leur dernier terme négatif,

§. L
Equations de degrés impairs.
Soit I'équation du 3.m¢ degré, sans second terme ;

w3 pat-g=o. (1)
Posons,

2 4-prtqg=3Plx+a) , ()

a et P ¢éant deux indéterminées. Il est clair que, quelles que
soient 2 et P, toute valeur de z qui satisfera & I'équation (2) ,
substituée dans le premier membre de (1) donnera un résultat de
méme signe que P ; de sorte que toute valeur réelle de z, dans
(1), est nécessairement comprise , quelle que soit @, entre deux
valeurs de z dans (2) répondant 3 des valeurs de P de signes
contraires. Tout se réduit donc a profiter de I'indétermination de
a , pour rendre cette équation (2) facilement résoluble.
En développant , transposant et ordonnant , elle devient

2*—3Pz’4-( p—6aP)x—{3a’ P—g)=o. 3)-
Or, si I'on pose

3p:
p—6aP=3P", d’ott a= 6:}’ 5

cette équation devient
(5— Py (P'—3a* P4-g)=o ,

ou, en mettant pour ¢ sa valeur,
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3P4i—CpP2d-129P—p2

— 3
(x P) + 12P

03

ce qui donne, sur-le-champ ,

— 3 OP"é——()pPZ-%-gng_.p:
i 2P - @)

En changeant P en — P/, cette formule devient -

3 B3FiiemGpPli—§og Pluap3
Z‘=-P/+V 2 128/ ’ E ¢ (5)

Ainsi , quelques valeurs positives qu’on’ prenne pour P et P/, les
valeurs de z donndes par les formules (4) et (5), substitudes dans
le premier membre de 1’équation (1), donneront nécessairement des

résultats de signes contraires , et comprendront conséquemment entre
elles une racine au moins de cette déquation.

Soit, en second lien , I’équation du 5.m¢ degré , sans second
terme ,

D4pritga’trats=o. (1)

Posons
2pritgritras= 5P(a*+tax+b)y4Q(x-4-c)" (2)

P, Q, a, b, c éant indéterminées, et P et  étant supposés de
mémes signes. Il est clair que toute valeur de « tirée de (») don-
nera, par sa substitution dans le premier membre de (1), un ré-
sultat de méme signe que P et ; de sorte que toute valeur réelle
de x dans (1) sera nécessairement comprise , quelles que soient
d'ailleurs @, &, ¢, entre deux valeurs de z dans (2) répondaut
& deux systtmes de valeurs de P et ¢ de signes contraires, Tout.
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se réduit donc a profiter de l'indétermination de @, &, ¢ pour
rendre cette équation (2) facilement résoluble.

En développant, transposant et ordonnant , elle devient

2 e SPx*—10P2 | 2°—10Pb | 2°—2(Qc | 2—5Pb* | —o. 3)
—+p —5Pa* | —10Pab | —Qc
—Q ~+r -+

+9

Or , si l'on pose

—10Pa+p=10P",
—10Pb—=5P0"—Q4g—=—10P% ,

—2Qc—10Pab+r=5P* ;

ce qui donnera

-1 0 P2
a=P"10 5

ioP
100Pé4-20p P2—20P Q4209 P—p2

200P2

b=

>

__ 199pPé—200P3Q+2009 P3—10(3p2—20r) P?4-20pPQ==20pgP4-p3
- 4ooP:Q g

elle deviendra
(#=—P)*-(P*— 55 P—r*Q+s)=o0 ,

dans laquelle présentemeng on peut regarder @ , 4, ¢ comme con-

nus et qui donne
Tom. XV1. 8
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xZP—V PS50 P—c* Qs o

En donnant donc tour & tour & P et Q, dans cette formule d’a~
bord des valeurs positives quelconques, puis des valears négati-
ves ¢galement quelconques , les valeurs qui en résulteront pour =z,
comprendront entre elles une racine , au moins de 1'’équation pro~ _
posée.

Cn voit, par ce qui précéde que, dans le 7.™¢ degré il fau-
drait poser

2lpat4-ga "—]—rx3+sx’+tx+»u
=7 P(2’4ax*+bxtc)’+Q(z*+dat-e)’+R(x +-1) ,

et supposer que les indéterminées P, ¢}, R sont toutes trois po-
sitives ou toutes trois négatives. On poserait des ¢quations ana-.
logues pour les degrés supérieurs.

§ 1IL
Equalz'ons de degrés pairs.

En supposant constamment le dernier terme négatif , soit d’abord
I'équation du second degré

X pr—qg=o . (1)
Posons
2 +pr—g=(2+4a)* , (2)

a étant une indéterminée, Il est clair que toute valeur de =z tirée
de cette derniére équation et substituée dans le premier membre
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de (1) donnera un résultat positif ; et, comme la valeur o donne
le résultat négatif —g, il s’ensuit qu’il y aura entre o et la va-
leur dont il s’agit une racine réelle de 'équation (1).

En développant, transposant et réduisant , I'équation (2) devient

(p—za)s=a'+g,

a-}g
=
de sorte que , quelque valeur positive ou négative qu’on donne
EY I’ ’ « g . 9 . .
4 l'indéterminée @ , une des racines de I’éguation (1) sera tonjours
comprise entre 0 et la valear qui en résultera pour .

Soit, en second lieu , I'équation du quatricme degré

2t pritgritrer—s=o . (1
Posons
24 p gt tre—S=(z*}ax4 8+ Plz+c)* , (2)

a,b,c, P éantdesindéterminées. I est clair que , .quels que soient
tes signes de @, &, ¢, pourvu qu'on prenne P positif, toute va—-
leur de « trde de l'équation (2) et substituée dans le premier
membre de (1) donnera un résultat positif ; et comme, d’un au-
tre ¢cOté, la substitation de o dans ce méme premier membre donne
le résultat négatf —s , il s’ensuit que l'équation (1) aura au moins
une racine réelle entre o et cette valeur de x.

En développant , transposant , réduisant et ordonnant, l'équa~
ton (2) devient

-
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2a | 23426 | a*42Pc | a+48 =0 . &)
—p ~+a’ ~+2ab ~+Pc?
~+P —_— s
—q

En posans

2b+o*4P—g=o0,

2Pc+42ab—r=o0 ;

ce qui donne

pme APHC=l0)
-

o 4PPH(pi=lpg+8r)
- 16P

I'équation (3) deviendra simplement
(2Pct-2ab—r)z+4(8"+Pc’+s)=o0 ;

dans laquelle présentement on peut regarder @ , 2, ¢ comme connus,
et qui donne

b2-Pord-S

== 2Pcdagb—r
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En prenant donc pour P un nombre positif quelconque , il y aura
entre o et la valeur qui en résultera pour # une racine au moins
de I'équation (1). \
On voit , par ce qui précéde, que, pour le sixiéme degré, il
faudrait poser

a4 paSt gaidrad-sa’Hlx—u

=(2’H-ax’+ba+-c)* +P(x*4-dz+e)’+-Q(x+f)* ,

et supposer positives les deux indéterminées P et (). On poserait
des équations analogues pour les degrés supérieurs.




