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GEOMETRIE DES SURFACES COURBES.

Théorémes sur Uhyperboloide a une nappe et sur la
surface conique du second ordre ;

Par M. L. F. Macnus.
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§. L

SOIT une hyperboloide & une nappe rapportée a ses axes et don-
née par l’équation

Voar o'y’ —a*b s =a’b’c’. (1)
On sait que cette surface peut, tout aussi bien que le céne, étre

engendré par le mouvement d’une droite. Prenant donc pour les
équations d’une génératrice quelconque

z=mz+g , y=nz+£# ; (X)

nous exprimerons que cette génératrice est sur ’hyperboloide en
exprimant que l’équation en z résultant de la substitution des va-
leurs (K) de x et y dans (1), laissent cette coordonnée indéter—

minée. Or, cette équation est
b (mz4-g)'+a’c*(nz4-b)'—ao’b 2*=a’b’c*=o0 ,
ou bien
(Gcm fa’cn'=a’) 20 (F'mgt-a’nk) z4-c* (b g t-a' ' —a’t) =0 ;

de sorte qu'on doit avoir, 4 la fois,

Tom., X¥F1, ne II, 1.°* aoét 1825. 5
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22 a 2.2, 2__ 2713
omtd-aton =a""

Lingt-a*rnk

=0 > (2)
vrar —av . |

Si Thyperboloide n'est pas de révolution , ses deux demi-axes
transverses ¢ et 4 sont indgaux. Soit @ le plus grand des deux;
et considérons , dans le plan des xz , les deux droites dounées
par Véquation y=—o combinée avec la double équation

ay/ 4tz ar-dr=o0 ; (f/)

droites que nous nommerons /rgnes focales, a raizon des propri¢-
tés que nous allons démontrer leur appartenir, et gui se confon-
draient toutes deux avec l'axe des z , si L'hyperboloide était de
révolution. Si nous désignons par p et p/ les angles que fait la
génératrice (K) avec les deux droites (F,EF/), et par ¢.4/ les sup-
plémens de ces angles, nous aurons

V brd-crdm \/ a*=—b2
V (mn)arter)

COS.p =—COS.7 =

\/b2+c=——m \/4a=—-b=
= Vit

Cos.p/=—Cos.g/'=

En chassant »* de ces formules, an moyen de la premictre des
équations (2) elles deviendront

V bgcrgmy/ ar—b2
‘/(a’-{-c‘)[az(bz—i-cz)—f-m?cz(a‘——bz)] ’

Cos.p =—Cos.g =tac.

\/b*-i-c:—m\/a=—-b=
. V (az+¢z)[aszz+cz)+mzcz(az_.bz)]

Cos.p’=—Cos.¢4’ =.i_a

De 13 on conclura
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az l,/lﬁ—}-cz-—-mc?\/a?—b:

v (a:4-c2)la*(b-fc?) Fmicza —=5%] ’

Sinp =Sing =

a=|/6=+c-2+mcz\/a —5h2

(@>~f-c2) a2 4c?)Fm2cr(a*=b2)]

3

Sin.p/=Sin ¢/= ”

~et par suite

cie—g?
COS.\P+,D/) = COS‘<’7+{/]/>:+ c2-}-a* ’
. . P —
Cos,(q__p/):Cos.(p—7’)—"—"" c24-a? 5

quantité constante , puisque 7 n’y entre plus, En outre, la tan-

gente de l'angle des asymptotes de la section de I'hyperboloide

2ca . Cie—q?
son cosinus sera 7+

qui contient les lignes focales étant + > et
de sorte quon a ce théoréme :

La somme ou la différence des deux angles que jfait la droite
génératrice de U'hyperboloide a une nappe dans toutes ses positions,
avec les deux lignes focales de cette surface est constante , et égale
& langle des bsymploies de la section faite dans Uhyperboloide
par le plan qui contient ces lignes focales.

Si, au lieu de considérer I'hyperboloide, nous eussions consi-

déré la surface conique du second ordre donmée par I’équation.
&zczx:_!_azc:yz__azb:zs:o s

dont les lignes focales auraient tonjours été déterminées par la dou-
ble équation
-”b"ﬁ/b*-{—c* iz\/az—lﬂ: o

le calcul aurait été exactement le méme ; de sorte quon a aussi
le théoréme suivant :
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Lz somme ou la différence des angles que jfait la droite géné-
ratrice de la surface conigue du second ordre, dans chacune de
ses situations , avec les deux lignes focales de cette surface est
constanie et égale ¢ langle des deux droites qui résultent de la
section de cette surface par le plan des lignes focales.

Si l'on eoncoit une sphére , de rayon quelconque, ayant son
centre au sommet ou centre de la surface conique, les deux nap-
pes de cette surface déterminercnt sur la sphére deux courbes fer-
mées , égales et opposées, et les deux lignes focales perceront cette
spheére en quatre points, situés sur la circonférence du grand cercle
qui coupera les deux courbes en deux parties égales. Ces points
diviseront cette circonférence en quatre arcs dont les opposés se—
ront égaux, et les milieux de ces arcs seront symétriquement situés par
rapport aux deux courbes, dont ils pourront étre considérés comme les
centres sphériques. En ne considérant que l'une des courbes et les
points de son intérieur par ou passent les lignes focales de la sur-
face comique, on pourra appeler cette courbe une ellipse sphéri--
que , dont ces deux mémes points seront les foyers. On pourra,
au contraire , ne considérer que les parties des deux courbes les
plus voisines l'une de l'antre, et appeler I'ensemble de ces deux
parties une Ayperbole sphérique , laquelle aura pour jfoyers les foyers
des deux courbes les plus voisins de leurs sommets. En appelant
en outre, rayons vecteurs les arcs de grands cercles qui joiguent
les différens points de l'une ou lautre courbe & I'un des quatre
foyers, on aura les deux théorémes suivans :

La somme des deux rayons vecteurs des différens points d'une
ellipse sphérique est constante et égale & la longueur du diaméire
de cette courbe qui contient ses deux jfoyers.

La différence des deux rayons vecteurs des differens points d'une
kyperbole sphérique est constante et égale & la longueur du dia-
métre de cette courbe qui contient ses deux foyers.

Si, le centre de l'ellipse ou de I'hyperbole sphérique restant
fixe, on congoit que le centre de la sphére s'en éloigne continuel-
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lement , en suivant constamment la direction du rayon qui passe
par ce point, la surface de cette sphére tendra sans cesse a de-
venir plane, et le deviendra en effet, lorsque son rayon sera de-
venu infini ; mais alors les rayons vecteurs des deux courbes ‘de-
viendront des lignes droites , de sorte qu’on parviendra ainsi aux
propriétés de lellipse et de I'hyperbole ordinaires , lesquelles ne
sont ainsi, comme on le voit, qu’un cas particulier des proprié-
tés de lellipse et de I'hyperbole sphériques.

§ 1L

Soit (/,y’,2’) un des points de la surface conique donnée par
I'équation

bz -a*cry*—atbz'=o ;
le plan tangent (T) & cette surface en ce poiut aura pour équatiom:
brcrx'zarcy'y—ab*z’z=o0 ; (T

il touchera dailleurs la surface conique suivant une génératrice (G).

Conduisons présentement , par cette génératrice et par les deux
lignes focales (F,F’), deux plans (V,V’) que nous appellerons
plans vecteurs ; Iéquation commune a ces deux plans sera

—_ —_ ——— — —_— 2\
y/x‘/bt-f_cﬁ-—-[x/‘/ b-‘-+c:+z/‘/az_b2] y_‘_y/z Vaz_bx=o 5 _‘_/>

en désignant par 0, 6/ les angles diédres que forment ces deux
plans avec le plan tangent, on trouvera

C 6 + y/[azzl‘/b=+cz?.czx/‘/az_b:]‘/(az—bz)(bz+cz)
0s. =1 ‘/(b4cbx’2+abc§y’2+aéb4z“)[(63-{-0’)x’3+(az+c’)y’=+(a=—b2)z”-2x’z’Vm ’

y’[a’z/\/ brfrcrdrcrxry/ @ =01\ (@*=b>) (b24c?)
y @espaicyqaibia ) (bopenait(@teny e —b)etan's ) (o) Boe)

Cos/=_"



33 ELLIPSE ET HYPERBOLE SPHERIQUE.

Or, le point (z',y/, z’) €lant sur la surface conique, on doit avoir
B‘c’x”—-}-a’c’)f”—-a’b’z” =0 .

Substituant , dans les dénominateurs de Cos6 et Cos.f’, la valeur
de y/* tirde de cette derniére équation, on trouvera, en réduisant
q > P ’

— acy! (Br-c*)(a*—b%)
=+ U= e .
+Cos.0=""Cos - Va4«;b2+cz)zu-c~’»(02~b’)x” 5

les cosinus de ces deux angles ne différant ainsi que par le signe,
il en faut conclure qu'ils sont supplément 'un de l'antre, de sorte
gu'on a ce théoreme :

Le plan tangent & une surface conique du second ordre divise
en deux parties égales deux des quatre angles dicdres formés par
les deux plans secteurs de la ligne de contact ; d’ou il suit que
les deux angles diédres restants sont partagés en deux parties éga-
les par le plan normal conduit suivant la méme droite.

Donc aussi : L'arc de grand cercle normal en I'un des points
d'une ellipse sphérique et larc de grand cercle tangent en I'un des
poinis dune hyperbole sphérique partage en deux parties égales
langle jormé par les deux rayons vecteurs de ce point.

Aprés étre parvenus aux théorémes que nous venons de démon-
trer, nous avons cherché si déja ils n'auraient pas été publiés par
d’autres ; et mnous avons rencontré ( Nosra acta Relropolz'tana ,
tom. 1) na mémoire de Fuss ou il est question de la courbe
qui est le lieu des sommets des triangles sphériques ayant base
commune et la somme de leurs deux autres cbtés constante. T}
suit immédiatement de nos théorémes que cette courbe n’est autre
chose que l'intersection de la sphire avec une surface conique du
second ordre ayant méme centre quelle ; et que cette courbe est
aus:i le lieu des sommets des triangles sphériques, ayant hase com-
mune , dans lesquels la différence des deux autres cotés est cons-
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tante , ce que Fuss n'a point remarqué. Il est en outre zisé de
voir que cette courbe est une des ligues de courbure de la sur-
face conique, l'autre ¢tant la droite génératrice (*).

Eerlin, le 19 mai 1825,

(*) Suivant la remarque qui a été faite ( tom. XV > pag. 302 ), au probléme
dont il vient d’8tre question, répond nécessairement a cet autre probléme : Quelle
est 'enveloppe des bases de tous les triangles spkérigues qui ont l'angle au som—
met commun , et dans lesquels la somme ou la différence des deux autres angles
est constante. Sa résolution se réduit 4 ce qui suit : cherchez le lieu des som-
mets des triangles sphériques ayant base commune s¢ terminant aux péles des deux
cétés de l’anglé au sommet dont il s’agit, et dans lesquel§ la somme des deux
aulres cotés soit égale & une circonférence moins la somme constante des deux
angles dont il s’agit, ou bien dans lesquels la différence des deux autres cotés

“soit égale a la différence de ces deux mémes angles; et ce licu sera l'enve-

loppe demandée.
J. D. G,



