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FONCTIORNS INTERPOLAIRES. 329

ANALISE TRANSCENDANTE.

Essai sur un nouveau mode dexposilion des principes
du calcul differentiel , du calcul aux différences et
de linterpolation des suites , considérées comme deé-

rivant d'une source caommune ;

Par M. Awrire , de I'Académie royale des sciences de
Paris , de celles d’Edimbourg, de Cambridge , de Ge-
neve, etc., Professeur de physique au Collége de France..

I. LE calcul différentiel , le calcul aux différences et les diverses
méthodes d’interpolation reposent également sur un petit nombie
de formules générales, applicables- a4 toutes les fonctions, et qu'on
n'a démontrées jusqu’ici que par des considérations souvent com-—
pliquées , presque toujours déduites de principes éloignés, ou d’iv-
ductions de nature i laisser des doutes sur leur généralité. On
remarque surtout , dans- Pexposition de ces diverses branches d’a-
nalise , une variété de procédé et de raisonnemens qui ne laisce
que difficilement apercevoir leur liaison réciproque , et lidentité
des principes dont elles. ne sont pourtant ,. en quelque sorte, que
des traductions variées.

Frappés de ces considérations , nous avons pensé faire une chose
qui pourrait intéresser les géomeétres, en déduisant toutes ces di~
verses formules de quelques théorémes nouveaux ou pen conaus,

Tom. X¥VIT,n° AI, 1.°* mai 1820, +3



330 " FONCTIONS
que nous démontrerons d’abord , et dont il nous suffira ensuite de
traduire les énoncés dans lalgorithme recu ; relatif aux divers cas
o 5 b
particuliers, pour en voir éclore, d’'une maniére tout-3—fait natu-
relle, les formules connues qui répondent & chacun d’eux.
q

2. Soit fr une fonction de x de forme quelconque, de maniére
que fa, fb,fs, ... soient respectivement ce que devient cette fonc—
tion , lorsqu’on y fait, tour-ia~tour, r—=¢, x=04, x=c, .. Soient
posés successivement

=f1(d,d) 9 eesefion

fo—fa fe—f2 fd—fa
—= =f,(a,0), — = fi(a,c), S
fi(a,d)—f\(a,?)

= =f,(e,0,d), .

fl 9 “'fx 7b)
& cc)—& = =f,(2,0,9) ,

f.(a,b,d)—f.(a,b,c)
: ,d--c ::fs(a,é,é‘,d),...........a...

S e s & & 0 @ 8 & 4 6 8 s e @ o+ o O 0 e o o e s g * s o o 0 @

Les fonctions f,, f,, f,, ...... sont ce que nous appellerons & I'a~
venir les fonctions interpolaires des différens ordres des quantités

ey b, c, d, uue

3. La premiére remarque que nous ferons an sujet de ces sor—
tes de fonctions, c’est qu’elles sont toujours symétriques, de telle
sorte qu’on y peut interveriir, comme on voudra, 'ordre des élé-
mens &, b,c,d, ... qui concourent & leur formation, sans quelles
en éprouvent aucun changement. En effet, on a, en premier lieu,

fo—fa fa o
fi(a,0)= 3 = +

—G a~—b

b—a ’
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fonction évidemment symétrique en @ ¢t &, et on pourrait en dire
autant de toutes les fonctions interpolaires & deax lettres ou du

premier ordre.
On aura donc, semblablement ,

fc

c—a

f(a,e)= f:z_s -+

b4

a

mais ,

fx(a N’)"fx(avb) — fl(a’ Z)) +\f,(a,c)

c=—b b—c c—b

fila,b,c=
mettant donc pour f,(2,0) et f.(a,c) les valeurs ci-dessus , il
viendra

fa £b fa fe
fz (tl > 5; (:) — _’— &—a)(b—c) —f_ (a=—c)(c—b) + (c—a)(e—0b)

-

v

(a=b)(b=c)

ou, en réduisant & une seule les deux fractions de méme numé-

raleur,

fo 1o fe
L@ 20)= s T t=ne— T =) °

fonction également symétrique , et on démontrerait la méme chose
de toutes les fonctions interpolaires & trois lettres, ou du second
ordre.

On pourrait , par des transformations analogues, étendre pro-—
gressivement le -.méme principe aux fonctions interpolaires des or—
dres supérieurs ; wmais, afin de ne pas nous borner & une simple

b
induction , & 1'égard d’un principe qui est fondamental, dans la
théorie qui nous occupe , prouvons que , sila symétrique se sou-
tient jusquaux fonctions du (2—1)** ordre, inclusivement, elle

ieme

aura lieu également pour celles du 2.
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Supposons denc que, pour les n letues @,5,¢, wn p,g,r, on

ait trouvé

f fz -
(a==b) (a=C)wvuu(@=—g)(a—r)

£
+ (b=—a)(b=c)erse . (Bm==g ; {b=T)

e

@, 056,00 ps§sT)==¢ = .0t iiavanans

tg
i Rl — —
(g—a)(g=—b)uwn(9—P)(g—T)

fr
(r==a) (re=>)«ss..(r—p) (r—4) J

<+

nous aurons semblablement , pour les » lettres 2,4,¢, w.p,q,5, .

i fa }

(@=b)(@=C).cernc(@—g)(@a—s)

fb
-+ v
(bema)(o=—c) viere(b—¢) (B —s)

7
At

f}’L-l()&,C,‘;‘.p,q,‘s‘)=.< "‘i-oo.Coo.a-ooo.o
fy )
(g=a3{(g=b)rssslg=p)(g—s)

. fs
(5=} {5=b) corero(5==p) (5==1g) J

fonctions qui sont symétriques I'une et 'antre. Mais, en vertu de
la définition des fonctions interpolaires, on a, pour les #-1 let-

tres @,b,c,0u. ¢,7,5,
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fn-( 5,3,0 srts 5)—f".‘a’b Vo "."p q r)
fa(4767c; o:»f?,r,.f): ( 10 Pogs — ( ) 1 q ,

— £,x08,0,€4 0 pygam) + frile,bye ey g 45) .

r=—3 § T
il viendra donc, en substituant,
f,a,b,¢,u.q,r,s)

fe o+ fa ¥
{e—b)(@a—c)ew.(a—g)(a=T) (a==b)(a~—c)...(a—g)(a=s)

14 S
+ (b=a)(b==c)..er(b=4) (b—T) + G=8)(E=C)ewe. (b—q) (b—s)

.
= +oo¢w-oo'~o‘cuo+aao'o“ocow.3 7 *

fg
(g=a)(g=b) e (g=p)(§=r>

+ .

(g=a)(g=b)esr.(g=p) (g=5)

-4

fr + . fs
{(r=—a) (r—b)....(r‘-—p')(r—q) (s=a)(s==b)eurs(5=—p) (s =) E

-+

L
ol , en réduisant & une seule les fractions de méme numérateur ,

ra fa'\ -
(a=Db)(@=C)see.(@=r){a==5)

1/
(Bm=a)(b=C)sres(b==r)(b—>5)

_F

fa(a,b,c,....p,q,s)':/) B I T
+
+

fr
(r—a)(r="5)u.(r—q)(r=s)

fr .
=2 )(5—b)we0.(5=¢) (s—T) J
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fonction également symétrique. 11 demeure donc établi par 1a que,
si la symétrie se soutient jusqu'a I'emplici de la »./*= lettre, in-
clusivement , elle aura licu encore apris I'introduction de la (z41)%=
quel que soit n ; puis donc que cette symétrique a lien en effet
pour des fonctions interpolaires formées de deux et de trois let-
tres , il s'ensuit qu’elle doit étre regardée comme un fait anali-

tique généralement démontré.

4. D'aprés le mode de génération des fonctions interpolaires, il
existe une relation fort simple entre deux d’entre elles de méme
ordre , ne différant I'une de autre que par un seul des élémens
qui les composent. Puisqu’en effet on a

f.(b,c,d,...)—f(a,c,d,...)

foy.(a,b,c,d,..)= P R

on en conclura
f(acd, . )—f,(b,c,d,...)=(a—=b)f, (a,b,cd, . ..). (1)

On peut également obtenir une relation trés-remarquable entre
trois de ces fonctions interpolaires de méme ordre, ne diff‘rant
que par exclusion donnée tour-i-tour & une lettre , sur trois
d’entre elles. On a en effet, par la formule (1)

f.(a,6,dy w)—1.(bye,d, .y =(a—B){,  (a,0,0,d, .. )

f.(a,0,d, ..)~f.(a,6,d, 0. =(b—C) i (0,0,0,d,...) 5

d’ott, en retranchant du produit de la premiére par é—¢ le pro-
duit de la seconde par #—5 et réduisant ,

(e—2)f,(a,8,d, ..)F-(6—0)f,(0,c,d, W )H-(c=a) (a,c,d,...)=0; (3)
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formule que I'on retiendra facilement dans sa mémoire , en remar-
quant 1.° que la somme des trois coefficiens binomes est nulle ;
2.° que la lettre qui manque dans chacun de ces coefliciens est
aussi celle qui manguc dans la fonction qu’il multiplie. Remar-
quons, au surplis , gue , bien que nousayons supposé quil s’agis—
sait des trois premilres lettres, le théoréme n’en demeure pas moins
établi généralement pour trois lettres quelconques ; puisqu’d cause
de la syméirie des ionctions interpolaires, on peut toujours ame-

ner ces trois lettres & &ir2 les trois premiéres.

5. Les fonctions interpolaires des différens ordres sont, comme
T'ou voit, complétement détermindes, tant que les élémens a,b.c,
d,... dont elles se composent scat tous différens les uns des au-
tres; mais , si tous ou partie d'entre eux sont égaux , il arrive
que toutes ou partie des fonctivns f,,f,,f,, ..., quil fant succes-
sivement calculer , pour pervenir a la valear de f,(s,2,c,d,...) se
présentent sous la forme 3. Ci, on szit que , lorsqu’une fonction

quelconque , qui n’est susceptible que d’une valeur unique, se pré-
sente sous cette forme , en vertu de l’égalité de deux des élé-
mens p et ¢ dout elle se compose, trois cas seulement peuvent
se présenter. 1.° Il peut arriver que la différence p—g¢ décroissant
indéfiniment, la fonction décroisse aussi indéfiniment, de maniére
a pouvoir devenir moindre que toute grandeur donnée; ce qu’on
exprime en disant quelle devient nul/le quand p==¢; 2.° il peut
arriver, au contraire , que la différence p—g décpoissant indéfini-
ment, la fonction croisse iundéfiniment , de maniére & pouvoir sur-
passer toute grandeur donnée; ce qu'on exprime en disant qu’elle
_devient infinie , quand p==g; 3.0 enfin il peut se faire que p—y
décroissant indéfiniment, la fonciion ne décroisse ni ne croisse in-
définiment , mais seulement de maniére & tendre sans cesse vers
une grandeur constante, vers une limite finie, dont elle pourra
différer de moins de toute grandeur donnée, en prenant p—y



336 FONCTIOXS
d’une petitesse suffisante ; et alors cette Zimste fixe sera dite la va-

leur de la fonction qui répond p=g.
Or, nous allons voir qu’d l'égard des fonctions interpolaires , ce

troisiéme cas est, généralement parlant, le seul qui puisse aveir
lieu, ou, en d’autres termes, qu’en général ces sortes de fonctions
ne sauraient jamais devenir nulles , par l'effet de I'égalité de tons.

ou partie des élémens dont elles se composent.

Pour le prouver , imaginons qu’on partage lintervalle /—z en
un nombre arbitraire m de parties égales ; posons, pour abréger,
5—0:][, et soient

k kK
ﬂx_"'“‘i‘ﬂ?’: a,=a,+"—2- 2 a;=ag+7n‘ 9 esers 5=”rn-x+n’;— 5
nous aurons (1)
£, (ncdy )=ty s (@r6,d; ) = 2 £
n (006,80 )—L,  (a,0,d,00) = ~ Jana.cd ),

¥
£rs (@256, 0n)—f,  (@1,0,d, 000) = ;fu(a,,az,c,d, ) s

k.
f,; 1(03,5,07, oon)—f"_x (az;f;‘i; ..ac)= ; fn(ﬂz,a;,c,d, 'uo) s
‘..,-.‘0.4-0:0000001l04600<0n'0-O.p?
£ (Brerdyn—t. d)= Ly :
s (836,85 00) K, (s, ainn) = = sl d, )
en ajoutant , réduisant et se rappelant que (1)
fn-x <&,C,a?, o.co)—fn.; (a;c,a?, 000'0'):&{'(0)&’6,“77 ..u-:)/ 2

il viendra , en divisant par % ,.
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[ £(as815658 ) )

A£,(2,0 4,0,d, uenrs)

f.(a,b,c,d,..)= ( —fla,,a,,cd,..) ?3 3y -

1

m
+ . e e e
\ +fn(am-n5>€7a7v"") )

c'est-d—dire que f(2,5,c,d,....) est la moyenne arithmétique entre
toutes les autres fonctions interpolaires du méme ordre déduites de
celle-la, en y meltant successivement & et z (s a; et az, a, ct
Qyyeenny a,, € b, en place de z et 4,

II suit de li qu’excepté le eas o toutes les fonctions dont la
somme divisée par m compose le second membre de Féquation (3)
seraient égales entre elles, auquel cas chacune d’elles serait égale
A celle qui forme le premier membre, il y en aura toujours de
plus grandes et de plus petites que celle-13. Or, on peut toujours

k .
prendre le nombre 7, assez grand pour rendre — et conséquem-
m

ment les diférences consécutives @,—a , a,—a, , ¢y—a, , ...
b—a,_ ., d'une petitesse indéfinie ; donc, si une fonction interpolaire
telle que f,7a,0,¢,4,....) pouvait devenir nulle ou infinie, lorsqu'on y
fait =5, on pourrait toujours prendre pour z un assez grand
nombre pour rendre toutes les foanctions qui composent le second
membre de I'équation (3) moindres ou plus grandes qu’une gran-
deur donnéequelconque , et, en particulier , moindres ou plus gran-
des que celle qui forme son premier membre , ce qui rendrait cette
équation absurde.

On voit donc que la fouction f,(2,5,c,d, ....) continue a avoir une
valeur déterminéde , qui n’est ni nulle ni infinie, lorsqu’on sup-'
pose les deux premiers élémens a et & égaux entre cux; et il en
sera de méme encore , dans le cas de l’égalité entre deux autres
quelconques de ses ¢lémens ; puisqu’en vertu de la syméirie de la

Tom., XVF1. 44
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fonction, on pourra toujours amener ces deux ¢lémens & étre les
premiers. Il en serait encore évidemment de méme dans le cas de
I'dgalité de plus de denx {lémens entre cux, ou d2 I'éslité entre
plusieurs groupes d’élémens ; et, bien q’alors le procédé que nous
avens indiqué pour parvenir a ces soites de foactions n’en assigne
plus la valeur, on pourra néanmoiuns les représenter et les employer
dans les calculs , comme si cette valeur dtait connue. Observons
d’ailleurs que rien n’empéche que les fonctions interpclaires , comme
toutes les auires fonctions, ne deviennent nulles ou infinies , pour
certaines valeurs particulicres des élémens qui les composent ; mais
cela n’arrivera jamais, tant que ces éléniens conserveront leur in—

‘déterminaiion.
6. Pe la fermule (1) on peut conclure
fr=fot (v —a)f{a,x) ,
f(a,2)=f(a,0)+(x—b)f,(a,b,x) ,
f,(a.0,2)=f,(a,b,c) + (v—c)f,(a,0,c,7) ,

e 3 8 2 8 e 3 8 8 & 6 8 0 o & & o & & o s o s @+ 2 3 ¥ & 3 2 3 g

fo (@b, p,x)=F_(a,0.c,pq)+(x—qg) abc,..pqz)*
ce qui donne, par des substitalions successives ,

[ fu

+ (x—a f,(a,b)

(a—a)(r—B)f, (3,80

fr=9 J{(x—a(v—0b)(x—c)i,(a,b,c,d)

—'L-oct-oool-oo..-co.-coo-
i

d(z—a)(x=b)(w—c)o.(x—p f... (0,0,0, 0 pr7)

L (r—a){x—D)(x—c).(v=p)(e—)t a,bse, v pLgT)
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Cette valenr de fr contient une fonction interpolaire de 2, & son
derpier terme; mais, siles élémens a,f,c,. ..p,9, ont des valeurs
comprises entre des limites peu étendues , et que z soit lai-méme
compris enire eux, la série sera assez convergente pour qu'on puiss2
se permeltre d'en négliger le dernier terme, et on aura alors scu-

siblement
(s \
Ha—a)f, ()
+ (v—a)(xz—b £, (a,b,c)
fr= e

¢
+(z—a){x—b)(x—c)f (a,b,c,d)

:+.lﬁ0l..onl.o-'!00.n'.¢
\ +(x—tf)(x—5)(x—[),..(.z’—-}?)fh_x (095;“:---,0;9) o

Cn reconnalt ici la formule ordinaire d’interpolation; ce qui jus-
tifie la dénomination dZnterpolaires que nous avons donnde aux
fonctions dont’ elle se compose.

7. Posons y&=fr, et désignons

we

par Ay la quantité dont y augmente, lorsque = devient 24 Ax
par Ax"y la quantité dont Ay augmente, lorsque # devient 2+Ax ;
par &'y la quantité dont A’y augmente, lorsque & devient 244z

@ 6 0 s 8 4 8 s 8 o+ e 8 4 & s 4 ¢ s s s e 8 a4+ &6 % 0 6 s 0 & * s & s @

par Ay la quantité dont A" *y angmente , lorsque  devient 24-Ax;

nous auroas, par la dffinition des fonctions interpolaires ,
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y=liz ,
Ay=flo+tAz)—iz=ADrf (7,24 D2) ,
Ary zAx{f (z4-Ar, a2 A7)~ (r,2487) } =282, (7,24 Ax,z 4 2A7)
L’analogie conduit &4 soupconner qu'en général

Ary=n!Az"f,(r.2+ Az, x4247,....24nAx) .

Pour changer ce soupcon en certitude , il suffit de prouver qu’il
devra en étre ainsi, si l'on a

ATy = (n—1)!Az" (w2 Ax, 2207, w24 (n—1)A7) ;
or , en adoptant cette hypothése, on aura
Ary=n-1)lazn-t (£, ; (o} Ax,x424%, w0 s tnax)-f, (204 Az, 2t (2-1)AR) } 5

c'est-a-dire ,

Ary=nlAzf (02 Ax, 2240z, ... 2 +nAz) 5 (5)
comme nous l'avions annoncé.
8. Reprenons la formule (4)
fre=fat (x—a)fi(a,8) - (x—a) (v=D)f, (a5 ¢} (x—2) (z—b) Cag A CHN L N
supposons les élémens a,8,c,... équidiflérens , et soicnt posés
b—a=c=—b=d—c=...=k ;

soient faits , de plus

nous aurons
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4y, f-ta Ay Hi(B)=Fi(aB) Ay

T T g eh), = =i @he) s S =
Aypg: fc—1% Ay, i fi(e,@)—f\(3, c)

: 2 == — = ‘(5,0)’ k’; =2 = d—b (égc,d) 9 0 o o ¢

Ay, 4 fd—fe

k ..__.d- —f(c'd),...........u.----".'

....0.00'...‘;

d'olt, en substituant dans la formule (4) ,

x—a Ayp x=a g—b Atyp r—a x=b x=—p Adyp \
y}u}.n -yp+ b + 1 - 2 - ki + 4——; .‘-‘"ks' + sesdy (6)

I 2
Si nous posons .:r—-a_n/r » nous aurons
x—d= x-a)—-(b-—a):nk—lz (n—r1k
2—¢= (2 —a) —~(c—a)==nk—2k={(n—2)k ,

de sorte qu’alors cette formule deviendra

B ne—1 n—2

we (7)

Yo+s=Yp

et, par suite, en supposant p nul,

Nean] ne-—2

4 we (8)

. . N i34
ce sont les formules conuues d’interpolation, pour le ¢£as de I'é-
quidifférence des valeurs de la variable indépendante.
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9. Daprés ce qui a ¢té dlmontré ci-dessus (5) , on a

r fa N

(a—b,; (u—C)...(am=r) (a==s)

15
+ AP Wy SN »
(f=—a)(bm=c) . o(bmmr ) (&=s)

“we

fla.b,c,. . 1,5)= 3 o fe

(e=a) (cr=b}....(c=r)(c=—s)

"1"..-.--0.--00.

fs
S (s=a;(s=b)uuls—)(s—)

supposant alors, comme ci-dessts,
bt =c—b=d—c= . =s—r=k ,
et posant cn outre
yo=la , Ypa=fb , Ypr==fc, wn ypr=fr s y=fs,

L ’
on trouvera, en substituant et renversant l'ordre des termes du se-
cond membre,

f,(a,a+k,a+2k,g+3[[7 Y4 +ﬂ£)

=3'P4-" Tt Yptn2 Ypand g Ypt S
nlk» (n—=1)'1lk" (n—2)'2'k" (n=3)'3k" ' 1i(n=1)lk" + Tk

mais si , dans la formule (5), on change y en 5., 2 en @ et
qu'on y fasse, en outre, Aa=F%, elle donnera
AnyF

ntkr  ?

fa,atkat2k,a4-3, i atnk) =

donc, en égalant ces deux valeurs et multipliant par »! ,
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n n—I n H—I Nemm2

n n .
A }’p =yp.1.n— _; }’p-j—n-x + ';‘ N T yp-}—n-z — "' - _3_—' ' "g":/p—‘.-':-5 +'“°,'<9)

d’etr, en supposant p nul

n n n—1 n == n==2
A"_}f:j’n-— ';' Y + T' Yo T ' n-3+“" ; (IO)

2 3‘3

formules inverses des formules (7) et (8).

s

10. Revenons au cas ot plusieurs des élémens de la fonction
f. sont égaux entre eux. Nous avons observé (5) que , bien qu’a-
lors cette fonction se présentit sous la forme & , elle n’en avait
pas moins une valeur déterminée qui , en général, n’était ni nulle
ni infinie, et que, bien qu’alors notre procédé ne fiit plus pro-
pre 4 en assigner la valeur, les mémes notations n’en étaient pas
moins propres & la représenter ; en continuant donc & les employer,
nous aurons d’abord (r)

f.(6,6)—f,(a,0)=(b—a)f,(a,b,) ,
f.(a,6)—f,(a,0)=(b—af,(a,2,6) ,
d'olt, en ajoutant et réduisant , |
(55—t (a,) = (b—a) ({0, B)H: (a,0.8))
Nous aurons aussi

£, (0,0,8)—f, (a0 ,b)=(b—a)f;(a,0,6,0) 5
f,(a.0,0)—f,(a,0,0) =(b—0a)f ,(a,2,0,0) ,
f,(a,a,6)—f,(a,a,a)=(b-a)f; (a,a,2,b) ,

d’ou en ajoutant encore et réduisant
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f,(5,8.8)—f:(a,8,0)=(b—a){{,(4,5,0,6)11, (2,08,8) 41, a.a,0,8)} .

En continuant de la-méme maniére, ou aura en général
f.(a,8,0,....5,8,5)
~+f.(a,a,0,...5,0,8)

i a,a,a,..5,8,8)

£o0(8:8,0, v b)—f, . (0,0,8,0.8)=(b—a) ;
+ L L s e o e &

+f,(a,¢,2,......a,a,5)
—+f.(a,a,8,. . a,a,b)

si, dans cette formule, on fait d—a-+%, d’'ott 5—a__]£ , el qu'on
change ensuite 2 en z , elle deviendra

£, (z+had-bat-k, oo 24k 3 B)—f(2,2,2, wue 2,7)
4 f.(z, a2+ 2+ k&, oo 2l xRy 24 1)
(x4 ky i -tk xtka4-k)

o (#, 2,2, crnessinssninnns x-{-—ﬁ,x-{.-/r,x-]—&)
=k (x " 50 (1)

A, (2,2,2, wencvoncieivssinns L2+ ha - £)

o +fn(x,x’x’ 00028000%010000000008080180000400 x,x+&}
formule qui va nous servir tout-a-Iheure,

11. En conservant toujours les mémes notations, on 2, par la
formule fondamentale ,



[44)
2N
ot

INTERPOLAIRES,
f(r+By=tz+if (x4 k) ,
£, ryw k) =f, m A, oy )
£, (20,04 B)=f, z.2,7) } I, (z,2,0,04 1)
A T T T,

fi(@x 2, v by =f, (22,7, o 2,2) A (27,20, e z,z,2tk) ;

Ll SN

prenaat la somme des prodaits respectifs de ces équations par 1,4,
EE, i k7, et rédaisant , on rouvera

[ fr
A, (o,
A, (25,)
(oth= ¢ +Phmnaa) 0 05 (2)

+ e 8 o o 6 o+ & 8 . o
+kn lfﬂ'“’ (x,x,x, (TYY) .Z‘,.Z‘)

R 6 M E IO RN S
développement de f(z—{-%) en série ol on pourra toujours prendre
k assez petit, sans étre nul, pour que la série soit convergente ,
puisque les fonctions qui multiplient les diverses puissances de %
ont toujours des valeurs finies. En outre, si Von parvient 2 as—
signer deux limites entre lesquelles se trouve compris le dernier
terme du développement, le seul qui renferme # sous le signe de
fonction, on eonnaitra aussi par 1a les limites de I'erreur commise
en bornant la série aux seuls termes qui précédent celui-la.
Examinons présentement, d'mae maniére plus particuliére , la

Tom. XV1, 45
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nature des multiplicateurs des diverses puissances de % , dans la
formule (12). Soit, en génfral, désigné par £, la limnite vers

laquelle tend sans cesse le rapport

-1 (x4-k) —f0-x
k 2

lorsque % tend vers zéro; oni, en d'autres termes, ce que devient
ce rapport, lorsque %4 devient infiniment petit on nul. Alors 'z,
{282, ..., seront ce qu'on appelle les dérivées successives de la

fonction fr. On aura d’abord
f,(z,2)=fx ;
car on a

flaet-b)—Ffx
L H

f.(z,24-k)=

et les deux quantités f.(z,2) et fx sont respectivement ce que
deviennent les deux membres de cette équation , lorsqu’on suppose
k=o.

On anra en conséquence ,

filx4k)—f'x __ fixtkax4k)—fi(x,2)
k "“ k ?

mais, en vertu de la formule (11)
f(z4-kptB)—f (2,2)=k{f, (z, 24k 2+ E)+E, (2, 20,2-4 k) )

donc

fiix -f",
<_4:§_’f =f, (0 +haE) 4, (,2,544) 3

donc aussi {/z=af,(%,%,2); car ce sont li les limites respectives
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vers lesquelles tendent les deux membres de cette équalion , a me-

sure que % tend vers zéro.
On aura, en consiqueunce ,

EN BT f, ekt ked-B)—f, (t,x,x)
=2,
k k

2

mais , cn vertu de la formule (11)
£, (2,04 - hoo-)
f (bbb —f,(rm,e) =k { 6, (@aethaod®) b
(25,2

donc

RO o {f, (e Hhr bz bV, (2,0 ), (@m0 Hh)} 5

donc aussi f/z=1.2.3.f, (x,2,2,2) ; car ce sont 1 les limites res—
pectives vers lesquelles tendent les deux membres de cette équa—
tion 4 mesure que 4 tend vers zéro.

Comme rien n’empéche de poursuivre ce raisonnement aussi loin

qu'on voudra , il s’ensnit qu'on a

,

f/x f/!x f///x
f(z,0)= —, { (x,2,2)— — f (v, x,2,2) = reveoe
-<>)l: 2 (%,0,7) T2 ° s (0,2,2,7) 123

et, en géncral ,
f{.‘z}x

£, 2,2,2, w2,0)=— -

valeurs qui, substituées dans la formule (12), donneront
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k b: k3 kn-1
f(g:-l-k):fx—‘— x—f/vl«""' T.a—f”x-‘- -;::;f’”x-k veee + Z;;:-)T f("ﬂ)x

G A X 2,2y einne X, AE) (13)
On reconnait ici la série de Taylor , qui se trouve ainsi démantrée.
12. On a cette suite d’équations (1)
f.lx 2)=f (z, a0 b)—k, (2,2 2 +F) ,
fi (@2, 24 k) =1, (2,0 +kaod2k)—akf | (2,2, 0 kyx4-2k) ,
f, (z,r, 04 kad2k)=f, (v, a+kx42k,24 3k)-3if (2,2, 2+ bk, 242k, 24-3]) ,

En prenant la somme des produits respectifs de ces équations par
1, —k, G2k, =3k , 4..., et réduisant, il viendra

f(z,2)=f (z,04-k)—k, 2z, x4kaxd2b) 412k | (v,04 kg4 2k, 2435 )— oo
Tt (n— DM (o xhoxt ok, d-nk) T olkf, (v, 2,24k 22k, 0. 240k)
mais on a par la formule (5), en posant y=fr, d’on f,\x;x)=
dy
fx

—_—

dz °

f(x x4 k)= —AI-‘{ ,

Azy
1.2k3

f,(x,24ka42k)=

2

3
£, (2,54 b z42hyz+30)= fﬁ? ,

® ® o 8 6 © & o & & o 8 s e o 0 o o0 .;

il viendra donc, en substituant et multipliant par %
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On pourrait étendre indéfiniment ces recherches; mnis ce qui
précéde suffit pour atteindre le but que nous nous étions proposé (*).

B e e —————————————————

(*) Ce mémoire n'ayant point été rédigé par Dlauteur , mais seulement
d’aprés des notes trés-sommaires qu’il avait fournies, le lecteur voudra bien
ne point lui attribuer les négligences de rédaction ou méme les erreurs
qui pourraient s’y étre glissées.

J. D, G.



