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GEOMETRIE ANALITIQUE.

Memoire sur les lignes du second ordre ;

Par M, CH. STtUuRM.

[2 Sia ¥ Vi V1o Vo VB VY Yo 2 ]

( Premiére Partie. )

5§ L

SOIENT,sur un plan, deux lignes quelconques du second ordre
(), (¢/), rapportées & deux axes de coordonnées rectangulaires ou
obliques quelconques , et représentées respectivement par les denx
€quations

Az’ 4By 2Czy-t2Dzf-2Ey+-F=o0 , (c)
A/x’—{—B;y’-}-z Clzyta2D'z42E'y+F=o0. . (<)

Les coordonnées des points d’intersection que peuvent avoir les deux
courbes proposées doivent satisfaire, a la fois, a leurs deux équa-
tions (c), (c/); de sorte qu’elles sont déterminées par l’ensemble
de ces deux équations. Considérant donc z ety comme les deux
coordonnées inconnues de l'un quelconque de ces points d'inter-
section , on aura d’abord , par I'dlimination de y*, entre les deux
équations (c), (¢’), la suivante (y), qui n’est que du premier de-

gré en y
(AB=BA)x*42(DB'~BD )+ (FB'~BF)42{ (C'B-BC/yx+(EB'=BE") ) y=o. ()
Substituant la valeur de y qui en résulte dans I'une des équations

(¢)» (¢/), on parviendra & une équation en x du quatri¢me de-
Tom. X¥VI n° IX, 1.5 mars 1826. 35
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gré , A coefficiens réels, dont les racines seront les abscisses des
points communs aux deux courbes proposées. A chaque racine
réelle correspondra , d’aprés 1’équation (y) , une valeur réelle de
Pordonnée y ; et & chaque coilple de racines imaginaires conjuguées ,
une couple de valeurs imaginaires conjugucées de y. Or, cette équa-
tion du quatriéme degré en =z pourra avoir quatre racines toutes
réelles, ou bien deux racines réelles et une couple de racines ima-
ginaires conjugudes, ou bien enfin quatre racines imaginaires , con-
juguées deux & deux. Daus le premier cas, les deux courbes (c),
(¢/) auront quatre points d'intersection réels ; dans le second , elles
n’en auront que deux, et dans le troisicme elles n’en auront au-
cune. On voit aussi par la que deux lignes du second ordre ne
sauraient avoir plus de quatre points communs sans se confondre.

Supposons présentement qu’une troisieme ligne (c”) , d’'un or—
dre quelconque, tracée sur le plan des deux premicres (c), (¢/),
et rapportée aux mémes axes, soit exprimée par une équation A
laquelle satisfassent les coordonunées, soit réelles soit imaginai}es.
de chacun des points d’intersections des courbes (c), (¢’) ; nous
dirons alors que cetze courbe (<) passe par les points d'intersccs
tion des deux premiéres (c), (c/).

Il est visible que toute équation qu’on peut former par uae com-
binaison des équations (c), ¢’) exprime une telle courbe. Mais ,
si I'on veut que cette courbe (c) soit elle-méme une ligne du
second ordre, il faudra combiner les équations (r), (¢/) de telle
sorte que l’équation résuliante, qui doit représenter (c’), ne g'é-
I¢ve pas au-dessus du second degré, Cest ce qu'on ne peut ob-
tenir qu’en ajouitant 4 l'une d’elles le produit de Uautre par un fuc-
teur numérique indéterminé 2 (*).

1l vient alnsi

(* Il y avurait, peut-&tre, un peu plus de symétrie, mais pas plus de
généralilé, & prendre la somme des produits respectifs de ces deux équa-
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(mA++-A2* 4 (mB+-B)y 42 mC+- C)zy+2 mD+-D')z
~+2(mE4-E y4 (F4-F)—=o0 :

Cette équation est d’abord évidemment satisfaite par les quatre systémes
de valeurs, soit réelles soit imaginaires , que donnent les équations
(c), (¢’), pour les coordonnées z , y de leurs points communs (*).
En outre, on peut toujours, dans la méme équation , disposer du
facteur indéterminé m , de maniére que la courbe qu’elle exprime
remplisse une autre condition quelconque, celle, par exemple, de
passer par un point donné; ce qui fera que cette courbe remplira,
en tout, cinqg conditions distinctes. Or une ligne du second ordre
assujettie & remplir les cing conditions dont il s’agit est compleé-
tement déterminde, puisque ces cinq conditions suffisent pour dé~
terminer les rapports de l'un quelconque des coefficiens que ren-
ferme son équation générale aux cinq autres ; donc I'équation 2 la~
quelle nous venons de parvenir ci-dessus peut effectivement repré-
senter toute ligne du second ordre qui passe par les intersections
des deux proposées (¢) , (¢/) ou qui a avec elles les mémes points
d’intersection ; ces points ou plutét leurs coordonnées , déduites des
équations (c), (c¢’), pouvant étre d’ailleurs indifféremment réels

eu imaginaires.

tions par deuxs multiplicateurs a et A%, Il est manifeste, en effet, qu'en
posant ensuite A=ma’ , on retomberait sur le résultat qui vient d’étre in.

diqué.
¢ Note de I’ Auteur. )

(*) Il faut observer ici que, si une équation du second degré, en =
et y, est satisfaite par ces valeurs imaginaires x=f4-g\/—1, x==h4-k\/—1 ,
elle le sera nécessairement aussi par leurs conjuguées x==f—gV —1, a=h

—ky—I.
{ Note de P Auteur. )
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Mais I’équation de cette troisicme courbe (c/’) peut aussi s’écrire

comme il suit:
A''x* By 2 Cllxy 42DV x4-2EVy+Fli—0 . (c”)

Exprimant donc qu’elle est identique avec la précédente, on aura
ces six relations 4

mA+A'=A4" , mB4B'=B", mC}+C'=C",
mD4yD/'=D" , mE+4E/—E/" , mF+4F=F",

signifiant. que /Jz courbe (c”) passe par les points d'intersection
des courbes (c), (¢/), quels qu'ils soient 5 ou, ce qui revient au
wéme , que les trois lignes du second ordre (c), (), (¢'), rap-
portées & deux axes quelconques de coordonnées , ont les mémes
points d'intersection, soit réels soit imaginaires.

Au surplus, ces relations étant établies relativement au systéme
d’axes de coordonnées auxquels nos trois courbes (c), (¢/;, (/)
sont actuellement rapportées , on peat aisément s’assurer, par la
transformation des coordonnées , que, si l'on passe de ce premier
systéme & tout autre , les mémes relations subsisteront , entre les
coefficiens correspondans des trois nouvelles équations qui repré-

senteront (c), (¢), (¢”) (*).

(" Généralement , trois lignes du second ordre (c), {c/) , ("), rappor-
tées aux mémes axes quelconques, étant exprimdes par les trois €quations

Ax>4By*+-2Cxy+4-2Dx42Ey+F=o , (©)
Al 4By doClaytaDic42Ely4-Fi=o , (c)
Allxi4 BiyadeaClioy4-2D/x -2 Etly4-Ft=0 , (c")

dans lesquelles , sans rien éter & leur généralité , on peut supposer tous les
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§ IL

Ne considérons présentement que la seule courbe (c) , connée
par l'équation

A2*+By'4-2Czy+-2Dzx+42Ey4+F=o . (¢)

Par un point (2/,y’) , pris & volonté sur le plan de cette courbe , soient
menées deux droites qui la coupent. Le systtme de ces deux droi-
tes sera représenté par une équation du second degré de la forme.

A z—! )4 (y—y')* 20 2ml)(y =) =0

coeffictens entiers, si lon pent trouver trois multiplicateurs x, »', 2,
gqu’on peut également supposer enliers, positifs on négatifs, tels qu'on ait

AASNA A Ah=0 |, AD4ND'4AD''=0 ,
AB4-AMB/4-a"BY=0 , AE4-NE!4-A1El=0 ,
ACHNCI M Clt=p , AF4-MFI4aFi1=p ,

Il est manileste qu'alors chacune de ces trois équations sera comportée par
les deux autres; de telle sorte que, quelles que soient les deux d’entre
elles que l'on combine, par voie d’élimination, on en tirera toujours les
quatre mémes sysiémes de valeurs de x et y 5 ce qui revient i dire que
les trois courbes passent par les quatre mémes points.

Réciproquement, si les trois courbes passent par les quatre mémes points ,
chacune des trois équations (¢), (¢/) , (c¢/) sera comportée par les deux
autres; d'oh il suit évidemment qu'il devra étre possible de trouver trois
-meltiplicateurs &, &/, a7, qui vérifient les six relations ci-dessus.

Or, que l'on rapporte ensuite les trois m&mes courbes & un autre sys-
téme de coordonnées; elles seront toujours en méme situation les unes &
Pégard des autres; d’ol il suit évidemment que six relations semblables aux

préeédentes devront encore avoir lieu,
J. D. G,
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‘A’ , B!, C’ étant des coefliciens relatifs aux directions de ces deux
droites. Si l'on développe cette équation , elle devient

Az 4By 2Clxy=2(A'x'+Cy)x—2(B'y'+ C'x)y+ A'x'>-Bly/s-f-2Cxly’=0. (C’)

Concevons une autre couple de droites , joignant les points de sec-
tion des deux premiéres avec la courbe {c). Si Von désigne par
(z’',y””) le point de concours de ces nouvelles droites, leur sys-
téme sera également exprimé par une équation unique de la forme

A (2} By —y )2 C(z—a?)(y—y =0

dont le développement sera

A3g3dn B2y 22 Cl gy e (Al e Oy ) mme 2 (Bl 4 CV )y e AV 2 13 Bty 134 Clxy =m0 . (C#)

Mais , puisque les deux couples de droites exprimées par les équa—
tions (C/), (C/) ont avec la courbe proposée (c) quatre points comn~
muns , et qu’ainsi on peut considérer les équations (c) , (C/), (C”)
comme appartenant i trois lignes du second ordre qui ont les mé-
mes points d'intersection ; il faut ( §. I. ) que, moyennant une dé-
termination convenable du facteur 7, on ait, entre les coefficiens
correspondans de ces trois équations, les six relatious suivantes :

mA4A'=4" , mB+-B'=B" , mC4C’'=C"
mD— (A5t Clyl) = (AL )
mE—(Bly'-Clatym=— By 4-Ca)
1P (A! 2P - Bly 4 2Clalyly = (ANt 4By P e Ozl 1l |
par lesquelles on peutA eflectivement déterminer les six Inconnues

m, a, y', A" , B", €.
1l est aisé d’en déduire une équation entre les cocrdonnées 27/,
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¥, du point de concours des deux droites (C#) délivrée & la fois
des coefficiens A4’, B/, €’ et A, B#, €/, aussi bien que du fac-
teur m. Il suffit pour cela de prendre la somme des produits res—
pectifs des six équations précédentes par z/z/ , y/y# , zly/i4y'z!,
a'4x" , y’4y” et 1. On trouve ainsi, toutes réductions faites,

(A" Cy' D) H(By'+Ca/4- By (D't Ey'+- Fy=o . (p)

Comme cette derniére équation ne renferme z//, y// qu’au pre—
mier degré, et qu'elle se trouve indépendante des coefliciens A/,
B/, €', qui déterminent les directions des deux sécantes (C’) , me-
nées 4 la courbe (c), par le point fixe (z/y’) ; il en résulte que,
quelles que soient ces directions , le point de concours (z%,y") des
deux cordes (C) , qui joignent les points de section de ces sécan-
fes avbitraires, ne sortira pas d’une ligne droite donnée de posi-
tion , et exprimée par l'équation (p). On a donc le théoréme sui-
vant :

&%, par un point fixe, pris arbitrairement sur le plan d’une
ligne du second ordre , on méne & volonté deux droites qui la
coupent , et qgue lon joigne , par deux cordes , un point de section de
Tune dv ces sécantes avec un point de section de lautre , puis
les deuz autres points de section restants;, ces deux cordes auront
toujours leur point de concours situé sur une certaine droite five,
doni la situation, @ l'égard de la courbe , est déterminée unique-
ment par celle du point Sfixe d'oi partent les sécanies arbitraires.
= A cause.de la relation remarquable qui existe entre le point fixe
et la droite qu'il détermine , ce point a été appelé le pdle de cette
droite , qui est dite & l'inverse, la polarre de ce point. De méme
que, le point fixe étant pris arbitrairement, on peut toujours dé-
terminer une droite qui ait avec lui la relation exprimdée dans I'é-
noucd du théoréme, on peat réciproquement , lorsque c’est la droite
qui est donnée de position , ddéterminer le point qui est lié avee
elle par une pareille relation. Il suffit, en eflet, pour cela ; d’expri-
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mer que l'équation donnée de la droite dont il s’agit rentre dans
Yéquation (p) de la polaire, ce qui conduira & deux équations de
condition , desquelles on déduira les coordonnées du point (z/,5/).

Il existe visiblement deux systémes de cordes qui joignent les
quatre points d’intersection de la courbe (c) avec les deux sécan-
tes mendées arbitrairement par le point fixe pris pour pdle. D’apres
le précédent théoréme , le point de concours des deux cordes du
premier systéme et le point de concours de celles du second sorit
indistinctement situés sur la polaire du point fixe; en sorte que la
droite qui les joint coincide avec cette polaire. On voit, en outre,
par la méme construction, que la polaire de chacun des points de
concours dont il s’agit passe par le pole proposé; d’ou il suit que,
lorsqu'un point est situé sur une certaine ligne droite , sa polaire
passe nécessairement par le péle de cette droite, et que la droite
qui joint deux points pris & volonté sur le plan d'une ligne du se-
cond ordre a son pdle @ lintersection des polaires de ces devx
points. Donc, pour déterminer le péle d’une droite donnée de po-
sition , sur le plan d'une ligne du second ordre , il suffit de cons-
truire les polaires de deux quelconques des pornts de sa direction.
Le pole cherché sera @ ['intersection de ces polaires.

Nous avons supposé, dans ce qui précéde , que les deux sécan-
tes menées & la courbe par le péle avaient des directions quelcon-
ques. Or, il y a deux cas particuliers dans lesquels leurs quatre
points d’intersection avec cette courbe se réduisent & deux seule-
ment, etou, par suite, les deux systémes de cordes qui joignent
ces quatre points se réduisent a un seul.

Premiérement, si nous concevons que les deux sécantes arbitrai-
res, partant du poéle («/,y/), se rapprochent jusqu’a se confondre
en une seule, I'un des systemes de cordes disparaitra, et l'autre
se changera en une conple de tangentes menées & la courbe , par les
extrémités de la corde interceptée. Mais le théoréme général devant
subsister dans tous les cas, il en résulte que le point de concours
de ces tangentes appartiendra & la polaire du point (#/,5/), Donc ,
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sZ, par un point pris & volonté, sur le plan d'une ligne du second
ordre , on lui méne une suite de sécantes , et que, par les points
d’intersection de chacune d'elles avec la courbe , on méne a cette
courbe devx iangentes, prolongées jusqu’a‘ leur pornt de concours ;
tous les points de concours des couples de tangentes appartiendront
& une méme drotte , polaire du point d'oi les sécantes seront is-
sues. Réciproquement, s/, des différens points d'une droite, me—
née arbitrairement , sur le plan d’'une ligne du second ordre, on
méne & cette courbe wne suite de couples de tangenies ; leurs cor-
des de contact iront toutes concourir en un méme point, pile de
la droite dont il s'agit. Clest de cette propriété particuliére que
les dénominations de poéle et de polaire tirent leur origine.

En sccond lien, il peut arriver que la pelaire ne coupe pas la
courbe ou qu’elle la coupe en deux points, Dans ce dernier cas,
il est aisé de voir que la droite tirée du pdle a l'an quelconque
des points d’intersection de la polaire avec la courbe ne peut avoir
avec cette courbe que ce seul point commun ; c’est-a-dire que , Jors-
gue la polaire coupe la courbe, elle coincide avec la corde de con=
tact des deux tangentes issues du péle ; proposition qui découle
d’ailleurs des précédentes. Au surplus le pole est extérieur ou in-
térieur 4 la courbe, suivant que la polaire la coupe ou ne la ren-
contre pas.

Observons encore que, dans le cas particulier ot le pdle serait
pris sur la courbe elleméme, la polaire ne différerait pas de la
tangente en ce point; en sorte qne , si l'on prend, sur une ligne
(c) du second ordre, un point quelconque (#/,y’), Véquation (p)
sera celle de sa tangente en ce point.

Pour revenir aux propriétés générales du pole et de Ia polaire,
nous allons rechercher quelle est la relation entre les quatre points
déterminés sur une droite menée arbitrairement par le pole ; savoir:
ce poéle lui-méme , I'intersection de cette droite avec la polaire, et
ses deux intersections avec la courbe. Mais, auparavant, nous de-
vons donner ici quelques notions et définitions préliminaires,

Tom. XV1I. 36
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Lorsque quatre points A, B, C, D soat distribués sur une droite
de telle sorte que les distances AC, BC de deux A, B de ces points
au troisiéme - C, sont proportionnelles aux distances AD, BD des

deux mdmes points A, B au quatriéme D, de telle sorte qu’on ait
AC AD

BC — BD’
ment par ces quatre points qui sont dits enx-mémes des points har-

on dit de cette droite qu'elle est coupée harmonique-

monigues. Les deux premiers A, B sont dits conjugués I'un a l'au-
tre , par rapport aux deux autres C, D, qui sont dits pareillement

conjugués par rapport aux premiers; attendu que notre proportion

peut étre écrite ainsi cA :ﬂ} De deux points conjugués, l'un
DA~ DB’ o

est toujours situé entre les deux autres et l'autre sur le prolonge-

ment de lintervalle qui les sépare. Trois de ces points donnés de

position déterminent toujours le quatriéme; et, si I'un d'eux s’é-

loigne & l'infini, son conjugué est alors au milieu de [Iintervalle

qui sépare les deux aatres *).

Supposons , pour fixer les idées, que le point A soit extérienr
4 CD, et que le point B lui soit intérieur , comme on le voit
dans la figure ; A

C I D
A B

AC AD

1a proportion — =— — o feri 1nst
proj e §p Pourra étre éerite ainsi

(*) On rencontre un exemple trés-familier de quatre points distribués de
fa sorte dans les centres de deux cercles , le point de concours de leurs
tangentes communes extéricures, et le point de concours de leurs tangentes
communes intérieures.

En général, si Pon cherche sur une droite un point dont les distances
a deux points donnés de cette droite soient eantre elles dans un rapport



DU SECOND ORDRE. 375

AB—BC __  AD
BC =~ AD—AB '’

d'olt, en chassant les dénomninateurs, développant et transposant

AB(AD—AB-4-BC)=2BC.AD

c’est-a-dire ,
AB.CD=2BC.AD ;

et, comme on a BC.AD=AC.BD, on pourra écrire
AB.CD=2AC.BD=2BC.AD .
De cette derniére équation on tire

2AC.BD=CD(AC4BC) ,

AC(2BD—CD)=BC.CD

AC CD
BC = 2BD—CD

.

»

mais, si I est le milieu de l'intervalle CD, on pourra écrire

AC 2.Cf _ Cl _ CI
BC — 2BD=—21D __ BD—ID —_ DI ’

et 'on aura aussi

donné ; le probléme aura deux solutions, et alors les deux points donnés
et les deux points qui résoudront le probléme seront quatre points har-

moniques.,

J. D. G,
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2AC.BD=CD.(AD—BD)

on bhien

BD{2AC--CD)=AD.CD

d’ou
AD _ 2ACHCD _ 2ACHaCl __ ACHCI _ Al

e .

BD _ CD 2CI CI CI

On a donc d’aprés cela
AC ¢ AD _ Al
"BC Bl ° BD  CIL '
puis donc que les premiers membres de ces deux équations sont

égaux, on aura, en égalant leurs seconds membres,

CI =ALBI ;
et ensuite , en éliminant CI

Al AC AD___KE' AD

BI— BC ° BD

==
BC BD

. . AC AD
Si l'on fait AB=2, AC=2/ et AD=3/, I'équation — = ——
» ¥, g BC = BD
. x/t x! . .
deviendra e ; ce qui donne, toutes réductions faites ;
X 3! X/

2;plx//=x(x/+$//) .

Cela posé, transportons , pour plus de simplicité, au pdle l'ori-
gine qui est arbitraire, en prenant pour axe des z une droite quél-
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conque passant par ce pdle, nous aurons ainsi z’=o0, y/=o, et
P'équation de la polaire deviendra simplement

Dz+4-Ey-+-F—o .

de sorte que l'abscisse de son intersection avec l'axe des x sera
donnée par la formule

F

T—=——

quant aux intersections de la courbe avec le méme axe, elles se-
ront données par l’équation

Az*+42Dzx4-F=o ,

de sorte qu’en désignant par z’/, z//les distances de ces intersec-
tions & l'origine, on aura

aD F
x/_’_x//—_-:__ _:1.. R x/x//z_z .
On aura, d’aprés cela
2F F 2D aF
sx/r!— — x x/ x// ———— —— T ——
x 2 ° + ) L X P 9

et, par suite

22/2/ =z (x/+2") ;

propriété caractéristique de quatre points harmoniques ; de sorte
que Zfoute sécante menée par le pdle est divisée harmoniguement par
ce péle, par sa polaire et par la courbe (*).

(*) On peut se demander ici ce que devient la relation harmonique dont
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§ IIL

Comme le systtme de deux droites, traces sur un plan, fait
partie des lignes du second ordre , nous pouvons y appliquer les
résultats précédens,

il s'agit, pour celles des droites issues du péle qui ne coupent pas la courbe.
La réponse 4 cette uestion se trouve dans les considérations suivantes.

Soit une ligne du second ordre et une droite , tracées sur un méme
plan, et données par leurs équations, Si Fon cherche, par l'analise , leurs
points d’intersection ; en désignant par (x,y) I'un quelconque d’entre eux ,
on trouvera , pour déterminer la coordonnée x, une équation du second
degré dont les coefficiens seront toujours réels. Suivant que les deus ra-
eines de cette équation seront réelles ou imaginaires , les valeurs cerres-
pondantes de Pautre coordonnée y seront aussi réelles ou imaginaires. Dans
le premier cas,la droite coupera effectivement la courhe ; dans le second,
elle ne la coupera pas, et ses points d’intersection avec elle seront imagi-
naires, '

Quoi qu’il cn soit, il suit de la nature de l'équation du second degré
qui donne les coordonnées de ces points d'intersection paralléles & un méme
axe, qu’on aura, dans Pun et l'autre cas, des valeurs réelles pour la somme
et pour le produit de ees deux coordonnées. On observera que cecia lieu,
en particulier, lorsque les abscisses sont comptées sur la droite proposée
elle-méme,

En supposant que les deux points de section existent en réalité , conce-
vons un autre point P, lié & ceux-la par une dépendance symétrique ;
de telle sorte que les coordonnées de ce point P soient des fonctions sy-
métriques de celles qui appartiennent aux deux premiers ; ces fonctions pour-
ront donc étre exprimées uniquement au moyen des somme et produit
dont il vient d'étre question: elles devront conséquemment conserver des
valeurs réelles, lors méme (ue les coordonnédes des points d’intersection se-
ront devenues imaginaires. Il suit de la que le point P, en tant qu'il est
déterminé par ses coordonnées, et que ces coordonnées ont pour expres-
sion les fonctions symétriques dont il s'agit, demeure réel et constructible,
lors méme que les deux points d’intersection passent du réel a Pimagi-
naire ; bien qu’alors ce point P ne puisse plus étre construit au moyen
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Et d'abord s/ lon coupe un angle fixe par deux sécantes ar-
bitraires issues d'un méme point fixe du plan de cet angle ; et que
Ton joigne les points d'intersection des deux sécantes asec les deux
cotés de langle par deux nouvelles droites ; ces derniéres con-
courront toujours sur une certaine droite fixe , dont la situation
ne dépendra uniguement que de celle du point fixe par rapport @

des conditions graphiques par lesquelles il était d’abord lié aux deux autres;
ceux-ci ayant disparu. Il n’y aura cepeundant aucun inconvénient a4 lui con-
server sa dénomination ou définition primitive.

C’est ainsi, par exemple , que le milien de la corde intercepté sur une
droite, par son intersection avec une ligne du second ordre, est un point
toujours réel et assignable, lors méme que la droite ne coupe plus la courbe ;
cest-2-dire , lorsque les deux extrémités de la corde interceptée sont de-
venues imaginaires. Ce milieu est déterminé, dans tous les cas, par la
rencontre de c:tte droite avec le conjugué du diamétre qui lui est paral-
lele. De méme , le conjugué harmonique d’un point donné sur la méme
droite , par rapport a ses deux points d’intersection imaginaives avec la
courbe, est toujours coustructible, au moyen de larelation 2a'x/=x(x'4-2) ,
dans laquelle le poiut donné est pris pour origine des x , et ol x est sa dis-
tance au point cherché, parce que x/-4-x” et a/x” sont réels, lors méme

que &/ et x/ sont imaginaires , puisqu’ils sont alors de la forme a==p-4-g\/—1

et x//:-_-.p—q\/-_-T Il est aussi donné graphiquement par l'intersection de la
droite donnée avec la polaire du point donné ; et il n’en faut pas davan-
-tage pour comprendre comment, dans un groupe harmonique , deux points
conjugués peuvent étre réels, bien que les deux autres soient imaginaires.

Les remarques qui précédent doivent étre étendues "aux intersections
des lignes droites avec les courbes de tous les degrés., Il me faut jamais
les perdre de vue, parce qu'elles sont nécessaires pour domner aux rela-
tiens que fournit la théorie des transversales et a d’autres relations que
nous ferons connmaitre par la suite, toute la génédralité convenable. On ne
doit pas d'aillears les confondre avec les considérations de M. Poncelet
sur la lo1 de continuité. La distinction en a été déja faite , avec soin,
par M. Cauchyv , dans son rapport inséré au tome XL.¢ des Annales ( pag.
63 ) et placé dzpuis en téte du Traité des Propriétés projectives des figures.

“( INeted:z I’ Auteur. )
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Pangle dont 1l s’agit. Ceite droite qu'on pourra appeler la polaire
du point fixe , passera évidemment par le sommet de [angle.
La construction qui donne un point quelconque de cette polaire
fait voir que ce point est, & son tour, le péle de la droite qui
joint le sommet de l'angle au pdle primitif , de sorte que toute
droite menée par ce nouveaun pdle est coupée harmoniquement par
ce point lui-méme , par sa polaire et par les deux cotés de I'angle.
De 14 résultent deux conséquences ; premiérement , Jes différens
points d'une droite menée arbitrairement par le sommet d'un an-
gle et dans son plan, n'ont qu'une scule et méme polaire située
dans ce plan, et passant comme elle par le sommet de l'angle ;
en second lieu, s quatre drottes , issues d'un méme point et com—
prises dans un méme plan , sont tellement dirigées qu'elles divi-
sent harmoniquement une seule droite tracée dans ce plan, elles
diviseront aussi harmoniquement toute autre droite qu’on yvoudra
tracer dans le méme plan. A cause de cette propriété , I’ensemble
de ces quatre droites est appelé jfaisceau harmonique. Elles sont
conjugudes deux 4 deux, comme les points d'un groupe harmoni-

que.

On doit observer que, s7 un faisceau harmonique est coupé par
une paralléle & lune des drotftes qui le compose , la conjuguée de
cette droite passera par le milieu de la portion de paralléle in—
terceptée entre les deux autres. En particulier , s/ deux des droi-
tes du faisceau , conjuguées enire elles , sont perpendiculaires I'une
@ lautre , elles diviseront en deux parties égales les quaire angles
Sormés par les deux autres.

Démontrons présentement que , s/ guatre droites issues d'un méme
point , forment un jfaiscecau harmonique, les sinus des angles que
Jormera Pune d'elles avec les dewx qui ne lui sont pas conjuguées |
seront proportionnels au sinus des angles que formera la droite
restante avec les deux mémes droites, et réciproquement.
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A C B D

S

Soient, comme ci-dessus, les quatre points harmoniques A,

B, C, D; les deux premiers conjugués l'un & lautre, ainsi que
) AC AD

les deux derniers, en sorte qu’on ait , comme alors 3 =i
D’un point quelconque S, hors de leur direction, soient menées
4 ces quatre points les droites SA, SB, SC, SD, qui formeront
un faisceau harmonique , dans lequel les deux premiéres droites,
ainsi que les deux derniéres, seront conjuguées l'une a autre.
En vertu de la proportionnalité des sinus des angles des triangles
aux cétés qui leur sont opposés, on aura

AC _ Sin.ASC BC  Sin.BSC
AS — SimAGS ? BS — Sin.BCS ’

d’olt, & cause de Sin ACS=Sin.BCS ;.

AC AS Sin.ASC

BC ™ BS SinBsC

et, en suite ,

AD _ Sin.ASD BD _ Sin.BSD
AS ~ Sin.ADS °? Bs — Sin.BDS ’

d'ott,, & cause de Sin ADS=Sin.BDS,
Tom. XV1 3
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AD _ AS Sin.ASD
BD T BS Sin.BSD

. AC  AD
donc enfin, a cause de — = —
BC BD

Sin.ASC Sin.ASD
Sin,885C ~  SinAiSD ’

comme nous l'avions annoncé. 1l sera aisé de prouver , d’aprés cela,
que , réciproquement, si cette derniére relation a lieu, on aura

. AC __ AD ‘ , ‘
ausst o = o= et que, par conséquent ,les droites SA, SB, $C,

SD formeront un faiscean harmonique. On pourrait, au surplus,
simplifier 'une .et l'autre -démenstrations , en suppesant Jla sécante
paralléle & une des droites du faiscean.

On nomme gquadrilatére complet, le systéme de quatre droites
indéfinies tracées sur.un méme plan , de maniére que trois d’en-
‘tre elles ne concourent pas en un méme point. Ces quatre droi-
tes sont dites les cotés du guadrilatére, lesquels se coupent en six
points tels quil y en a tomjours trois sur chacun d’eux. Ces points
sont dits les sommets du quadrilatére ; et les droites, au nombre
de trois, qui joignent un sommet & un autre , qui n’appartient pas
au méme cité, en sont dites les diagonaies.

Il est aisé de conclure de ces définitions et de ce qui a été dit
ci~dessus que , dans tout quadrilatére complet , les extrémités de
Lune quelconque des trois diogonales et les deux points oa sa di-
rection est coupée par celles des deux autres sont quatre points
Aarmoniques. On conclut de 1 le moyen de construire, avec la
~r'égle seulement, le quatri¢éme harmonique de trois points donnés,
Soient en effet A, B, C ces trois points, A et B étant conjugués
Tun & lautre. Par A et B soient menées arbitrairement deux droi-
‘tes coucourant en E, et soit menée CE; par A scit encore me-
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née l'arbitraire AF, coupant CE et BE en G et F; soit cufin
menée BG, coupant AE en Hj; si alors on méne FH, son point
3. d’'intersection avec AB sera le quatri¢me harmonique cherché,
On pourra donc aussi constraire tout aussi facilement le quatricme
harmonique de trois droites donndes.

Si, en partieulier , deux des trois diagonales du quadrilatire
complet sont paralléles entre elles, chacune Telles sera divisde en
deux parties égales’ par la troisiéme ; ce qui revient a dire que ,
dans un trapéze, la droite qui joint le point de concours des deux
cbtés non paralléles au point de concours des deux diagonales , passe
par les milieux des dsux cotés paralléles. On déduit de 1a 1.° le
moyen de diviser une droite, avec la régle seulement, en deux
parties égales , pourvu qu’on ait une seule droite paralltle & celle-
13; 2.°le moyen- de mener par un point donné, avec Ia régle seu-
lement , une paralltle & une droite donnée, pourvu qu'on ait sur
cette droite trois points équidistans.

On peut encore remarquer. que , dans wr trapéze, le point de
concours des deux diagonales , le pornt de concours des deux cé-
tés non paralléles et les milieux des deux cités paralleles sont
quatre points karmoniquement distribués sur une méme droile.

§. IV.

I serait facile, en suivant une marche purement. géométrique-,
de déduire immédiatement de la théorie des poles et polaires ex-
posée ci~dessus ( §. IL ), toutes les définitions et propriétés con-
aues du centre , des diamétres , des axes et des asymptotes des
lignes du second. ordre; mais i}’ nous parait préférable de traiter
ce sujet analitiquement. Retournons donc i la courbe (c¢), pour
examiner- les diverses positions que peuvent prendre , sur son plan,
le pole (2/,y’) et la polaire (p).

Cherchons - d’abord s’il est ume position dir péle pour laquelle
la polaire passe toute entiére & Viufini, Il fandra, pour cela, que
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les quantités qui multiplient = et y dans I'équation (p) de cette
polaire , soient séparément égalg & zéro ; car autrement la droite
représentée par cette équation pourrait étre construite et par suite
accessible-, dans une partie de son cours. Posons donc, i la fois

Az’ Cy'+D=o ,
By'4+Cx'+E=o0 .

. (©)

Comme ces deux équations, qui déterminent les coordonnées in-
connues z',y’, ne sont que da premier degré, on voit quen gé-
néial , 7/ y a sur le plan d'une ligne du second ordre , un pornt
unigue dont la polaire est toute entiére & I'infini ; conséquemment,
ce point est le miliew commun de toutes les cordes qui y~ })a.f.renl ;
les tangentes menées & la courbe , par les extrémites de chacune
de ces cordes sont paralléles entre clles : et il en est de méme des
droites qui joignent les extrémités de ces mémes cordes , prises deux
a deux.

Le point qui jonit de ces propriétés, et dont les coordonnées
sont déterminées par les équations (C), est ce quon nomme le .
centre de la courbe. Au surplus , la ligne du sccond ordre pro-
posée peut étre telle que son centre soit & linfint, ou qu’elle ait
une infinité de centres , distribuds sur une méme droite donnde de
position, '

Par une sapposition inverse de la précédente, concevons que
le pdle (',5") s’éloigne & l'infini, en parcourant uune droite donnée
par l'équation y =mz--g, tcllement qu’on ait

y'=ma'4g .

Si 'on met cette valeur de 5’ dans I'éqnation (p) et qu'on y pose
ensuite z’ infini , elle deviendra

(A+Cm)z4-(C4-Bm)y +(D+-Emy=o . (&)

En VUécrivant sous cette forme
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Ar+Cy+D+m(By-+-Cx+-E)=o0 ,

on voit que, quel que soit 72, la droite qu’elle représente passe par
le point dont les coordonnées z’,y’ sont détermindes par les équa-
tions (C). Comme dailleurs, dans le cas présent, toutes les sécan-
tes partant du péle se changent en un systéme de droites paraNéles
entre elles et & la droite y—=mr-4g ; il en résulte ce théo-
réme : 8/ lon Inscrit @ une ligne du seccond ordre une suite de
cordes paralléles & une droite de position arbitraire, les milieux
de ces cordes , les points de concours des tangentes & la courbe me-
nées par les extrémités de chacune d'elles ct les droites qui join—
dront les extrémités des mémes droites , prises devx a deux , ap~
partiendront toutes & une méme ligne droite , passant par le cen—
tre de la courbe. Cette droite est appelée un diamétre de la courbe.
Supposons son équation (d) mise sous la forme

y=m'z+g’ ;

nous aurons
A4-Cm

p— T
w= C+4-Bm

c’est-a-dire ,
A+ C(m~m!,4Bmm'=o .

Cette équation étant symétrique en m et m/, on en peut conclure
que Ztoutes les cordes d’'une ligne du sccond ordre paralléles & Pun
quelconque de ses diamétres ont leurs milieux sur un autre diaméire
tel que, réciproguement, toutes les cordes qui lui sont paralléles
ont leurs milicux sur le premier. On nomme diaméires conjuguss
deux diamétres qui ont entre eux une semblable corrélation. Non
seulement zoute ligne du second ordre a une infinité de systémes
de digméires comjugués , mais encore on Voit que fout diaméir~
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dune ligne du second ordre est nécessairement conjugué ¥ un au-
tre diamétre de la courbe. Si I'on méne , par le centre, deux dia-
métres quelconques , leurs extrémités seront les scmmets d’un. pa-
rallélogramme dont les- c6tés opposés. seront respectivement paral-
letes & deux diameétres conjugués de la courbe, et divisés pac ces
diamétres- en deux parties égules. En- partienlier-, si I'on décrit du’
centre , avec un rayon arbitraire, un. cercle coupant la courbe en
quatre points, ces quatre points seront les sommets- d’an rectangle-
dont les cotés seront paralléles aux deux diemétres principauz ow
azes de cette courbe;

Nous avons trouvé que , si’ y—mz-}g est' I'équation d'un dia-
métre , celle de son conjugué pourrait prendre la. forme

Az4-Cy¥ Dy m(By+Ex4E)=o0 ..
Si I'on suppose. le premier diamé—tre parallele soit A l'axe des x
soit & l'axe des y, en. faisant. tour-d~tour m=—o, m=% , I'équa-
tion de son conjugué deviendra successivement
Ax+Cy+D=o , |
By4-Cx+E=o .

(e)

€es deux équations appartiennent donc aux deux diamétres dont
les conjugués sont paralléles, I'un & I'axe des z et l'autre & l'axe-
des y. En. supposant le premier diamétre y—maz-g paralléle 2
Vaxe des.z, si 'on veut que son conjugué, dont.l'équation est
alors

Ar4-Cy+D—o-,

soit paralléle & Paxe des p, il faudra nécessairement qu’on- air,
dans son équation , et conséquemment dans celle (c¢) de la courbe-
€=0 ; conclusion qu’on. tirerait également des deux équations (e),
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en exprimant que les diamétres qu’elle représente sent paralléles aux
axes des z et des y , respectivement. Ainsi /z parallélisme des azxes
@ deux diamétres conjugués quelconques a la propfiété de priver
Téquation de la courbe du terme qui renferme le produit des deuzx
coordonnées. 11 est aisé de voir, en outre, qu'elle ne peut étre pri-
vée de ce terme que sous cette condition,

‘Si Torigine était placée au centre de la cburbe, les équations
(C), dans lesquelles 7, y/ sont les coordonnées de ce centre , de-
vrdient avoir lien, dans la supposition de 2/—o, y/=o: on au-
rait donc D=0, E=o; ainsi la sitwation de l'origine des coor-
données au centre jouit de la. propriété de priver Téquation de la
«courbe des termes qui renferment les premiéres puissances des deux
variables, et -on voit aussi qu'elle en jouit exclusivement.

Si donc on prend pour axes des coordonnées deux diamétres
conjugués quelcoaques , I'équation de la courbe se réduira & cette
forme trés-simple

azx*+by’4-f=o ,

sous laquelle la discussiof ultérieure de cette courbe devient ex-
trémement facile.

A la vérité, cette forme ne pourrait plas avoir lieu, si la courbe
n’avait pas de centre , ce qui arrive lorsqu’on a €*—AB—o ; mais,
-en prenant pour axes un diamétre quelconque et la tangente & I'une
de ses extrémités, tangente paralléle au <onjugué de ce diamétre,
on pourra toujours présenter 'équation de la courbe sous cette forme

az*+-by’4-2dz=0 ;3 -

qui convient également aux lignes du second ordre qui ont un cen=
tre et 4 celles qui en sont dépourvues.

Maintenant, si I'on prend, sur I'axe des z-, un point quelconque
dont 2/ soit la distance 4 Vorigine , sa polaire , dont I'équation sera

alors
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(az’+d)z+dz'=0 ,

se trouvera ainsi paralléle & I'axe des y; cest-i-dire que Zout point
pris sur le plan d'une ligne du second ordre a sa polaire paralléle
au conjugué du diaméire qui passe par ce point et réciproquement,

I’équation actuelle de la courbe, lorqu'on y fait y—o, donne
la longueur du diamétre dont la direction coincide avec l'axe des
z. Cette longueur étant désignée par =2c, ¢ sera l'abcisse du cen-
tre , et I'on aura

act+d=o .
En conséquence I’équation (az/-d)x+dz'=—0, devient
(#!'—c)z—cx’=0 ou (a'/—c)(z—c)=c";

de sorte que /2 moitié du diamétre dont la direction passe par le
pble est moyenne proportionnelle entre les deux segmens que le
pble et la polaire forment sur ce diaméiwe, & partir du centre ;
propriété qui résulte d’ailleurs ( §. 11 ) de ce que le péle et la
polaire ccupent harmoniquement le diamétre dont il s’agit.

- Dans le cas de la parabole , qui n’a pas- de centre, et pour la—
quelle =0, I’équation de la polaire se réduit & z4-2/=o0 , en
sorte que, dans la parabole, la portion de diamétre compris en-
tr. wn point el sa polaire, est coupée par la courbe en deux par-

ties égales.
§ V.

Soient 2, b, ¢, d quatre points pris arbitrairement sur le plan
d’une ligne du second ordre ; et soient respectivement ¢, f, g les
points de concours de ab et cd, ac ct bd, ad et be.

Par ces quatre points soient menées 4 la courbe des tangentes
que nous désignerons respectivement par A, B, C, D. En convenant
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de désigner géndralement par (P, Q) lintersection de deux droite
désignées par P et Q; représentons par E, F, G les droites qni
joignent le point {A, B} an point (C, D), le point (A, C) au point
(B, D), et eafin le point (A, D)) au point (B, C) : nous anrons aiust
deux quadrilatéres, l'un inscrit et lautre circonscrit & la courbe ;

“de telle sorte que les sommets de l'inscrit seront les points de con=

c W

tact du circonscrit. .
Les points (A,B), (A,C), (B,C), (A,D), (B,D), (C,D)
seront les poles respectifs des droites @b, ac, be, ad, od, cd. Or,
il résulte de la 1.° que la droite E contiendra les points f et g,
que la droite F contiendra les points g et e, et qu.e la droite
contiendra les points e et f; 2.° que les droites F et G concour—
ront en ¢, les droites G et E en f, et les droites E et F en g;
3.° que chaque c6tf du quadrilatére circonscrit sera coupé harmo
niquement par son opposé et par son point de contact avec la courbe ;
£.° enfin que les quatre droites qui passeront par chacun des som-
mets da quadrilatére inscrit formeront un faisceau harmonique.
De la il est facile de conclure que, lorsque deuzx quadrilatéres
sont lun inscrit et lautre circonscrit & une ligne du second or-
dre , de telle sorte que les sommets de Uinscrit sont les points de con—
taet du circonscrit ; 1.° les diagonales des deux quadrilatéres se
coupent toutes quatre en un méme point, ok elles forment un fais—
ceau harmonigue ; 2.° les points de concours des directions des co-
tés opposés sont tous qualre harmoniquement distribués sur une
méme droite, polaire du point de concours des quatre diagonales;
3.% chaque diagonale du quadritatére circonscrit concourt avec deux
ctés opposés de linscrit, et forme , avec ces co1és et la droite qui
/'al'm‘ leurs points de concours ,un faisceau harmonigue ; ou , en
dautres termes , chaque point de concours de deux cdiés opposes
du quadrilatére inscrit est en ligne droite avec deux sommets op-
posés du circonscrit, et forme , avec ces sommets et le point de con—
cours des quatre diagonales , un systéme de quatre points harmo—
niques,

Tom. XV1I. 38
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Il résnlte de ces propriétés des quadrilatéres inscrit et circonscrit &
une méwme ligne dua second ordre , sous la condition indiquée , que,
si 'on donne quatre points de la courbe et la tangente en l'un
d’cux, ou bien quatre tangentes & la courbe et le point de con-
tact de 'une d'elles, on obtiendra de suite , par des constructions
qui n’exigeront que le simple usage de la régle , soit les tangentes
anx trois autres points, soit les points de contact des trois autres
tangentes. Plus généralement, toutes les fois que l'on connaitra,
dans la figure, des élémens en nombre suffisant pour déterminer les
deux quadrilatéres et la courbe & laquelle ils doivent étre inscrit
et circonscrit , on pourra toujours se servir de ces données pour
achever de construire ces deux quadrilatéres, sans que la courbe
soit décrite.

Donc toutes les fois qu’on sera parvenu & la connaissance de deux
tangentes et de leurs points de contact, et qu’on aura en outre un
troisiCme point ou une troisi¢me tangente quelconque de la courbe ,
on sera en état d'en construire, en n’employant que la régle seule-
ment, tant d'auntres points ou tant d’antres tangentes qu’on voudra,

Soit, en effet, 1.° AMC l'angle des deux tangentes , soient A
et C leurs points de contact; et soit B un troisiéme point quel-
conque de la courbe Par le sommet M de I'angle des deux tan-
gentes, soit mende une droite arbitraire et indéfinie , coupée par
AB en P et par BC en Q. Soient menées PC et QA , se coupant
en D; ce point D sera un quatriéme point de la courbe ; et, i cause
de l'indétermination de la direction de MP, on pourra, en variant
cette direction, déterminer tant dautres points D de cette courbe
qu'on voudra. Menant alors les deux diagonales AC, BD du qua-
drilatére inscrit, se coupant en O ; la droite PO déterminera, sur
les tangentes MA , MC, deux sommets opposés E, G du quadri-
latere circonscrit , tandis que la droite QO déterminera, sur ces
dcux mdémes droites, les deux autres sommets opposés F, H de ce
méme quadrilatére. On aura denc ainsi quatre points de la courbe
et les tangentes en ces quatre poiuts ; et on pourra ainsi determi-
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ner tant de poiats de cette courbe et tant de tangentes qu’on voudra,

2.° Soit AFGC le polygone ouvert formé par trois tangentes con—
sécutives, et soient A et C les points de contact des deux tangen-
tes extrémes. Soit menée AC, sur la direction de laquelle soit pris
arbitrairement ua point O. En menant FO, concourant avec GC
en H et GO, concourant avec FA en E, la droite E sera une
quatri¢me tangente; et, a cause de l'indétermination du point O
sur AC, on pourra, en variant sa position, déterminer tant d’an-
tres tangentes EH & la courbe qu’on voudra. Menant alors G et
EF , conccurant en M, puis ¥G et EH , concourant en N, et
enfin EG et FH, coupant MN en P et Q; lintersection B de
FG avec PA ou QC sera le point de contact de cette tangente;
et l'intersection D de EH avec PC ou QA sera le point de con-
tact de son opposée. On aura donc ainsi quatre tangentes a la courbe
et leurs points de contact; et I'on pourra ainsi avoir autant de tan-
gentes & cette courbe et autant de points de son périmétre qu'on
voudra.

En considirant que PQ, qui joint les points de concours P et
Q des directions des cotés opposés du quadrilatére inscrit, contient
les poles M et N de ses deux diagonales , on reconnait que, si
Von fait varier ce quadrilatére inscrit de telle sorte que, ses som-
mets opposés A et C demeurant fixes, sa diagonale BD prenne tou-
tes les situations qu’on voudra, cette droite PQ demeurera assu—
jettie & passer constamment par le pole M de la diagonale AC ;
cest-a-dire , que, s/ lon inscrit & une ligne du second ordre
une suite de quadrilatéres ayant deux cotés opposés communs , les
droites qui joindront les deux poinis de concours des directions
de leurs cOtés opposés, iront ftoutes concourir en un méme point
Sixe , péle de leur diagonale commune.

" De méme , en considérant que le point O de concours des diago-
nales du quadrilatére circonscrit est sur la droite AG qui joint les
points de contact de la courbe avec les deux cdtés opposés EF et
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GII, et _qui a son péle au point de concours M de ces deux co-
tés; on en conclura que, ces mémes cétés restant fixes , si les
deux autres varient d’une maniére quelconque, en demeurant d’ail-
lears constamment tangens & la courbe , l'intersection O des deux
diagonales ne sortira pas de la polaire AC du point M; c'est-3-
dire, que , 52 lon circoncrit @ une ligne du seccond ordre une suite
de quadrilatires , dont devx cOtés opposés soient de direction in—
sariable , les diagonales de ces quadriletéres se couperont cons-
tamment sur une méme droite , poluire du pornt de concours des
deux ciérés communs @ tous.

De la nous tirerons quelques conséquences qui méritent d’étre
remarqudes.

Il est connu, et nous aurons occasion de le prouver plus tard,
qu'étant donndés cing points quelconques , sur un plan, il existe
toujours une ligne du second ordre qui passe par ces cing points.
Supposons donc cette courbe décrite, en sorte que les cing points se
trouvent sur son périmétre ; si de trois quelconques de ces points
on méne aux deux autres trois couples de droites; en combinant
ces couples deux a deux , on formera trois quadrilateres simples,
nscrits a la courbe, et ayant deux sommels opposés communs ou
une diagonale commune; donc, suivant ce qui a éié établi ci-des-
sus , les droites joignant les points de concours de leurs cétés op-
posés, iront coacourir toutes trois en un méme point , péle de cette
diagonale commuue. Ainsi cing points étant pris, & volonté , sur
un plan, si de trois quelconques de ces poinis on méne aux deuzx
autres trois couples de drottes ; en prenant ces couples deux 2 devr ,
on aura trois quadrilatéres simples tels que les droites joignant
les points de concours des directions de leurs cétés opposés iront
toutes lrois concourir en un méme point. En outre , ce point sera
relutivement & la ligne du second ordre gu'on peut ioujours jfaire
passer par les cing points donnés , le pdle de la diagonale com-
mune aux irols quadrilatéres. .

Si Fon suppose que les deux estrémités de la diagonale com-
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mune s’éloignent & linfini, en parcourant denx droites fixes indé-
finies, données de position, on conclura de ce théoréme le corol-
laire suivant : 87, sur les trois cétés dun iriangle quelcongue ,
pris tour & tour pour diagonales, on constrrit trois parall’-lo—
grammes , dont les ctés sotent respectivement paralléles a deux d-or-
tes quelconques , donndes de position ; les trots autres diagonales
de ces parallélogrammes iront concourir en un méme point, cenire
dune hyperbole circonscrite au triangle et ayant ses asymptotes
paralleles aux deux droites données de position (*).

On démontrera par des considérations analogues cét autre théo-
reme : Cing droites étant itracées arbitrairement sur un plan, si
Lon congoit trois quadrilatéres simples, ayant a la fois deuz cétés
opposés qui coincident , pour la direction , avec deux de ces drottes
et dont les autres cotés ne soient auire chose que les irors droites
restantes prises deux @ deux ; les points de concours des diago-
nales de ces trois quadrilatéres appartiendront tous trois & une
méme droite. En outre, cette droite sera, relativement & la ligne
du second ordre qui touckera les cing droites données , la polaire
du point de concours des deux d'entre elles qu'on aura prise pour
direction commaune des deux cdtés opposés des trois quadrilatéres.

Il suit de 13 qu’ayant sur un plan cinq points d’une ligne dua
second ordre ou cing tangentes a cette courbe, on peut toujours,
-en n’employant d’autre instrument que la régle , déterminer simul-
tanément soit les tangentes en deux de ces points, soit les points
de contact de denx de ces tangentes; apres quoi la construction
de la courbe pourra sachever comme on I'a fait voir ci-dessus.

( La surle a un prochain numéro.

- {*) Cest le théoréme de la pag. 103 du tom. XV.
J. D. G.



