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I67MÉTHODE DES TANG.3 AUX SPIRALES CONIQUES.
exemple qu’on en agirait, si la chaînette qui doit se terminer aux

deux hyperboles était assujettie à avoir une corde d’une longueur
donnée. L’équation de condition serait ainsi (x’2013x",2+(y’2013y")2=l2.

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.
Méthode graphique pour les tangentes à la spirale

conigue ;
Par M. H. GARBINSKI , Professeur à l’Université royale de

Varsovie.

SI, tandis que la génératrice d’un cône droit se meut uniformé-

ment sur la surface convexe de ce’ cône, un point parti du sotn-

met parcourt uniformément cette génératrice mobile ; ce point dé-
crira, sur le cône une courbe à double courbure , que nous ap-
pellerons spirale conique. Le but que nons nous proposons ici est

de découvrir une méthode graphique pour mener une tangente à
cette courbe , en l’un quelconque de ses points.

Supposons, pour fixer les idées , que l’axe du cône soit verti-

cal; et coupons-le par un plan horizontal quelconque, la projec-
tion de la génératrice mobile sera une droite tournant uniformé-
ment sur ce plan , autour de l’un de ses points, projection du
sommet du cône ; et la projection du point générateur sera un

point parcourant uniformément cette droite , à partir du point fixe
sur lequel elle tourne; c’est-à-dire, que la projection du point gé-
nérateur de la spirale conique décrira une spirale d’Archimède,
laquelle sera ainsi la projection horizontale de cette courbe à dou- 

ble courbure.

Soit , en second lieu , un cylindre droit de même axe que notre
cône , et d’un rayon quelconque. Si l’on projette la génératrice
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mobile de ce cône sur la surface convexe du cylindre , par un plan
passant par Faxe commun, sa projection sera une génératrice mo-
bile de ce cylindre , parcourant uniformément sa surface convexe.

Si de plus on projette le point générateur de la spirale conique
sur ce même cylindre , par une perpendiculaire à l’axe commun y
sa projection sera un point décrivant uniformément la génératrice
mobile du cylindre; c’est-à-dire , que la projection du point géné-
rateur de la spirale conique sur le cylindre , faite comme il vient

d’être dit , décrira sur ce cylindre la courbe à double courbure

connue sous le nom d’hélice.
Il suit de là que le- lieu des perpendiculaires abaissées sur l’axe

du cône , de tous les points de la spirale conique , est la surface

gauche connue sous le nom d’hélicoïde ; surface dont la généra-
trice sera constamment horizontale , et aura pour directrices de

son mouvement d’une part l’axe commun du cône et du cylin-
dre, et de l’autre, indistinctement, la spirale conique ou l’hélice

tracée sur le cylindre.
La spirale conique se trouvant donc ainsi l’intersection du cône

et d’une hélicoïde , il s’ensuit que si , par un quelconque des points
de cett2 courbe, on mène deux plans tangens l’un au cône et

l’autre à l’hélicoïde , l’intersection. de ces deux plans sera la tan-

gente à la courbe en ce point.

Ces préliminaires ainsi entendus , convenons, à l’exemple de M.
Vallé, et pour abréger le discours , que généralement le symbole
(P , Q) représentera le point ou la ligne dont les projections hori-
zontales et verticales sont respectivement P et Q. Prenons pour plan
de projection horizontale le plan perpendiculaire à l’axe du cône

qui contient l’extrémité de la première circonvolution de la spirale
conique, et pour plan de projection vertical un plan parallèle quel-
conque à celui qui contient ce même point et raxe du cône.

Soient (fig. 4) XY la commune section de ces deux plans, (C’, SII)
le sommet du cône, (C’ , S"C") son axe, (A’H’B’, A"D"B") sa sec-
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tion circulaire, suivant le plan de projection horizontal, (A’C’B’,
A"S"B") sa section triangulaire parallèle au plan de projection ver-
tical, (A’, AIl) l’extrémité de la première circonvolution de la

spirale conique , (C’A’, S"A") la génératrice dans sa situation ini-
tiale, enfin (M’, M") le point de la spirale par lequel on se pro-
pose de lui mener une tangellte, et que, pour fixer les idées, nous
supposons appartenir à la première circonvolution de cette courbe ,
( C’H’ , S"D") la génératrice passant par ce point , et (M’C’, M"G")
la perpendiculaire abaissée du même point sur l’axe du cône.

Concevons un cylindre droit, de même axe que le cône, et ayant
pour rayon (C’A’, C’A’) ; en prolongeant (C’M’ , G"M") , jusque’à
la rencontre de la surface convexe de ce cylindre en (H’ , HI/)
ce point sera un de ceux de l’hélice et (C’H’, G"H") une des

génératrices de l’lnlicoïde dont il a été question ci-dessus ; et a

laquelle il faudra mener un plan tangent par le point (M’, M").
Si , par le point (H’, H") on conçoit une tangente à l’hélice,

la projection hor izontale H’P’ de cette tangente sera une tangente
en H’ au cercle A’H’B’, et elle percera le plan horizontal en un

point P’ de cette droite telle que la longueur H’P’ sera égale à

celle de l’arc H’A’.

Soit une droite mobile constamment horizontale et s’appuyant
continuellement dans son mouvement , d’une part sur l’axe com-

mun du cône et du cylindre et d’une autre sur la tangente en

(HI, HI’) à l’hélice ; cette droite, dans son mouvement, engendrera
un paraboloïde hyperbolique , tangent suivant (C’H’, G"H") à l’hé-
licoïde ; et ces deux surfaces auront en (M’, M") le même plan
tangent ; de sorte que notre problème se réduit à déterminer ,
pour ce même point , le plan tangent au paraboloïde hyperbolique.
On sait que le plan tangent à une telle surface, en Fun de

ses points, a deux élémens rectilignes communs avec elle ; puis donc
que (CW, C"H") est un de ces élèlnens, il n’eât plus question
que de trouver l’autre qui doit, comme celui-là, passer par le point
(M’, M").
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On sait aussi qu’un même le paraboloïde hyperbolique peut être en-

gendré de deux manières 3 par le mouvement d’une droite qui s’ap-
puye continuellement sur deux autres , en restant constamment pa-
rallèle à un plan fixe , et qu’on déduit le deuxième mode de gé-
nération du premier , en prenant pour directrices deux situations

quelconques de la génératrice, et pour plan directeur un plan pa-
rallèle à la fois aux deux directrices primitives.
Le point C’ étant un des points de l’axe commun du cône et du

cylindre , et le point P’ un des points de la tangente à l’hélice
en ( H’ , H") , et la droite C’P’ étant d’ailleurs horizontale il s’en-
suit que cette droite représente une des situations de la génératrice,
dans le mode primitif de génération ; et, comme (C’H’, G"H") en
représente une autre, il s’ensuit que ces deux droites peuvent être

prises pour directrices de seconde génération du paraboloïde. Il

faudra prendre alors pour plan directeur un quelconque des plans
parallèles à la fois à l’axe du cône et à la tangente à l’hélice en

(H’, H") , qui sont les deux directrices de première génération ; et,
comme la première de ces deux directrices est verticale, ce plan
le sera également.

Faisons passer le plan directeur par le point (M’, M"), sa

trace sur le plan horizontal passera par M’ et sera parallèle à H’P’.
Soit QI le point où cette trace rencontre C’P’, alors la droite me-
née du point QI au point (M’, M") , s’appuyant sur les deux
directrices de seconde génération, et se trouvant en outre dans le

plan directeur , appartiendra au paraboloïde ; et, comme la droite

(C’H’ , G"H") lui appartient également , il s’ensuit que le plan
conduit par ces deux droites sera le plan tangent en (M’ , M")
au paraboloïde et conséquemment à l’hélicoïde ; et. devra consé-

quemment contenir la tangente en (M’ , M") à la spirale conique.
Ce plan passant par l’horizontale (C’H’, G"H") et par le point

Q’, sa trace sur le plan horizontal devra être une parallèle con-
duite par Q’ à C H’, et coupant H’P’ en quelque point R. Puis
donc que le point R’ se trouve ainsi appartenir au plan tangent
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par ( M’ , M’ ) à l’hélicoïde , et qu’il appartient aussi d’ailleurs ,
comme point de H’P’, au plan tangent au cône par le même point ,
il s’ensuit qu’il appartient à l’intersection de ces deux plans , c’est-
à-dire, à la tangente en (M’, M") à la spirale conique: la droite
M’R’ est donc la projection horizontale de cette tangente. Cette droite
M’R’ est donc aussi tangente en M à la spirale d’Archimède , pro-
jection horizontale de cette spirale conique. Nous obtenons donc
chemin faisant, un procédé fort simple, pour mener une tangente
à la spirale d’Archimède , en l’un quelconque de ses points.
En projetant le point R’ sur le plan vertical en R" et menant

M"R" , cette dernière droite sera la projection verticale de la tan-

gente à la spirale conique ; cette tangente sera donc (M’R’, M"R’).
Cette construction extrêmement simple d’ailleurs , devient mal-

heureusement illusoire lorsqu’on veut mener la tangente par le point
(A’, A") , attendu qu’alors les points A’, M’, H’ , P’ , Q’ , R’ se

confondent, ce qui rend la direction de M’R’ indéterminée. Il faut

donc voir comment on pourra vaincre cette difficulté.

Il est connu qu’une hélice fait en tous ses points un angle cons-
tant avec les génératrices du cylindre sur laquelle elle est tracée ,
et, dans le cas présent, si l’on construit un triangle rectangle dont
un côté de l’angle droit soit égal à la circonférence dont le rayon
est C’A’ , et dont l’antre soit égal à S"C" , l’angle aigu adjacent à
ce dernier côté sera l’angle dont il s’agit

Cela posé , concevons un nouveau plan de projection horizontal
distant du premier de la quantité C"c" et coupant le plan vertical
suivant xy ; il coupera le cône suivant un cercle dont le .diamètre

parallèle au plan vertical sera (a’b’ , a"b") , et la tangente a’a’

à ce cercle sera la trace sur le nouveau plan de projection hori-

zontal du plan tangent au cône au point (AB A"). Si ensuite on
prolonge C’A’ d’une quantité A’S égale à C"c", et que, par le

point S , on mêne une droite faisant avec SC’ un angle égal à

l’angle constant que fait l’hélice avec les génératrices du cylindre ,
et coupant A’A" eu T ; cette droite ST sera évidemment le ra-
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battement, sur le nouveau plan de projection horizontal , de la tan-

gente à l’hélice en (A’, A") ; d’ou il suit que son point T d’inter-
section avec la prdection horizontale A’A" de cette même tan-

gente sera le point où la tangente perce ce même plan ; donc la

parallèle TU menée à C’A’ par le point T , et coupant a’a" en U

sera la trace, sur le nouveau plan horizontal , du plan tangent à

l’hélicoïde en (A’, A") ; le point U appartiendra donc à la fois

au plan tangent à l’hélicoïde et au plan tangent au cône par le

point (A’, A"); il appartiendra donc, à l’intersection de ces deux
plans , c’est-à-dire , à la tangente à la spirale conique au point
(A’ , A" ) ; la droit menée du point U à ce dernier point sera donc
la tangente demandée, dont UA’ et a"A" seront ainsi les projec-
tions horizontale et verticale ; UA’ sera donc, en même temps la

tangente en A’ à la spirale d’Archimède.
Ce dernier procédé , qu’on pourrait aisément étendre à tout au-

tre point de la spirale conique, offre cet avantage que C’c’ étant
arbitraire toutes les autres lignes employées dans la construction
auront telle grandeur on voudra. 

Bien que nous n’ayons considère que des point de la première
circonvolution de la courbe , il n’est pas difficile de voir ce qu’il
y aurait à faire pour des points de cette courbe situés au delà. On
parviendra aussi très-facilement à modifier le procédé dans le cas où
son application obligerait à tracer des droites d’une trop grande
longueur.
La méthode de Roberval, qui s’applique fort bien à la recher-

che de la tangente à la spirale d’Archimède , conduirait également
à la tangente à la spirale conique ; mais les procédés déduits des
principes de la mécanique , quelque curieux qu’ils soient d’ailleurs,
neparaissent pas devoir dispeuser des solutions purement géométriques.

Varsovie , le 5 août I825.


