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RESOLUES. 1y

Solution du probléme de géométrie énoncé a la page

368 du XV.e colume du present recueil ;

Par un ABONNE.

PROBLEME. On donne Pune des faces latérales d'un trone
de prisme trianguwlaire , la longueur de [laréte latérale opposée
la section du tronc par un plan perpendiculaire o ses arétes la-
térales , et par suite le volume du tronc ; et l'on demande quelle
doit étre la situation de laréte latérale donnée de longueur, par
rapport @& la face latérale opposée , pour que la somme des aires
des deux bases du tronc soit un minimum ?

Solution. Soient ABB’A’ la face latérale donnée et CC/ la pro-
jection orthogonale, sur le plan de cette face , de laréte latérale
opposée, dans la sitnation qui convient au minimum de la somme
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des aires des deux bases; en menant CA, CB, C/A/, C/B’, les
deux triangles ACB , A’C/B’ seront les projections des bases sur le
méme plan. Soient D, D/ les points ot la direction CC/ rencon-

tre les cotds AB, A/B/
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de ces bases; puisqu’on connait la section perpendiculaire aux aré-
tes latérales du tronc, il sensuit que, bien que les points C
C’ soient inconnus , on connait néanmoins la droite DD/ ainsi que
sa distance a l'aréte latérale dont elle est la projection ; et, comme
les longueurs €C’ et DD’ sont connues, il s’ensuit qu’on connait
aussi la somme CD+C/D/=DD/'—CC’.

Prolongeons les cdtés non paralitles AB, A/B/, jusqu’a ce qu'ils
se rencontrent en E. De ce point E, abaissons une- perpendiculaire
EG sur DD/; divisons en outre l'angle DED/ en deux parties éga—
les, par.une droite qui renconire DD’ en F ; imaginons enfin des
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pointsinconnus C, C/ des perpendiculaires CH , C/H’ sur AB, A/B’.
Cela posé, il a déja été démonud ( Annales , tom. XIII, pag.
137 ) que, pour que la somme des aires des bases du tronc fiit
un minimum, il fallait que l'aréte dont la projection est CC’/ fit
tellement située , que les plans de ces bases fussent également incli-
nés sur le plan de la face latérale opposce ABB‘A’; ce qui se ré-
duit évidemment & faire en sorte que les perpendiculaires CH ,
C/Hl’ soient de méme longueur. I1 s’agit donc de savoir de quelle
manicre il faudra placer les points G, €’ ou seulement I'un d’eux
sur DD/, pour que cette condition soit reinplie.
Les triangles rectangles semblables DGE, DHC , d’une part,
et les triangles rectangles semblables D/GE , DAI’C/, d'une autie,

donnent

'CDXEG

DE:CD::EG:CH= DE

CD/'XEG

/ . 1Y - - . —
DE:CD/:: EG: CH= —— ;

puis donc qu’on doit avoir CH=C/H/, on aura, en supprimant le
facteur commun EG,

CD C’Df
DET DE ’
¢'est-d-dire ,
CD:CD/::DE:DE .
Mais , parce que la droite EF divise l'angle DED’ en deux parties
égales, on a

DE:D'E:: DF : DF ;

donc, & cause du rapport commun,
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DF:D/F::CD: CD

d’ott

DF+4-D/F: CD--C'D/:: DF: CD ;

c’est-d-dire ,

DD’ :DD/—CE€/:: DF: CD;

ee qui fournit fa construction suivante :

Saient portés DD/ sur DE, de D en K, et CC/ sur KD de K
en L ; soit menée KF, et, par le point L, soit mende une paralléle
& cette droite ; cette paraliéle rencontrera DD/ au poat inconnu G
de sorte qu'on aura alors tout ce qui est nécessaire pour construire
le tronc de prisme..

Démonsiration des deux théorémes danalise et de
geomelrie €noncés a la page 64 du present volume ,
et du théoréme de géomeélrie e€noncé a lu page 344
du volume précedent ;

Par M. Lextaeric, daeectcur ¢s sciences , professeur de
mathématiques et de physique au collége royal de
Montpellier.

e . s T " . o - S —

A la page 373 du précédent volume, il a été démontré qu’en
adoptant les netations abrégées

[]=2(a4p)etp) o (ZHn—1p) 5
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'

nI=1.2.34.0,n ,
on avait

-,lt] [m x] ltm-—t r1 [m.z) ;

[x+) z] [ x J’ x [»] [ 1

o) _f21, d L x 1, + = L S
! ("1—5'

m! T ml G a2l (m-—z)!
Si, dans cette formule, on pose m=—=x, p===—1, et qu'on remette
en place des divers symboles les diévcloppemens quiils représen—
tent, en sapprimant les facteurs communs aux deux termes des
diverses fractions résaltantcs, il viendra

24y xtly—1 xdy—s y+l a—!—y x+y-—-t by ez x4t

1 a 3 T o= 1 2 3 . ¥
_ x y —I y y—1, * F—1 *¥—2 y y—I y—2
1+ + T2 1 2 1 2 3 1 2 3 +

qui est, aux notations prés, le théoréme d’analise éncncé & la page

64 du présent volume.

Avant de -passer & la démonstration du théoréme de géométrie
il nous faut d'abord construire quelques formules propres & nous
¢onduire & notre but.

Soit z I'angle au centre d’un polygone régulier de n cétés, de
telle sorte qu’on ait nzx=2w; en désignant par m un nombre en-
tier pomuf plus petit que 2, on aura, comme nous l'avons dé-

iontré (‘pag. 41 ).

Cos.ma~-Cos.2mx-+Cos.3mx~4 e -Cos.nrmz=o0 ,

Sin.nx +Sin.2mx—+Sin.3ma—4 ... 4-Sinzmz=o ;

ou , parce que Cos.nmz=Cos.2mw=1 et Sinnmz=_Sin.2mw=o0,
Tom. X¥VI. 16



1+Cosnz4-Cos.oma 4 Cos.3ma—4- ... FCos.(n—1)maz=0, (A)
Sin.ma—4-Sin 2mx 4-Sin3mzr+4 weee 4-Sin(—1)mar=o, (B)
Ces équations ont liew également lorsque m est plus grand
que 7z, pourvu qu’il n’en soit pas muitiple. Si, en effet, on pose
m=gn--m’, ol on ait m/</m ; en subsiituant dans les premiers
membres des ¢quations (A) et (B), et observant que généralement
Ces(gnm")x =Cos.{ 209w 4rm’'x) = Cos..m’x
\9 \24g ’
Sins{gn4-m’)x =Sin.(2igw-+im z)=Sin)m'x ;
ces premiers membres deviendront
14-Cos.n/x4-Cos.2m/z4-Cos.3m'z 4= v +Cos.(n—1)m’z
Sinn/z=+Sin.2m’z4-Sin3m/ x4 oo 4+Sin(n—1)m'z ;

et seront nuls, par ce qui précéde.

En désignant toujours par x l'angle au centre d’'un polygone
régulier de » cétés et par 2 un angle quelconque; m étant un
nombre entier positif, non multiple de 2, on trouvera en déve-
loppant

Cos.ma~+Cos m(a~+x)4-Cos.m{a+-22)4 ... +Cos.m(a+n—=1.2)
={14-Cos.max~4-Cos.2max-4-Cos.3mz+.... +Cos.(n——1)ma:}Cos ma
—{Sin.mx4Sin.amr+4-Sin. 3mzr+4- ... 4+-Sin.(n—1)mz}Sinma ;

c’est-d-dire en vertu des formules (A), (B)

Cos.ma{Cos.m{atx)4-Cos.m(atax)+... +Cosm(atn=i.2)=0 . (C)



RESOLUES. 123
Cela posé , on sait, comme nous I'avons déji observé ( pag. 41 ),

que z étant un angle quelconque et » un nombre entier positif
quelconque , on a

1 P P p—t
Cosfz= wars {Cos.pz+4 - Cos.( p—2)z + T Cos(p—zt-nn}

pourva qu’on arréte le développement dés qu'on ne rencontrera
plus d’arcs positifs , et que, lorsque p sera pair, on ne preune
que la moitié du terme qui contiendra l'arc nul.

Mettant successivement pour z, dans cette formule, les termes

de la progression, a, a4z, a4272, . ¢+4-n—1.xr , on aura
Cosfa= ——) Cospat L Cos.(p—2)a+ L. == Cos.(p—f)at- . g ,
Cos?(ata)= ) Cos plara)t-L Cos.( pmz)(ada) wmmrimcnnns } ,
Cosfla+22)= 2—;:—7 Cos p(a+-22)4- —’5 Cos.(p—2){at22) 4 v vireen, g ;

€ ® ® 0 6 o o 5 6 o 8 6 v s s 6 + 8 & 6 3 0 & 5 & 4 B &6 % s 6 & s 8 s = 2

Cosf (atn—r.x) = 2—p—_’~‘—;§ Cos.pla+n—1 x)+ i:— Cos.{p—-z)(a—l—z:-—x.x)—{—..% ;

ce qui dounera, en ajoutant,
CosPa+CosFCos.(a+x)+CosF(a+22)+ ..... +CosFla+n—1 1)
/ Cospa-+Cosp(a+x)4-Cos.p(a~-2x)+ ... Cosp(a+n—1.7)

47
3

-

Cos.( p—==2)a+Cos.( p—2)(at2 )4 oo +Cos.( p—2)(a+n—1.7)}

2F—1 p p—1{
2

+-= ) Cos (p—=4)atCos.(p=4) ata)t..tCos (p— i) (a+r=1.) §
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Si p est un nombre impair, non multiple de », toutes les
lignes du second membre de cette équation seront nulles, en vertu
de la formule (C); de sorte qu’en remplacant p par 2441 ,0n a

[Cos.a]zk*-!—{-[COS.(a-|—z)]2A+’+ {COS-(U+2$)]2A+1+.'.+[COS.(0+n—x-1)JaA+l=O » (D)

Si, au contraire , p est un nombre pair, les cosinus de la der-
niére ligne seront tous égaux a l'unité, et au noinbre de 2, et
leur coeflicient commun sera

-—72

p p—t p— -

LLIYTY XY

?

2
2
ou, en changant p en 22

2N 2A==mp  2A=—2 A1

1 2 3 AL

1l faudra donc prendre ~ fois la moitié de ce coeflicient, et mul-

T . 1 . . .
tiplier le résultat par =3 Ou par ———; ce qui revient a mul-

. . . . . n
tiplier de suite ce coefficient , tout entier par = On a donc
2

2

[Cos.a]” 4 [Cos(a4)]""4-[Cos.(a+422)] "4 e 4-[Cos.(e4-7=1.2)]"

n 2N 2Am=I A== Ad-r

= T 3 Tttt Y . (E)

2:A 1 2

En conséquence , si l'on fait successivement A égal & o, 1,
2, 3,, wewwnns, on tirera des formules (D) et (E)
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Cos.g +Cos.(a-4-5)+Cos. (a422) + v +Cos.(an=7.2)=o0 ,

Cos.’a + Cos’(a+x)+4Cos.’(a+22) 4 o..4+Cos *(adnmra)= 2T

1 a2t

- Cos ’a+4-Cos.¥a+2)+4Cos.}(a4-22) 4 e 4-Cos.} (a+n—1.7) =0

14

Cos.ta-Cos.#(a4-2)4Cos.4(a-+22)+ .. 4+ Cos.} @ Fn—1.2)= §3.n

1 2 2af
Cos.*a+Cos.}(a+42)+ Cos5{a+22) 4 vae +Cos.5(@4n=1.2)=0 ,

Cos.fa+Cos.8a4-2)4Cos.6{a4-22) 4 ... 4-Cos.5(a4r—1.2) = Srbr

I 2 3 26 °

Soit présentement une circonférence , dont C soit le centre et r
le rayon, divisée en n parties égales aux points P, , P, P, ..
P,; et soit O un point du plan de cette circouférence distant de
son centre de la quantité %. Soient mendes lés droites GP,, GP, ,
OP,,... OP,, et les rayons CP,, CP,, CP,, .....CP,_; soit x
I'angle de deux rayons consécutifs , et soit a l'angle que fait le
premier CP, avec Ia droite CO. Les triangles GCP, , OCP , OCP, , ...
OCP, , qui ont tous le c6té commun CO , donneront

OP, =k Jr*—2irCos.a ,
B—P—: =k 4r*—2krCos.(a-+-x) ,

, =ktr’—2krCos.(a42x) ,

e & & 8 o ® o 3 & o o « s o o @

OP, =k 4r’—2krCos (a+n—1.7) .
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En désignant par 7 un nombre entier positif, plus petit que »,
-on conclura de 1d

2m 2m am ——am
opP, 40P, —+OP, 4 ...4OP,

[(#—4r*)—akrCos.al™ \
[ Fr?)—okrCos.(a+-x)]"
A [(# 4 r*y—2ArCos.(a22,]"
e :
A [(E e r)— 2k Cos.(aF i) ]

{ m e

3 2 m 2 2\m—1
(k*~4r*)m—a - kr(E*—4-r)m=*Cos.a 44— . krri (kP 4r)ym=2Cos.’a -+ ..
B m—o L (P gert)m—? 2T ()
(i rym—a D (P r)m = Cos(e2) A4 - T Er ()™t Cos(akr) -

m m

{ m -
ka 2\m > 2 2\ m— g 2 . R
(e -r* ) - kr(k*<4-r*)™—*Cos.(a+2x) -4 . o (Fr)m=2Cos at2x) .

i

‘ * 8 s & .
®@ ® o @ s 8 ® ® 8 6 o ® o+ 4 2 g 2 * 5 » * o+ o ® 8 & o v s & s @
e s+ ® s e o o 2 e s . o
“« o

-+ /e 2\m__ o rf. 2 3\ My — m m==t . 2
\ (Bryn—s — kr(K+r7)"= " Cos.(a4n—1.8) F4 —-—— & \/?’—i-r“)""2Cos.’(a+5:x‘x)+.,.}
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n(l4-ra)™

—2 Z:—- kr{k*4-r*)m=*[Cos.a+Cos.(a+2)+Cos./a+422) 4 ... ~+Cos.(e4n—1.7)]

4. ZI . m:I :’:’r’(/t‘+r’)j"" [Cos.?a4-Cos.? (a2} 4Cos.*(a22)t vivvivue +Cos.* (a-7=1.7)
m .m -1 m—2 ) ‘ -
8, — . ——. 5 Er3(k*4r*)m=3[Cos.*4+Cos.} (a+x)+Cos.} (a+22)+ ... 4-Cos .} (a+n—1.7) |

s 8 o & 8 & @ %8 & s b o s o e @

.

T 2"km [ Cosma4-Cosm(a+2)+Cos.™a+22 )+ e +Cos.™(a+7=1.2)] .

\

En vertu des formules (F), cette équnation devient

2m 2m 2m 2
OP, 40P, +4OP, - ... 40P,

=n(k* 4r)"

1.2_ ’T..m—l 12 ks 2\mw g
+ 3l Fr(edr)

2

4 3 =n . m m—1 m—2 m—3 Fars (B
——— e — 2k . - . cire (k& n—4
+ 1 =2 24 1 2 3 ( +r)
6 5 4 n m m—1 m==2 m—3 m—{ .m—5 /f“r‘(k’—!-r“)m’a

______ roae ; .
+ 2 3 250 1 2 3 4 5 6

ou bien, en réduisant

>
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—am o—2z2m —2m ——1m
CP, 4GP, 40P, +...+CP,
3 —1 me—2 m=3
=nlerymy BT Ry § 0T T PR T ke ey

En développant les diverses puissances de #°~4-r?, dans le second
membre , et réunissant les termes affcctés des mémes puissances
de % et de r daus le développement, le terme géuéral de ce dé-

. 2L 2mm=2¢
veloppement , cest-d-dire, le terme affecté de 4 7 sera
! m m—1 m——2 m=—ift ‘
T 2 3. t
2 m m=—t m—2 m=—3 m-4 m—t
+ _.[- * I 2 1 2 3 Lomp
4 3 m m—1 m—2 m—3 me=4 m—5 m—6 P —
n - — - - e — o 2t 2m— 1t
F I 2 1 =2 3 4 L 2 3 t—z ?]f r
+ 6 5 4 m me1 me—2 m—3 m—} m=5 m—8 m—7 m=—§ P fomm s
1 2 3 1 2 3 4 5 6 1 2 3 t=3
+ - L J . . > & L3 e B » ; . L ] . . ; L 4 * o . - & 0 o & 9 & o e o e o . . . . *> o Ov * e

On peut, en préparant convenablement les termes du coeflicient ,

faire en sorte que le facteur

m  m—f

— .

1

M e=—3

Mem=fod

2

Fambhb

t

leur devienne commun ,

et alors , en mettant ce facteur en évi-

dence , le terme général devient

m m—l m—t+x f m—t ¢ m—t Memfem] § famp
n. — . - — ————
- I+ —-o — - +
22t 2 7/ bt A § b/ LY S N S £ f——2 + &1‘* am ¢
’ » et o -2
x 2 3 1 2 3 ' ; T
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Mais si , dans la formule d’analise que nous avons démontrée au
commencement de cet article, savoir ;

£y x xer y y—I T Xl T2 F =T ye=3 x4y xfy—1 a1
1+ - = L T . A . L e . AL
+ 1 I + 1 2 1 2 + 1 2 3 1 2 3 L 1 2 7

on fait x==m—t et y=¢, elle deviendra

me=t t M=t Mefom] t Lemel m m=—I m=—2z m—f--1
1+.__..._+ s v — , = —. . pen s
1 1 I 2 1 2 1 2 3 t

au moyen de quoi notre terme général se réduit A

— 2
Y Al N i T s i1 Jtymet
1 2 3 y

de sorte qu'on a finalement
OP,” 40P, +OP," +..+OP,
=n§(rm> +< ';i Mmet )_l_(?_n_.'f__l_kzrm- ).,[_ m m=t m;—z k3, ""—3) +}

qui est précisément le théoréme énoncé A la page 344 du précé-
dent volume, que nous nous étions proposés de démontrer,
En faisant m=1, on trouve

OP; +0P,  OP, 4 .wed-OP, =n(r i) ,

ce qui donne une expression bien simple de la somme des quar-

rés des droites mendes aux sommets d'un polygone régulier d’un

point quelconque de son plan, et montre que cette somme est la

méme pour tous les points également distants du centre du po-
Tom. XV 17
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lygone, comme M. Starm l'avait déja remarqué ( tom. XV, pag.
256 ). ‘

Si le peint O coincide avec l'un des sommecis du polygone ,
dcux des droitess CP, , OP_, OGP, ... OGP, en sont des céiés
et les autres sont des diagonales; mais alors A=r; en ddsignant
donc par ¢ lun des cétés du pelygone et par 4, , 4,,4d;, .
.., les diagonales mences d’'un sommet & tous les autres , on aura

di4-d Hd e+ a2l =200

d)d d A i =20 —C)

Si, par exemple , il s'agit de I'hexagone régulier, ou =0 et

€=r , on aura

di4d, +d =10r" 5
mais ici l'on a d:=2r et d,=4, ; donc
2d *44ri=10r* ,

ou d=3r et d=ry3,

comme on doit l'avoir en eflet.

THEOREME. Un polygone quelconque étant circonscrit & um

cercle, et un autre cercle étant concentriqgue & celui-1é; la somme
des produils des cétés du polygone par les quarrés des distances
d'un point quelcongue de la circonférence du second cercle aux points
de contact de ces cOtés avec le premier , est une quantité constante.

Démonstration. Soit O le centre commun des deux cercles; soit
7 le rayon de celui auquel le polygone est circonscrit, et soit R
le rayon de l'autre. Représentons par @, &, ¢, ... les c6tés con—
sécutifs du polygone; et désignons leurs points de contact par A,
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B, C, ., Soit enfin P un point pris arbitrairement sur la cir—
conférence dont le rayon est R ; et représentons respectivewment par
@, B, 7, a. les angles PCA, POB, POC, ... parce que les
angles qui ont les cdtés perpendiculaires chacun & chacuu sont égaux,
les angles «, B, 7, ... seront aussi ceux que feraient les cét’s a,
b, c, .. du polygone avec une perpendiculaire indéfinie menée
OP, par le point O, de sorte gu'on aura, par un théoréme connu (*).

@Cos.04-£Cos B+ cCos - v =0 & (1)

Cela posé, les triangles POA , POB, POC, .... donnent
az:]i’-i-rz-—erCos.oc 5

BB —Ro4r'—orBCos b ,

2
PC =R+4r*—27ACos5y ,

e 2 % ¢ o o ® & o s & » s s 9

Prenant la somme des produits respectifs de ces équations par @,
b, ¢, .. et ayant égard a la relation (1), il viendra

PA 0P8 B4PC o e = (B ) atbdrod o) 5 (2)

équation dont le second membre est indépendant du point P, sur
la circonférence dont le rayon est #, comme Fannonce le théoréme
qui se trouve ainsi démontré,

Si le polygone était régulter , en représentant par 7-le nombre
de ses cotés, I'équation (2) deviendrait

(* Voyez, entre autres, la pag. 310 du XV.¢ volume du présent recueil.
J. D. G,
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I)_;z-*'ﬁ—B-‘—'—I-)Ez-l" ctaee '—‘IZ(BZ—I—I‘:) .

Si le point P était pris sur la circonférence méme du cercle ins-
crit , on aurait R=r, et conséquemment

PA .a-}-i)TBz .5—}—-1)_(]’ £ Fne=2r'(atb4-ct-.00)
et si, en outre le polygone était régulier , on aurait

I;:;z-i-i;Ez—l—-I-’-C-z—i— vers =207




