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II7RÉSOLUES.
rent en un même point , et prouve en outre qne le problème où
l’on proposerait de déterminer le point de l’espace dont les plans
polaires relatifs à cinq sphères données concourent en un même

point , est toujours impossible ou indéterminé. Si en effet ces cinq
sphères peuvent être toutes coupées orthogonalement par une sixième
sphère, tous les points de cette dernière résoudront le problème,
-et , dans le cas contraire, ce problème 3 sera impossible (*).

Solution du problème de géomètrie énoncé à la page
368 du XV.e volume du présent recueil ;

Par un ABONNÉ.

PROBLÈME. On donne l’une des faces latérales d’un tronc

de prisme triangulaire, la longueur de l’arête latérale opposée ,
la section du tronc par un plan perpendiculaire à ses arêtes la-

térales , et par suite le volume du tronc ; et l’on demande quelle
doit être la situation de l’arête latérale donnée de longueur, par
rapport à la face latérale opposée , pour que la somme des aires
des deux bases du tronc soit un minimum ?

Solution. Soient ABB’A’ la face latérale donnée et CC’ la pro-

jection orthogonale, sur le plan de cette face , de l’arête latérale

opposée, dans la situation qui convient au minimum de la somme

(*) M. Durrande , déjà très-gravement malade lorsqu’il nous adressa ce

qu’on vient de lire, nous avait annoncé la solution de deux autres pro-
bièmes de l’endroit cité. Ii a terminé sans carrière sans ravoir pu mettre

par écrit.

J. D. G.
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des aires des deux bases ; en menant CA , CB, C’A’, C’B’, les
deux triangles ACB , A/C/BI seront les projections des bases sur le
même plan. Soient D, DI les points ou la direction CC; rencon-
tre les cotés AB , A’B’

de ces bases ; puisqu’on connaît la section perpendiculaire aux arè-
tes latérales du tronc , il s’ensuit que , bien que les points C ,
C’ soient inconnus , on connaît néanmoins la droite DD’ ainsi que
sa distance à l’aréte latérale dont elle est la projection ; et, comme

les longueurs CC’ et DDI sont connues , il s’ensuit qu’on connaît

aussi la somme CD+C’D’=DD’2013CC’.
Prolongeons les côtés non parallèles AB, A’B’, jusqu’à ce qu’ils

se rencontrent en E. De ce point E , abaissons une perpendiculaire
EG sur DD/ ; divisons en outre l’angle DED’ en deux parties éga-
les, par. une droite qui rencontre DD’ en F ; imaginons enfin des
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points inconnus C , C’ des perpendiculaires CIl, C’H’ sur AB , A’B’.

Cela posé , il a déjà été démontré ( Annales, tom. XIII, pag.
I37) que , pour que la somme des aires des bases du tronc fût
un minmum, il fallait que l’arête dont la projection est CC,’ fût
tellement située, que les plans de ces bases fussent également incli-

nés sur le plan de la face latérale opposée ABB’A’ ; ce qui se ré-
duit évidemment à faire en sorte que les perpendiculaires CH ,
C’H’ soient de même longueur. Il s’agit donc de savoir de quelle
manière il faudra placer les points C , C’ ou seulement l’un d’eux
sur DD’ , pour que cette condition soit remplie.
Les triangles rectangles semblables DG E , DHC, d’une part ;

et les triangles rectangles semblables D’GE , D’H’C’ , d’une autre,
donnent

puis donc qu’on doit avoir CH=C/H/, on aura, en supprimant le
facteur commun EG,

c’est-à-dire ,

Mais , parce que la droite EF divise l’angle DED’ en deux parties
égales, on a

donc, à cause du rapport commun y
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d’où

c’est-à-dire ,

ce qui fournit la construction suivante :

Soient portés DD’ sur DE, de D en K, et CC’ sur KD de K
en L ; soit menée KF , et, par le point L, soit menée une parallèle
à. cette droite; cette parallèle rencontrera DD’ au point inconnu G ;
de sorte qu’on aura alors tout ce qui est nécessaire pour construit
le tronc de prisme..

Démonstration des deux théorèmes d’analise et de

géometrie énoncés à la page 64 du présent volume ,
et du théorème de géométrie énoncé à la page 344
du volume précédent ;

Par M. LENTHÉRIC , docteur ès sciences , professeur de
mathématiques et de physique au collège royal de
Montpellier.

A la ppge 373 du précèdent volume il a été démontré qu’en
adoptant les notations abrégées
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on avait

Si , dans cette formule , on pose m=x, p=2013I, et qu’on remette
en place des divers symboles les développements qu’ils représen-
tent, en supprimant ies facteurs communs aux deux termes des

diverses fractions résaltantes, il viendra

qui est, aux notations près, le théorème d’analise énoncé à la page
64 du présent volume. 

Avant de -passer à la démonstration du théorème de géométrie,
il nous faut d’abord construire quelques formules propres à nous
conduire à notre but.

Soit x l’angle au centre d’un polygone régulier de n côtés, de
telle sorte qu’on ait - nx=203C9; en désignant par m un nombre en- 
tier positif, plus petit que n, on aura comme nous l’avons dé-
montre (pag. 4I ). 

ou , parce que Cos.nmx=Cos.2m03C9=I et Sin.nmx=Sin.2m03C9=o ,
Tom. XVI. 16
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Ces équations ont lieu également lorsque m est plus grand
que n , pourvu qu’il n’en soit pas multiple. Si, en effet, on pose

m=qn+m’, où on ait m’m ; en substituant dans les premiers
membres des équations (A) et (B) , et observant que généralement

ces premiers membres deviendront

et seront nuls, par ce qui précède.
En désignant toujours par x l’angle au centre d’un polygone 

régulier de n côtés et par a un angle quelconque ; m étant un

nombre entier positif, non multiple de n, on trouvera en déve-

loppant

c’est-à-dire en vertu des formules (A) , (B)
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Cela posé, on sale, comme nous l’avons déjà observé ( pag. 4I),

que z étant un angle quelconque et p un nombre entier positif
quelconque , on a

pourvu qu’on arrête le développement dès qu’on ne rencontrera

plus d’arcs positifs, et que , lorsque p sera pair, on ue prenne
que la moitié du terme qui contiendra l’arc nul.

Mettant successivement pour z, dans cette formule , les termes

de la progression, a, a+x, a+2x, .... a+n2013I.x, on aura

ce qui donnera , eu ajoutant
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Si p est un nombre impair , non multiple de n , tontes les

lignes du second membre de cette équation seront nulles ,- en vertu
de la formule (C) ; de sorte qu’en remplaçant p par 203BB+I , on a

Si , au contraire, p est un nombre pair, les cosinus de la der- 

nière ligne seront tous égaux à l’unité, et au nombre de n 1 et 

leur coefficient commun sera

ou, en changant p en 203BB

Il faudra donc prendre n fois la moitié de ce coefficient , et mul-

tiplier le résultat par I 2p-I ou par I 2203BB-I ; ce qui revient à mul-

tiplier de suite ce coefficient , tout entier par n 2203BB. On a donc

En conséquence , si l’on fait successivement 03BB égal à o ? I ,

2 , 3 ,, ..... , on tirera des formules (D) et (E)
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Soit présentement une circonférence , dont C soit le centre et r

le rayon, divisée en n parties égales aux points PI, P2 , P3 , ...
Pn ; et soit 0 un point du pian de cette circonférence distant de

son centre de la quantité k. Soient menées les droites OPI , OP2 ,
OP3 , ...... OPn, et les rayons CPI , CP2, CP3 , ...... CPn ; soit x
l’angle de deux rayons consécutifs, et soit a l’angle que fait le

premier CPI avec la droite CO. Les triangles OCPI , OCP2, OCP3 , ...
OCPn , qui ont tous le côté commun CO, donneront
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En désignant par m un nombre entier positif, plus petit que n ,

- on conclura de là
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En vertu des formules (F) , cette équation devient

ou bien, en réduisant
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En développant les diverses puissances de k2+r2 , dans le second

membre , et réunissant les termes affectés des mêmes puissances
de k et de r dans le développement le terme général de ce dé-

veloppement , c’est-à-dire , le terme affecté de h2tr2m-2t sera

On eut en préparant convenablement les termes du coefficient,
faire en sorte que le facteur

leur devienne commun , et alors, en mettant ce facteur en évi-
dence, le terme général devient
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Mais si , dans la formule d’analise que nous avons démontrée au
commencement de cet article , savoir :

au moyen de quoi notre terme général se réduit à

de sorte qu’on a finalement

qui est précisément le théorème énoncé à la page 344 du précé-
dent volume, que nous nous étions proposés de démontrer.
En faisant m=I , on trouve

ce qui donne une expression bien simple de la somme des quar-
rés des droites menées aux Sommets d’un polygone régulier d’un
point quelconque de son plan , et montre que cette somme est la

même pour tous les points également distants du centre du po-
Tom. XVI. 17
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lygone, comme M. Sturm l’avait déjà remarque ( tom. XV, pag.
256 ).

Si le point O coïncide avec l’un des sommets du polygone
deux des droites OPI , OP2 , OP3, ..... OPn en sont des côtés

et les autres sont des diagonales ; mais alors k=r; en désignant
donc par c l’un des côtés du polygone et par dI , d2 , d3 , .....

dn-3 les diagonales menées d’un sommet à tous les autres, un aura

d’où

Si, par exemple , il s’agit de l’hexagone régulier , ou n=6 et
c=r , on aura 

mais ici l’on a d2 = 2r et d3 = d1 ; donc

ou

comme on doit l’avoir en effet.

THÉORÈME. Un polygone quelconque étant circanscrit à un
cercle, et un autre cercle étant concentrique à celui-là ; la somme
des produits des côtés du polygone par les quarrés des distances

d’un point quelconque de la circonférence du second cercle aux points
de contact de ces côtés avec le premier, est une quantité constante.

Démonstration. Soit 0 le centre commun des deux cercles ; sort
r le rayon de celui auquel le polygone est circonscrit, et soit R

le rayon de l’autre. Représentons par a , b , c, .... les côtés con-

sécutifs du polygone ; et désignons leurs points de contact par A,
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B , te, .... Soit en1in P un point pris arbitrairement sur la cir-
conférence dont le rayon est j3 ; et représentons respectivement par
03B1, 03B2, 03B3 , ...... les angles POA , POB , POC , ..... parce que les

angles qui ont les côtés perpendiculaires chacun à chacun sont égaux,
les angles a , 03B2, 03B3 , ...., seront aussi ceux que feraient les côtés a ,
b , c , .... du polygone avec une perpendiculaire indéfinie menée à
OP , par le point 0 , de sorte qu’on aura, par un théorème connu (*).

Cela posé, les triangles POA , POB y POC , ..... donnent

Prenant la somme des produits respectifs de ces équations par a ,
b, c, ..... et ayant égard à la relation (1), il viendra

equatiorl dont le second membre est indépendant du point P , sur
la circonférence dont le rayon est R, comme l’annonce le théorème

qui se trouve ainsi démontré.
Si le polygone était régulier , en représentant par m le nombre

de ses côtés, l’équation (2) deviendrait

(*) Voyez, entre autres, la pag. 31o du XV.e volume du présent recueil.
J. D. G.
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Si le point P était pris sur la circonférence même dtt cercle ins-
crit, on aurait R=r , et conséquemment

et si, en outre le polygone était régulier , on aurait

QUESTIONS PROPOSÉES.
Théorème de trigonométrie.

SOIT un triangle sphérique quelconque ABC , et soit P un point
de la sphère disposé d’une manière quelconque par rapport à ce

triangle. Soient en outre A’ , B’ , C’ respectivenlent, les points où
. les côtés BC, CA, AB, sont coupés par les arcs de grands cercles
AP , BP, CP. On propose de démontrer que 


