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LOIS GENERALES DES POLYEDRES. 1

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Becherche de quelques - unes des lois gencrales qui
régissent les polyédres ;

Par M. GERGONNE.

s e e s e e e

DANS la VIIL® note de ses Elémens de géométrie, M. Legendre
a déduit du théoréme d’Euler , sur les polyédres , quelques con—
séquences extrémement piquantes , pour la plupart. Mais cet illustre
géométre parait avoir négligé de remarquer qu’excepté quelques
théorémes , tels, par exemple, que celui d’Euler, dans I'énoncé des—
quels le nombre des faces et celui des sommets figurent de la
méme maniére , il n’est auncun théoréme de ce genre auquel il ne
doive inévitablement en répondre un autre, qui s’en déduit en y
permutant simplement entre cux les mots jaces et sommets (*).

) (*) On peut consulter sur ce sujet le IX.® volume du présent recueil
( pag. 321—345). : .
Tom. XV. ' 22
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La vérité de cette assertion s’apercoit sur-le-champ , en imaginant,
ans l'espace , une surface quelconque du sccond ordre, disposée
d’une maniére quelconque par rapport & un polyédre donné, quel
qu’il soit, et en supposant qu'on ait déterminé les polaires con—
ruguées ou réciprogues de ses arétes, par rapport & cette surface.
On voit, en eflet, que les polaires des cotés d’'une méme face con—
courront en un méme point , pole de cetie face , et que les
polaires des arites d’'un méme sommet serent , dans un méme plan,
plan polaire de ce sommmet; d’ol 'on voit que ces droites seront
les arétes d’un nouveau polyédre, ayant autant de sommets que
lautre a de faces et autant de faces quiil a de sommets; et dans
lequel , en outre, chaque sommet aura autant de faces que la face
correspondante du premier avait de cotés , et chaque face autant de
cdtés que le sommet correspondant du premier avait d’arétes. 11
est manifeste , de plus, que le premicr des deux polyédres dépendra
dn second de la méme maniére que le second dépendra du pre-
mier ; de sorte qu'on pourra les considérer comme conjugués ou
réciprogues I'nn de lautre. Suivant donc que l'un des deux sera
possible ou impossible , l'autre le sera également.,

Cette seule considération suflit pour montrer que des théorémes
de M. Legendre il en résulte nécessairement quelques autres et pour
indiquer en méme temps la maniére de les ddmontrer ; mais , en
y réfléchissant mieux , nous avons reconnu qu’on pouvait, par un
procédé tout-d-fait simple et uniforme, parvenir & un nombre illi-
mité de tels théorémes. Nous nous bornerons ici & établir les plus
remarquables d’entre eux, ce qui suffira pour mettre sur la voie
de la recherche des autres ceux d’entre nos lecteurs que ce sujet

poarra intéresser.

Rappelons d’abord le théoréme d’Euler qui est le fondement de
toute cette théorie :

L. Dans tout polyédre, la somme du nombre des faces et du
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nombre des sommets surpasse constamment de deux uniiés le nombre
des arétes (*).

En représentant donc par F le nombre des faces, par S le
nombre des sommets et par 4 le nombre des arétes d’un polyédre

quelconque, on aura
F4+S—=A+4=2 . (1)

Soient ensuite représentés respectivement par 2, &,¢c, d,..., le
1 ™, NG ¢ c. 4 o “
nombre des faces trigones , tétragones , pentagones , hexagones , ......,
etpar @, B, 7,8, ww., le nombre des sommets triédres , tétraédres ,
pentaédres , hexaédres .. .. ; on awra d’abord évidemment

F=a+b+ctdtetf+om
S=x4-pty+dF e+ s

(2)

En outre, comme chaque aréte appartient 4 la fois 4 deux faces
et se termine & deux sommets, il s’ensuit qu'en comptant , soit le
nombre des cOtds de toutes les faces, soit le nombre des arétes de
tous les sommets , on compte deux fois le nombre total des arétes

du polycdre ; de sorte qu’on doit encore avoir

2A=3a44+5c+6d+-e48f+.....
24 =3a+43+5y+6047: +8L+4.....

©)

Substituant les valeurs (2) de F et §, et tour & tour les deux
valeurs (3) de A dans l'équation (1) , on obtiendra les deux

suivanles ;

(*) On peut consulter , sur I'historique et sur la démonstration de ee
théoreme , le IiL® volume du présent recueil (pag. 169—189 ).
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5 (a+§+~,+8+s+.....)——4—!—a+25+ ct-4d4-5e+....

_ )
2(a4-bActdded ) =44at2B4-3y 4845 .

desquelles seules nous allons déduire tant les théorémes de M. Le-
gendre que tous ceux CIHB nous nous somines PI‘OPOSéS d’y ajouter.
D’abord , ces deux équations peuvent étre écrites ainsi

atctetgto=2{(x+3+y 4. )—2—(4c)—2(d+e)—3(fHg)—} »
afyterta=2{(a+b+c+.)—2—@F1)— 24 )=3(E4n) —) 5
d’our il snit que

1. Dans tout polyédre , les 1. Dans tout polyédre, les som-
Sfaces d'un nombre impair de cétés  mets d'un nombre impair daréles
sont loujours en nombre pair. sont toujours en nombre pair.

Entre ces mémes équations (4) , on peut éliminer tour & tour
aeta, betfP,cety,.. Nous nous bornerons a examiner ce
qui résulte des quatre premiéres €liminations.

Si d’abord on élimine tour a tour ¢ et «, 1’dlimination de &
entrainera celle de J, et I'élimination de « entrainera celle de 4;
on aura

3a+2@+y;12+(s+25—]—3?+...)+2(5+2c+3(]+....) ) E -
3at-2btc=124(e+2/4+3g4.)+2(B+291304.) 5

d’ott résultent les conséquences que voici ;
q q

WL I/ n'existe aucun polyédre L. 17 n'existe aucun polyédre
dont tous les sommets atent plus dont toutes les faces aient plus de
de cing arétes. cing edtés. ‘
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IV. Un polyédre qui n’a ni
sommels tétracdres , ni sommels
pentaédres , doit avoir au moins
quatre sommets tricdres.

Y. Un polyédre qui n’a ni
sommets iriédres , ni sommets
pentaédres , doit avoir au moins
six sommets téiraédres.

VL Unr polyidre qui n'a ni
sommets iriédres , ni sommets
tétraedres , doit avolr au moins
douze sommetls pentaidres.

VIL. 87 un polyédre, dont toutes
les faces sont trigones , n’a que
des sommets tricdres et des som-
mets hexaidres, il en aura né-
cessairement quaire de la premiére
de ces deux sortes.

VIill. 87 un polyédre , dont
toutes les _faces sont irigones , n'a
que des sominets tétraédres et des
sommets hexaédres , il en aura
nécessairement siz de la premiére
de ces deux sortes.

IX. 8¢ un polyédre o faces
trigones n'a qz;e des sommets pen-
taédres et des sommets hexaédres ,
Il en aura nécessairement dovze
de la premiére de ces deux sortes.
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IV. Un polyédre quin’ani Saces
1étragones , ni faces pentagones ,
doit avoir au moins quatre faces
trigones.

V. Un polyédre gui n'a ni faces
trigones , ni faces pentagones ,
doit avoir au moins siz faces té-
tragones.

VL. Un polyédre qui n’a ni faces
trigones , ni faces tétragones ,
doit avoir av moins douze faces
pentagones,

VIL. 8¢ un polyédre , dont ious
les sommets sont tricdres , n'a
que des _faces trigones et des faces
hexagones , il en aura nécessai-
rement quaire de la premicre de
ces deux sortes.

VIIL 87 un polyédre , dont tous
les sommmets sont iriédres , n'a
que des faces tétragones et des
Jaces hexagones , il en aura né-
cessairement six de la premiére de
ces deux sortes.

IX. 87 un polyédre & sommets
tritdres n'a que des faces penta-
gones et des faces hexagones , il
en aura nécessairement douze de
la premiére de ces deux sortes.

Si, entre les denx mémes équations (4) , on élimine une quelconque
des deux quantités ¢ et «, lautre disparaitra aussi, et il viendra
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a+t-oa=54(c+2d+3e+....)+(y+ 28434 ...0)
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()

ce qui conduit aux conséquences que Voici :

X. Un pelyedre ne saurait éire privé ¢ la fois de faces trigones
et de sommets friédres. Il faut méme que le nombre tant des wuns

gue des aulres ne solt pas moindre que huit,

XL Tout palyédre gui n'a pornt
dz jaces trigones a au moins fuit
sommels iriédres.

XI. S/ un polyidre & faces
téiragones n'a que des sommets
triédres et des sommets téiraédres
7l en aura nécessairement huit de
la premicre de ces deux sortes.

XL Tout polyédre qui n'a point
de sommets triédres a aw moins
huit jfaces trigones.

XIL. 87 un polyédre @ sommets
téiracdresn'a quedes facestrigones
et des faces tétragones ; il en aura
nécessairement huit de la premiére
de ces deux sortes.

Si, entre les deux mémes équations (4), on élimine tour & tour

¢ et y, il viendra

fat2bAa=2042(d42e+ 3/ gt )+ (25459 + 834 11 4-..) )
fat-28+a=2042(042:4 35+ 414 )+ (2504 5c+-8d+-11e +..) S '

=

ce qui conduit aux conséquences que voici :

XI. 87 un polyédre n'a ni
Jaces trigones ni faces iétragones ,
il aura au moins vingt sommets
iriédres.

XIV. 87 un polyédre a jfaces
pentagones n'a que des sommets
tricdres ,ces sommets seront néces-
sairement au nombre de vingt.

XIL 87 un polyédre n'a ni
sommets Iriédres ni sommets {é—
traédres , il aura au moins vingt
Saces trigones.

XIV. 87 un polyédre & sommets
pentaédres n'a que des jfuces tri-
gones , ces faces seront nécessar-
rement au nombre de vingt.

Nous ne pousserons pas plus loin cette analise qui , comme on le
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le voit, ne saurait oflrir de difficulté , et nous observerons sculement
quil en résulte quil ne saurait exister que cing sortes de polyédres
dans lesquels toutes les faces se trouvent avoir le-méme nowmbre
de cités et tous les sommets le méme nombre d’arétes (*); ce sont :

Le téraedre ou tétragone , qui a quatre faces trigones , quaire

sommels triédres et six aréifes.

L’hexaédre octogone , qui a L’octaédre hexagone , gui a
six jfaces 1élragones , huit som—  siz sommels tétraédres, huit faces
mets triedres et douze arétes. trigones et douze arétes.

Le dodécacdre icosagone , qui L’icosatdre dodécagone , qui a

a douze faces pentagones , vingt douze sommets pentaédres, vingt
sommels triédres et trente aréies.  jfaces irigones et trente arétes.

De 1d on conclura que, sil y a des polyédres réguliers, ils ne
sauraient étre qu’au nombre de cing (**), & moins cependant qu’on
ne veuille y comprendre la sphére considérée

Comme lerminée par une infinité de tétragones infiniment petits,
et par une infinité de sommels tétraédres

Comme terminée parune infinité Commeterminée par uneinfinité
d'hexagones infiniment petits , et de trigones infiniment pelits , et
par une infinité de sommets trié-  par une infinité de sommets hexaé-
dres. dres.

Ce qui en porterait alors le nombre & huit.

Terminons par la recherche des limites entre lesquelles doit se

trouver compris soit le nombre des faces , soit le nombre des sommets
d’'un polyédre dont le nombre des arétes est douné. Le rappro-

chement des équations (2) et (3) doune

24—a2F=b+42c43d44e4uuu. Z

®)
2A4—28=p+2y4+3d +4e e ; 5

(") Voyez Par’icle du tom. IX déja cité.
(1) Consultez, sur la possibilité de ces polyédres, le tom. III, pag. 233,
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En éliminant F de la premicre de ces équations et 5 de la seconde,
au mozen de I'égquation (1), il viendra

38—A=6+4b42c43d} fe+.ns ,
35— A=64f4294304 et ©

~ Les seconds membres des équations (8) peuvent fort bien étre
nuls ; mais ils sont, dans tous les cas, plus grands que —i1 ; et,

(9)

quant aux seconds membres des équations (9) , ils peavent fort
bien éire égaux & G ; mais ils seront , dans tous les cas, plus grands

que 5. On a donc

2A4—3F>—1 , 38§—A4>5,
2438 >—1 ; SF—A>5 ;
dol \
> 445,
3F ou 38
<z244v

Les signes > et < excluant I'égalité ; c’est-d-dire ,

XV. Dans tout polyédre , le triple du nombre , soit des faces ;
sort des sommels , est toujours plus grand que le nombre des aréies
augmenté de cing unités , mais plus petit que le double de ce méme
nombre d'arétes augmenté d'une unite.

Emee—— — ———————




