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RESOLUES. 123

Seconde solution , présentant la démonstration dun
theéoréme ;

Par M. W. H. Tavrsor , membre de la société philosophique
de Cambridge (*).

[a Sa Vs S Vo “h Sle %o V]

L AVANT d’entrer en maii¢re , nous rappellerons d’abord un
théortme triés-connu , et gui se trouve , en particulier , démontré
a la page 269 du XIIL® volume du présent recueib , lequel consiste

(*) Pour faciliter lJa comparaison entre cette solution et la précédente, nous
avons cru convenable d'y introduire les mémes notations. J. D. G.
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en ce que Vaire de toute figure fermée quelconque , tracde sur la
surface convexe d'un céne droit , multipliée par le sinus tabulaive
de langle générateur du céne , donne un produit égal & Paire de
la projection de cette figure sur un plan quelconque perpendiculaire
a laxe.

IL. Avant de nous occuper du probléme proposé , occupons-nous
d’abord de la solution de celui-ci: Connaissant langle générateur
d'un céne droit , la distance du sommet & laquelle son axe est
rencontré par un plan qui le coupe et langle que fait le plan
coupant avec Taxe, déterminer les dimensions de la section qui
en résulte ? 4 _

Concevons que le plan de la figure (fig. 11) soit le plan con-
duit par I'axe, perpendiculairement au plan coupant. Soient « I'angle
générateur du cone, % la distance de son sommet au point ot le
plan coupant rencounire son axe , et (3 l'angle que fait ce plan
axec laxe.

Soient S le sommet de ce cdéne, SCD la direction de son axe
SGA et SBH les droites suivant lesquelles sa surface est coupée.
par le plan de la figure , GCH lintersection du méme plan avee
le plan coupant , et enfin ACB son intersection avec un plan conduit
par le point C perpendiculairement’ & I'axe ; GH sera alors le pre-
mier axe de la section, et si, sur AB comme diamétre , on décrit
un demi-cercle coupant l'axe en D, CD= CA = CB=/Tang.a sera
évidemment V'ordonné correspondant aux deux segmens CG et CH
de ce grand axe. '

Ces choses ainsi entendues , les deux triangles SCG et SCH
donnent

Sin.a Sin.e

CG= .m, Cﬂﬁk.mi

si donc on représente par 2« la longueur du premier axe, on aura
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20=CG+CH=/} 22 Sin. | = __SinaCos.aSin.g _
Sin.(84-«) Sin.(g—x) Sin.(84«)8in,(t—«) ’
d’ott

=7 Sin.«Cos.«Sin.3
= Sin et Sina—ay

En ontre , en représentant par 24 le second axe , on devra avoir
d'ot

substituant donc , et extrayantla racine quarrée , on trouvera

3 Sin.«Sin.s
= S Graen =

b
Si ensuite on désigne le paraméire par p, on aura,, comme l’on sait,
253 .
p= — =2kTang.aSinfB .
7

Désignant encore par e l'excentricité, on aura
Sin.2aSin.28Cos.> 8
Sin2(8-f-#)Sin.2(g=w) ’

e=a'—b =k,
d'ott
o= Sin.«Sin.s8Cos.8 .
7" Siny(84-w)Sin.(4=—w) ’
d'aprés quoi le rapport de l'excentricité au demi-grand axe sera

Gos.B
Cos.a

e
- .
a

8i l'on désigne par ¢ la distance d’'un sommet au foyer le plus

voisin , on aura
Sin.a8in.A(Cos.«~=Cas.8)

c=aeczsk, = ,

Sill.((3+u)3in-(13-'cﬁ)

ou encore
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k Sin.aSin.8
= —

2’ Cos. 3 (8~-a)Cos. ; (£=—x) ‘

Dans la recherche de toutes ces formules, nous avons tacitement
supposé que la section dtait elliptique, ou qu’on avait 3> o ; mais
elles subsisteraient eucore si la section était hyperbolique ou para-
bolique ; il arriverait seulement , dans le premier cas, que & scrait
imaginaire , et dans le sccond que @, & et ¢ seraient infinis.

Nous avons donc complétement résolu le probléme que nous
nous étions proposé, et des formules que nous avons obtenues , il
serait aisé de conclure la solution de ce probléme inverse : Par
guel point de laxe d’'un céne droit et sous quel angle Jaut-il con-
duire un plan , pour qu’il en résulte une section conique de di-
mensions données ?

II. En nous occupant de la question proposée , nous avons ren -
contré un théoréme assez curieux , que nous allons préalablement
démontrer, et que Von peut énoncer comme il suit:

THEOREME. Si lon projette orthogonalement , sur un plan
quelcongue perpendiculaire & laxe d'un cone droit , une section plane
quelconque faite dans ce céne , le point dintersection de son.axe
avec le plan de la projection sera le foyer de cette projection (*).

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est trés-facile &
déduire des formules précédemment obtenues. En désignant, en effet,
par 24’ et 20/ les deux axes de la projection, nous aurons

a’=aSinp , b=b ;
c’est-d-dire, en substituant,
Sin.«Cos.48in.28 Sin.«Sin.8

'=k. - b=Fk. .
a=~ Sin.(A44)3in.(8—e) ’ Y/ Sin.(B-) Stk (Bmme)

(*) 1l serait curieux d’examiner si, en projetant obliquement une section -
faitedansun cone oblique , sur le plan de sa base , par des paralliles a la droite
qui joint son sommet au centre de cette base , ce centre ne scrait pas le foyer
de la projection. J. D. G.
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En désignant donc par ¢/ Uexcentricité de ceite projection, nous aurous
Sin,4«Sin.28Cos,28

e”=a”-—-5"= 3, - - .
k Siu.?(84-«)Sin.2(B—z) *
d’'on ‘
. . ,
=k Sm.mSm.‘BCos.A3 . et e - :I:ang.cz .
Sin.(A~-=#)Sin.(8—«) al Tang.s

Si ensuite on représente par ¢/ la distance d’an sommet au foyer le

plus voisin , on aura .
Sin.«Sin.2 .
d=ag'—e'=k., ——— =CGSin.B ;
Sin.(8}-4)
cette distance sera donc la projection de CG sur le plan dont il
s'agit; or, la projection de G scra le sommet de la courbe ; donc

le point C en sera le foyer.

IV. Venons présentement 3 la question qui a été proposée ; et remar~
quons d’abord que , comme l'on sait déterminer la surface convexe et le
volume du demi-cone dont 'onglet fait partie, toute la question se
réduit 3 savoir évaluer la surface convexe et le volume de ce qui
reste de ce demi-céne lorsqu’on en a retranché Ponglet. Il ne s’agit
méme que de la seule évaluation de la surface convexe de ce corps ;
car, pour en avoir le volume, il suffit évidemment de multiplier
cette surface par le tiers de la perpendiculaire abaissée du centre
de la base du coéne sur l'nne quelconqile de ses arétes , laquelle a
pour expression ASin.c.

Mais , d'aprés ce que nous avons remarqué (T) , pour avoir l'aire de
cette surface, il suffit de diviser par Sin.x Vaire de sa projection qué
nons venons de voir étre une section conique dontle foyer est en C;la
question se trouve donc ramenée a déterminer l'aire d’'un segment de
section conique qui a pour corde le paramétre.

. - T, Ce s
Or, il est connu que, — désignant le rapport de l'excentricité au
n

demi-grand axe, et 4/ ce demi-grand axe , l'aire d'un tel segment cst,
pour Uellipse ,
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a’* g;‘u‘c (COS.: I—)—-— . } Vit ’ '
n nl n .
et pour hyperbole ,

n§ Vien P Vien |
o { VT g (oty i) | V8
uant 4 la parabole, en représentant par ¢/ la distance du sommet au
q P » P p
foyer, 'aire du pareil segment sera
Yer, P g

4 /2
16‘

en mettant donc , dans ces trois formules ; pour a’ et¢/, les valeurs
déterminées ci~dessus , et observant qu'ici

2

al
n= - =Tang.fCot. ,
on aura l'aire du segment , pour les trois cas, en fonction des données
du probléme. Le quotient de sa division par Sin.x donnera la surface
convexe de ce quireste du demi-céne lorsqu’on en a retranché 'onglet.
Cette surface retranchée de celle du demi-céne sera donc la surface
convexe de l'onglet , dont on obtiendra ensuite le volume , en la mul-
. - . ) 4 . * ’ N
t}Phant par + ASima (*).

s

(*) M. Talbot a aussi traité la question par le calcul intégral ; mais les
développemens présentés sur ce sujet par M. Stein reundent superflue cette
partie de son travail. J.D.G,



