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ELLIPSE ET ELLIPSOIDE. = =223

GEOMETRIE.

Démonstration géomélriqgue de diverses proprielés de
lellipse et de lellipsoide ;

Par M. J. B. DurranpE , professeur de physique au
collége royal de Cahors.
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THE OREME 1. Parmi tous les quadrilatéres inscrits & une
méme ellipse , le PARALLELOGRAMME CONJUGUE , c'est-d dire ,
le quadrilatére inscrit dont les sommets sont aux exirémités de
devx diamétres conjugz)és , est celui dont laire est un maximum ;
et , parmi tous les quadrilatéres circonscrits,le PARALLELOG6BRAMME
CONJUGUE , c'est-d-dire , le quadrilatére dont les points de contact
sont qux extrémités de deuw diamétres conjugués , est celui dent
laire est un minimum,

Démonstration. Soit projetée orthogonalement Pellipse, sur un
plan paralléle & son petit axe, et tellement incliné, par rapport
au sien , que les projections de ses deux axes soient de méme
longueur ; la projection sera dés-lors un cercle ; et la projection
de tout quadrilatére inscrit ou circonscrit sera un quadrilatére ins~
erit ou circonscrit au cercle ; de plus, les aires de deux quadri-
latéres quelconques , inscrits ou circonscrits a I'ellipse seront entre
elles dans le méme rapport que celles de leurs projections..Donc,
le plus grand quadrilatére inscrit et le plus petit quadrilatére
eirconscrit & lellipse-seront ceux dont les projections serent le
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plus grand quadnlatire inscriv et le plus petit quadrilatére cir<
conscrit au cercle; or, il est connu, etil est d'ailleurs tres-facile
de démontrer que ces derniers sont des quarrés ; et comme d’ailleurs ,
dans le cas actuel , les parallélogrammes conjugués , inscrits et
circonscrits , sent les seuls dont les projections puissent étre telless
il en résulte qu’eux sculs peavent étre mazimums et minimums.
Coroliaire. 1l suit d¢ la, entre autres conséquences, que , parmi
toutes les ellipses circonscrites oun inserites & un méme parallélo-
gramme , Pelliipse circonscrite de telle sorte gu’elle ait pour diamétres
conjugués les deux diagonales du parallélogramme , et Dellipse
inscrite de maniére gu’elle ait pour diamdctres conjugués les droites
qui joigoent les milienx de ses c6tés opposés sont, Ja premiére
minimum ct la seconde maximum.

THEOREME 11. Parmi tous les octalddres hexagones inscrits
& un méme ellipsoide , de telle sorle que leurs sommets soicnt.
les exirémités de irois diamétres de Pellipsoide , IOCTAEDRE
CONJUGUE , c'est-a-dire , loctaddre inscrit dont les sommets sont
les extrémités de trois diaméires conjugués , est celui dont le
volume est un maximum ; el , parmi tous les hexabdres octogones
circonserils , de lelle sorte que leurs points de contact soient les
exirémités de trois diaméires de Uellipsoide , THEXAEDRE CON=
JUGUE, c’est-d-dire , lhexaddre circonscrit dont les points de
contact sont les exirémités de trois diaméires conjugués , est celui
dont le volume est un minimum. ’

Démonstration. 1> Si, parmi les octaédres hexagones inscrits,
dont les sommets sont les extrémitds de trois diametres de Vellip-
soide , I'octaédre conjugué n’était pas le plus grand, il favdrait
que , dans Voctaddre maximum inscrit , deux au moins des diz-
gonales ne fussent pss conjuguées Fune & Pautre, et ne fussent pas
conséqnemment des diamétres conjugués de la section elliplique
qui les conticat. Or, te plan de cette section divise I’octaédre en
dcux pyramides quadrangulaires de méme "hauteur , ayant base
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commune , laquelle ne scrait pas.( Théoréme 1. ) le pl.: .14
quadrilatére inscrit & Uellipse ; en lui substituant donc ce Pieo grand
quadrilatére inscrit , et en conservant d'allears-les méines scumets s,
en obiicidrait un nouvel octaedre inscrit, composé de deux py.
ramides de ‘méme hautéur que les premitres , mais :d’une plus
grande base, et consequemment d'un plus grand volume ; cet oc~
taédre serait donc plus. grand que le premier, qui-par conséquent
ne saurait ¢tre Voctaddre maximum. )
. 2.° .Si, parmi les hexaddres octogones -ciroonscrits , dont les
points de contact sont les extrémités. de trois diamatres.de Lellip-
soide , I'hexacdre conjugné n’était pas le plus petit, il faudrait
que dans I'hexaédre minimum circonscrit , deux au moins des droites
qui joignent les points de contact opposés ne fussent pas-conjugudes
Yune 3 Tautre , et ne fussent pas conséquemment deux diamétres
conjugués de la section elliptique ,qui les, contient. Or, le: plan
de. cette section divise I'hexaddre total en deux hexaédres partiels
de méme hauteur , ayant base communec, laquelle ne serait pas
(. Théoréme 1) le plus petit quadrilatére circonscrit & Tellipse ; cn
lui substituant donc ce plus petit quadrilatére circonscrit , et en
conservant d’ailleurs. les plans des deux -faceshde T'hexaddre total
qui lui sont parailéles , on obtiendrait un nouvel hexaédre circons=-
crit , composé de deux hexaédres partiels de méme hau:leur‘ que
les premjers,' mais d’une moindre base, et conséquemment d’un
moindre volume ; cet hexaédre serait donc moindre que le pre-
aier, qui par conséquent ne saurait étre I'hexaddre minimum.
-Co(ollaire. Il résulte de la , 1.° qu’entre tous les ellipsd’idéé
circonscrits 3 un méme hexaddre octogone , dens lequel les trois
diagonales se coupent au méme point par leurs milieux, le plus
petit est celui qui a ces trois diagonales pour diamétres conjugués;
2.° qu’entre tous les ellipsoides inscrits 3 un méme hexaédre oc-
togone , i Taces paralléles , le plus grand est celui quil a pour

diamétres conjugués les droites qui joignent les centres des faces
opposées de cet hexaédre.
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THEOREME III. I y a toujours une infinité de triangles
soit inscrits , SOit circonscrils & une méme ellzpse, tous équwa—
lens enire eux, tels que le centre de gravité de leur surface coincide
avec le centre-de lellipse. Les inscrits sont waximums ef les cire
conscrits minimums, entre tous les triangles inscrils et circonscrils
@ cette méme ellipse.

Démonstration. Soit encore pmjet’ée orthogonalement I'ellipse,
de telle sorte que sa projection soit 'un cercle le’ centre- de ce:
cercle sera la pro]ecno‘n de son centte; et la pro;eehon de tout
mangle mscmt ou- cnmonscrn A I’e‘lhpse sera uh triangle inserit o
circonscrit au cerele , en outre , le rappart des aires dc deux
‘mangles inscrits ou circonserits 3 Pellipse sera le méme que-celui
des aires de leurs projections ; enfin, la projection da eentre de
gravité de Vaire ! dechacan’ "de ces trxangles sera Ie centre de
gravité'de laire de’ s’ pro;ecuon. Co

Cela posé, soient inscrits. ou circonscrits au eercle , Pprojectiow
de Deliipse, tant de triangles équilatéraux qu’on voudra, ils seront
tous égaux , et auront tous pour centre commun ‘de gravité le
centre méme de ce cercIe Tes’ tna‘ngles mscms ou eirconserits i
lelllpse dopt nls seront a pro;equon seront donc tous équivalens.
et auront aussi leur centre commun de’ gravité au centre méme
de cette ellipse ; ce qui démontre déja la premicre partie du:
lhwreme, En outre, comme il est connu et d’ailleurs facile de-
demomrer que le tnang]e cqullateral est 2 la fois le plus grand
de tous lés triangles inscrits et le plus petit. de tous les triangles.
circonscrits 3 un méme cercle; il Sensauit que nos triangles inscrits.
et circonscrits 2 Vellipse , dent ceux-ci seront les projections, seront
les premiers maximums. et les derniers minimums , entre tous les;

trxang]es inscrits ou c:nonscmts ala meme courbe.

Corollaire. I résulte de la qpe » parmi toutes les ellipses.
circonscrités et mscrltes 4 un méme - triangle , celles dont le
centre coincide avec le centre de gravit¢ de laire du tuangle
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sont , les premidres minimums . et les derniéres maximurns - *).
‘Remargués 1. Lorsquon veut construife un tr.mngle inscrit
mazimum , on peut prendre un de ses sommets ®n un point quel-
conque de la courbe ; et alors il suffit de prendre; pour le cété
opposé , la corde qui, coupant le diamétre qui part de ce sommet
aux trois quarts de sa longueur, est parallcle au conjugué de ce
dmmetre‘ d’oti 'on voit que 'la tangente menée & la courbe par
‘chacun des somniets d’un ‘tel tr:ang]e est” perallelé av cété opposé.

I1. Lorsqu'on veut consttuire un triangle circonscrit minimum,
on peut prendre pour diection ‘de I'un des c6tés -une tangente
que]conque 3 la courbe ; et alors il suffiz de prendre pour sommet
opposé Pextrémité du éhamétre qui part du point de contact, prolongé
hors tde lelilpse d’une qnamlte “dgele 3 la moitié¢’ de sa longueur;
d’ot1 T'on voit que la corde’de contaét’ de P'un des angles d’un
‘tel triangle est paralele au "¢6té qui lui est’ opposé.

I11. Il résulte de I3 que si deux triangles’ sont , I'un inscrit et
P'autre circonscrit & une méme ellipse, de telle sorte que les sommets
de Vinscrit soient les points de contact du circonscrit ; si¥inscrit
est mazimum ', le circonscrit sera minimum ; et réciproquement ;
et les cotés de ces deux triangles seront paraliéles chacun 3 chacun,
de maniere qu’ils seront semblables. ’

, ;

THEOREME 1V. 1! y a toujours une infinité de tétraidres
soit Inscrits, soit circonscrils & un méme ellipsoide’, tous éguivalens
entre eux , tels que le centre de gravité de leur volume coineide
avec le cenire de Uellipsoide. Les inscrits sont maximums ef les
‘¢irconscrits minimums , entre ious les iéiraédres inscrits et cir=
conscrils & ce méme ellipsoide.

= p———

@) Le Théoréme I et celui-ci peuvent servir de complément au DMémoire
de M. FERRIOT, inséré a la page 240 du IL¢ volume de ce recueil.

! : Jn Do Go
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Démonstration. 1.* Soit pris pour 'un des sommets d’un tétratdre-
inscrit & Dellipsoide un quelconque des points. de cette surface Soit
déterminé le plan. de la. face opposée de telle sorte que, coupant
le. diamétre qui part. de ce sommet aux deux. tiers de sa longueur.,
il soit paralléle au plan. conjugué i ce diamétre. Soit inscrit a la
section elliptique déterminée par ce plan.dans. Vellipsoide un triangle-
tel que le centre de gravit¢ de sa_surface coincide avec le centre.
de Vellipse ; ce qui se pourra. ( Théoréme I1I') d’une infinité, de
maniéres différentes ; en considérant. ce triangle comme la - face-
opposée du tétraddre , il est visible que le centre de Vellipsoide:
se trouvera aux. trois quarts de la. droite menée d'un sommet de
_ce tétraédre au centre de gravité de laire de, la face opposée ; cest-

-a-dire,, au centre de .gravité méwe. du volume du tétraddre ; et
comme, dans cette construction., 'un des sommets est arbitraire,
et qu'en outre le triangle qui forme la. face opposée- peut. éire-
construit d'une infinité de maniéres différentes ; il. s'ensuit- qu’en.
effet il existe une infinité de tétraédres inscrits; tels que le centre-
de gravité de leur volume coincide- avec-le centre de I'ellipsoide..

2.° 1l est facile de se convaincre ,. en second. lieu, que tous ces.
tétragdres sont. équivalens. En effet. , si l'on en considére deux.
quelconques , ils auront ou n’auront pas un sommet commun. Dans.
le premier cas, leurs bases. seront deux triangles inscrits 4 une.
~méme ellipse , ayant- pour centre commun de gravité le ceantre-
- méme de eetle courbe; ces triangles seront donc équivalens (Théor. 111 ) ;.
“les deux. tétraédres auront donc méme hauteur et bases équivalentes ,
et par conséquent ils seront. eux-mémes équivalens..

Si les deux tétradédres.n’ont aucun sommet commun, ils n’auront:
pas non plus deux. faces sitnées dans un méme plan, et consé-
quemment les plans des.faces opposées a deux sommets quelconques..

~se couperont ; les sections elliptiques déterminées par ces plans auront:
donc deux points communs ; on pourra.donc prendre 1'un de ces points.

pour sommet commun de.deux. triangles inscrits 3 ces . ellipses de

telle sorte que. leurs. ceatres de gravité respectifs coincident avec-

les.
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les centres des deux courbes. Ces triangles étant ( Théoréme 1)
équivalens aux deux faces que nous considérions d'abord , ils pour—
ront leur étre substituds, sans qu’il en résulte aucun changement
dans les volumes des deux téiraédres ; mais les deux tétraddres
résultans, se trouvant alors avoir un sommet commun, i [|inter-
section des deux ellipses, devront, par ce qui précéde, étre équi-
valens; doti il suit que les premicrs devaient I'étre également.
3.° Enfin, chacun de ces tétraédres est un meaimum , entre
tous ceux que l'on peut inscrire a Iellipsoide. Si, en effet, on
prétendait nier cette proposition , il faudrait admettre que, dans
le tétraédre maximmum il y a au moins un sommet tel que le
plan tangent & Pellipsoide qu'on y fait passer n’est point paralléle
a la face opposée; or, dans ce cas, en menant & lellipsoide un
plan tangent paralléle & cette face, et en transportant a son point
de contact le sommet du tétraédre, on formerait un nouveau lé-
traédre inscrit de méme base que le premier , mais d’une plus
grande hauteur , et par conséquent d’un plus grand volume ; celui-
la ne saurait donc étre le téiraédre mazimum , comme on le
suppose.
4.° Voila donc notre théoréme complétement démontré , en ce
qui concerne les tétraédres inserits; et il nous sera facile de con-
clure de 13 ce qui est relatif aux tétraédres circonscrits. Remarqu~ns
d’abord que du mode de construction du tétratdre meximum ins-
crit , il résulte que le plan tangent A I'ellipsoide , par chacun de
ses sommets , est parallédle 3 la face opposée ; d'un autre céié,
les plans tangens & lellipsoide par ses quatre sommets forment un
tétraédre circonscrit a cet ellipsoide ainsi qu’au tdtraddre inscrit ;
or, il est connu que deux tétratédres circonscrits 'un a Pautre ,
de telle .sorte que les plans des [aces correspondantes soient paral-
Ieles ont le centre de gravité de leur volume au méme point;
puis done que le centre de gravité de Ilinscrit est au centre de
Vellipsoide celui du circonscrit y sera aussi. Ainsi , la recherche
du tétraédre circonscrit qui ait son centre de gravité au centre de

Tom. XII. 31
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Ieilipscide , se réduit d construire un tétraddre inscrit qui jouisse
de cette propriété, et a2 prendre ensuite les sommets de celui-ci
pour points de contact des faces de lautre; et il est méme aisé
de voir que ces points de contact seront en méme temps les centres
de gravité respectifs des aires des faces auxquelles ils appartiendront.
Or, comme le tétratdre inscrit peut é&tre construit d’une infinité
de manitres différentes , il doit en étre de méme du tétracdre
circonscrit.,

5.° Il est connu que, lorsque deux tétraédres sont circonscrits
I'un i lautre , de maniére que les faces correspondantes soient
paralleles, le volume du circonscrit est 27 fois plus grand que
celul de linscrit; done chacun des tétraddres circonscrits & Pellip-
soide de maniére que leur centre de gravité coincide avec le centre
de ceite surface , est 27 fois plos grand que Vinserit qui lui cor-
respond ; puis donc que le volume de ce dernier est constant, le
volume du premier doit I'dtre aussi.

6.2 11 reste a prouver que le tétraédre circonscrit dont le centre
de gravité coincide avec le centre de 'ellipsoide ou, ce qui revient
au méme , qui touche lellipsoide aux centres de gravité des aires
de ses [aces ; est le tétratdre minimum , parmi tous ceux qui
peuvent étre circonscrits a cet ellipsoide. Suppesons , en effet, qu'il
n’en soit pas ainsi; il faudra admettre que, dans le tétraédre cir-
conscrit minimum , une des faces, au moins, n’a pas son point
de contact 4 son centre de gravité. Or, si I'on circonscrit a 'ellip-
soide une surface conique qui ait pour sommet le sommet opposé,
la section de cette surface conique par le plan de la face dont
il s’agit scra une ellipse & laquelle cette face sera circonscrite. Il
faudra dene que cette méme face soit.le triangle minimum cir-
conscrit 3 Dellipse , puisque, dans le cas contraire , enlui substituant
le triangle minimun , on formerait un nouveau tétraédre circonscrit,
de méme hauteur que le premier, mais d’une base plus petite, et
conséquement d'un moindre volume. 1l faut donc que le centre de

gravité de laire du triangle coincide avec le centre de lellipse , ce
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qui ne peut avoir lieu 2 moins que ce centre de gravité ne soit le
point de contact du plan de ce méme triangle avec I'ellipsoide.

Corollaire. 1l suit de la que , parmi tous les ellipsoides cir~
conscrits et inscrits 4 un méme tétraddre , ceux dont le ecentre
coincide avec le centre de gravité du volume du tétraddre sont,
les premiers minimums et les derniers maximums (*).

Pour compléter cette théorie, il resterait a assigner, 1.° la plus
grande ellipse circonscrite 2 un quadrilatére quelconque ; 2.° le
plus grand ellipsoide inscrit 3 un hexaédre octogone quelconque ;
3.° le plus petit ellipsoide circonserit & un octaédre hexagone
quelconque. Si nous sommes assez heureux pour ‘jamais parvenir a
ces diverses déterminations , mous nous empresserons de faire
connaitre les résultats auxquels nous serons parvenus.

(*) Nous croyons devoir rappeler ici que les corollaires des théorémes IIL
et 1V ont déja été directement démontrés, par Panalise, dans un Mémoire de
M. BERARD , inséré & la page 284 du IV.® volume de ce recueil.

J. D, G,




