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I.

SI, par tous les points d’une ligne droite ou d’un plan, et d'un
méme c6Lé, on lui €éléve des perpendiculaires de méme longueur,
le lieu des extrémités supéricures de ces perpendiculaires sera,
comme l'on. sait, une autre ligne droite ou un autre plan, paral-
lele 2 la droite ou au plan donné.

Si pareillement, par tous les points d’une courbe plane ou d’une,
surface courbe , on lui éléve , d’un méme c6té, des normales de
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P " PARALLELISME DES LIGNES

méme longueur , le lieu géométrique des extrémités supérieures
de ces normales sera une autre courbe plane ou une autre surface
courbe que, par analogie , on sera conduit a considérer comme
paralléle a la courbe ou & la surface donnée ; et l’analogic con-
duira également 3 considérer la relation de parallélisme comme une
des plus simples qui puisse exister entre denx courbes et deux
sarfaces courbes , puisque cette méme relation est la plus simple
que l'on puisse concevoir entre deux lignes droites ou deux plans.

Cependant la théoric du parallélisme des lignes et surfaces courbes
a été jusqu’ici peu approfondie. On cornait les équations différen-
tielles qui expriment le rapport mutuel des coordonnées d'une ligne
courbe , parallcle  une antre courbe proposée; et I'on peut trouver ,
a laide de ces équations , ’équation de la paralltle méme, dans
tous les cas. On a fait aussi des applications de ces équations gé-
nérales & plusieurs courbes ; mais la théorie générale des courbes
paralléles dans un plan et celle des surfaces paralléles, soit entre
elles , soit & des lignes & double courbure, théorie qui doit em-
brasser le contact , 'osculation , la rectification , le calcul des aires,
etc., reste encore 4 compléter.

Je viens de trouver quelques théorémes relatils & cette théorie,
et qui m’ont paru rewarquables par leur élégance et leur généralité
absolue. Je me propose de les présenter brievement ici, en aban-
donnant au lecteur le soin des développemens ultérieurs.

2.

Mais, avant d’entrer en matiére , qu’il me soit permis de placer
ici une observation, )

On n’ignore pas que c’est le calcul différentiel ordinaire, le
calcul aux différences partielles , leur systtme de signe et Vart
de les appliquer & la géométrie , qui servent de base aux recherches
de la nature ‘de celles que jai en vue, Cependant,jai la ferme
persuasion que l'application de ce calcul a la géomeétrie , d’aprés
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la considération de l'infini, est mal fondée, et que les signes adoptés
pour ce méme calcul ne sont pas bien choisis. Non seulement je
partage ces opinions avec les illustres géometres qui les ont dé-
veloppées d’une maniére si lumineuse, mais J’al prouvé en outre ,
dans mon Essai sur le calcul des quantités variables ( Vandenhoek
et Ruprecht ; Gottingue, 1813, tom. I), qu'on n’a pas le droit
de choisir arbitrairement les signes ultérieurs, dés qu'une fois les
signes primordiaux ont été établis ; et, dans un autre petit Traité
sur lapplication du calcul des variables & la géoméirie et a la
mécanique , {ai montré que toutes les applications du calcul se .
font, sans le moindre secours de I'idée des quantités infinies , avec
la méme rigueur que les anciens exigeaient dans la géométrie,
et que Lagrange a mise dans sa théoric des contacts. Je suis encore
revenu sur cette maliére dans le premier volume de mon Recuerl
de traités sur divers sujels mathématigues qui va paraitre. Si donc,
malgré tout cela, je me sers ici des signes vulgaires et des quan-
tités infinitésimales, ce n’est de ma part ni contradiction ni désaveu
tacite de mes principes ; mais, ne pouvant présumer que les divers
traitds que je viens de citer, tous publiés en allemand, soient fort
connus en France , en adoptant ici les doctrines qui y sont ex-
posées , je maurais pu étre compris de la plupart des lecteurs, &
moins de faire précéder le présent mémoire d’'une introduction qui
lui aurait fait excéder de beaucoup les bornes dans lesquelles je
dois m’efforcer de le renfermer. .

Aprés cette courte explication, j’entre en matiére.

Du parallélisme des courbes dans un plan.
3.

La premiére recherche qui doit nous occuper ici est celle d’une
courbe paralléle & une courbe donnée qui en soit distante d’une
quantité donnée.
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Soient # , ¥ les coordonnédes de la courbe donnée , ¢, u celle
de la courbe cherchée, et %4 la longueur commune des normales
a la premiére terminées 4 la seconde. Soit {2/, y/) un point de la
premicre courbe; et soit (27, #/) le point correspondant de la se-
conde ; 'équation de la normale & la premiére courbe, au point
particulier que l'on considcre sera, comme lon sait,

4y
/ =0;
dact

("‘r'—x//"“(y— 7’/

puis donc que le point (#/, w/) est sur cette normale, et & une
distance k4 de son point de départ , on doit avoir , 3 la fois,

/

dv’
(Wt t @ —y) Lm0, (=

ou, en supprimant les accens , désormais inutiles,

@=2)+(u—y) % =o, (1)
(=) +(u—y) =k (2)

équations qui résolvent le probléme.

Si, en effet, on veut mecner & une courbe, donnée par une
équation en z et ¥, une courbe parailcle qui en soit distante de
la quantité % ; de la difiérentielle de l'équation donnée, on tirera la

dy . ). . .
valeur de E)- pour la substituer dans I'équation (1), ce qui donnera
x

une premiére équation finie entre #, ¥, ¢, ¥; I'équation (2) en
sera une seconde , et la proposée sera la troisitme. Eliminant done
Z, y entre ces trois ¢quations, P’équation résultante en Z et » sera
celle de la courbe cherchée.

Pour premier exemple , supposons que la ligne donnée , 2
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laquelle on veut mener une paralléle a la distance %4 soit une droite

déterminde par l’équation

¥
+5 =1

Ry

on en tirera, par différentiation,

substituant cette valeur dans I'équation (1), elle deviendra
a{t—z)—blu—y)=o ;

d'un autre coté, l'équation de la droite donnée peut étre écrite
ainsi :

b(t—z)ta(u—y)=bt+ou—ab .

Dec ces deux derniéres équations, on tire

; b (ot t-au=—nb) a(btfau==ab)
— = — U ) =2 e -
az+ba 4 y az+b2 ?

valeurs qui, substituées dans I'équation (2), donnent, aprds I'ex-
traction de la racine quarrée, pour Iéquation de la parallele

cherchée i la droite donnée ,

btt-au=ab+ky/ aigb: .

Cette équation est double, parce qu’en effet 3 une droite donnée
dans un plan, on peut mener deux paralleles qui en soient dis-
tantes d’une quantité donnée.

Donnons encore un exemple, et soit, la ligne donnée, un cercle
rapporté a des coordonnées que , pour plus de simplicité , nous
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supposerons rec.ang laires et ayant son centre a lcrigine ; soit
Péquation de ce cercle

x2+yﬂ=r2 N
on en tirera, par difl(rentiation

dy
dx y

au moyen de quoi I'équation (1) deviendra

x
P == —
x Jr(u ¥)

qui, combinde avec I'équation (2), donnera

kx ey
SV S A=
c’est-a-dire ,
g ="1" g , U=—g=-t L .
r r
d’od
o rf rg

reek ? Y=r=i’

en substituant donc ces valeurs dans I'équation du cercle donné,
on obtient pour celle de la courbe cherchée

4=tk ,

équation d’un autre cercle , concentrique au premier , et ayant

un rayon égal au sien , augmenté ou diminué de la longueur
donuée 4.
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4.

On voit donc que le parallélisme des droites et cclui des cercles
sont réciprogues ; c’est-a-dire que , si 'une de ces deux lignes est
paralléle & une autre ligne de méme dénomination , celle-ci sera, &
Iinverse, paralléle a la premiere ; mais rien ne prouve , 4 priori,
qu’il en doive étre de méme pour toutes les courbes, du moins
en général ; c'est-d-dire que nous ne savons pas encore si, en
élevant des normales égales d’'un méme coté par tous les points
d’'une courbe donnée queiconques, ces normales le seront aussi &
la courbe qui joindra leurs extrémités , ou , cc qui revient au
méme, si les tangentes aux points correspondans des deux courbes
seront paralleles. -

X

Tout se réduit évidlemment 3 comparer 'un & l'autre les deux
coefliciens differentiels

dy du
e ? &

qui déterminent Dinclinaison de ces tangentes sur l'axe des z; et
ce serait une chose trés-facile , si I'on avait les équations des deux
courbes ; mais on ne peat les avoir que pour des cas particuliers ;
et, en se tenant dans les généralités, on n’a, entre les points
correspondans des deux courbes, que les seules relations (r, 2).
Voici comment on peut facilement p arvenir 4 éluder cette difficulté.

@uelle que soit la courbe donmnée , par le seul fait de l'existence
de cette courbe , y se trouve étre une fonction de x; mais, par
la relation constante entre les points correspondans des deux eourbes ,
7 et u sont, l'un et l'autre, fonctions de x et y; donc y , ¢, @
peuvent étre considérés tous trois comme des fonetions de a.

En différentiant sous ce point de vue léquation (2) , op
trouve
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(t—z) (" —‘1>+(1"—7) ( —— 0 \'—o,

o e . V2 M 3 cad
en dliminant z—z entre celle-ci et I'équation (1) w—y disparaitra
de lui-méme et il viendra, en réduisant

du dy dt
E.;- 5; dx ’
d’ou
du dy (
dt — dx :

donc e parallélisme est généralement réciproque pour toutes les
courbes.

Au moyen de I'dquation (3), les équations (1,2) peuvent étre
nises sous cette forme

. d
(@—t)+(y—u' 5 =o,

(z—tpt+-(y—uy=k ;

et clles me différent alors de celles-la qu'en ce que 7 et z 8’y
trouvent respectivement changés en z et y , et réciproquement
on déterminera donc la premiére courbe au moyen de la seconde

par un calcul tout pareil a celui qui sert & déterminer la seconde
3 T'aide de la premiére.

5.

Occupons-nous présentement de la relation entre les rayons de
courbure des points correspondans des deux courbes. Mais cherchons
d’abord la relation entre les coefliciens différentiels du second
ordre.

Dans
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Dans I'bypothese actuelle, on a, en vertu de Péquation (3),

a_t0) () _ &

IFTIR
dx

mais , en différentiant I'équation (1), il vient
d’y
—i+ (L) Hump) 1L =o;

nous avons dailleurs trouvé tout i I'heure

du dy de
dx dx dx ?

ce qui donnera en substituant

(&) ’+(ax)§ =) 3% =o.
d’olt

B a4
dt‘ (u-—_y ) dx}:

dzu

substituant cette valeur dans celle de , elle deviendra

dzy
G e
ar T e
(a—y) (Tv_; 3

6o

et telle est la relation cherchée.

r‘?m. XIF, Py



PARALLELISME DES LIGNES

10
Cela posé, en éliminant #—x entre les équations (1,2), on a

k
p—y=7F oY

dzu .
en conséquerce de quoi la valeur de Y devient

day
dzu 3;.:'
iz oy i
k d:y
dx?

1= i
dy \*(%
b ()
donc , en vertu de I'équation (3);

e (V) '__ -
Tole(E ) ()
d“y‘ .

Fk P
dx? da?

ou encore

Pl ()
4y

dia dx?

Tk

mais,, en représentant par r le rayon de courbure de la courbe
dont les coordonnées sont # , y, et par pcelui de la courbe dont

les coordonndes scnt 7 et u, on a
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()T (5

dx? d

done finalement
p=vk 5 (4)

cest-a-dire , que Ja différence des rayons de courbure des points
correspondans de deux courbes paralléles est constante et égale
a la longueur du segment de la normale commune interceptée entre
les deux courbes ; dou il est facile de conclure que les points
correspondans de deux courbes paralléles ont le méme centre de
¢ourbure.

6.

Les propositions établies dans les deux articles précédens auraient
pu, au surplus, étre [acilement déduites de la théorie connue des
développées. Lorsqu’en effet une courbe est donnée, sa développée
Pest aussi; et, en supposant un fl qui la développe , I'un des -
points de ce fil décrira la courbe proposée, et la direction de ce -
méme fil sera normale i eette courbe dans tout le mouvement. Que ,
si I'on considére sur ce fil un second point éloigné du premier
de la quantité k , il est clair, suivant les définitions que nous avons
adoptées, que ce point décrira une courbe parallele 2 la premiére,

Or, on voit, 1.° que les normales seront communes aux deux
courbes ; 2.° qu’elles auront en leurs points correspondans le méme
centre de courbure; 3.° que par conséquent leurs rayons de cour~
bure en ces mémes points différeront constamment de la quantité
% ; mais il pouvait n'étre pas sans intérét de montrer comment
Panalise conduit 4 tous ces résultats , sans rien emprunter de la
théorie des développées.. '
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”

i*

Passons 4 1a considération des longueurs d-s arcs correspondans
des deux courbes. Soient s un arc quelconque de la premicere,
et « l'arc correspondant de la seconde ; nous aurons

L ,+(

¢t nous aurions parelllemenx

. d'_ du
3 ‘—Vl‘l"('ar)»

#i nous considérions # comme fonction de 7 , variable indépen=
dante ; mais, en considérant ¢ et # comme fonctions de z , et
pous rappelant en outre de la relation (3), il faudra écrire

de _ d¢ T dy \a__ds d
- l+(:i;) ~dx d= °®

dx dx

or , nous venons de trouver tout-i-1 heure

. d2
“ at '("-”' y ‘
dx rdy dr i
*\dx)

donc, en substituant,

ds 4d¢
¥ _a NG T
dx dz l+(_g'_)‘
dx
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d —_—
() 3= =("—y)]/x+ (& )
—_—(u—yV

donc finalement

e (u—y)'=ckk ;

Ay
ﬂo-__d:___ dxr
dr  d=+

+de)

En intégrant cette équation , il viendra
— g dy
e=s5_ kArc (Tang;: = )—]—C .

d
dans cette intégrale , Ti- est I'angle que fait la tangente ala

courbe avec]axe des z; de sorte qu'en désigpant par ¢ l'arc qui
le mesure, et dont le rayon est égal a I'unité, on aura

e=sTh4-C .

Si donc on désigne par « et g les valeurs de ¢ qui répondent -
aux deux extrémités de ‘Yarc que l'on considére en particulier ,
on aura pour l'intégrale, prise entre ces limites,

e=sThla—p) 3 -~ (5

C’est I'expression de I'arc d’une paralltle 3 uve courbe donnée
si la longueur de larc, correspondant de cette derniére , est s,
et si & est la distance entre I'une et lautre.

Dans cette formule,, «—g, qui est la différence des angles que
forment avec l'axe des z les tangentes aux deux extrémités de
Parc, est en méme temps la différence des angles que forment les
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normales 3 ces mémes extrémités avec la méme droite ; ¢est done
Pangle que [orment entre elles ces deux normales; d'ou il suit que
%:(«—p) est la longuenr de I'arc de cercle qui , ayant £ pour rayon,
mesurerait 'angle de ces normales ; on a done cet élégant théoréme :

La différence des longueurs de deux arcs de courbes paralléles,
compris entre les deux mémes normales est égale & la longueur
d'un arc de cercle compris entre ces mémes normales , décrit de
leur point de concours comme centre avéc un rayon égal 8 la
distance constante entre les deux courbes.

Si I'une des courbes était fermée , & la maniére des ellipses,
Vautre le serait également; et, si I'on voulait les considérer dans
toute leur étendue, I'angle des normales extrémes serait alors égal
a quatre angles droits ; donc Je différence des longueurs de diuz
courbes paralléles fermées est égale & la circonfirence d'un cercle
qui aurait pour rayon la distance constante entre les deux courbes.

Donc, en particulier , la différence des circonférences de deux
cercles concentriques est une autre circonférence qui aurait pour
rayon la différence des leurs. Cest, en effet’, ce qui se vérifie
facilement , puisqu'en désignant par 7 et r/ les rayons des deux
cercles, on a 2ar—zzr/=2x(r—r’). 1l est, au surplus, facile de
voir qu'il en serait de méme pour des arcs des deux cercles com+~
pris entre les mémes rayons; c’est-a-dire , que leur différence serait
Parc du troisitme cercle compris entre ces rayons.

En considérant donc les deux courbes comme engendrées par
leur développée commune, ceci pourra servir a démontrer , sans
calcul , le théoréme ci-dessus. On voit, en effet , que les deux’
points décrivans du fil développant tracent, & chaque instant, de
petits arcs de cercles semblables et concentriques , dont la différence
est un troisitme arc semblable et ccncentrique, ayant pour rayon
Ia différence des leurs; d’ou il suit que la difference entre la
somme des uns et celle des autres; c’est-a-dire , la différence entre
les arcs correspondans des deux courbes , doit étre telle que l'an-

nonce le théoréme,
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On peut encore ohserver, d’aprés ce qui précide, que si, entre
nos deux courbes paralleles, on en décrit une troisitme qui passe
par les milieux des portions de normales interceptées entre clles ,
cette courbe que, pour cela , nous nommerons la courbe aqux
centres , sera nécessairement parallele i 'une et & T'avtre; en outre,
sa longueur sera moyenne arithmétique entre les leurs, puisque les
différences de cette longueur, avec celles des deux autres courbss,
seront deux arcs de cercles égaux. Ainsi, Ja longueur de la courbe
auzx centres, entreles normales qui terminent deux arcs de courbes
paralléles , est égale @ la demi-somme de ces arcs.

8.

Occupons-nous présentement de la mesure de la surface com-
prise entre les arcs correspondans de deux courbes paralitles et les
normales & leurs extrémités, surface que nous désignerons par S.

Considérons I'élément de cette surface compris entre deux nor-
males infiniment voisines; cet élément est la différence entre deux
secteurs circulaires concentriques ayant ds et ds pour bases et dont
les rayons respectifs sont 7 et p; d’ou il suit qu'on doit avoir

dS=1rds— 2 de= 1 (rdsempdo) ,

ou platét

ds . ds ds
—_——ma r ——p — .
dax * dx " dx !

mais,, en supposant p<7, NOUS avons trouvé

dzy
=l do & e
p=rTE de  dw &y <’
+(‘3‘;—>
X

substitnant done et réduisant, on aura
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as 4 , &y LN
s dx2 . dx?
— ':‘ +7‘- — —'k 2 ’
N ETE S e
mais
dy \?)4 d d
e (EYE () b
T= dy = doy ;

@ dx?

en substituant donc , nous aurons

doy
.d;s— — i}.{ _:k’ 'é;: -
+ (E;;)

ce qui donne, en intégrant,

S =hs— L Arc (Tang:: % )+c i

. . dy -
en faisant, comme ci-dessus, Arc (Tang.: Ty- >=0 , 1l viendra
v
S=lks—:lk4C .

Si, de plus, on désigne par « et g les valeurs de ¢ aux extrémités
de l'arc 5, on aura, entre ces limites, A

S=ks— 1 k*(u—p) . (6)

or, il est aisé de voir que Z/Z*(a==p) exprime l'aire du secteur
eirculaire qui, ayant son centre au point de concours des normales
extréme, et étant compris entre ces normales, aurait pour rayon
la distance constante entre les deux courbes, tandis que ks ex-

prime
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prime 'aire d’un rectangle qui, ayant pour base la courbe extérieure ,
aurait pour hautcur cette méme distance constante ; on a donc ce
théoréme : C

L'aire du trapéze mizxtiligne compris entre les arcs correspon-
dans de deux courbes paraliéles et les normales a leurs extrémités
est égale & laire d'un reclangje qui , ayant pour base l'arc ex-
Zérieur , aqurait pour hauteur la distance constante entre les deux
courbes , moins laire d'un secteur circulaire qui , ayant son centre
au point de concours des normales extrémes , et élant compris
entre ces normales, aurait son rayon égal & celte méme distance
constanlte.

Ayant trouvé ci-dessus

s=ot-k(a—p) ,
il en résulte

&S=1{¢+lt’<u-—{3) 3
ce qui donne, en substituant et réduisant,
S= kot 11 (amt) , ()

c’est-3-dire ,

L'aire du trapéze mixtiligne compris enire les arcs corres-
pondans de deux courbes paralléles et les normales & leurs ex-
1rémités est égale a laire d'un rectangle qui , ayant pour base
larc intérieur , aurait pour hauteur la distance constante entre
les dewx courbes , plus l'aire dun secteur circulaire qui, ayant
son centre au point de concours des normales exirémes , el étant
compris entre ces normales , aurait son rayon égal d cetle méme
distance constante.

En prenant la demi-somme de ces deux expressions de §,
il vient

] =':'k(s+a-) $
Tom. XI1. 3
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mais :(s4) est la longueur de la courbe aux centres; dome
_aussi

»

Laire du trapize mixtiligne compris entre les arcs correspons-
-dans de deux courbes paralléles et les normales & leurs extré-
.mités , est dgale & laire du rectangle qui , ayant pour base lo
longurur de larc de la courbe aux centres compris entre les mémes
normales , aurait pour hauteur la distance constante entre les deux
courbes exirémes.

"Tous ces résultats peuvent , au surplus , étre obtenus sans le
moindre calcul. En considérant le trapéze élémentaire compris entre
deux norwales infiniment voisines, on voit que son aire est la
paralltle a ses deux bases également distante de 'une et de Pautre,
c¢’est-a-dire l'arc de la courbe aux centres intercepté , multiplié
par sa hauteur, c'est-d-dire, par la distance constante entre les
deux courbes extrémes; prenant donc la somme de tous les pro-
duits de cette sorte, a.cause du second facteur qui est counstant,
on tombera sur notre dernier théoréme , d’ou il sera facile ensuite
de déduire les deux qui le précédent.

Dans le cas de deux courbes paralltles entiérement fermdes,
comme seraient deux ellipses , P'angle des normales extrémes étant
égal & deux angles droits, on voit que P'espace compris entre elles
a pour mesure le rectangle qui, ayaont pour base la courbe en-
veloppante , aurait pour hauteur la distance entre les deux courbes,
moins le cercle qui aurait cette méme distance pour rayon ; ou
bien le rectangle qui, ayant pour base la courbe enveloppée et
méme hauteur que le premier, augmenté de ce méme cercle.

Du parallélisme des surfaces courbes.
Qe

Pour suivre la méme marche que nous avons observée dans la
théorie des couibes planes paralléles, voyons, en premier lieu,
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comment nous. détetminerons une surface paralltle a2 une surface
donnée qui en soit distante d’une quantité donnée. Soient XY, 2
les coordonnées de la surface donnée, ¢, u, ¢ celles de la surface
cherchée , et £ la longueur commure des normales a la premidre
terminées 4 ‘la seconde. Soit (z/, y/, z/) un point de Ja premiére
courbe ; et soit (¢, u/, ¢/) le point correspondant de la seconde;
les. équations de la normale & la premiére courbe , au point par-
ticulier que l'on corsidére seront, comme l'on sait,

/ N 32 _
(z—a")A(z—2) 55 =0,

Nala—z) S =0,
(y=y)Hz—2) 57 =05

puis donc que le point (/, u/, ¢/) doit étre sur cette normale, et
a une distance % de son. point de départ, on. doit avoir , a lafois ,,

(= )-(o/—2") dzr =0 ..
i / dor — 7

(&—y!) (' — 2! =
L/ d_y, »

e X

ou, en: supprimant les. accens , désormais: inutiles,

(t=a)+o—2) = =0, (1)
. dz
(u—y)+(v—2) & =0, (2) \
(t—=z)+(u—y)*F(v—2)*=k* ; 3)

¢quations qui. résolvent. le- probleme..
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Si, en effet, une surface est donnée, par une équation en x,
y > z; en différentiant successivement cette équation, par rapport

aux deux variables indépendantes z et y , on en tirera les valeurs de
dz dz' ., , .

5;:“ G-}‘gqux ,p‘ougront étre substitudes dans les équations (1, 2);
joiguant les équations résultantes & I'dquation (3) et & I’éguation
de la surface proposée, on aura en tlout quaire é(iujations, entre
lesquelles éliminant x, y, z, I’équation résultante, en ¢, #, v,
sera celle de la surface demandée.

. Pour premier exemple, supposons que la surface 4 laquelle on
veut mener une surface parallcle 3 la distance 4 soit un plan
donné par P'équation

x z
el i,
a b ¢

on en tirera, par différentiation,

N

4

[
a

8

au moyen de quoi les équations (1, 2) deviendront
€ c

— o = (P—Z U = — (e .

1—z a( ) y= 5 z),‘

mais 'équation du plan donné peut étre mise sous cette forme

be{t—x)t-calu—y)tably—z)=bett-caut-abo—abe ;

de celle-ci et des deux qui la précéde, on tire

be(bet+-caud-abos—abc)
r=

= brc2dcrar-ah? ’

ca(bett-cau-abo——abc)
bzcz:i;bzbi+azba T

Y-y =
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- ob(bet-t-caut-abo=abc) .
z= b:cz.{:ciaz.*_azba L

substitnant donc, dans 1'équation (3), on obtiendra , pour Téqua<’
tion de la surface paralléle cherchée

bettcaut-ebv=abc kb ciaitarts ;

équatiol’ commune” & deux plans, ' comme' on™’ pouvait bien' sy
attendre. . W N

Soit encore la surface donnée wne sphére , rapportée i des
coordonnées rectangulaires , et ayant son centre & lorigine ; son
équation sera

:z’+y’+z’ =r3 ,

d’ou
de = e ¥,
dx ——-: ? :i; - z !

3
%

au moyen de quoi les équations] {1, 2) devienment
{

t-—x:i-:i (p—2) ,: -u—y= -‘: (v—2zY,

ct donnent, en les combinant avec I’équation (3),

- — D | -
3

]
1

kx o v ky ke
= e Ty ——tee | g —
~Vedrde ' T Veagae 't = Vaka

i

c'est-a-dire ,

kx ky k=z
£ =+ e — A o ' — o =+—— -
I == T~ T u’y _ 2 PmE=T r
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- rt ru .
x—r:tk' y:rik’ z—r:';k.

en substituant donc ces valemrs dans Iéquation de la sphére
donnée , on obtient, pour celle de la surface cherchée

t’-}-u‘-j-e’: (r+k&)*

&quation. d’une- autre ,sphére ,, concentrique & la premiére , et ayant,
un rayon égal au sien, augmenté ou diminué de la longueur £.

s LQu

Le parallélisme est done réciproque , pour les plans et les sphéres,
et nous sommes naturelleient conduits 3° chercher s'il en est de
méme pour toutes les surfaces. Observons auparavant qu’en vertw
des équations (1, 2, 3) et de 'equation de la surface donnée,
quatre queleconques des six varlables, t,u,v,x,y, z peuvent
étre considérées, comme fonctions des deux autres. Dans tout ce
qui va suivre , -nous considétecons #, #, », 2z comme fonctions de
& et y qui seront ainsi les deux variables indépendantes.

Cela. posé , en différentiant ,sucgegsivement. I'équation (3) par
rapport & z et ¥, on trouve

(—- —x)<t-x>+— (u—y)+(—— — <v—z>-—o :

cz—x)+(—— —1)u— y)+( i Je=a=0,

en: mettant,, 'dans ces équaﬁons , pour t—z , u'—y les valeurs don-
nées pac les équations (1, 2) et reduisant, il viendra
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dv dt dz du dz de dt dz du dz
dz — dx dx dx dy ’ dy = dy dw dy dy
En posant
dz dz do de ’
=P ‘E’; =9, i i it A

ecs équations devicnnent d’abord

dv dt + du dv +
iz 7 4 7 G ——P dy 7% dy

on a d’'un autre c6té

dv p’dt—l—y’du =p/ (-— dz+ 5 dy) 4! (——da:-!— dy)

¢’est a-dire,

dv=(zf rrdna M ) dx+(p ——+9’ ; )dr ;
d’od

de dt du dv dt de
P 3/ [Jr— ! — — = - /.
7 dw +7 dr dy P dy +9 dy ?

valeurs qui, compardes a celles ci-dessus, s’accordent a donner

P=P 7=9"»

c’est-a~dire,

=g, E= @

or , ces coefliciens fixent la direction des plaps tangens aux points
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correspondans des deux surfaces ; ces plans sont donc parall¢les;

la normale & 'un d’eux est donc aussi normale a l'autre ; on a
donc ce théaréme général: ¢ .

Si les normales & une surface courbe, terminées & une autre
surface courbe , sont de méme longueur , elles seront également
normales & celle-ci ; de sorie que les normales a cette derniére ,
terminées & la premiére , seront aussi de méme longueur, et que

les deuz surfaces seront exactement et réciproquement paraljéles,

11,

L’aire d’une surface courbe étant, pour cette surface, ce quest
pour une ligne courbe, la longueur de cette ligne; et le volume
compris entre deux surfaces courbes paralléles et la surface formée
par ,une suite de normales communes a, 'une et & l'autre étant,
dans l'espace, ce qu'est, sur un plan, la surface comprise entre
deux courbes paralléles et deux quelconques de leurs normales,
on devrait s'attendre & rencontrer ici des théorémes analogues a
ceux que nous-avons trouveés par rapport aux coutbes planes pa~
ralleles ; c¢’est-d-dire qu'on serait fondé a soupgonner que la diffé-
rence des aires des portions correspondantes de deux pareilles sur~
faces ne dépend uniquement que de leur distance constante et de
la nature de la surface formée par les normales communes A leurs
contours ; et-que l'espace compris entre elles et cette méme sur—
face me dépend également que de l'intervalle qui les sépare et de
Vaire de la portion correspondante de la surface des centres; mais
il est facile de s’assurer que cette analogic n’existe pas. Si , en
elfet , elle existait , elle devrait encore avoir lieu pour des cas
particuliers, et conséquemment pour deux sphéres concentriques.

Or, soient r, r~+/k les rayans de ces dcux spheéres; leurs sur-
faces seront 4=r® et /=(r-}-k)* dontla difference 4azk(2r-+£k)* n’cst
peint independante du rayon 7. Leurs volumes sont § #7° et $= (r4-4 )3
dontda diffexence est ; #4(3r*43kr-+4*). Or , en designant par s la

suiface
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surface des centres dont le rayon est 7+ ; 2, on aura s= f=(r-+- 2 %),
En chassant r de l'expression ci-dessus, au.moyen de celte équa-
tion , elle devient, toutes réductions faites,

][S+2.; = <“’2{—>5

ce qui montre que I'espace compris entre deux sphéres concentrigues
n'est pas senlement égal au produit de la surface des centres par
la distance entre les deux sphéres , mais & ce produit augmenté
du double du volume d'une'sphére qui aurait cette distance pour
diamétre.

13.
Si Ton désigne par § l'aire d’une portion quelconque de la sur-
face dont les coordonnées sont &, ¥, z, et par = l'aire de la portion

correspondante de celle dont les coordonnées sont 7, z, ¢ , on
aura, comme lon sait,

_dxd_y V'*'( >+( z’dtdu-—VI-}-( )+<d‘))

donc, en vertu des relations (4),

&z _ 4§
dtde  dxdy '

mais , en considérant ¢, 2, ¢ , z comme fonctions de x , ¥, on aura

d= ds= d=
&z d("d‘f)___ Y tae  *T

dtdu  de  dx _ dw dy = du ’

or, dans la méme hypothése

Tom. XII. 4
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ds dz d= ds dy
F TR P T P P

d'ot
a ds
T _ d:x dx dzz  dy
dx dez du dxdy du ’
a d=
de des dx | d= dy

dy  dwdy du ¥ dpr du ?

ce qui donnera, en substituant,

ds d=s A2 / daN\s  d:2 g dy d:z dx d
= =_=(= +__(_7_)+2_._..._.._2’_.
dtdu dxdy dx2 \ du dy2 \ du dxdy du du

Cette équation différentielle contient implicitement I'expression cher~

, d:=
chée de indy en §, x, y. On pourra la résoudre dans des cas

particuliers,

13,
Ayant trouvé les expressions des élémens

(i*S, d:=
dxdy ’ dede 7

en x, y , on aura aussi celle de T'élément du volume compris entre
les deux surfaces paralleles; car cet €élément peut étre considéré
comme une pyramide tronquée , dont nos deux surfaces élémen-
taires sont les deux bases paraliéles et dont la hauteur est %. II
seraitintéressant d’appliquer ces formules aux surfaces développables.
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Du parallélisme des courbes & double courbure,
14.

Si lon applique aux courbes i double courbure la définition
que nous avons donnée tant des lignes paralléeles, dans un plan,
que des surfaces paralleles , dans P'espace , on verra aisément quiil
n’y a pas seulement ici une ou deux lignes paralleles- et égale-
ment distantes. d’une ligne donnée ; mais que ces parall¢les sont en
nombre infini et forment, par leur ensemble, une sorte de tuyau
ou de cylindre courbe, dont la ligne & double courbure donnée
peut étre considérée comme l'axe.

On peut remarquer, en effet, que, par le point de contact de
chaque tangente & une courbe a4 double courbure , on peut lui
mener une infinité de perpendiculaires , toutes comprises dans le
plan normal & ce point , et qu'en prenant toules ces perpendicu-
laires d’une méme longueur %, leurs extrémités appartiendront a
-une circonférence ayant le point de contact pour centre et cette
longueur % pour rayon ; et il répondra un pareil cercle & chacun
des points de la courbe donnée. Puis donc que la parallele a cette
courbe n’est assujettie qu'd passer par les extrémités d'une suite
de normales d’une longueur constante k& ; 1l est visible qu'ici le-
nombre des paralléles sera infini, et quelles seront toutes tracées:
sur le tuyau ou sur la surface annulaire dont il vient d’étre ques-
tion, et dont toutes les sections normales & son: axe sont des cercles
égaux , mais non paralléles..

15.
8i, par la tangente en l'un' des points d’une' courbe & double

courbure,, on conduit un' plan arbitraire, et par le point de contact
une normale perpendiculaire a ce plan:, prolongée jusqu’a. la rencontre:
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de la surface parallele ; le plan langent 2 cette surface, par I'ex-
trémité de la normale sera paralléle au plan arbitraire,

Imaginons , en eflfet, une seconde surface parallele & la méme
courbe , ct par conséquent concentrique & la premicre ; il est clair
que ces deux surfaces seront 'paralléles, que les points ou elles
seront percées par la normale dont il s'agit cn seront des points
correspondans, et qu’ainsi leurs plans tangens en ces points seront
paralléles.

Supposons que, la scconde surface étant intérieure ala premiére,
son rayon diminue sans cesse; les deux plans tangens ne cesseront
point d’étre paralleles ; or, il est clair que, lorsque ce rayon sera
devenu nul, la seconde surface se trouvant réduite i la courbe
donnée, son plan tangent se confondra avec notre plan arbitraire,
auquel conséquemment lautre doit étre paralléle.

16.

Voyons présentement de” quelle maniére , une' courbe i double
courbure étant donnée , on pourra trouver une surface qui, lui
étant parallele , en soit distante d’une quantité donnée.

Soient #, ¥ , z les coordonnées de la courbe a double cour-
bure, que nous supposons donnée par deux équations entre ces
trois variables. Soient #, z, ¢ les coordonnédes de la surface cher—

chée , et soit enfin % la distance constante a laquelle cette surface
doit se trouver de la courbe proposée.

Considérons , en particulier , un point (2/, ¥/, 2z/) de notre
courbe , et soit (¢/, u/, ¢) le point correspondant de la surface
cherchée. Le plan normal au point (a/, ¥/, £/) aura, comme l'on
sait, pour équation

da/ dy’ — .
(o) 2 tly—y) Lm0 5
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- Y

il faudra donc exprimer 2 la fois que le point (#/, u/, ¢/) estsur

ce plan , et qu’il est & une distance k du premier ; ce qui donnera
les deux équations

) B iy 2 =,
(= &'y (g (v =2 =k
ou, en supprimant les accens désormais inutiles ,
dx dy
(2—x) = ~+ (u=—y) ™ “+(v—z)=o0 , (1)

=2y H(u—y)+(—2)=F ; (2)

équations qui résolvent le probléme.
La courbe donnée étant, en effet, exprimée par deux dquations
en &, y, z, on tirera de ces deux équations, par la différentia-

tion, les valeurs de <% , - 1 dans I’'équati >
) o > "3, Pour les mettre dans I'équation (0);

en joignant l'équation résultante i I’équation (2) et aux deux équa-
tions de la courbe proposée , on se trouvera avoir en tout quatre
équations entre lesquelles éliminant z, y, z , I'équation résultante
en £, u , ¢ sera celle de la surface cherchée.

Pour premier exemple de lapplication de cette méthode, sup-

posons que la ligne donnée soit une droite exprimée par la double
équation

hl&
il
>~

]
o N

nous aurons, par différentiation ,
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d

r ___'b
dz ~ %

&8

o
— > M
c

au moyen de quoi Iéquation (1) deviendra
& t=2)-b(U—y)+-c(v=—2) =0 ;
de celle-ci et de la double équation de notre drpite on tirera

_ a(at-f-bugdrce) . b(at4-but-co) = c(atf-butcv)
- arfebifc? > r= a24-br4-c* ” - az~4-bic* ’
et, par suite ,

. (a24-b34-c2)t—a(at4-bu--co)
- arf-b2g-c2 4

Lz

(a*+-b24-c*Yu—b(at4-but-cvy

u_-}/' = : uz_t.bz.*_c,x ’

_ (a4b24-c)o—=c(at4-but-co)y )
p=—z= aref-b2efrcr- »

substituant donc: ces valeurs dans I'équation (2) , nous aurons, pour
Iéquation. de la courbe cherchée,

(at4-but-cr)* =(a*+-b*+-c*) 4w+t —12) .

~Soit eneore , pout exemple , le cercle donné par le systéme des
deux. équations.

azx+by¥cz=o .

24y i=r

OR aura ici
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de _ bz—cy dy _ cx—az

4z ay—bx ’ dz  ay—bx ’

valeurs qui , substitudes dans P'équation (1), la changeront en celle-ci s
(bz—cy)(t=2)+(ca—az)(u—y ,+(ay —bx)(v—2z)=0 ;

laquelle se réduit a

(cu=bp)xt-(av—ct)y+ (bt~~av)z=0 ;
En la combinant avec les deux équations du cercle donné , et posant

a*-o =1 ,

ce qui est permis, on en tirera

a(at-}but-cv)—t
(t24-urp2)—(at4-bu--cv)?

- 3

1"'—"7‘.‘/

_ b(at4-bud-cv)=—¢
V=T ey (aithuten *

_ c{at4-bus-co)=—p ,
2= urony—(at b buton

substituant ces valeurs dans I’équation (2) on trouvera , pour I’équa=
tion de la courbe cherchée,

-

4r{ v o) —(at+butco) Y= { (e —ED) § .
17.

L’aire et le volume de la surface paralléle 2 une courbe 3 double



32 PARALLELISME DES LIGNES
courbure donnée , 'une et lautre étant prises entre deux plans
normaux , peuvent facilement se déterminer sans calcul.

Si, en effet, onimagine deux plans normaux infiniment voisins ,
ils couperont la surface suivant denx cercles égaux ayant leurs
centres sur la courbe a laquelle cette surface est paralléle : ces plans
comprendront donc entre cux un cylindre élémentaire, dont, a la
vérité , les deux bases pourront fort bicn n’dtre point paralliles;
mais on démontre aisément que, quant a sa surface el quant'a son
volume , un tel cylindre est équivalent au cylindre a4 bases paral-
I¢les dont la hauteur serait égale 4 la droite qui joint les centres
des deux bases du premier; or , de la résultent évidemment les
deux propositions suivantes , pacfaitement analogues a celles que nous
avons établies sur les courbes planes paralleles :

Laire de la portion d'une surface paralléle & une courbe &
double courbure comprise entre deux plans normauz & cette courbe,
est égale & la circonférence de l'une des sections normales mul-
tipliée par la longueur de la portion de la courbe comprise entre
les deux mémes plans.

Le yolume du corps terminé par une surface paralléle & une
courbe & double courbure et par deux plans normaux & celte
courbe , est égal a la surface de l'une des sections normales mul-

tiplide par la longueur de la portion de la courbe comprise entre
les deux mémes plans.

18.

D’aprés ce que nous avons dit ci-dessus , .toute courbe tracée sur la
surface parallele & une courbe a double courbure peut étre con-
sidérée comme paralléle & cette courbe, en ce sens que tous ses
points en sont également distans. Mais, enire toutes les courbes
qui peuvent étre tracées de cette maniére , il en est une classe
«qui méritent plus particulierement cette dénomination , et qui sont,
sur la surface dont il s'agit, ce que sont sur le cylindre ordinaire

les
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les paralléles & son axe ; ce sont les courbes qui ont leurs tangentes
en chaque point paralléles aux tangentes aux points carrespon-

"dans de la courbe i double courbure A laquelle la surface dont
il s'agit est parallele. Comme ces courbes sont déja assujetties a étre
sur une surface qui est censée connue , il ne s’agit plus , pour
déterminer I'une d'elles, que d’assigner une autre courbe sur laquelle
elle se trouve également.

Soit (#/, y/, 2’) un point de la courbe & double courbure donnée ;
et soit (#, u’,¢/) le point correspondant de la paralléle cherchée ;
les tangentes en ces deux points auront pour équations

dx’ d
x—'x/.: az—’- (z—z’) N x-—il= a—;,- (Z—V,) ?

dy’ du!
r—y'= —y) s ymw= =)

donc, pour que les courbes soient paralltles, ou devra avoir, em
supprimant les accens,

dw 3t dy de
dz _ d¢ ’ dz  dp °

en différentiant donc les deux équations de Ia courbe 3 double
courbure donnée , et en changeant, dans leurs différentielles res—
pectivement dz , dy, dz en df, dz , dv , on se trouvera avoir
quatre équations, entre lesquelles éliminant #, y,‘z , on obtiendra
pour résultat I’équation différentielle totale d’une surface qui cou-
pera la surface parailéle suivant la courbe cherchée. Ayant intégré
cette équation , on déterminera la constante introduite par Fimté-
gration en assujettissant la courbe & passer par un point déterminé
de la surface parallele.

Tom. XII, 5
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19.

Entre toutes les courbes paralléles et également distantes d'une
courbe & double courbure donnée , prises dans le sens que nous
venons de dire, il en est deux qui sont particuliérement remar-
quables ; ce sont celles qui , dans les points qui correspondent &
ceux de la courbe & double courbure donnée, ont avec elle le
méme plan osculateur, et se trouvent conséquemment situées avec
cette courbe sur une méme surface développable enveloppe de
tous ses plans osculateurs. '

La courbe 3 double courbure étant donnée , rien n’est plus facile
que d’obtenir ces deux paralleles. Soit (2/, y/, z/) un point de
la courbe & double courbure donnée, et soit (#, w/, ¢/) le point
correspondant de la paralléle cherchée ; les équations du plan
normal et du plan osculateur seront

(s—a') S5 +r—y) 3 Ha—2)=0

dx/ dzyl dyl d!x'

dz/ dz" dz/ dzfa i

(e—t’) o —(y—y) oo —(z—-zo{

il "faudra donc exprimer que le point (¢/, w/, ¢/) est a la fois sur
ces deux plans et & une distance %4 du point (a/, y/, 2’) ce qui
donnera , en supprimant ensuite les accens ,

(i—x) — +(u y) -|-(v—-z)_o 5 (1)

dzy dex dx dy dy da=) ,
(=) S2 —=) 2 == o an | @

(=24 (u—y -~z =k . ‘ 3)
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Lors donc que la courbe a double courbure sera donnee, par deux

équations en &, ¥y, z; 3 l'aide de deux différentiations consécu-—
. . dx dy dza dzy

tives , on en tirera le§ valeurs de T i Im 0 do

mettra dans les équations (1, 2); il en résultera deux nouvelles

que l'on

’

équations qui, jointes aux deux proposées et a Iéquation (3}, en
feront cing en tout; éliminant, « , y, z entre clles, on obtiendra
deux équations en # , », ¢ qui scront celles de la parallele
demandée.

Si Pon développe sur un plan la surface enveloppe des plans
normaux , notre courbe a4 double courbure et ses deux parallcles
deviendront évidemment une courbe plane et ses deux paralleles
a la distance % ; tout ce que nous avons dit des paralleles aux
courbes planes a donc lien ici, pourvu qu’on entende par l'angle
des normales extrémes l'angle que feraient ces normales si la sur—
face enveloppe des plans normaux était étendue sur un plan.

20.

Nous terminerons en remarquant qu’on peut donner une extension
beaucoup plus grande a ces sortes de recherches, en considérant ,
non pas des lignes et surfaces paralléles, mais des lignes et sur=
faces également inclinées les unes aux autres dans leurs points
correspondans. Ainsi , & ne parler que des courbes planes, on
pourrait demander quelle est la courbe qui coupe toutes les nor-
males 2 une méme courbe donnée sous un méme angle donné;
et , de méme que la considération des lignes et surfaces paralleles
nous a conduit & considérer des paraliélogrammes plans et gauches
et des parallélipipédes 3 bases courbes , ces nouvelles questions
donneraient naissance & des triangles et a des polygones plans et
gauches & c61és courbes et & des pyramides et polyédres a faces
courbes ; et parmi ces nouvelles figures. quelques-unes pourraient
jouir de diverses propriétés trés-dignesde remarque.

Berlin, féyrier 1821.
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Recherches sur les intégrales définies

Par M, Freépkric Sarrus, docteur ¢s sciencese
[ Vi a2 i ¥, Vi VL VL V)

I L’INT;’GRALE
Jeiz4dz ,

prise depuis z=o jusqud z=1:, se réduit 3 une fonction de a

seul; de sorte qu'en convenant de représenter cette fonction par
al, on a '

.4

Jetrdz=a V| iZ0

)

Faisant z=mz/, m étant une quantité positive quelconque, mais

indépendante de 2/, on aura, en substituant, aprés avoir effacé
les accens,

je"’”z"dz:a!m'-(f-l-l) ‘ Z=0 (1)

.
z=z | ?

mgep——

d'od, en différentiant par rapporta m , et faisant ensuite m=r;
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S ridz=al(ed1)
donc , suivant notre notation ,
(a41)\=d!(a+1) ; (2)
or ol=1; donc
=11, 2!=r1.2, 3=r1123,....., #l=1.23.00..2 2

En muliipliant les deux membres de l'équation (1) par e=m
m@tbridm , et intégrant depuis m==0 jusqu’a m= 3, on trouve

SfemmatDpatbtiadmdz=a\!
t
or, d’aprés 'équation (1), 'on a, entre les limites désignées
I
SJemmtDpatbridm=(gt-bf1)! (x4e)~+6+7 ¢

done

zadz _ é!b! z=¢; 3
./'(1--1--'2)"-*'1""'z _(a+b+1)! z=3 1. ( )

1

Si I'on pose e~*=x, on trouvera

LIPY

a=(12 Y |2

. x
Si l'on pese, au contraire , z=-— on trouvera

zadz

. APV
(e b +? =a%(1—a)tdz §

d’otx
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, By alb! x=o0 | _
fx“(r—x) dx._ m! x=: |}

ce qui établit entre les intégrales Eulériennes une relation trés-
remarquable , déja connue depuis long-temps. Nous ne discuterons
pas les cas particuliers que présente I'équation (3). On peut les voir
dans les Exercices de calcul intégral de M. LEGENDRE.

L'on a, en mettant au licu de Cos.gy son développement,

I —y g2y | gyt 96y5 \
Je 7 Cos.gydy=/fe ydy(r——-—;T +T—T+.} H

d'olr, en intégrant depuis y==o0 jusqu’a y= 13,

o I
Je7 Cos.gydy= 17¢_’,+q‘—q6+a....z';_-i-_~q—-; . (4)

On trouverait de méme, et entre les mémes limites,

. ) q -
Je7Singydy= 70 ®)

partant

e . Cas.qxdq__i — .
e ’Cos.qu,os.gxdydq—f etk

ey s . _ ¢Singxdg = —
V% J'Sm.qum.gxdydq__ -v_ — e

pourvu qu'on prenne les intégrales depuis y=o jusqudh y=1: et
depuis ¢g=o jusqu'a ¢g=;.
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ql

Faisant, dans ces formules, y=my’/, g= ~ et x=ma’, m

dtant une quantité positive quelconque , mais indépendante de 4/ ,
¥/, ¢’ , on aura, en substituant et supprimant les accens ,

Jfe=™Cos.qyCos.gxdgdy= ; e~mx | =0 [ 16

Y=s g=3

mulitipliant les deux membres par ¢mdm et intégrant entre deux
limites positives de m, mais d'ailleurs quelconques, on aura, en
faisant Fo=/f¢~™"om.dm , et l'intégrale du second membre étant
prise entre les limites désignées ,

S/Cos.gyCos.qx.Fy.dgdy= % Fz ;
on trouverait de méme
J/Sin.gySin.gz.Fy.dg.dy= ZFx

De 1 on déduira, comme cas particulier , le théoréme de M
Fourier.

Saint-Affrique , 26 avril 282x;
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QUESTIONS PROPOSEES.
Problémes de Géométrie.

8 DEUX lignes du second ordre étant tracées sur un méme plan,
on demande, 1.° la nature et la situation du lieu géométrique des
poles des tangentes a l'une d’elles , déterminés par rapport a
Vautre ; 2.° la nature et la situation de I'enveloppe des polaires.
de tous les points de l'une d'elles , déterminées par rapport a
Tautre ?

II. Deux surfaces du second ordre existant ensemble dans I'es-
pace, on demande, 1.° la nature et la situation du lieu géomé-
,trique des poles des tangentes & 'une d’elles , déterminés par rapport
a lautre; 2.° la nature et la situation de I'enveloppe des plahs
polaires de tous les points de I'une d’elles , déterminés par répport
a l'autre ?
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OPTIQUE.

Essai dune theéorie génerale des mouvemens apparens ;

Par MM. Lextriric , docteur s sciences, nrolosseds au
coliége royal de Moatpeliier.

[a tla T Tl Vi Via Sia Vi VR V1

LE double mouvement de rotation de la terre sur son axe et
de trahslation de cette planéte autour du soleil est , pour ceux
de ses habitans qui la supposent absolument fixe , une source per-
pétuelle d'illusions, et complique singulitrement & leurs yeux les
mouvemens de tous les autres corps célestes. Les astronomes eux-
mémes , bien qu’ils ne soient pas dupes de ces illusions , n’en sont
pas moins obligés sans cesse de corriger les résultats de leurs
ohservations de la complication qu’y introduit la mobilité du point
d’ott ils les font.

La considération des mouvemens apparens ou relatifs; et de leur
liaison avec les mouvemens absolus , revient donc a chaque pas
dans l'astronomie. Cependant la théorie de ces sortes de mou-
vemens n'a encore €té traitée nulle part avec toute l’étendue et la
généralité qu’elle comporte ; et on s’est borné & en considérer des
cas particuliers qu’on a traité d’'une mani¢re tout-i-fait indépen~
‘dante les uns des autres , sans les rattacher i un principe commun,
Je me propose ici d’essayer de remplir cette sorte de lacune que
présente la science. Je chercherai les formules les plus générales;

Tom. XII , n.°Il, 1.%" aoilt 1821, 6



42 MOUVEMENS
j’en ferai les applications aux cas les plus ordinaires; ct j’'abandonnerai
de plus amples développemens a la sagacité du lecteur.

Le probleme général qu'il s'agit de résoudre est celui-ci : deux
points P, pse meuvent dans l'espace d'un mouvement connu quel-
conque; le point p se croyant fixe, quel mouvement attribuera-t-
il au point P (¥)?

De quelque nature que soit le mouvement absolu du point p,
on sait qu’il doit toujours se réduire & un mouvement de trans-
lation uniforme ou varié sur une certaine ligne droite ou courbe,
plane ou 4 double courbure et & un mouvement de rotation uni-
forme ou varié , autour d’'un axe de direction constante ou variable.
Quant au point P, on peut faire abstraction de son mouvement
de rotation, s'il en a un, attendu que ce mouvement ne serait pas
apergu de p, et ne considérer uniquement que son mouvement de
translation dans Iespace.

Rapportons nos deux points & trois axes rectangulaires abso-
lament fixes,, mais dailleurs tout- & -fait arbitraires ; la position
absolue de ces deux points dans Pespace , & une époque quelconque #
sera dounée par deux systemes d’équations telles que celles-ci:

* Au lieu de@upposer que le point p se croit fixe , on pourrait supposer
quil croit se mouvoir d’'une maniere déterminée et différente de celle dont
il se meut réellement, et demander , dans cetle nouvelle hypothése , quel
mouvement il attribuera au point P, Le probleme que se propose ici M.
Lenthéric deviendrait ainsi un cas particulier de celui-la.

On pourrail aussi renverser le probleme ; c'est-i-dire , supposer que ccst
le mouvement apparent de P et Pun des deux mouvemens absolus qui
sont. donués 3 ce serait alors lautre mouvement absolu qu'il s'agirait de
déterminer.,

J. D. G,
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‘x=F;n, r=£,(1) ,

Pour P y=Fy(9) ,» (1) Pour p<¢ y=f(2) , }(2)
iz=n@; a=0,0) ;

c’est-h-dire que ce seront 13, comme I'on s'exprime en mécanique ,
les équations de leur mouvement de translation , entre lesquelles
conséquemment '¢limination de # ferait connaitre les trajectoires
qu’ils décrivent.

Il sagira présentement d’exprimer la pature du mouvement de
rotation de p. Pour cela , concevons que , par ce point, on ait
conduit trois axes rectangulaires tout-a-fait fixes par rapport a
lui, mais mobiles avec lui dans V'espace ; désignons-les par a/, y/ , 2/;
leur situation 4 l'époque # par rapport aux axes fixes dépendra
de cette époque , et on pourra supposer alors leurs équations telles
quil suit :

el _ y=hy _ z—f()

P - = =
our # o) | O o)
x=—f() y=fptt) z=—fy®)
/ F—] [ —]
Py T = %6 — w0 0 7 @
=8y _ y=b(t) _ z—F(1)

Pour 2/, ;

=@ T e 50

et dans lesquelles il est permis de supposer
{o )+ {e@i+{o 0} =1,
OV {BOP+ 0=, | @)
{z0) P+l Hxdl =1 .

En outre , parce que ces axes sont rcctangulaires, on aura aussi
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03 { 2} {0 H O 3+ (4,0 {xa@® }=o ,

§2(} ()} 4§ () S v ()} 4§ %y ®fer®}=0 , } ()

{00} {40} +{ oM W@} Hla®F{Fd)=0 5 =
relations desquelles on en pourrait déduire beaucoup d’autres et
qui montrent que de nos neuf [onctions de # relatives au mou-
vement de rotation trois seulement sont arbitraires.
" 1 est clair présentement que le point p, se croyant immobile,
rapporte tous les points de I'espace aux axes des 2/, y/ , 2/ ; et

conséquemment c’est aussi & ces axes qu'il faut les rapporter , pour

avoir leur mouvement apparent; or, les formules nécessaires pour
cela sont, comme l'on sait,

a=f ()t )4y ¥ D42/%2)
y=ht)ta'eOyH ()20, | (6)
z=l5(8) 2/ 01(O) -y V) F25,(0) ;
desquelles on tire, en ayant égard aux relations (4, 5),
w/={ xamfe(t) } 0x(O)+{y—H(®) oy O+ { 21, () ; £,()
y={ @b @) } YO+ {y—b @O}y O+ { z=F,O 1 U@ , ¢ @)
2= amfy(®) } 22+ { =5 ® 3y O+ §e=E, () 22(0)
mettant donc dans les seconds membres pour z, y, z les valeurs
données par les équations (1) , et supprimant ensuite , dans les

premiers, les accens devenus inutiles , nous aurons pour les équa-
tions du mouyement apparent de P par rapport a p,

a={ Fo(0—fo() 1 0x O+ § FyO—H D30y ()+ § F (0=, 30,0 -,
=3 FaO—£(0 3 42O+ B0 —b @) Jy O+ 3F 00— ()34, 5, ) 8)
7= {F(0—Fa() § 22O+ § By (0—Ty(0)3 2y 4 §F (00— (0 3 2 (D) »
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et les équations de la trajectoire apparente seront le résultat de
P’élimination de # ‘entre ces trois-la.

. )
Si l'on suppose que, dans le mouvement de p, son axe de ro-
tation est toujours parall¢le & lui-méme ; en prenant cet axe pour
celui des 2/, on devra avoir

x(8)=g , w=k , )=k ;

& %, k étant des constantes; les équations de condition (4, 5)
deviendront

N OB SETOREE TN ORI
S0} {Oid,m3=1, ¢ @
g-Hhthe=1
g{ve® i h{dy® } k{4t } =0 ,
8§ 0« }Hh{oy() }Fh{ezt)} =0 , ) (10)
LRI PO S TIOREZI0LE FINOH SNORESE

et les équations du mouvement apparent de P seront
a=§ F.(0—fu(® } 00+ § Fy (0= ® } ey 0+ § Frr—f 0 01

7= §Fal)—L:) IO+ § Fy@=ly 0 3y O+ §F (0=, 3 410 , } (a)
=g SF (D=L 340 § Fy = O3 +k §F, 0=, } 5

Si Yon suppose, en outre , que cet axe de rotation est paralléle

3 l'axe des z, et conséquenment perpendiculaire au plan des =2y,
primitifs , on aura

dou (g9, 10)
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§¢x(")§"+§¢y(t)§‘=l , 3RO+ 0 =1, (12
$0.09 ) 3x §+§¢y(t) b mi=o; a3

et les‘ équ;lions ;111 m§01~1vement apparent de P' seront

w=§ =L 03 a0+ {FyO—hO 00

=5 Fa 0= 0340+ Bo—b0ihe , | (4)

z=F; () —f{ @® ;

Sl n’y avait pas de mouvement de rotation , on pourrait ad-
mettre ¢y(#)=o0 , d'ou ¢, [2)=1,V,[)=0, %(f)=1; et les équations
du mouvement apparent de P seraient ainsi

a=F (-1,
y=F@)=6#, ) (5)
e=Fyn—fie) . )

Si Yon suppose enfin que les.mouvemens réels de P etp ont lica
dans le plan des ay primitives, on devra avoir

F{)=o0-, fH)=o0 ;

et conséquemment z=o; le mouvement dpparent de P aura donc
lieu aussi dans le plan des zy; le probléme deviendra ainsi un pro-
bléme de géométrie plane; et les équations du mouvement appa-
rent de P ‘seront simplement )

a=§F =0 § e+ §Fy—H 0 3 o)
c (1
I= 3 O=F,003 Vx4 Fy =l (0 39yt ; §

dans lesquelles on aura. toujours,
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SoPH{on =1, §H0iibO]=r, §
§ (D343 + o0 IO =0 ; “n

et I'équation de la trajectoire apparente sera le résultat de I'élimi-
nation de 7 entre les équations (15).

Si le mouvement de rotation n’a pas lieu, comme la situation

des axes liés invariablement avec p est arbitraire , il sera permis
de supposer

e.()=1,
d’ot résultera (16)

pB)=0, wl)=o, HO=1;

au moyen de quoi les équations (15) du mouvement apparent
deviendront simplement '

a=Fut)—1.(0) , y=Fy(O)=H{0) . (18)

Si le mouvement absolu des deux points a lieu suivant l'axe
des &, on devra avoir :

Fy/=o , f(t)=0 ;

on aura donc aussi y=o ; c'est--dire que le mouvement apparent
de P aura lieu aussi suivant cet axe ; le probléme deviendra done
ainsi un simple probléme de géoméirie & une dimension; et 1'é-
quation du mouvement apparent_de P sera-

s=F(O)—I() - (19)

Nous allons présentement faire quelques applications de, ces
diverses formules ; en les prenant dans un ordre inverse de celui
suivant lequel nous y sommes successivement parvenus.
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§ I
Mouvement de deux points sur une méme droite.

Nous venons de voir (19) que , les mouvemens absolus de deux
points P, p, sur une méme drmte , ayant respectivement pour

leurs équanons
z=F(z) ; a--f(1) ;

J’équation du mouvement apparent de P, par rapport & p se croyant
fixe, est
a=F(=l157

Si d’abord le point P est fixe; e prenant ce point pour origine
des x, on aura F(z)=o0 ; de sorte que l'équation du mouvement

apparent de ce point sera }

=—{() ;

ce mouvement apparent sera donc égal et contraire au mouvement
réel de p. Cest le cas des navigateurs approchant de la céte et
2 qui le rivage semble avancer vers eux de la méme quantité.
‘dont ils s’avancent réellement vers lui.

.Supposqns, en second lieu, que les deux points P, p sont mus
d’un mouvement uniforme ; nous pourrons prendre, pour les équa-

tions de leurs mouvemens réels,
a=A44't , g=a+a't ;
Péquation du mouvement apparent de P ‘sera

a=(Ad—a)H(d'—al)t

c’est-d-dire
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c’est-a-dire- que ce mouvement apparent sera aussi uniforme. On
voit de plus que la vitesse apparente A4’—a’ sera la différence des
vitesses réelles A4/, a/ , prises avec leurs signes, cest-d-dire,la
différence effective de ces vitesses ou leur somme, suivant que les
deux mobiles seront mus dans le méme sens ou en sens contraire.
C’est communément le cas de deux voitures sur une méme route
ou de deux bateaux sur un méme eanal rectiligne. On voit , en
particulier , que si les vitesses sont égales et de méme signe, le
point P semblera immobile au point p.

Supposons présentement les deux mouvemens uniformément variés;
nous pourrons prendre pour les équations de ces mouvemens

a=A4At+A"r , x=ata'tta’i* ;
et le mouvement apparent de P aura pour équation
a=(d—a)4-(A'—a’t4(A"—a")t* ;

c’est-d-dire que ce mouvement sera lui-méme uniformément varié.
C’est, par exemple, le cas d’un aéronaute qui tombe d’un ballon ,
tandis qu’on lance une pierre verticalement vers lui.

On voit, au surplus, que, pour que le monvement apparent
soit uniformément varié , il n’est pas nécessaire que les deux mou-
vemens réels le soient ; et qu’il serait encore tel, lors méme que
Pun de ces mouvemens serait uniforme; avec cette seule différence
que, si Je mouvement uniforme était celui de p , le mouvement
apparent de P serait accéléré ou retardé, suivant que son mou-
vemnent réel le serait lui-méme ; tandis qu’au contraire sile mouvement
uniforme appartenait & ce point P, son mouvement apparent serait
accéléré ou retardé , suivant que le mouvement réel de p serait
rctardé ou accéléré.

Si les forces accélératrices étaient égales et de mémes signes , o
Tom, XII. 7
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aurait 4”—a'’=0 ; et conséquemment l'équation du mouvement
apparent serait -

g=(Ad—a)4{d'—a')t ,

c’est-3-dire que ce dernier mouvement serait uniforme ; c'est le
cas d’'un homme et d’une pierre tombant de différens points d’une
méme verticale & des époques différentes.

Si, de plus, la vitesse réelle était la méme i chaque instant,
on aurait A’—ag’=o0 , et par suite z=4—a., cn sorte que le
mouvement apparent de P serait nul. Cest le cas d’un homme

et d’une pierre qui tombent au méme instant de différens points
/
d’'une méme verticale.

IL -

en

‘

Mouvement de deux poinis sur un méme plan.

Faisons d’abord abstraction du mouvement de rotation de p. Soient
les équations du mouvement réél de P et p ainsi qu’il suit :

a=F.{) , a=f,(?)
Pour P ) Pour p A
r=F)'; y=0H0) ;
les équations du meuvement apparent de P seront (18)
a=F.()—£9) ,

y=Fy)—5() :

Supposons ;- en premier lieu, que le point P soit fixe; en pre-~
. . . N ’
nant ce poiat pour origine des coordonnées primitives , nous aurons
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Fi)=o, F)=o;
d’aprés quoiles équations du meuvement-apparent de ce point seront
=08, y=—00),

c’est-a-dire que ce mouvement sera égal et contrairc & celur de p.
Ainsi, si p décrit une droite d’'un mouvement uniforme ou varié,
P lui semblera décrire d'un mouvement inverse une parallcle a
cette droite. Si le point p décrit un cercle , le point P lui semblera
décrire, en sens inverse , un cercle de méme rayon; de sorte que
si p décrit un cercle autour de P, P semblera décrire un cercle
autour de p.

C'est par l'effet de cette illusion que celui qui parcourt une
route dans une voiture ou un canal dans un biteau voit les divers
objets répandus dans la campagne senfuir derri¢re lui, avec une
vitesse égale a celle qu’il a lui-méme (*) ; et ¢’est encore par suite d'une
semblable illusion que ceux qui ignorent le mouvement annuel de
la terre autour du soleil, d'erient en occident, attribuent au soleil
un mouvement annuel autour de la terre d’occident en orient.

Supposens présentement les deux points P, pPmus d’un mou-~
vement rectiligne et uniforme ; nous pourrons prendre respective-
ment pour les équations de leur mouvement réel

(* On pourrait objecter que les objets paraissent, aux yeux des voyageurs,
se mouvoir d’autant plus lentement qu'ils sont plus distans de la route quils
parcourent ; mais c'est une pure illusion optique qui tient A I’éloignement.
est évident, en effet, que si plusieurs points, répandus sur le terrain, mar-
chent tous parallelement avec la méme vitesse effective, ils sembleront marcher

d’autant plus lentement qu’ils seront plug distans du spectateur supposé immebile.
J. D, G,
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z=A44" { e=atat;
Pour P Pour p

y=B+4B't ; A y=b+b't ;

en conséquence de quoi les équations de leurs trajectoires effectives
seront respeclivement

Les équations du mouvement apparent de P seront ainsi
g=(Ad—a)4-(4'—a"t , y=(B=0b)F(B'—b) ;

et par suite celle de sa trajectoire apparente

x—(A=—a) y—(B=b)
Al Blemht O}

c’est-a-dire que le mouvement apparent de P sera aussi uniforme
et rectiligne, On voit de plus que ses vitesses apparentes paral-
lelement aux axes ne seront autre chose que les différences des
vitesses réelles paralléles & ces mémes axes, prises avec leurs sigues.

Les vitesses absolues de P et p étant respectivement /7457,
Y ai4b2, si 'on voulait exprimer que ces vilesses sont' égales ,
il faudrait écrire

A/:_l..B/n =a*4-" )

c’est-a-dire ;

(d/—a/)(d' )= = (BI— ) (BT |

multipliant par cette dernitre équation celle de la trajectoire ap-
parente , elle deviendrait
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(A'4a){z—(Ad=a)} +(B+b)f y—(B—b)) =0 :

Si 'on supposait que les trajectoires effectives des deux points
P, P sont des droites paralléles, il faudrait écrire

de sorte qu’en représentant par » la valeur commune de ces deux
fractions , on aurait

B/'=xd’, bl=nra’ ,
d'our

B/'—p = A(A/—a') ,
lés équations du mouvement apparent de P seraient donc
rz=(A—a)+(A'—a')t , y=(B—b)+r(d'—a')t ;
ce qui donnerait pour celle de sa trajectoire ;pparente

A{x—(A-——‘a)} =y—(B~12) .

Dans le méme cas, les vitesses effectives {/ 4=4Bs, {/argbi
deviennent respectivement

Ay s, al\/ i

si donc I'on veut supposer qu’elles sont égales, il suffira d’écrire
a’=A4" on A'—a’=o ; ce qui doriera , pour les équations du
mouvement apparent de P,

=A—a | y=B-—b ;

c’est-3-dire, en d’autres termes , que le point p le croira immobile.
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Et, comme cc que nous venons de dire du point P peut éire
appliqué i tant d’autres points P/, P/, P#/ ... quon voudra, il
s’ensuit géndralement que, si tant de points qu’on voudra décrivent
dans l’espaée des droites para‘Héle's, avec une vilesse commune .
et que l'un d’eux se croie fixe , tous les autres lui sembleront
immobiles.

Il en scrait encore de méme si la vitesse commune a tous ces
points venait & changer, soit brusquement , soit d’une maniére
insensible , pourvu qu'elle demeurat toujours la méme pour tous.
Les mémes choses auraient encore lieu si la direction commune des

mouvemens venait a changer , soit brusquement , soit par degrés
insensibles, pourva que leur parallélisme se conservat constamment

et que les distances entre les points du systtme demeurassent

invariables. \
En supposant toujours le mouvement de nos deux points rec-

tilignes , si nous voulons le supposer uniformément varié, il faudra
adwmettre que ce mouvement est donné ainsi qu’il suit:

z= A-_-l—d’(x +Ci)e , rz=a}a' (14t ,

Pour P o our
y=B~4B/(1+4C)t ; ) y=0+4b(14ct)t ;

ce qui donnera pour les équations des trajectoires effectives

" QoA - y—B X y=b
= — _— =

A B a’ v

et, pour les équations du mouvement apparent de P,
y=( Ao b (i Y (A=)
y=(B—b)+(B/—b)t+4-(B'C—bc)t* ;

on trouvera , en conséquence , pour I'équation de la trajectoire

apparentede P,
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§(B/C—b/c)[x=(L—a ] —(A'C—a’c)[y ~(B~2)]}*.
=(C— e\ A —Ba!) [ L'~ [ a—(d—a)]~(d'—a’ [y~(B—B)]}

équation qui appartient évidemment & une parabole ; elle appar-
tiendrait encore & cette couibe quand bien méme C ou ¢ serait nul,
c’est-3-dire , quand bien méme l'un des deux mouvemens effectifs
serait uniforme. Ainsi, lorsqu’un corps pesant tombe verticalement
du haut des airs sur une route ou dans un canal rectiligne , il
doit sembler décrire une parabole a4 celui qui, se croyant immo-
bile, parcourt cette route ou ce canal d’un mouvement uniformie.
Pour ne nous arréter quaux cas les plus simples des mou-
vemens curvilignes, supposons de suite que nos deux points P, p
parcourent deux circonférences concentriques , d’'un mouvement uni-
forme. En représentant par B, r le rayon des deux cercles , et
prenant leur centre commun pour origine des coordonndes primi-
tives , les équations de leur mouvement seront telles qu'il suit:

2=RCos.(C+C") , z=rCos.(c4c't) ,
Pour P Pour p
y=ARSin(C+-C'1) ; y=rSin.(c4-c'?) ;
¢e qui donncra pour les équations de leurs trajectoires effectives
xz_l_yz_—_}z: , “2+ya=r: ;
les équations du mouvement apparent de P seront
== RCos.(C4-C’t) —rCos.(c+c?) ;
y=2R Sin.(C4-C/t)—rSin. (c+c'?) ;

et I'dquation de sa trajectoire apparente sera le résultat de 1'éli-
mination de # entre ces deux-la,
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Si nous désignons par p la longueur du rayon visuel conduit

de p vers P et par ¢ I'angle que fait ce rayon avec l'axe des &,
*
nous aurons

P =a*+y*=R*—2RrCos.{(C—c)+(C'—c\t}4r* ,

x® RSin. (CH4-C't) =rSin. (c4-c't)
¥~ RCos.(CH-C'ty=—rCos.(cct)

Tang.s=

Lorsqu’on n’aspire pas & une grande précision, on peut considérer les
planétes comme animées d’'un mouvement circulaire et uniforme dans
un méme plan autour du soleil. En supposant donc que p soit la terre
et P une autre plan¢te quelconque , ces formules feront eonnaitre,
pour chaque instant, la distance s de lobservateur & cette planéte
et langle ¢ que forme le rayon visuel dirigé vers elle avec une
droite fixe quelconque.

La distance ; est un mazimum ou un minimum , suivant qu’on a

| (C=o)+(C'—c)t=(2n+1)7 ou (C—c)+(C'—c')t=2nw ;

c’est-a-dire ,

(2n~+1)w-—(C—-c) ou. J— 2nm—(C—c)

Gl T Cleeg! !

formules au moyen desquelles on pourra calculer les époques des
oppositions et conjonctions.

Si I'on veut eompter les temps & partir d'une conjonction, ce
qui est permis, on devra avoir

C—mc=2n% ,
au moyen de qu-oi la valeur générale de 4* deviendra simplement

= R*em2Rr Cos.(C! ~ /)i 1* ,
Si,
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Si de plus on suppose que cette conjonction a lieu sur I'axe des
&, ce qui est encore permis, puisque la direction de cet axe est
arbitraire ; il faudra qu’a /=o0 répondent aussi

C+Clt=o , ctc't=o0 ;
c'est a-dire qu'on devra avoir & la fois
C=o0, €=0 ;
les équations du mouvement absolu de P et p deviendront ainsi

x2=RCos.C’? , x=rCos.c’t ,
Pour P¢ Pour p
y=HSin(’t ; y=rSin.c’t ;
Jes équations du mouvement apparent de P seront donc.

£=RCos C't=rCos«c’t ,  y=RSin.C't—rSin.c’t ;

¢ étant l'angle du rayon visuel avec I'axe des x, on aura

RSin. C/t==rSin.c't
HCos.C't==rCos.c't

Tang.=

et on calculera les époques des oppositions et conjonctions par les
formules

(2nf-1)= p snm
T Clemgt T — U ?

d'oi1 'on voit que, si I'on représente par = Pintervalle de temps
entre deux conjonclions ou oppositions consécutives, on aura

2w
o — ——

—_— Clmg! -

Tom. XII. &
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En égalant 3 zéro la différenticlle de Tang.¢ prise: par rapport
a ¢, on agra

C' B —(C/~4¢)RrCos. [ C/=ct-4-c'r* =0 ;

1 ) C'R2f-c'r?
P Arc{ Cos. = LT 3
Cl—c (C'4-c)Br

d’ot

l=

formule qui servira a calculer les époques des plus grandes €lon-
galions pour les planétes inférieures et celles des rétrogradations
pour les planétes supérieures.

Soient § , s les durées respectives des révolutions sydérales,
on devra avoir

C'(t4-8)—Cit=2= , c/(t-ts5)mc/t=2= ,
d’ou
2% 2=
=5 IET

alors les é¢poques des oppositions et conjonctions pourront se calculer
par les formules ‘
; (2n~+1)Ss nSs

=

2(5—s) ° o—s ’

de sorte que lintervalle de temps enire deux conjonctions ou
oppositions consécutives sera
Ss
- .

T 8—s

enfin les époques des plus grandes ¢longations ou rétrogradations
se calculeront par la formule

Semes sR2-}-Sr2 )
(S=+s)Rr §

mais, d’apres la troisitme loi de Képler ,

7= e

Arc % Cos.=

2w
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Sriz=s'R}

employant donc cette formule pour éliminer I'un des deux rayons
R, r, lautre disparaitra aussi, et il viendra

=__S_-—_: Arc SCos.:——- (V3+V IS 3
2@ ] S5

c’est-a-dire que les époques des plus grandes élongations et rétro-
gradations ne dépendent uniquement que des durées des révolutions
sydérales.

Si, en admettant toujours £€=0 , ¢=o0 , on avait C’'=¢, les
équations du mouvement apparent de P deviendraient

a#=(R=—r)Cos.c’t , y=(R—-r)Sinc’t ;
d’ou
2y = (lm—-r)*

c’est-d-dire que ce mouvement serait circulaire et uniforme.
Donnons présentement au point p un movvement de rotation sur
un axe perpendiculaire au plan des trajectoires ; mais , pour ne
point nous engager dans des calculs trop compliqués , supposons
que ces trajectoires soient tonjours des cercles concentriques, décrits:
d’un mouvement uniforme autour de l'origine des coordonnées pri~
Iitives, et supposons en outre que le mouvement de rotation de
p soit aussi uniforme. Les équations du mouvement effectif

seront encore , comme ci-dessus :

z=RCos..C+-C")., { 2=rCos.(c}c) ,
Pour P Pour p- :
y=ASin.(CH+C") ; y=rSin.(c}c't) ;

il est aisé de voir (16, 17) quon pourra prendre pour les équations
du mouvement apparent de B,
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#=+4-{RCos." C4-C'1)—rCos.(c~+c't)} Cos.(k-+1'1)
~{ BSin.(C4 C/1y—rSin./c--¢/t) } Sin (k4 k'1) ;
y == { RCos.(C~+C't)=rCos.(c-c/t)} Sin.(k-+1'2) |
! BSin.(C4C/t)—rSin. c4c't)} Cos.(k-4-kt) 5

k4-k’t étant DPangle variable que fait I'axe des x, mobile avec p,
avec l'axe des =z primitifs. C’est en climinant 7 entre ces deux
équations qu’on obtiendrait celle de la trajeclcire apparente de P.
Bornons-nous 3 considérer quelques cas particuliers. .

Supposons , en premier licu, que les deux points P, p sont
fixes I'un et l'autre, sauf le mouvement de rotation de p, et que
le point P est & lorigine des coordonnées primitives ; nous aurons
ainsi

R=o0, =0 ;

au moyen de quoi les équations du mouvement apparent de P
se réduiront a

- =—rCos.(cmkk—Fk't) , § =werSin(c—k—k't) ;

$1+yz=ra ;

c’est-3-dire que le point fixe P semblera avoir un mouvement circu-
laire et uniforme auteur de p, en sens inverse du mouvement de
rotation de celui-ci et avee une vitesse angulaire égale & la sienne.
Cest précisément par suite d'une illusion semblable que ceux qui
ignorent la rotation diurne de la terre d’occident en orient attribuent
au soleil unerévolution journalitre autour d’clle d’orient en occident.
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Supposons toujours le_point P fixe , a l'origine des coordonnées
primitives, mais rendons au point » son mouvement circulaire ct
uniforme autour de lui, en lui conservant d’ailleurs son mouve-

ment de rotation; mous aurons ainsi simplement fi==0 ; au moyen
de quoi les équations du mouvement apparent de P se réduiront a

z= ;rCos.[(c—k2+(€'~’f’)f] ,

y==rSin.[(c—k)F(c'—H)1] ;
d’ol

x:_l_y.z =2 ;

Ainsi  généralement ce mouvement apparent sera un mouvement
circulaire et uniforme autour de p, en sens inverse de son mou-
vement de rotation, et avec une vitesse angulaire ¢/—ZA’/ égale 2
la différence entre ses vitesses angulaires ¢/, 4/ de révolution autour
de P et de rotation sur lui-méme, prises avec leurs signes.

Si donc ces deux vitesses sont égales, les équations du mous
vement deviendront

a=—rCos.(c—k) , y=w—rSin.(c—k) ;

c’est-a-dire, en d’autres termes, que le point P semblera tout-i-
fait immobile. C’est précisément sous cet aspect que la terre doit
s’offrir aux habitans de la lune. \

Traitons encore un cas. Supposons que le point p, placé i
Porigine , n’ait qu'un simple : mouvement de rotation pendant que le
point P décrit une ligne droite passant aussi par cette origine ;
en supposant les deux mouvemens uniformes , les équations du
mouvement effectif de P seront.

a=d(dat) . y=B(tw) ;.

ce qui donnera, pour I'équation de la droite parcourue,
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A]s
ll
)<

Quant aux équations de son mouvement apparent, elles seront
de la forme o

a=(14at)§ ACos.(A4#'t)4BSn.(A4+1'1)} ;
.’V=(l+;\t)§BCos.(l:;}.]f»t)_As-ln_(k__‘_k,)g :
d’otr

z:+y: =(‘4:+Ba)( 1 +7d_)3

3 ) B [} 3¢ .
Désignons par r le rayon vecteur et par # l'angle qu’il fait avee
FVaxe des x4 nous aurons
’

r=(-Fa)y/ 2B .
6t en outre ,
z=rCoss=(1-+4at)y/ 4:4-5:Cos.t,

y=rSin. 0¢=(14n y 4> 5:Sind ;

égalant ces valeurs de #, y 3.celles que nous avons. trouvées eci-
dessus , et posant, pour abréger,

A4-B*=C* ,
il viendra, en réduisant ,
CCosb=ACos. (k4-k)BSin. (k- Wty

CSin.¢=BCos.(k4-l't)=ASin.(k4-K't) 5,
d'od
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CSin.(k4-'sy=BCos.s—ASin.J ;
€Cos.(k+4-K'1t)=ACos.¢-}-BSin.¢ ;
et par conséquent

BCos.4=ASin.0

Tang, (k+k/t)= ACos.04BSin.é *

En posant
A=CCoswx , B=CSin.w ;

cette équation deviendra

__ Sin(u=8) )
Tang.(k+4't)= ooty =Tang.(e—¢) ;
d’ou
k+k’l=u—-& H
mais la valeur de » donne
1-4-a2= {-:— ;

éliminant donc 7 entre ces deux derniéres équations, nous aurons, pour
I'équation polaire de la trajectoire apparente,

- C
r= 7(7 {ﬁ’—ﬁ(](—-a}-—h‘} ;

équation de la spirale d’Archimede , comme on pouvait bien sy
attendre. :

§. 1L

Mouvement de deux points-dans lespace.

A raison de la complication des formules , nous ne nous étendrons
pas beaucoup sur cette derniére partie de nos recherches.
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Faisons d'abord abstraction du mouvement de rotation de p. Soient
les équations du mouvement effectif de P et p ainsi qu'il suit:

z=F, (1) , ‘ z=£(1) ,
Pour P] =R , Pourp { y=0(1) ;
=F) l z2=H() 5

nous savons que les équations du mouvement apparent de P
seront (15)

=)= ,
y=00)—00)
z=F () —F() .

Si d’abord on suppose que 'e point P est fixe , en prenant ce
peint pour origine des coordonnées piiwitives, on auia

F.()=o, Fy(£i=0 , F (=0 ;

de sorte que les équations du mouvement apparent de ce méme
point seront '
a=—f(1) , y==0L(), z=~f (1) ;
¢’est-a-dire que cc mouvement sera cxactement égal et contraire
au mouvement effectif de p.~
Supposons, en second lien, que les mouvemens effectifs soient
tous deux rectilignes et uniformes, et donnés-ainsi qu'il suit ;
 g= A=At , . s=a-+a't ,
PourP{ y=B+B" , Pour p | y =b-+b¢

z2=C+C \ z=c4-ct
) de
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de sorte que les droites décrites aient respectivement pour équations

x—Ad v—B _ z—C X==a  y—b  ze—c
—— — ’ -_—

Al b «/

les équations du mouvement apparent de P seront

g=(Ad—a)+(4'—a")t ,
y=(B—b)+(8'=i) ,
z=(C—0)+(C'—cY ;

- de sorte que les équations de sa trajectoire apparente seront

a—(A=—a) y—(H=0) __z=—(C—0)
Al—at  B—y | = ?

c’est-3-dire que le monvement apparent de P sera aussi rectiligne
et uniforme. On voit de plus (ue ses vilesses apparcntes pérallé-
lement aux axes seront respectivement les différences des vitesses
effectives paralléies a ces mémes axes prises avec leurs signes.
Supposons présentement que le point p, fixé a. lorigine; n’ait
gu'un simple mouvement de rotation uniforme autour de I'axe des
z , tandis que le point P parcourt uniformément une parallile &
cet axe. Les équations du mouvement effectif de ce dernier point

seront

z=d4, y=B, z=C+C",

tandis qu'en pourra prendre (12, 13, 14) pour celles de son
mouvement apparent

6= -ACos.(k+ 1)+ BSin (I+¥1)
-y =—ASink~+k't)+BCos.(h+4¢) 4

z=C+C"t 5
Tom. X1i1, 9



66 MOUVEMENS

En prenant la somme des quarrés des deux premitres , et faisant
pour abréger
AP—FZP=:IP ;

il viendra

x’4fy’==lP H

ce qni nous apprend que la projection sur le plan des zy de la

trajectoire apparente de P est un cercle ayant son centre & I'origine.
En posant, en outre ,

A=7Cos.« , B=ISin.= ,

nous aurons

% _ Sin. (a—le=ht)’ =Tang (s—k—k't) ;

- Cos.(a~k=k't) ]

mais la derniére ¢quation doane

en substituant donc, il viendra

J

—C
- =Tang. u—k-—-k’z—u— ,

ou encore

z=C+ -;:, { C’(u-—lt)-Arc(Tang.= %)} ;

deuxiéme équation de la trajectoire apparente de P. Il est aisé de
se convainere que l'ensemble de ces deux équations appartient &
une hélice. ' )

Pour derniére application, nous supposerons les deux points
P, p invariablement fixés 3 une surface de révolution tournant uni-
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formément sur son axe que nous prendrons pour Iaxe des z ; en
faisant passer le plan des 2y par le cercle que déerit le point p,
Soit r le rayon de ce cercle; soit R le rayon du cercle décrit
par le point P, et soit D la distance de son cenire 3 Porigine.
Les équations du mouvement de translation de nos deux points
seront de la forme

a==RCos.(K~-21) , a=rCos.(k4-28) ,
Pour P { y=RSin.(K--at) , Pour p { y=rSin.(k$-nt) ,
z=D ; z==0 .
On doit remarquer présentement que p étant supposé invariable<
ment li¢ 3 la surface de révolution , ce point doit avoir par la
méme un mouvement de rotation sur son axe dont la vitesse an-

gulaire sera égale 4 celle de translation. En conséquence, on trouvera
(12, 13, 14) pour les équations du mouvement apparent de P,

x=-}{ R Cos.(K4-at)=rCos.(k4-At) s Cos.(c4-2t)
~+ § BiSin.(K4-21)—rSin.(k4-2t)  Sin.(c42t) ,
y===$§ RCos.(K4+2£)—rCos.(k=+) § Sin. (c-at)
+ § BSin. (K4-At)=rSin.(k+£)3 Cos.(c421)
z=D .
Ces équations reviennent aux suivantes :
=R Cos, § (c4-t) = (K+»t) § —rCos. § (crt)=(k+21)3 ,
=R Sin.§ (e4r)=(K-+a1) § =rSin. $ (ca)=(ht-21) 35
z=D .
ou enco;'e a celle-ei :
=R C0s.(CameK)merCos.(c=F) ,  y==RSin,(comK)==rSin,(c=k) ;
z=D ;
qui nous montre que le point P semblera immobile au point p. C’est
le cas-od nous mous trouvons sur la surface de la terre; et il mesé’
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pas surprenant’ que nous ne nous apercevions pas du monvement
qu'entraine , dans les divers objets qui frappent nos regards , sa
rotation sur son axe.

Quoique nous ayons supposé le mouvement de rotation uniforme,
il est aisé de voir que les choses en iraient encore de méme sl
ne ['était pas; on pourrait, en eflet, partager le temps en une suite
d’intervalles assez courts pour que durant chacun le mouvement pit
étre considéré comme uniforme ; le point P, i chaque instant,
semblerait donc immobile; d’ot il suit qu'il paraitrait constamment fixe,

Nous avons supposé que l'axe de rotation était fixe ; mais , s'il
était transporté d'une maniére quelconque dans ’espace, il en irait
encore de méme, puisqu’a chaque instant les points P, p décriraient dans
Tespace des droites paralleles avec des vitesses égales , et que,
comme nous l'avons vu au commencement de cet essai , un tel
mouvement ne saurait produire aucun mouvement apparent dans P
par rapport 4 p.

Cela posé , soit un systme de points P, P/, P¥,.... en nombre
quclconque, invariablement liés entre eux; et supposons que ce
systéme sdit emporté dans l’espace d’un mouvement quelconque.
Nous pourrons, & chaque instant, supposer que ce systéme tourne
sur une axe variable, soit parrapport au systéme , soit par rapport
aux points fixes de lespace; d’ont il suit qu'a chaque instant aussi
P'un quelconque des points de ce systéme se trouvera, par rapport
2 tous les autres, daps les mémes circonstances o0 ‘se trouvait tout-
a-'heure le point p par rapport au point P; c’est-a-dire que ce
point jugera tous les autres immobiles. Ainsi, i/ est absolument
impossible de s'apercevoir du mouvement des divers poimts dun
sysiéme de forme invariable dont on fait soi-méme partic (*).

(*) Au lieu de supposer , dans tout ce qu'on vient de lire, que l2 point p
se cruit iramobile, on aurait pu supposer, plus généralement , quil se croit
aiimé d'un mouvement d'une espéce déterminée , différent de celui qu'il a
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GEOMETRIE DE LA REGLE.

Lettre au Reédacteur des Annales,

Sur la démonstration , donnée & la page 326 du XI1.*
volume de ce recueil , des deua théorémes enonces
a la page 289 du IX.* volume du méme recuell ;

Par M. Vecren, licencié &s sciences , ancien professeur
de mathématiques spéciales.

PR N N W e N N

J’AI été bien surpris, mon trés-cher ami, en lisant le dernier
numeéro de votre cxcellent recueil, de voir que vous aviez vaine-
ment cherché des démonstrations purement géomdtriques pour les
deux théorémes énoncés a la page 289 du 1X.® volume ; et que
vous incliniez méme i penser que toute autre voie que celle que
vous avez prise ne pourrait conduire que tres-difficilement au but.
La vérité est que dés que les énoncés de ces deux théorémes me

réeilcment ; et demander , en conséquence , quel mouvement il attribuera an
point P. Il est clair que les divers problémes qui viennent d'étre résolus ne
sont que des cas particuliers de cclui-la,
Dans ce cas, et dans celui ol le point se croit immobile , au lien de
H b4
supposer connus les mouvemens eflectifs des points P ,p , on pourrait supposer
que Tun d’eux seulement est donné , et demander quel devrait étre Tautre,

pour que le mouvement apparent du point P fit un mouvement d'une espéce
déterminée. J. D, G,
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furent connus, j'en cherchai la démonstration que je trouvai sans
beaocoup d’efforts, et par les moyens généralement employés en pareil
cas. Si je négligeai alors de vous adresser le résultat de mes recherches ,
c’est que la chose m’avait paru trop-simple pour en valoir la
peine , que je ne doutai pas que beaucoup d’autres n’y parvinssent
comme moi, et que je craignais d’arriver trop tard. Quoique les
démonstrations que vous avez vous-méme données ne laissent cer-
tainement rien a désirer’ du c6té de la rigueur, de la briéveté et
de I'élégance, ceux & qui les principes de la statique sont inconnus
peuvent désirer de se convaincre de la vérité de ces théorémes par
des considérations purement géométriques. C'est ce qui me déter-
mine a vous adresser mes démonstrations dont vous ferez d’ailleurs
tel usage qu'il vous plaira,

Tout repohse‘ sur une proposition bien connue de tous ceux qui
se sont occupés de la géométrie de la régle; proposition rappelée
et mise en ceuvre en maints endroits des annales ; et dont la vérité
se déduit d’ailleurs bien simplement de la considération de la pers-.
pective d’'un tronc de pyramide triangulaire & bases non paralléles.
Cette proposition consiste en ce que, si deux triangles ABC, A/B/CY/,
tracés sur un méme plan , sont tels que les trois droites AA/,
BB/, CC/ concourent en un méme point, les trois points de con-
cours des cotés AB et A/B’, BC et B’C/, CA et C/A’/ , appar-

tiendront 3 une méme ligne droite , et réciproquement.

En se bornant en effet, pour les motifs que vous avez veus-
méme indiqués, aux cas particuliers que vous avez considérés; on
voit, par le premier théoréme , que les trois droites -

(1)(234) » (12)Gx 5 (123)(4)

joignent deux a deux les sommets de deux triadgles dont l'un a
pour ses. trois cotés les droites



DE LA REGLE. ,r.

W@, OO, waeEd)
et l'autre pour les siens

@034 » B)E) » @G 3

or, les c6tés correspondans de ces deux triangles concourent aux
trois points

@, G, 3,

lesquels, par construction, sont sur une méme droite ,3); donc
les trois droites ci-dessus dénommées, doivent concourir en un méme

point (1234); et on démontrera, par une semblable considération,
que les trois droites

(@)345) v @HE) » R3IHO) »

concourent en un méme point (2345).

On démontrera semblablement que trois quelconques des quatre
droites

(1(2345) 5 (12)(343) »  (123)(49) »  (123)() -

concourent en un méme point; d’ol on conclura que ces quatre
droites se covpent en un point unique (12345).
Pour le second théoréme, on voit que les trois points

— p—— el vl

5D, @D, (5.9

sont les points de concours des directions des c6tés correspondans
de deux: wriangles dont 'un a pour ses sommets les points

-(_1.1—2-) ’ 55..3')- ’ -(7,23) ’
et L'autre les points

(3% » (-:5-:4:55 G3,%) 5

or, les droites
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2, 3

, 23,

qui joignent les sommets correspondans de ces deux triangles , con-
courent, par coustruction , en un méme point (z,3); donc les
trois points ci-dessus dénommés doeivent appartenir a une méme
droite 1337 ; et on démontrera,, par une semblable considération,
que les trois points

(.:"j'f)) ’. (_'2_3_12_3:5, (2'4,5

~

’

appartiennent 3 ure méme ligne droite.
On démontrera sembiablement que trois quelconques des quatre
points '

(1, 2345) 27 (12,7043) y Gzl 40) 50 (1234, 5)
appartiennent & une méme ligne droite , d’od T'on eonclura que
ces qu.tre points sont sur une droite unique 12345

Agreez , etc.
Paris, le 26.mai 18ar,

QUESTIONS PROPOSEES.

1héorémes de Geéomeltrie.

| 8 DE tous les systémes de diamctres conjugués d'une ellipse;
les diamétres principaux sont ccux dont la.somme est un mnimum,
et les diamctres conjigués égaux sont ccux -dont la somme est un
mazximum. o I o

I1. De tous les systémes de diamtres conjuguds d"unc ellipsoides
les' diamétres principaux sont'ceux’ dont la semme’est un minimum, et
les diamétres conjugués égaux sont ceux dont la somme estun mazimunt,
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ANALISE ALGEBRIQUE.

Des équations fonctionnelles ;

Par M. CHARLES BaBBAGE , de la société royale, secrétaire
de la société astronomique de Londres (*).

( Eztrait )

Par M. GERGONNE.

[ Via Vi, W, Ve, W, W VI, VL V]

Sorr proposé de déterminer une courbe MMM/ par la propriété

que voici :.

M

M

Nt

| 0] P A P

(*) L’intéressant mémoire dont on va donner une idée succincte se trouve’
imprimé a la suite d’un Recueil d’exemples dé lapplication du calcul ausz
différences finies 5 par M. J. F. W. HeRscHEL ( Cambridge, 1820 ). Il porte:
la date du 20. octobre 1820,

Iom. XII', n.° 11, 1.°F septembre 1821, ‘10
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O, A sont deux points fixes sur une droite indéfinie ; de l'un
quelconque M des points de la courbe on a abaissé une perpen-
diculaire MP sur cette droite. On a ensuite porté, sur la méme
droite, & partir du point-O, savoir; a droite, une longueur OP/
quatriéme proportionnelle &4 OP, OA, AP, et & gauche une lon-
gueur OP// troisitme proportionnelle & AP et OA. On a élevé ensuite
3 la droite indéfinie en P/, P# des perpendiculaires termindes &
la courbe en M/, M’ ; et on demande . que , quel que soit d’ailleurs
le point M de la courbe, on ait tonjours le rectangle construit sur
OA et M/P/, moins le rectangle construit sur OP et M/P/, égal
au rectangle construit sur OA et OP.

En prenant notre droite indéhinie pour axe des z , le point O
pour origine, les z positives a droite de ce point, et représentant
par @ la longueur constante OA , nous aurons OP=x, AP=2—4a,
d’'ol nous conclurons

a(x==a) a2
OP/= , OPV=— 3
Si donc mous prenons généralement pour équation de la courbe

cherchée

y=14(z) ,

7ous aurons

MP=y(z) , MP/=4 "("”"”)], ’M”P“:«I«[— “2];

X L=——q
mais , par la condition du probléme, on doit avoir

OA.M/P/—QP.M/P/=0A.OP ,

a(x==a) a?
a¥ j —x\p[:— ] =ax .
x X=—a

‘Voila une de ces équations que M. Babbage appelle éguations

donc
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Sonctionnelles ; et on voit qu’il ne s'agit pas de la résoudre, dans
le sens qu'on attache vulgairement & ce mot; cest-i-dire qu’il ne
s'agit pas d’en tirer la valeur de & ; ce qui serait d’ailleurs im-
possible ; mais qu’il s’agit sculement d’en faire usage pour découvrir
la forme de la fonction désignée par ¥. On congoit en effet que
cette forme une fois connue, il ne sagira plus que de faire une
semblable fouction de & et de la substituer dans Péquation y=+(z) |
pour obtenir I'équation de la courbe cherchde.

On congoit qu'au lieu d’une seule équation devant déterminer
la forme de la fonction ¥, on pourrait:demander de déterminer
la forme de deux fonctions ¥ et ¢, ou méme d'un plus grand
nombre , & l'aide de deux ou d'un plus grand nombre d’équatiors
qui les contiendraient. On congoit aussi qu’au lieu d’affecter une
seule variable z , ces fonctions pourraient en. affecter un plus grand
nombre. On congoit enfin que les équations, au lieu d’étre algé-
briques, pourraient étre différenticlles ou aux différences, ou méme
d’'une forme transcendante quelconque, N’ayant d’autre dessein ici
que de donner une idée trés-sommaire de ces sortes de recherches,
nous” nous renfermerons strictement dans ce qu’elles offrent de
plus élémentaire.

Reprenons notre équation:

o a(x—-tl)] — [__' a? ]:ax :
x ) Xm—a

a(x——a)

en y changeant z en , réduisant et chassant les: dénomi-

nateurs , elle devient

av [— xia ]—(x-a)¢(x)=a(x—a) ;-

faisant encore dans celle - ci le méme changeinent’ de z em
a(x—a)

» elle deviendra, aprés les réductions analogues ,,

x
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ay f%—:ﬁ)] +(x—a)4/(x)=-a’ ;
Miminant donc, entre ces trois équations, les deux fonctions

4 a(x;h)] ’ ‘1’["— :z:—za] ’

comme deux inconnues, I'équation résultante sera

(x—a)lx=—azx ;
d’olt

ax
Yo =—

?

X—a

puis doric que nous avons pris pour I'équation de la courbe cherchée
y=+x ; cette équalion sera

ax

s — o
y X0 ’

ainsi la courbe clrichée est wme hyperbole qui passe- par T'origine

et dont les asymptotes , respectivement paralleles aux axes des
coordonnées , coupent I'une ’axe des # A une distance @ a droite

de Vorigine , et l'autre 'axe des y a la méme distance 2 au-
dessous de cette origine.

Le succes des transformations qui” nous ont conduit & la solution

du probléme que nous nous étigns proposé tient , conime on le

a(x-~—a a?
d a2 chawge en —
) A

- woit, a ce que la fonction —~, lorsqu’on y

a(x=—a) . . L.

change x en et a ce que la dernitre se réduit simplement
% z, lorsqu’on y opére la méme transforination ; c’est-d-dire, en
d'aures termes, que , si Fon pose,
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17
a(x——a)
zp(.z‘): = s
on aura .
a3 -
elol@)]l=— 7= >
ef

¢{/¢[¢(w)]}=x ;

ces sortes de fonctions sont de la nature de celles que M. Babbage
appelle fomctions périodigues ; et, pour suivre & peu prés la marche
qu’il ‘a lui-méme tracée , nous nous occuperons d’abord des fonc-

tions de cette nature ; nous en ferons ensuite l'application 3 la

résolution des équations fonctionnelles ; et nous terminerons enfin

en donnant une idée de la maniére d’étendre la méthode aux cas
pour lesquels elle semble éure en défaut.

§. L

Des fonctions périodiques.

Tout signe de fonction , quel qu’il soit, est en méme temps signe
d’opération algébrique, simple ou composée, et l'indication de ces
opérations est aussi la définition de la fonction dont il s'agit. Lorsque ,
par exemple , on pose

o' f)=a4-bt ;

on définit la fonction désignée par #, puisqu’on explique que, pour
obtenir une telle fonction d’une quantité, guelle qu’elle soit, il faut
multiplier cette quantité par la constante & et ajouter le produit
3 la constante @ ; de sorte que , d’aprés cela, on aura , par
exemple ,
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) _ +6<a+x> — 2ab—(_¢:—b)x X

On peut appliquer 3 une méme expression algébrique deux ou
un plus grand nombre de signes. de fonctions; et si ces fonctions
sont définies, on pourra toujours exécuter les opérations qu’elles
indiqueront. Soient , par exemple , deux fonctions ¢ et ¥ définies,

.l

ainsi qu’il suit:

a 145
==, = + i

e (:i:)

signifiera qu'il faut d’abord diviser la constante & par cette méme

T'expression

x4
eonstante. dxmmuee de la fractxon —

b 3
résultat ; et qu'il faudra ensuite ;dmser par & ce résultat augmenté

de cette méme quantité 5 ; on aura donc ainsi

x4-a ‘ a -y _ a(x—b)
Yo x—-b) =¥ ‘a__(”_‘:tfi) "‘Pg(a_l)x_a@.‘,,)
) x—b/ ) )

ce qui donnera un premier

et par suite

a(x—bY) 1
¢ x-fa (a—1D)x—a(b41) * __ (ab4-a—b)x=—ab(b+2)
¢ x—bJ b;‘ - bl(a=1)x—a(b41)]

On. trouverait,, a linverse,

-a
oy (2F2 = PPV (ee—(r—a)
(= ) T VTR e

et par suite



FONCTIONNELLES. 79

¢ x+a) - a . ab(x—b)
4 x=—b) a—; (b1 )x—(p2—a) — {ab—bm—1)x==(a2b=="b2f-q) *

b(x—b)

Il n’en faut pas davantage pour montrer combien, en général, jI
importe ici d’avoir égard a l'ordre suivant lequel les signes et les
opérations se succédent, et combien il est nécessaire d'opérer tou-
jours du signe le plus voisin de la quantité dont il s'agit & celui
qui le précéde immeédiatement.

Cette attention cesse au surplus d'étre nécessaire , dés qu'il s’agit
d’'un méme signe de fonction plusieurs fois répété ; on peut méme
alors n’écrire le signe qu’une seule fois, en l'affectant d’'un ex=
posant égal au nombre de- fois qu’il devrait étre écrit consécuti-
vement. Si, par exemple, on donne pour définition du signe ¢

o()=a",
on aura

o(x)=a",
o(z)=¢[¢ (2)]=0(a")=0a"" ;
P(@)=e[e(@)]=p@)=a"

et ainsi de suite. Si 'on donne, pour définition du signe ¢,

2

= =

2%

22\ 2 - 2(1=—x)
‘P (1—-x>— g 2= - x >

) Saunt

on trouvera
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2ot 2(1=2x)\ 2
+* -—>=q,(—. )—-__ =2,
L=z x ) 2(1—=x)
2+ T

P2 ===

w(E)= ()=

2—'&'

fl

Il ne faut pas aller plus loin pour apercevoir que la fonction est
périodique, et qu'on doit avoir conséquemment V3()=V(¢), ¥5(f)
=+¢*(f); et ainsi de suite , et en général ¥4"Fr(f)=+s). Mais
puisque les résultats du premier exemple sont o*, a**, 4%, i
qui , quelque loin qu’on les p‘ousée, ne peuvent jamais conduire
a4 z, il faut en conclure que la périodicité est un caractére par-
ticulier & certaines fonctions; ow, ce: qui revient au méme , que
les fonctions ne sont pas toutes périodiques.

Nous disons. done: qu'une fonction + est périodique lorsqu’elle
est de telle forme que l'on a ¥"(¢)=#, n étant un nombre entier
positif ; et si, de plus, aucune des [onctions ¥.2), ¥*(2) , ¥32)
d'ordres inférieurs & 7 n’est égale & 7, nous dirons que la fonction
¥ est périodique du. 2™° ordre..

Puis donc%que, généralement parlant, les fonctions ne sont pas
toutes périodiques , on peut se proposer de trouver, pour chaque
ordre., les fonctions qui sont périodiques. Nous introduirons a la
solution générale de ce Probléme par la considération de q}xelques
cas particuliers..

I. Une fonction périndiquer du premier ordre serait: eelle qui
satisferait & la condition Yz:=x ; cette fonction serait donc la’
quantité sous le signe fonctionnel elle-méme.

LI, Une fonction périodique du second ordre est celle qui sa-

tisfait
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tisfait & la condition ¥*az==z, de laquelle il sagit de déduire la
forme générale de la fonction Yv. M. Babbage y parvient par di-
verses sortes de considérations.

1.° Il remarque, en premier licu , que Péquation ¥1z=4z donne
Yr=+v~'x, ¥-* désignant la fonction inverse de ¥; dod il suit
qu'en posant Yx=g , on aura y=v"'x ou a=v¥y ; c'est-d-dire
que la valeur de # en y doit éue absolument de méme forme
que la valeur de y en z; ce qui ne peut avoir lieu qu'autant
que z et y, cest-d-dire £ et ¥z seront liés par une équation sy-
métrique par rapport a ces quantités; et ce qui aura toujours lieu
dans ce cas; c’est-a-dire que Y& devra étre donnée en z par une
équation quelconque de la forme

Flz ,3@]=o0 :

M. Babbage emploie les barres au-dessus de # et (), pour
avertir que la fonction désignée par F doit étre symétrique par
rapport a ces deux quantités. Ainsi, pour ne sarréter qu'aux cas
les plus simples , on peut prendre

a4+ (x)=a , ou  zHx)=a® ;5
il en résultera
VY(z)=o—z , ou ~Jz(x)=..;; :
on aura en effet , dans le premier cas,
V(@) =V (r—a)=a—(a—z)=3 ;

et dans le second

—

P (2)=V (%:—) = i:-:- =x.
= x*

Iam-‘ XIIQ "j l.’
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2.° Mais le procédé que voici est beaut‘oup plus général |

peat d'ailleurs s'étendre & la recherche d'unc fonction penodlque
d’un ordre quelconque. Soit désignée par f une fonction particuli¢re
qui résout le probleme, de telle sorte qu'on ait f2()=1¢. QOxt en
outre ¢ une fonction tout-a-fait arbltralre et soit ¢~ ! son inverse,
de telle sorte qu'on ait ¢"¢(y) po” 1 (0)=v; la fonction penodlque
cherchée du second ordre sera

Y(z)=0-*{o(x) .
On aura, en effet,
V(z)=V[0~* [o(x)]==0"" fo[ 0~ * [0(2)] =0~ [Pe~ [(¥(2]] ;
mais _
po~[fo(z)] =Tfo(x) ;
donc
V) (z)=9" *ffox)=0"" frolz);
mais :
fro(2)=9x) ;
donc finalement _ '
P (2)=0""'¥(z)=% ,

ainsi qu'il était demandé.

Soient pris, par exemple , f(2)=&™—% , que nOus savons etre
une solution particuliére ; soit pris de plus #(z)=2", Qo z=ta=y/ x,
nous aurons ainsi

$(#) = ™1 fP() =) @iz
et, en cffet , on aura
"J"‘(x):‘z’[\m/am.__xm} == &um’.—(am_u.xm)= g"x_;:x :

Pour avoir une forme un peu générale de la fonction f, posons
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a-tbx
cdx ?

4 —
flz)=
nous aurons

R nidd
etdw __ o(etdx)FH{atba) a(5+c)+(a_c_7t}-lvz):x: .
da+/}.x; - c(ct-dx )-f-d (a-4-bx) - (aatcytdbte)x *

ot ct-da

f(2)=

afin done d'avoir {*(2)=w , il faudra poser
alb¥cy=o0 ,
db+c=o ,
ad4-c*=ad+40> ou =08 ;

on satisfait a la fois & ces trois conditions , en posant b=wmg
et laissant ¢, ¢, 4 aibitraires; de sorte quon a

a—cx
f(x): c-dx #
1l en résulte en effet
Qe
f’(x): a=c E_-}_-:J_o;: - a(ct-dx)y=c{a=—cx) _ (ad-}-c2)x s
ot-d a—~cx c(ct-dx)4-d(a—cx) ad-t-c3 "
c4-dx

Pour donner aussi un peu de généralité i la fonclion ¢, posons

y= et fx
#(z)= gt+hx
en observant que, si Pon pose

e-fx —
gihs V7

il en résulte



6 EQUATIONS

=gy
J—hy ’

=

- nous en conclurons

. emgx

ce qui donne en effet,

— e} fx
. B othe _  e(gtha)—gletfr) _ (Ss—eh)r _
ot ¢( .Z') —— 8 - = =z.
. fmh e fx Sg+hx)y—h (etfx) Sg—eh
s+ hx

Mettant donc toutes ces valeurs dans la formule

Hz)=9114(z) ,

.l viendra

e} fx , .

o)== g™ 1 (eHSeN\_ s a—cg+hx —o™! Sa(g-}-hx)—c(e-}-fx)} .

He)=9"1 \g+hx)—¢ cd et fx = {cg+4hx)Fde+sx) ’
&+hx

c’est-a-dire ,

gy (O8=CO)F-(ah=f )5
'4’(.’.&‘)2—" -1 { (ag—ce)+(ah—qf)x§ - ‘g (cg4de) + (ch4df )

——

(cgtde)t(ch4-df Yx - f— (ag—ce)4-(ah—cf )x 3
(cgtde)t-(chtdf )%

ce qui donne, toutes réductions faites ;

()= (2cegt de’-—ag‘)-}—(ceh+3qf—ag7z+gfg)x
)= o def—agh et

formule dans laquelle les sept quantités @, ¢, d, ¢ f, g, /% sont
tout-a-fait arbitraires, -

On voit, par ce seul exemple, comment on peut fagonner, pour
ainsi dire , & volonté ces sortes de fonctions. Entre autres cas
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particuliers donnés par M. Babbage , nous nous bornerons 3 citer
les suivans :

x
'J/(x)-—- "/ﬂ/

xm—-aﬁ ’

Vvaz=Log.(a—¢*);
¥ #)=Arc{Tang.={a—Tang.z)} , V(@)=x—Log.(e*~1) :

IIL. Une fonction périodique du troisieme ordre est celle qui
satisfait 4 la condition ¥*(#)=x. En suivant un procédé analogue
a celul qui vient de nous conduire aux fonctions périodiques du
second ordre, si f désigne une fonction d’une forme particuliére
quelconque satisfaisant & la condition f3(z)=z et que ¢ et o*
soient toujours deux fonctions tout-i-fait arbitraires , telles qﬁe
- "p(x)=¢9~"(z)==x , c'est-a-dire deux fonctions inverses l'une
de l'autre , on aura encore ici

Y(x)=¢"fo(x) :
Il en résultera, en effet,

V(2)=V[o" {¢(2)] =9~ [o[¢~ ' f3(x)] ;
ou
Yi(z)=9""{2¢(2) ,
et par suite

Y a)=v[97 P o(a)] =0 [¢[ ¢ 12¢(2)] »

ou

Viz)=9"'f3¢(2)=¢"1¢(z)=2x .

Tout se réduit donc 3 savoir trouver une seule fonction f telle
que f3(z)==z;et, d l'aide de celle-1a et de la fonction arbitraire ¢,
nous pourrons trouver une infinité de valeurs de la fonction 4. Or,
on peut procéder dans la recherche de cette fonction f de la
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m‘me manicre que nous Pavons fait pour le second ordre ; posant
en cffet,

a~f-bx
c4-dx ’

f(z)=
nous aurons successivement

o4-bx
@t X Tn ooyt (adbbye
2002 T (addo)d(otom
“+ ctdx

f:(x)._

a-l—bx
+dx a(bc+ad+b’+c2)+(2abd4-acd‘+b3)x

a+bx (2.acd+abd+c3)+d(bo+ad+o&+cz)x

a(b4c)4-(ad+b7)
Bz)=

(@d+c?)+d(o+c) ———
afin donc qu'on ait F(z)==, il faudra qu'on ait
a(betad4-b*4-6*)=o0 ,
a’(bc+ad-:i-la'+c’)=o s
2acd4abd-4-c* = 2abd+-acd--b% .
la dernitre de ces trois équations revenant
(b—c)(bc+tad+b*~+c*)=o0 ,
il s’ensuit qu’elles seront toutes satisfaites en posant simplement

Jod d=— bad-begc2

[

bc+ad+b’-:}-.c‘ =0,

’.,
ce qui donne , pour la fonction. cherchée ,

a(atbx)

Y o\ .
ﬁ\x)— ac—(b’-l-bc-l-cz)x ,.—
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Au surplus; comme nous n’avons ici besoin que d'un cas parti-
culier quelconque , nous pouvons faire 5==0, ce qui nous donnera

(x>= c(a=—cx) ’
il viendra en effet
P a)={ “ ]: P e i
c(@=—cx) . e
] [a o _m)]
ic’est-a-dire ,
.y N a{a=—=cx)
et de 1A
5 _ __a(a—-cx) — o2 .
£ (x)_‘f{ P 2—' L‘I:a—}-c a(a—cx)™] ?
c2x

< est-a-dire , en réduisant, f3(z)=uz.
Adoptant denc cette valeur de la fonction f, et prenant; par
exemple , p{z=e*, d’olt. ¢~*(x)=Log.# , nous aurons

Y@= rla@=emrie=om {2t

c(a==ce®)

-
¢est-a-dire ,

¥(#)=Log |

a2

} =2Log.a=Log.c~Log.(a—cex)7;

c(a—ce®)
faisant, par exemple, ¢=1, il viendra

¥(z)=2Log.a—Log.(a—¢") ;
on aura, en effet, )

Y:x=Log.a-}Log.(a=e*)—Log.(—e") 5

al ensuile
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‘Hx:Log.e":.ﬁc .

Nous donnerons encore , d’aprés M. Babbage, les exemples sui=
vans de fonctions périodiques du troisicme ordre

2 a2 i
Y(2)= ?.___V“;“’ , Yx)= T

"'(")=f—‘{2"—-a£ »  Y#)=c—a+tLogle*—e) ©

En général , si f dés'gne une fonction de telle forme qu'on
ait f"(z)=x, et si ¢ et ¢~' sont deux fonctions arbitraires inverses

Pune de l'autre, en posant
Y(z)=¢"'{¢(x) ,

¢ sera une fonction périodique du ».™¢ ordre ; de sorte que toute
la difficulté de trouver , dans chaque ordre , tant de fonctions
bériodiques qu'on voudra se réduit, en derniére amalise , a en
‘trouver une seule , et c’est ce 3 quoi on peut procéder d’une maniére
analogue a celle dont nous avons fait usage pour le second et le
troisiéme ordre. M. Babbage indique pour cela la formule générale

2ar( 1-}+Cos. i?) (a4-bx)
2a¢ ( 14-Cos. E—?) -— (b’-—-zbcCos. i;f-l- €2 ) x

f(x)=

4

en renvoyant , pour un plus ample détail , 2 un mémoire de
M. HoRNER , inséré dans les Annales of philosopky (Nov. 1817),

M. Babbage observe , au surplus, que si, dans 'équation 4" z) =z,
» est un nombre composé, pg par exemple , toute fonction qui
satisfera & l'une ou i l'autre des équations ¢P(z) =z, ¥(2)=z,

satisfera , & plus forte raison, 3 Dléquation ¥*(z)=a.
§. 1L
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§. IL
Des éguations fonctionnelles.

1. Soit, en géndral, I'équation

F{z,¥(z), ¥fz)} =0,

dans laquelle ¥ est le signe d'une fonction dont la forme est inconnue
et ot f désigne une fonction périodique du second ordre; c’est-i-
dire , une fonction telle que f*(z)==x ; et supposons qu’il soit
question de résoudre cette équation par rapport 2 la caractéristique ¥,
c’est-3-dire , de déterminer ¢(z) en fonction de z et des cons-
tantes que renferme la proposée. ‘
Pour y parvenir, soit changé z en f(x), I’équation deviendra

F{f(x), ¥(fz), ¥@)} =0 ;

éliminant donc ¢{fz) entre celle-ci et la-proposée , il en résultera

une équation de laquelle on pourra. tirer la valeur de (¥z), en

fonction de x, f(x) et des constantes ; et comme f(x) est supposé

une fonction de forme connue , il n’entrera finalement que 2 et

des constantes. dans la valeur de (). '
Soit, par exemple, I'équation

4/(.1:)—&44( -:? ) =e* ,

ol est fonction périodique du second ordre’; e’y changeant # en

Rl»'

:- , elle deviendra
w -

JTom, XI1. iz
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! ‘N pr s
‘4/(;")—-‘(1’4/\1‘)-—8 ’

o 1 , ) .
et, en éliminant «I»(—-} entre Yune et Jautre , il viendr
X

e +aex

@)=

Soit encore I'équation
"-P _ _.c
(4«?) . =07

%

ot — est également fonclion périodique du second ordre ; eny

k L 3
changeant z en P clle deviendra
-+ X

I—x

I—x
) Np=pr ——
1+x

. b St
éliminant ensuite ¢ —— entre ces deux ¢quations , on tirera de
X

1+m
‘J’I—V“ a?— .,
b Lo

Dans la vue de rendre le calcul plus facile , M, Babbage a souvent
recours a des transformations doot un peu d’habitade de ce geure
de calcul apprend bientét 4 faire usage Soit , par exemple , I'equation

l’egﬂufxtion résultante

Y(1—x) ey

p7CEary et e

H

Jx

da—x

au lieu de la traiter immédiatement, comme les précédentes, posons



FONCTIONNELLES. ot

Ja

Vx—x

=¥ ;

en changeant # en 1—x ; nous aurons pareillement

Y(1=—x)
Y(1=—z)==(1==2x)

=_4%P,(r—x);

au moyen de quoi la proposée deviendra
%I/..x—l;x%(r——-x)=1 .
Pour résoudre celle-ci , changeons z en 1—uz, elle deviendra
¢,(;—x)+(x—x)fhx=x ;

et en éliminant} ¥,(1—z) entre I'une et l'autre, nous aurons

1—x
¥, p= —— ;
! 1—x-fa2 ’

nous aurons. done aussi

Jax I L
VL= - Iz >
PR .
d’oi nous tirerons.
S —
Yr= ——
x

1L Soit, en géhér.al,'une’équét‘ion de la forme
Fiz, Ha), ¥fz), ¥(f2)j=o0,

ol ¢ représente toujours une fonction dontla forme: est inconnue;
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et dans laquelle f deslgne une fonction périodique déterminée du

troisitme ordre, cest-i-dire, telle -que fP#=2. En changeant
en fr, cette équation deviendra

F{fr, ¥[f2), ¥2), y(z'} =0 ;
faisant encore la méme transfermation, nous aurons
F{fz, 4(f*z), ¥x), V(fr)}=o0 ;
éliminant enfin (fz) et ¥(f*x) , entre ces trois équations, I'équation
résultante nous donnera la valeur de ¥(z).
equahon dg probleme de géométrie que nous avons traité au

commenceient de cet article, offrant déji un exemple de ce cas,
nous nous bornerons & en offrir ici un second. Soit I'équation

Y-t a¥ (—-I-—)= — ,
I=—x X

1 . . 1 . .o
ou === est yne fonction périodique da troisitme ordre ; en chan-
-—

1 a e
geant z en —— , il viendra

fr N\ X1 -
4«( -——-}-l-mP — |=1—-z ;
J—X x
‘faisant encore le méme changement dans cette derniére , on aura

‘P(-—— +ava= =

3
K1

) . ) 4 X o 1 . . , .
€léminant enfin .«1«( — > et ¥ (——x—) entre ces trois équations,

pous tirerons de l’équation résultante
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1=(1+ta)rta(2e=a)xremarl
- (tah)a(1~u) :

V& =

En général, si I'on a I'équation
Fix, 4(2), ¥fz), $Fa)mn 4"y} =0 ,

dans laquelle fz désigne une fonction périodique du »™® ordre ;

c’est-a-dire , telle que f"r=ua. en y changeant —1 fois z en fs
il viendra

F{f z,¥(f 2), v(22) , ¥(£32) cuie. (2)} =0 ,

Filz , W(f*2), ¥({iz), ¢f42) ¥ (f2)}=0 ,

L . - [ . . . . Ll

Fif—1z, Y0 ~12), v z), ¥((2) don (" 22) =0 ;

en aura donc ainsi #» équations, entre lesquelles éliminant ¥(fz),
Wa), H(Bx),. ... ¥(f*=*z) , on tirera de Iéquation résultante
la valeur de 4(z) en fonction de a.

§. 1L
Des cas o la précédente méthode est en défaui.

La méthode que nous venons de faire connaitre pour Ja réso-
lution des équations fonctionnelles suppose essentiellement que les
diverses quantités sous le signe ¥, sont susceptibles d’étre déduites
les unes des autres et de a par une suaite de semblables opérations
qui , suffisamment répétées , conduisent de nouveau a ceitc méme

quantité 7 ; elle suppose de plus qu'en substituant dans I'équation
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proposée , fr & x, autant de fois consécutivement que le comporte.
Vordre de périodicité de la fonction fr, les é(]da.iions qu'on obtient
sont cssentiellement différentes les unes des auntres. Mais il est une
multitude de cas od il n'en est point aingi , et ‘ce sont ceux ou
I'équation proposée est 'symétrique , soit par rapport aux diverses
fonctions sous le signe ¥ ;. prises en masse , Soit par rapport a
divers groupes de ces foncuons.

Qu'on ait, par exemple, lequ:i'lion

Jrt+(fr)=a ,

ol I'on suppose f*z=x; en y changeant z en fz, les deux termes
du premier membre ne font que changer de place , de sorte que
I’équation reste la méme , et qu’il est impo‘ssible d’en éliminer $(fz)
et d’en conclare la valeur de <z,

Cette unpossxbxlxte n’existerait pas toujours si e second membre , -
au lieu dftre une constanie, comme dans le precedsnt exemple,
était au contraire une fonction dz #, et on obtiendrait méme quel-
quefois, non seulement la valeur de gz, mais encore celle de .
‘\Qiue Ton dit,:par exemple, I'équation

'%t-i—\lf(a—-x) =bx ;
en y changeant z en a—z, elle devlent
Ha—a)+yz=ba—z) ;

, 3 raison de 1egahte des premlers membres , ‘on aura z=1g
qm R substltuee dans la proposee “donne.

asvia=}tab  ou  yla=1iab,

et , en mettant & pour &, $r= “bx et Ya—a)=%tbla—2);
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substituant done dans ia proposée ces valeurs de daz et \,L(g.._.w)’
elle devient de nouveau x=;a Aivsi cetle équat'on donne en
méme temps la valear de & ct la forme de la fonction 4.

Soit encore I’équation

az

r.¥ =a*
”J/ a—x !
N a? . . . .
ou est une fonclion périodique du troisitme ordre ; en y
a—x )
a? . .
changeant # en , il vient
a—zx
a? a(a=—2x)
¥ | ——— =0
a=——x X

at ) .
changeant de nouveau & en -—— , ON aura celte tronsxéme équatlon
a—x

i ¥ [:—— a———(a_x)] ANzrx=a*,
x

en multipliant les deux derniéres en croix , on a djzbord,

d’olt

ou encore -
a*—azxta*=o ,

d’olr
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a=1EV3,
-

Si ensuite on divise le produit des équations extrémes par 1’équa=
tion intermédiaire , on aura

(V) =a*, dou Yyr="ta :

vt (2 ).«p[—““’:’“’] =2 .

.. N .- a2
quelque nombre de fois qu’on change  en
quelq ' §. quon y chang a—a

S_i Yon a

, elle de-
meurera toujours la méme , et on ne pourra, conséquemment en

. e a(a—x - .
éliminer 4’( ) et 4*[——- ¢ )],; mais si l'on avait
i ie. 77 - : . x ~

a*x

a2 a(a<x)"] _ ) .
a—x )-‘\l/ [— ® ]5—05‘1‘ '

az
s ¢t con=-
—

‘I/xn}'(

~

en y changeant deux fois consécutivement z en
cluant de T'égalité des premiers membres  celle des-seconds-, on-

en tirerait

er . ale—x)
BRI G N

g—x x

X _-i_:\/:g
2

!

€quation double qui donne zx=gq. ; en substituant dans

la proposée , elle devient
= VTRV
(o B = P TS

1524/ =3 o e
en y changeant a.-——é\i—f’. en z , il vient

Ve
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Soit I'équation
a[ya4(Cx)]+ s[H(f2) 44 (Bx)]=c ,

dans laquelle nous supposons [*z=uxz, les changemens successifs de
# en £z ne donneront jamais , outre cette équation, que lasuivante :

a[Y(f2)+HBz) ]+ [yat-4(f°2) ) =c ,

et leur ensemble sera insuflisant pour I'dlimination des trois fonc-
tions W(Fx), $(Ca2), V().

Mais, si la méthode est en défaut pour les équations fonction-
nelles de cette classe , elles n’en sont pas moins résolubles , et
présentent méme cette circonstance remarquable que la valeur de
Y(a) alors contient une fonction arbitraire de #. Un petit nombre
d’exemples suffira pour faire comprendre comment on peut parvenir
2 un tel résultat.

Proposons-nous , pour premier exemple, d’assigner I'équation de
la courbe qui jouit de cette propriété que, de quelque maniére qu’on
y choisisse deux ordonnées telles que la somme de leurs abscisses
soit constante et égale a4 @, la somme de ces ordonnées soit elle~
méme constante et égale & 25. En désignant I'une de ces abscisses
par z, l'autre sera @—z; et, si l'on prend pour équation de la
courbe cherchée y=4y(z) , la eondition du probléme conduira 2

Véquation fonctionnelle du second ordre
Ya+He—a)=25 ,

qui-se trouve dans le cas d’exception qui nous occupe, Pour la

résoudre , nous lui substituerons la suivante :

Va-(14-k)V(a—x,+kox=25 ,
Xom, XlII, ’ 13



98 EQUATIONS

dans laquelle ¢ désigne une fonction arbitraire, et qui revient a
la premiére , lorsqu'on y fait k=o0. Celle-ci n’étant plus| dans Pex~
ception dont il s'agit, nous y changerons # en a—z , suivant le
proceédé général , elle deviendra

Wa—z)+(14-k)yo+k ¢(&~xj= 25 5

en éliminant ¥ g—z) entre celle-ci et l'autre , il yiendra

Yz

_ b pr—(i4R)pa—s)
- 2-4-k ?

il faudra donc , pour avoir la solution de la proposde, faire ici k=0, ce
qui donnera, en transformant les fonctions arbitraires, '
Ye=bt¢r—a—2z) ;
de sorte que l'équation générale des courbes satisfaisant 3 la
-condition exigée sera
y=b+02r—0(a—2) .

On raménera-facilement a ce probléme celui ol il serait question
de déterminer la courbe dans laquelle le produit de deux ordounées
est constant et égal a 4*, toutes les fois que le produit de leurs
abscisses est lui-méme constant et égal 4 4*. En représentant en

effet ‘l‘équalion de la courbe par y='4':v,,~la condition du probléme
donnera

Yy %:p )

a? a?
Or, en posant Logdr=y,z , dott Log.¥ ;—=4'. —— »setprenant

les logarithmes des deéux membres, celte. équation’ devient
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Voxtd, % =2Log.b ,
qui, traitée comme la précédeﬁte , donne

V& ou Log¥z=Logb+¢z—¢ — ;

. et par suite
‘ be?x

ﬂ.

X

Yz ou y=

Soit encore 1'équation

Yol +[Hia—2)]’=1 ,

4 laquelle M. LAPLACE réduit le probléme de la compositionr des
forces ( Mécanique céleste , pag. 5). En faisant [V2] =4,z , elle
donnera "

q’&x+4’l( ; W—¢)= I,
d’ol
Y,z ou [Yo]=;dor—o(; v—2z) .

et par suite

Yoz=\/fpx—q(ra—zx) »

Ces cas, au surplus, ne sont pas les seuls ol Ja valeur de ¢a
admet une fonction arbitraire , et M. Babbage en indique quelques

autres.

Tout ce qni précéﬂe n’est , comme 'on voit , welalif qu'au cas.
ol les. diverses fonctions de #, soumises au signe ¥, peuvent étre:
déduites. les unes. des autres et de # par un méme procédé; mais
on pourrait avoir une équation fonctionnelle: de la forme:
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Fiz, yz, Wha), ¥f.2), Hf,2) e}

dans laquelle £, , f, , f, , ..... désigneraient des fonctions quelconques
de x tout-d-fait indépendantes les unes des autres, et n’étant sou-
mises & aucune loi de dérivation réguliére ; et M. Babbage ne dit
pas si, dans co cas général , il y aurait moyen de déduire de 1'é-
quation proposée la forme de la fonction .

Nous observerons a ce sujet que d’abord on peut souvent, par
une simple transformation , rendre périodiques des fonctions qui ne
paraissent point I'étre. Qu’on ait, par exemple , I'équation

-

ax? artxt o’ — s 2
W(a‘-i-x“) ~ e ‘P("F =ata’s

. ax? a3
dans laquelle aucune des deux fonctions ———, —-—— ne pa-
a2+xz a2

rait étre périodique ; en y faisant simplement 2=y a(w—a),

elle deviendra
a(x’_a) \ a2
—_—/ — —3 / .
a«l«l " I xml«l pra I ax

équation qui n’est autre chose que celle du probléme de géométrie

que nous nous sommes proposé au commencement de cet extrait ;
nous en tirerons donc, comme alors

- ?
ox! azx
V! == ol dolt Yax=—

X—a

Mais de telles transformations sont-elles indistinctement applicables
a toutes sortes d’équations fonctionnelles? et, en supposant qu’il
en soit ainsi , comment découvrira-t-on la transformation qui con-
vient a chacune d’elles? Si, au contraire, ces transformations ne -
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sont applicables qu’d certaines classes d’équations fonctionnelles, &
quels caracteres distinguera-t-on celles auxquelles elles sont appli-
cables de celles auxquelles elles ne le sont pas ? Voild, certes, des
questisns qu’il serait fort intéressant de résoudre.

M. Babbage indique lui méme une classe d’équations fonctionnelles
qui, mne paraissant pas se rapporter & la théorie des fonctions pé-
riodiques, peuvent néanmoins étre facilement résolues. Soit , par
exemple, I'équation

at+iVe=¥(a+bs) ,

olt a-+bx n'est point une fonction périodique ; cette équation n’est
qu’un cas particulier de celle-ci:

f(vx)=¥(fz) ;
laquelle a évidemment pour solution générale
Yr={"z ;

ot n est un nombre tout-i-fait arbitraire. On a en effet ; en
substituant ,

f(f2)=f"(fx) ; cestd-dire; fHig=["tig,
Or, dans la proposée , fz=a--bx, d'ol
fa=o4b(a4-bzx)=a4ab4bx ;

Br=—=a+ab+b* (e bz) =atab+ab* b’z ;

- - - " - " ~
- . . - . . . . o . L4 A 4 )
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ffx: a([ +b+b’+ seseas btl— l)_l,,b'lx ;
¢'est-a-dire ,
bt

'f"$=d _I:-_b_ +5".’&' 5

donc finalement

-y

Yr=qg — +'5"4' »
1—b

ot 7 est tout-a-fiit arbitraire. Par de semblables moyens, on
trouvera que I'équation '

ayx ax
bpcdm ¥ (b-tcx)“
a pour solution générale
Yz a"{a—bYr:

- b(amb)fc(ar—bmy ©

Nous. ne pousserons. pas plus loin cette analise , et nous ren-
verrons, pour de plus amples développemens, au mémoire de M.
Babbage , qui renvoie lui-méme a divers autres écrits sur le méme
sujet.. Notre: but n’est en effet que de présenter ici, sous une forme
tout-a-fait. élémentaire , et conséquemment accessible A toutes les
classes de lecteurs , les premiers lindamens d’un genre de spécu-
lations. analitiques encore peu connu et. peu cultivé en France , et
qui parait susceptible de beaucoup d’extension et dintérét. Nous.
déclarons , en. terminant , que nous. mettrons a l’avenir tous nos.
soins & tenir nos lecteurs. au courant des recherches mathématiques

auxquelles on pourra sappliquer hors de France , toutes les fois du
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moins que leurs auteurs voudront bien nous les .faire connaitre ,
et qu’elles paraitront de nature & contribuer a I'avancement de la
science , au progrds de laquelle ce recueil est spécialement consacré.
Ce progrés tient essenticllement, en effet , & une propagation rapide
de toutes les idées nouvelles, de toutes les vues utiles; mais la
difficulté des communications et la différence des idiémes n’apporte
que trop souvent un grave obstacle & cette propagation , et rend,
pour ainsi dire, les savans des diverses contrées tout-a-fait étran.
gers les uns aux autres, Nous nous estimerons donc fort heureux
si nous pouvons parvenir 2 amoindrir un peu cet obstacle ; et nous
osons croire quon ne dédaignera pas de nous aider dans ce projet

d’'unc évidente utilité pour tous.




104 THEOREMES °

ALGEBRE ELEMENTAIRE.

Démonstration de quelques théorémes dalgébre ;

Par M. TreuiL , profésseur de mathématiques au collége
royal de Versailles , professeur de mathématiques et de
physique des Pages du Rol.

[a ~a Via Via S Vi, Vo Vo W Vo V)

SOIENT les deux -expressions

atb+yad , ot by T

) 5 b
sil‘ona — = — , on aura
(71 o'

(a2 )@+t ab)a(ata )V araratsn; (D

N 2 .
car , soit — =— =7, il viendra p=ma, b/=ma’, ct de i

oeb vt =a (1t m4tyvm) ,
o'+ ab =o' (1 mt-y/ ) 'f

d’ol1, en ajoutant

(@tbt v TH@AB+Y T =ata Hmatma by TR

qlll s
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qui , en mettant dans le second membre 5 et 3/ pour ma et ma’
revient’ au théoréme (I). On prouvera d'une maniére tout-i-fait
semblable que

(@404 B)—(a 4 b+ TB) = (a—a' A -4y G=a 0= . (I1)

Si, dans Péquation (1) , on suppose que &’ , 2/ se changent
respectivement en «/-+a’ , /=4, elle deviendra

(a-Hb+y/ Bt { (a0} )+ T

=(ata't-0" )+ (b )+ aF ot NEF I+ §

. . [ b” b’ b . 1 b
mais , 81 l'en a — = — = —, on aura, par ce qui preeede,
’ a a/ a’ ’

(@ +a Y (G40 TEFTTFTI= by TEH (@404 T
donc, cn substituant,
(a +b +vav)

(o b v/ TF) | = (ata'+a (04 b7 )V @kaltaly G046 )e
(/b7 o)

On pourrait présentement supposer que @/ et 5/ se echangent

respectivement en @”—-a’// et b4/, et continuer ainsi indefi=

. b 1Y b b ..
niment, en supposant toujours :/7/—=-;/7 =—;,—=—‘; , et ainsi de

suite ; d’olt Fon voit qu’en posant, pour abréger,

(o434 ab)=(atb+4 v/ ab)H @ +¥+y o0)+(a/'§ by W’j"‘";
Tom. XII. ‘ 14
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S(a)=a4d-a'+a/'F ,  S(B)=bAb A Ao 5

et supposant d’ailleurs

b _ o _ b/l .
T T e T e T
on doit avoir
2(a4-b4-y/ ) =2(@)+2(B) +v/ T@=D - (11T

On démontrerait pareillement que, si Pon fait

(@ +b +ec +Vic+yTa+yat)
N & = G 2 S SV v VD)
=(aFbdc Voot cat\ab)= - .
4 (a2’ b1 gl A/ Vicigy/ c,;g,,_{_vl a’by
+ . - @ L] - - ° ®
@) =adaAal ., BD)=btblAb ., B()=ct /¢ e
et quon ait a la fois

a a’ all

on aura

S(atbtetv btV caty/ ab)

=2()+20) 24V Io o+ V IOs@tVi@=e -« (AV)

Le théoréme (III) trouve son application en géométrie. Si, en
effet, @, @', @’ ;.. sont les bases inférieures et b, &/, b, ...
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les bases supédrieures respectives des troncs de pyramidestriangulairés ré-
sultant de la décomposition d’un trone de pyramide quelconque a bases
paralléles, en reprdsentant par ¢, ¢/, ¢/, ... les volumes des pre-
miers et par. P le .volume du dernier ; et si,.en ouire, on repré-
sente par A4, B ses deux bases, on aura

A=3(a), B=3(), V=3();

mais on démontre , par les élémens que % étant la hayteur du tronc

b =(a 45 +y/a7)

’

0w s

~

¢

=(a’ &/ 4y v 3

-

/! = (a//+z,//+,‘/ W) _Z_.

-

e

@ & o o ® o B s o 0 0 e s 0

donc
k
V={2(a+5+v’3'5)}—3— 5
mais on a de plus

donce
= a+b+/ 38) =2(a)+2@) 4V T@r =) =A+B+y 4B ;

donc enfin

=(A+4BAy 4B -7;;- :

Versailles , le 11 juin 18ar.
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QUESTIONS PROPOSEES.
. Problémes de -Géomeélrie.-

L QUEL est le” plus' grand de tous les- quadrilatéres inscrits %
une méme ellipse ?

. Quel est le plus grand de thus Ies “exaédres octogones
inscrits & une méme ellipsoide ?

I1L. Quelle est la plus petite de toutes Ies ellipses circonscrites
-3 un méme parallélogramme -donné ¢~

I1V. Quel est le plus petit de tous les ellipscﬁ'des circonscrits &
un méme parallélipipéde donné ?

On demande I'équation. ]a p]us générale de la courbe qui jouit
de cette propriété que, si par ‘chacun dé ses points on lui meéne
une normale terminde i l'axe des abscisses , cette normale ait
méme longueur qué l'ordonnée qui a son.pied au méme point
de cet axe? ’ \




THEOREME DE NEWTON. aog

GEOMETRIE DES COURBES.

Démonstration du théoréme de Newron , sur les
quadrilatéres circonserits & une méme section
conique ;

Par M. PonceLET , capitaine du génie , ancien éltve
de Iécole polytechnique.

[a T " S Sty Slo Nl Vo Y Via VY

THEOBEM E. Les centres de toutes les sections coniques inscrites
¢ un méme quadrilatére plan quelconque sont situés sur une inéme
- droite passant par les milieux des trois diagonales de ce qua-
drilatére (*). ) :

Démonstration. Soit ABCD ( fig. 1) un quadrilatére simple ,
_ dont les. c6tés opposés AD, BC concourent en P et les cotés AB
et CD en Q, de sorte que P et Q sont les deux autres sommets
du guadrilatére complet ; soient I, K, L les milieux respectifs des
trois diagonales BD , AC, PQ; il est connu que ces trois points.
appartiennent & une méme ligne droite ; et il s'agit de prouver
que cette droite est le lieu des centres de toutes les sections coniques.
-qui touchent a la fois les quatre c6tés du quadrilatére dont il s’agit,

¢*) Voyez, pour- la. démonstration ahalitique de ce thégréme , la page 382

du XLe volume ‘de ce recueil.
J. D. G.

Tom. XII , no* IV, 1.%* octobre 1821. 15,
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Seient E, F les points ol les diagonales BD , AC, qui partent
des denx extrémités de I'un quelconque AB des cotés du quedri-
latére , rencontrent la troisitme diagenale PQ. Spit Z le poirt de
contact de ce méme cété avec l'vne quelconque des sections con’ques
dont il s’agit; en menant ZE , ZF, coupant les cétés adjacens.
AD, BC en Z/, Z/, ces points seront ceux de contact de la
section conique avec ces mémes cotés (*); done, si 'on divise les.
cordes de contact ZZ/, ZZ” en devx parties égales, aux points
G, H, et quon méne ensuite les droites AG, BH; leur peint
de concours X sera le centre de la section conique eorrespordant
au point de contact Z. Tout se véduit donc & preuver que ce
point X est sur la droite IKL. '

Or, d’'aprés la mani¢re dont le point X vient d’étre déterminé,
on voit que la direction de la droite AX est conjuguée a celle
de -‘ZZ/E , par rapport aux droitess AB et AD ou AP; d’ou il suit
que , si 'on méne la paralltle AY & ZZ/, elle sera conjugude har-
monique de AX ; c’est-d-dire que les quatre droites AB, AP, AY,
AX formeront entre elles un faisceau harmonigue (**). Pareillement ,
si 'on méne BY , paralléle 3 ZZ/F , les quatre droites BP, BQ ,
BX, BY formeront aussi un falsceau harmonique.

H suit de la que si, parle point Y d'intersection des paralléles
AY,BY 3 ZE, ZF et par le point P, on méne la droite PY,
elle passera par le point X car les points ou la droite PY ren-
contre les droites AX et BX doivent étre, a la fois , les quatriémes
harmoniques des trois points P, Y, M (ce degnier étant celui od
PY ceupe AB ); ce qui ne peut avoir lieu & moins que les denx
points dont il s'agit ne sc confondent en un seul et méme point
en X.

H suit.de 13 aussi que, si le point Y parcourait une droite , il

(*) Mémoire sur les lignes du second ardre ,ipac C. J. BRIANCHON , page
22 , art. XIX.

(**) Voyez le méme ouvrage, pag. 9, art. V.
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en irait de méme de son conjugué X'; or, c'est ce qu 1l est trés-
facile de démontrer.

‘Menons , en effet par Y la parallele YT & PQ, rencontrant AB’
prolengée en T , les triangles TBY et FQZ, TAY et EQZ,

respectivement semblables, donneront

4 TBXFQ=TYXQZ , TAXEQ=TYxXQZ ,
d’od -
TEXFQ=TAXEQ ;

‘ee qui -démoritre que le point T est invariable , ainsi que la pa-
xalléle TY a FQ, qui conséquemment sera parcourue toute enticre
par le point Y, lorsqu’on fera mouveir le -point Z sur AB. Au
-surplus , on démontreraitla méine chose sans proportion, au moyen
de la propriété de I'hexagone inscrit & deux lignes droites.

Ainsi, le slieu des centres X .des coniques inscrites -4 .un quedri-
Jatére ABCD est une droite .unique LX, laquelle passe évidemment
par le point T ,.en méme temps que sa conjuguée YT ; je dis de
plus qu'elle divise en deux 'parties égales chacune des truis .dia-
gounales de -ce gnadrilatére. En effet, si 'on suppose , par exemple,
que EZ/Z se confond avec ila diagonale ‘BD, le point‘G, et par
-suite le point X ,sera confondu lui-méme avec le point I, milieu
.de cette diagonale; et il en sera de méme du point H pour le
spoint K, milieu de la diagonale AC, si l'on suppose que le point
‘Z tombe en A.

De la résulte donc ce'beau “héoréme de NEWTON : La .droite
qui ¢ontient les milieux des diagonales d'un quadrilatére circonscrit
@ une conique contient aussi le .cenire de -la courbe.

COROLLAIRE. Les centres de toules -les coniques langentes auz
2rots mémes droites et _passani par un méme pornt donné , sur
-un plan., sont sur une autre section conique (*).

Démonslralion. En éffet , soient AD , DC, ‘BC les trois tan-

(") Voyez, pour la démonstration anahuque de.ce théoreme,, la page 385
-du XL¢ volume du présent recueil, J..D. G,
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géntes et V le point dont il sagit. Tragons une droite indéfinie
LT queleonque, et proposons-nous de rechercher ious les points
ou elle rencontre la courbe , lieu des centres des sections coniques,
ou, ce qui revient au méme, cherchons les -coniques qui , tou-
chant les droites AD_, DC{BCet passant par le point V , auraient
lcurs ceatres sur cette dro;te. : ;

Remarquons que , ponr I'une queleenque de ces coniques, il y
aura toujours une quatiiéme tangente AB qui.,’avec les trois autres ,
formera un quadrilatére ABCD par les milicux des diagonales duquel
passe la droite arbitraire LT. Or , on peut trouver, &. oriori, cette
quatriéme tangente , indépendamment de la courbe dont il s'agit 3
car si, par le milieu de la distance qui sépare le point ou sommet
D du c6té indéfini CB, on mene une paralléle d ce coté, léqueHe
passera ¢évidemment par le wilien de CD, cette paralléle devra
renfergper le milieu I de la diagonale BD, correspondant avec le
sommet D, et par conséquent le point olt elle ira rencontrer la
droite donnée LT, sera le milieu I lui-méme. Tirant done DI, son
prolongement ira couper CB au sommet B du quadrilatére cherché,
lequel sommet appartiendra au quatriéme ¢6té ou i la tangente AB.
La méme opération, par rapport au point G ct an coté indehini
DA, doonera le point milieu K de la diagonale AG, et par suite
cette diagonale et le quatridme sommet A du quadrilatére qui ainsi
sera complétement déterminé.

Ayant quatre tangentes a la conique que l'on considére, et cette
conique passant d’ailleurs par le point donné V, on obtiendra aisé-
ment la position de son centre sur la droite donnée LT ; mais il
existe, comme on sait , denx coniques qui résolvent Je probléme ;
donc il y a, en général, deux centres sur la droite arbitraire cn
question ; et, comme il ne peut y en avoir plus de deux , la
courbe des centres des coniques tangentes aux trois droites AD,
DC, CB et passant par V, ne peut étre coupée en plus de deux
points par une droite arbitraire quelconque LT ; donc cette courbe
est du second degré, et par conséquent une conique,
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE,

Sur la nature des courbes quon obtient en coupant
un cone par un plan ;

Par M. GERGONNE,

baa Sla W Vi Vo Mo Vi Y2

IL n’est point sans intérét de savoir que , de quelque manidre
qu'on coupe un céne droit ou oblique par un plan, on ne fxeut
jamais obtenir que l'une des trois courbes connues sous la déno-
mination de Jignes du second ordre. C'est, par exemple , par suite
de ce principe que la perspective d’un cercle sur un plan situd
d’une maniére quelconque par rapport & ce cercle est .constamment
une de ces courbes, quelle que soit d'ailleurs la situation de ’ceil
par rapport au tableau ; et on pourrait en déduire beaucoup d’au-
tres conséquences remarquables. ‘

Cependant la. démonstration que P'on donne de ce principe dans
les traitds élémentaires n'est relative qu’au seul céne droit. A la
vérité,, on pourrait facilement I'étendre au céne oblique ; mais dans
le cas seulement ot le plan coupant serait perpendiculaire a celui
qui, passant par le sommet et par le centre de la base du céne,
serait perpendiculaire au plan de cette base. Il serait donc démontré
alors qu'on peut obtenir toutes ces courbes en coupant un cone
oblique par_un plan; mais non pas quon pe saurait en obteuir
d’autres. '

Cette négligence serait excusable , si I'on ne pouvait étendre
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an céne oblique , coupé d'une maniére quelconque , la démons-
tration que l'on donne pour le céne droit ; mais la vérité est que
la démonstration n'est ni -plus longue ni plus difficile pour l'un
que pour l'autre. Celle quon ga voir m’a été communiquée, il y
-a -déja plusieurs années , par M. Vecten , alors ‘professeur de mathé-
mahques spéciales au lycée de Nismes,

* Soit § le sommet d’'un c6ne , droit ou obhque (fig.2,3,4),
coupé d’'une maniére quelconque par un plan donnant une section
MAN. Par l'un quelconque M -des points de cette section , soit
<conduit un plan paralléle 3 la base, la section MGNH sera un
-cercle y coupé par la section oblique & la base suivant une -corde
MN. Par le milieu P de cette corde , menons au cercle un dia-
meétre GH, qui lui sera perpendiculaire. Par le sommet.S et par
ce diamétre, soit conduit un plan qui coupera le cone suivant les
droites SG, SH, et la section oblique suivant AP. Il pourra arriver
(fig. 2) que AP prolongée rencontre SH en un point B situé du
méme c6té du sommet S que le point A ; ou que ce point B
(fig. 3) soit situé de lautre ¢61é du sommet par rapport au point
A, ou enfin (fig. §4) que AP soit paralléle 2 SH. Dans ces trois
cas, on aura également, par la propriété du cercle,

PM:= PG.‘P:H ‘.

‘On aura donc (fig. 2, 3)

_PM* _PG PH

I .

PA.PB PA PB’

‘mais , dans les triangles 'GPA , HPB, .on peut, aux rapports des
c6tés , substituer .ceux des sinus des angles opposés ; on .aura
donc ainsi

PM __Sin.BAS  Sin.ABS
PA. PB ~ SinHGS® Sm.GHb
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or, il est .aisé de vo'r que le second membre de cette éq.uéli(_m
est. constant, quel que soit d’ailleurs la situation du point M sur
la courbe ; donc le premier Test. aussi , quel que soit ce point M ;
donc il y a un rapport constant entre les quarrés des ordonmdes
paralléles PM .ct les produits des abscisses correspondantes PA et
PB tombant de différens cotés de l'ordonnée ( fig. 2 ) et du méma
c6té de cette ordonnée ( fig. 3.) ; donc cette courbe est une ellipse
(fig. 2) et une hyperbole (fig. 3); on voit de plus que AB en

est un diamétre , et gue PM est .parallele & la tangente a som
extrémité.

. On aura aussi ( 6ig.. 4)

M PG
AP "PH'AP ’

ou , en substituant au rapport des cotés du triangle APG , le
rapport des sinus des angles opposés,

ke _p Sin.SAP
AP H'Sin.S\GH ’

Or, le second membre de cette équation est constant , quel que
soit le point M sur la courbe ; donc le:premier I'est aussi, quel
que soit ce point M ;il y a donc un rapport constant entre les quarrés
des ordonnées paralléles 3 PM et les abscisses.qui leur correspondent ;
la courhe est donc une parabole dont-AP .est un diamétre et dans

pY

laquelle les ordonnées sont paralléles 3 la tangente i I'extrémité de
ce diamétre.

Ces sortes de démonstrations ne sauraient au surplus avoir quelque
. prix qu’d raison de leur extréme simplicité ; elles sont d’ailleurs
les seules qu’on puisse donner a.ceux i qui la géométrie analitique
A trois dimensions est étrangére ; mais cette géométrie en offre
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‘ une qui peut d'autant mieux ﬁ“urer dans un traité de geométne
analitique que du moins elle ne fait pas alors bigarrnre avec le
ton général de l'ouvrage, et offre au lecteur un sujet dexercice
de plus,

Soient @, ¥, ¢ les coordonnées du sommet d’un cOne a base
circulaire , rapporté a trois axes rectangulaires quelconques. Soient
%, B, v les coordonnées du centre de sa base, dont nous supposons
le plan donné par I'équation

A{x—a)4B(z—p)+C(z—r)=0 , (x)

dans laquelle il est permis. de supposer 4 , B, C liés par la
condition

A+-B+-C=x . (2)

Si nous représentons par r le rayon de cette base , son périmétre -
sera donné par le systéme de I'équation (1) et de la suivante qui
est celle d'une spheére ayant méme centre et méme rayon

(@ -y =) 4-(z—r =" 3)

Cela posé, on pourra prendre pour les écuations d'cne droite:
mende d’une mani¢re quelconque par le sommet du céne
X0 _'_'y:-b' _ Z=— ’
X " x "z} @)
X, Y, Z étant trois indétermindes qu'il est permis de supposen
lides par la relation.

X 4-Y4-zZi=1 . )

En combinant entre elles les équations (1, 4), les valeurs quien
nésulteront pour z, ¥, z seront les coerdonnées du point od notre
‘ droite
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droite doit percer le plan de la base du céne, on trouvera ainsi,

pour ces coordonnées ,

r=a—X A(a=e)4-BG—p)+C(c=y)
=ama AX4BY4CZ :
—)—Y A(a=a)+4B@E~—p)+C(c—v)
y=o—=- AXFBY4CZ i
r=e—2. A(a==a)4-Bo=g)4C(c==y) ]
AX+4-BY4CZ

Si présentement on veut que la droite (4) soit surle céne, il
fandra que le point ol elle perce le plan de sa base soit un point
du périmétre de cetie base , et conséquemment un point de la
sphére (3) ; il faudra donc exprimer que les coordonnées de ce
point satisfont a I'équation de la sphére; or, des formules ci-dessus,
on tire
A(a—2)F-B(bemp)4-C(c—7)

AX+BY4CZ

Lo = Qe e X« s

A(a=a)4Bb—p)4-C(c=—)
AX4BY4CZ

»

g A== HBO—RHCo—)
Ty =4 AX+BY4CZ g

exprimant donc que la somme des quarrés de ces valeurs est égale
4 r*, nous aurons

r*=(a—u)*4-(o—~g)*+(c—7).

§ A(a—)4-B(b==p)+C(c—9)}§ X(a—a)F- Y (bmep)4-Z (cmp) }
=2 AXABY4CZ

Jdom. XII. 56
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st vt g § Al@—)FBE=RFCe=n) ]
+HX 41427 (AX+BY4CZ)? :

En chassant le dénominateur et ayant égard 3 la relation (5),
cette équation devient

{(a—a)+(b—B)*+(c— ) =1} (AX+BY+CZ}
- 28 A(a-w)+ B(b-8)+ Clo-N}{ X a-+Y (B-g)+ Z (c-)}(AX+BY+CZ) )
+{ Lla—u)+-Bl—8)+Cc—r)} *=o0; €
elle exprime la relation qui doit exister éntre X, ¥, Z, déj

liés par la condition (5), pour que la droite (4) soit sur le cone.
Des équations {4, 5), on tire

A==l »

X= \
V @—ay4-(y =ty 4(e=0) ’

y—>b

Y= , =N
Y @@=y (y—b)*f-(z—0)®

Gl

Z=
V (@=a):-(y—b) -(z—0)>

e

A(z=a)+B(y—b)+C(z=c)

AX+BY4-CZ = —
+or+ V (@) 4 (y—b)*+(z=e)* °

_X( Q@ —u)4- Y(b — ‘3‘)_‘_ Z ! G o)) == (a—a) (x~a2ﬂ-(b—@) ( yt§)+_(0—7) (z=¢)
) \ 7) ‘/'(‘x_a)2_"_(.},.__b),_*_(z__.c*)z R ]
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substituant donc ces valeurs dans I’équation (6), on aura, pour
- Péquation de la surface convexe du cone-dont il sagit

(=) ( y mmb) 24 (2=c) 2
{A(x~a )+B(y-—b)+(l(z-—c))§2

(a—x)<x—a‘+(b—ﬁ)<y—b)+(c-—v)(z—f)
;A<a-—~>+5(b—ﬁ)+c<c—y> s} A(@=a)+B(y=—b)+Clz=c)}

(=)t B—R) o (=3 )1 —r7 _ )
+ fA (=) BO—p4Clemn)p @)

Or , puisque ce cone est quelconque par rapport aux plans eoor-
donnés , il s’ensuit que réciproquement les plans coordonnés sont
quelconques par rapport a lui; donc, en particulier, sa trace sur
le plan des zy est son intersection par un plan quelconque ; or,
on obtient I'équation de cetie trace en faisant z=o0; donc la section
du cone par un pian quelconque est une ligne du second ordre,
puisque , par cette hypothése, on obtiendra une équation du second
degré en x et y. Il serait d'ailleurs facile de prouver que cette
¢quation pourra indistinctement exprimer une parabole , une ellipse
ou une hyperbole, et méme une section conique dont les dimen-
sions seraient données. ’
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PROBABILITES.

Solution du probléme'des rencontres ;

Par M. TeEpenaT , ancien recteur , correspondant de
lacadémie royale des sciences.

L e 7 "h Tl S Y WL V5 V)

P ROBLEME. Quelgu'un tient dans ses mains un paguet de caries,
au nombre de n, portant les nombres 1, 2, 3 ,....n dela suite
naturelle, mélées au hasard. Il abat, tour & tour, ces cartes sur
une iable , en pronongant en méme temps les mots un , deux,
Arois , ...... dans leur ordre successif ; quelle est la probabilité qu'une
Jois au moins il lui arrivera , en abatiant une carte, de prononcer
en méme temps le nom du numéro qu'elle porte? (*)

(*) Ce probléme revient évidemment au suivant : Deux urnes contiennent
chacune les n numéros 1 4 2 4 3 , ww.De Aprés les avoir bien mélés dens
Tune et dans lautre, on procéde & leur extraction simultanée 5 cest-d-dire
gwon tire & la fois un numéro de chague urne. Quelle est la probabilité gu'une
Jois au moins le méme numéro sortira en méme temps des deux urnes ?

On trouve -une ébauche de solution du probleme dans le Développement
nouveau de la partie élémentaire des mathématiques de BERTRAND , de Genéve,
tom. I, pag. 41o.

Il a été un peu généralisé par M. LAPLACE , dans sa Théorie analitique des
probabilités , pag. 217, ou il suppose quil y a dans chaque urpe un nombre
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_- Rappelons-nous d’abord cc principe fondamental de la doctrine
des probabilités , savoir, que la probabilité d'un événement est une
fraction qui a pour dénominateur le nombre total des chances et
pour numérateur le nombre de celles d’entre elles d’ot peut ré-
sulter I'événement dont il s’agit; du moins , lorsque ces chances
sont toutes d'une égale facilité.
Premiére solution. On parvient quelquefois, assez commodément,

a la solution des problémes de probabilité , en s’élevant par degrés

r de numéros de chaque sorte, et ol il cherche la probabilité de une, deux ,
1r0i5 euuees Tencontres.

On pourrait le généraliser davantage encore , en I'énoncant ainsi qu’il suit:
On a, dans une urne, « lettres a, B letires b , 4 lettres ¢, et ainsi de
suite , et, dans une autre urne o -« letires a , g/ lettres b o o' lettres ¢ o ef
ainsi de suite y de telle sorte que

“+p+7+ s e o0 s =“’+ﬁ/+?’+ DRI

Aprés avoir bien mélé ces lettres dans les deux urnes , on procéde & leur
extraction, en tirant & la fois une letire de chaque urne. Quelle est la pro-
babilité qu'une fois au moins la méme leitre sortira en méme temps des
deux urnes ? “

On pourrait aussi considérer le cas out, aprés chaque tirage , on remettrait
dans chacune des deux urnes la lettre qu'on, en aurait -extraite. Il ne serait
plus alors nécessaire de supposer a4y . « « o . =WHpfr 4. .. ..

Enfin, au lieu de demander quelle est la probabilité d’une rencontre au
moins , on pourrait demander quelle est la probabilité que le nombre des
rencoutres ne sera ni plus grand que p ni moindre que g¢.

Nous terminerons par observer qu'a ces sortes de questions se rapporte la
théorie du jeu de cartes connu des enfans sous le nom de la dotaille. On
pourrait encore y rapporter la recherche du degré de confiance que méritent
les devins, les tireuses de cartes et diseuses de bonne-aventure , ainsi ¢ue la
recherche de la probabilité que les ordonnances de certains médecins ou les
avis de certains jurisconsultes doivent étre salutaires 3 leurs malades ou a
leurs cliens.

J. D. G.
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~des cas les -plus simples & ceux qui le sont moins ; et c’est ainsi
que nous allons d’abord procéder.

.° 8l n’y a qu'une seule carte, il n’y aura qu’un tirage pos-
- sible; cette carte portera le numéro 1, on prononcera le mot un
en la tirant; de sorte que le nombre total des chances et celui
des chances favorables sera également l'unité; la probabilité demandée
.sera donc %, cest-a-dire la certitude.

2.° Sil y a deux cartes, elles porteront les numéros 1 ,2,et
il y aura deux tirages possibles , que I'on pourra présenter dans

le tableau suivant ;

Nombres prononcés 1 , 2

N I > 2.
Tirages possibles

Le premier -de ces deux “tirages donne seul des rencontres; d’oit
il suit que la probabilité¢ cherchée est ici ;.

3.° 8l y a trois cartes, elles porteront les numéros 1,2,3,
et il y aura six tirages possibles, que I'on pourra présenter dauns

le tableau suivant:

Nombres prononcés 1, 2, 3
[ 1,2,3
1,3, 2
2,1,3

Tirages possibles ¢
: 2,3, 1
3,1, 2
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De ces tirages, les 1.°¥, 2.7°¢, 3.m¢ et G.m¢ donnent seuls lieu
des rencontres ; d’ou il suit qu'ici la probabilité cherchée - est

-—‘
= -.

3

Si l'on continue de la méme maniére, et qu'on rassemble les
résultats obtenus, on pourra en former le tableau suivant:

s

ol

Pour n=1 , probabilit¢ = ;,
T

2, T
bl - 4

9 s
1s

4 ? s ?
78

5 ’ Tio 9
455

6 4 710 8
$186

72 o109

I

(*) Clest 4 peu prés & cela que se réduit Ianalise de Bertrand. 1l remarque
ensuite que ces probabilités y réduites en décimales , sont

Pour n=1 , . .« + . . 1,00000

e ¢ s 0 o 0,50000

1
-
.

[é]
.

. 1000,66665
by e v vees 062500

5, ee. ... 0,63333
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Si I'on prend les différences consécutives de ces probabilités ,

on les trouvera égales a

X 1 I 1 T ¥
_':I’ +:9;!'""'4! ’ +5! ’ -—6!' +% ) ~—cesnes

d’olt I'analogie conduira a conclure que pour un nombre quel-
conque 7 de numéros, la probabilité d'une rencontre au moins

sera
X ) 4 ) 4 T 4 b 4 } 4 Y
""‘_+"'_'T ————t ... —
X 2 3t 4! 5! 6! 7! — n!

ce qui se trouvera tout-d-Uheure confirmé par d’autres procédés.
Deuziéme solution. Pour n muméros, il est clair que le nombre
total des chances est 1.2.3.4....z2=n'. Quant au nombre des chances

favorables, il se compose ainsi qu'il suit:
1.° Des chances qui ont le numéro 1 au premier rang et les

autres dans un ordre quelconque;

6,-:.0 v e 0;63194

71.--;-.0,63214

® o 8 00 0 00 00 0 ey

de sorte qu'elles sont alternativement décroissantes et croissantes , suivant
que n devient pair ou impair , mais de maniére A tendre rapidement vers
une certaine limite ; de telle sorte que, si Pon ne veut qu'une simple appro-
ximation, on aura sensiblement la probabilité qui doit répondre a une tres-
grande valeur de n, en calculant celle qui répond & une beaucoup moindre
yaleur de ce nombre.

J. D, G.

2.°
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2.° Des chances qui ont le numéro 2 au second rang , sans
avoir le numéro 1 au premicr;
3.> Des chances qui ont le numéro 3 & son rang, sans avoir
les numéros 1, 2 aux leurs; _
4.° Des chances qui ont le numéro 4 a son rang, sans

avoir aucun des numéros 1, 2, 3 aux leurs;
Et ainsi de suite , jusqu'aux chances qui ont le numéro 2 a son

rang , sans donner aucun des précédens aux leurs. Voyons donc
combieu il y a de chances de chacune de ces diverses sortes.

1> 1l y a d’abord évidemment autant de maniéres d'avoir le
numéro 1 au premier rang, qu'il y a de maniéres de ranger les
n—1 autres a sa droite; de sorte que ce nombre est (n—1)!.

2.° 1l y a également (—1)! mani¢res d’avoir le numéro 2 au
sccond rang ; mais il faut en déduire le nombre de celles d’entre
elles qui placent le numéro 1 au premiér. puisqpe nous en avons
déja tenu compte ; or, ce nombre est évidemment le nombre des
maniéres de disposer les n—2 numéros restans 2 la suite de ces
deux-la , lequel est (z—2)!; il ne reste donc plus dans ce cas,
pour le nombre des chances favorables, que (72==1)!—(n—2)!

3.° Le nombre des maniéres d’avoir le numéro 3 au troisiéme
rang , sans avoir le numéro 2 au second scra , pour les mémes
raisons , (n—1)—(n—2)! ; mais il faudra en déduire le nombre des
cas oit le numéro 1 est au premier rang , lequel est (z —2)!—(n—3)!
puisqu’alors c¢’est comme si l'on avait un numéro de moins; il

restera donc, pour le cas présent,
[(r—=1)l—(p=2)! ]=[(R—2)!—(n—3)!]=(n—1)!—2(n—2)I4-(r—3)!.

4.° Le nombre des mani¢res d’avoir le numéro 4 4 son rang,
sans avoir les numéros 2, 3 aux leurs, sera semblablement

(n=1)t—2(n=2)!4-(n—3)! ;
Tom. XII. 17
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mmais il faudra en déduire le nombre des cas ou le numéro 1 occupe
le premier rang ; lequel est

(n—2)!=2(nm=3)!4(n—4)! ;
en prenant donc la différence , il restera bour le nombre des cas

olt le numéro 4 est au 4™° rang , sans quaucun de ceux qui
le précédent soient an sien

(= 1)1=3(n——2)!-}3(n—3)lm=(n —4)! .

Par de semblables considérations, on se convaincra qu'en gé-
M e
néral , si le nombre des cas ol le numéro -k occupe le A.™° rang
sans qu’aucun de ceux qui le préctdent soit au sien, est

2 — k -3
(n—z)'—f‘——(n_z)v-:-’f—-‘--" (3 1R = =2 (nt) s

le nombre des cas ol le numéro -1 occupera le (k-4-1)™°rang,
sans qu’aucun de ceux qui le précédent occupe le sien , sera

, k— [ O ket k—2 k=3

g(n-——l)‘.—-—l—l(n-—z)!-}-——l-:- 2 (=3 2~———(n—4)‘+.,§
ke1 Koo fey F—a k=3

g(n——z)'—-*(n—-@'-i- ___‘._.__(n_..4‘)1___1_._;... - (n—5 4. g

se qui donne, toutes réductions faites ,

L s I e (e T

ce qui prouve que, si la loi se soutient jusquau £™° numdro ,
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elle aura lien aussi pour le (A-1)™¢, et qu’ainsi clle est géndrale.
On voit donc que le nombre total des cas favorables sera la

somme des termes de cette série
(n—1)!

A (Bt e (22!

(1) 2 (2 2) (3!

+(2—1)!—3(n—2)!43(n—3)!—(n—4)

+‘Ic..o.o.lo.-.l‘ ooooo .

N w2, N1 Nem2 ne=3

-I-(n-x)!-i:: (n—z)!+-T . (n-3)'- e (n=4) w1 5

2

or, par la théorie des nombres figurés, on a

i1 . ... . F1=n,
n n—I
ST N T S
n—‘d N7, n FY N2,
I+3+6+...+~——¢;—-——=—1-\——-—-¢- s
2 1 2 3

donc la somme des termes de cette série, ou le nombre des cas
favorables est
n  ne-I Nl N2

n n syt

c’est-a-dige ,
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1 1 | S b ¢ 1 I
n!{—--——+———,+ ————e

1 2 T30 4V TR

puis donc que le nombre total des cas est n!; il s'ensuit que la
probabilité cherchée est )

T I 1 I 1
e e s et -—...—.‘.'..—f—._.;
1 2 3 4! 51 - n!

comme nous l'avions déja trouvé.

Troisiéme solution. Pour fixer les idées, supposons que les nu-
méros -soient au nombre de six seulement, et qu'on demande quel
est alors le nombre des cas favorables. Supposons qu'il s'agisse de
former les arrangemens auxquels ces cas répondent, et soient C,,
c,,¢,, C,, C,, Cq, les nombres respectifs de cas favorables
pour 1, 2, 3, 4, 5, 6 numéros.

. Plagons d’abord 1 & son rang , et les cinq autres numéros de

toutes les maniéres possibles dans les autres rangs ; neus aurons fait
ainsi b! arrangemens.

Plagons ensuite 2 4 son-rang et les cinq autres numéros de toutes
les maniéres I)ossibles dans les autres rangs ; nous aurons encore
fait 5! arrangemens,

Continuons de la méme maniére , pour les numéros 3, 4, 5
jusqu’au numéro 6_inclusivement , nous aurons fait ainsi 5!6=0!
arrangemens , présentant tous évidemment des cas favorables, et les
présentant méme tous ; mais certains d’entre eux se trouveront
répétés plusieurs fois, ainsi que nous allons le voir, et il sagit
présentement d'en faire la réduction.

Drabord larrangement 123456 , ol chaque numéro sera 2

son rang, se trouvera une fois dans chaque groupe, et sera con-
séquemment répété 6 fois.
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Il est impossible que cinq numeros soient A leurs rangs sans

que le sixiéme n’y soit également, ainsi ce second cas rentre dans
le premier,

Chacun des arrangemens ol quatre numéros seulement seront %
leurs rangs se trouvera a la fois dans 4 des six groupes ; mais il
fant voir combien il y aura de ces arrangemens. Or , on voit d’abord
que ces quatre numéros pourront étre choisis parmi 6 d'un nombre
de maniéres exprimé par f.Z; il faudra ensuite arranger les deux
numeéros restans dans les plans vides de maniére & ne pas produire
des rencontres, puisfu’alors on retomberait dans les cas précédens ;
or, le nombre total des maniéres de les arranger étant 2! et le
nombre des rencontres que peuvent offrir leurs diverses dispositions
étant €', , le nombre de leurs arrangemens qui n’en fourniront pas
sera 2!—C,. Le nombre total des sortes d’arrangemens répétés quatre
fois sera donc 2.I(2!—C,).

Par un raisonnement tout semblable, on s'assurera que le nombre
des sortes d’arrangemens répétés chacun 3 fois est 15 (3!—C,);
que le nombre total des sortes d’arrangemens répétés chacun deux
fois sera 537 (4!—C,) ; et qu'enfin le nowmbr= total des sortes d’arran-
gemens simples, c’est-d-dire , de ceux ou un seul numéro est %
sa plaece, et qui ne sont conséquemment écrits qu'une seule fois
est (5!=C,).

Puis donc que dans Cg il ne doit entrer qu'un seul arrangement de
chaque sorte , on doit avoir

Co= 1435 (al—C)+ 5 B1—C )+ Bl —C )+ 331 —C ).

Au surplus, comme on aCl,=rt, et par conséquent 4}(1!-—-0,):0 ’
on pourra écrire, pour plus de symétrie,

Co=1+3: (1= C)+ 51 (2!1—C, )+ 151 (31—C))

T
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“H (4G (51—C)) 5
cela donmera, en transposanf,
Cot s C 51 o 516+ F1 0,436
= 14-6-+46.5+46.5.446.5.4.34-6.5.43.2
_..6'( +otg g te+g ) -

En généralisant ce raisonnement, ce' qui est aisé , on trouvera

n neei

2+C

‘Cn+" n~—-x+ - "—‘cn-—z+ e (I

2 12
_,,,<__+ +3,+ +35 ++;"-)

Si ensuite on désigne par P,, P,, P,, ....P,, les probabilités
qui répondent & I; 2, 3 ,eu. 2 NuUmMErOs, on aura, comme NOus

Yavons vu ,

C,=P,; C,=2P,, C,=3P,,....... C,=n'P,,

ce qui donnera , em substituant et divisant les deux membres
par !,
P

Pp—sx rx—-z n—3 —
ll+ + 2 + 3“ " 4 +uu+

(n-I)'

1 My

-+-;+5,+ += +"‘+E‘

[h
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équation au moyen de laquelle .on déterminera la probabilité qui
répond 3 unc valeur quelconque de 7 , au moyen de celles qui
répondent aux valeurs inférieures de cette lettre.

Quatriéme solution. Le nombre des chances qui donnent le nu-
méro & & son rang, sans donner aucun des précédens aux leurs s
dépendant visiblement de 7z et de x, nous pouvons le représcnter
par Z, .. En conséquence , le¢ nombre des chances qui donnent le
numéro x—1 A son rang, sans donner aucun des précédens aux
leurs , devra étre désigné par Zu_ et sil y avait un noméro
de moins, ce dernier nombre devrait étre désigné par Z,.; ,ns-

Or, lec nombre des “cas qui donnent le numéro 2 & son rang,
sans donner aucun des précédens aux leurs, est ¢videmment égal
au nombre de ceux olt le numéro x—1 est & son rang , sans
qu’aucun des précédens soient aux leurs , moins le nombre
des cas ou les numéros # et x—1 sont i leurs rangs, sans quau-
cun des précédens soient aux leurs.

Mais ce dernier nombre est évidemment le méme qu’il le serait
pour le numéro z—1, si le numéro x n’existait pas , c’est-a-dire ,
sil n'y avait que z—1 numeéros seulement ; d’ol il suit qu'on doit
avoir I'équation aux différcnces finies et partielles

Ztl,x=Zn,x—-l—Zﬂ~l,:t-— r ®

Pour intégrer cette équation , nous poserons , suivant la méthode
de Lagrange , Z, ,=[«"g*, « et p étant deux constantes indé-
terminées , et M un nombre arbitraire ; I'équation deviendra ainsi

Muuﬁz-:Moc"/.’»x_"-‘ﬂfm"—'ﬁx—' , ou ap === 3

H

1 1 \*
p=1~—— et p¥= (l-—————) .
o

)
oL

ec qui donnera
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Zn,x‘:Ml"(l— '1‘ )x .

Pour la facilité du développement , nous pourrons supposer

o

M= ; il viendra alors
Im—a
I E Al 1 Xm=—=] X==2
Zyg=a" 1= — I=at— a Tl —— w
n,% “ b 4 + I 2
=1 x=—2z x=3
ST » » ”® - +no-a

1 2 3

Pour déterminer «, nous remarquerons que , lorsque z=1,9on a
Z,=(n—1)! ; donec &"=(n—1)! , &""'=(n—2)!, et ainsi de
suite ; d’'ou

— Xe=2

Qo1 X
Z, »=(n~—1)! — — (n—2)'4 — =

(n—3)l==re.

qui, en mettant successivement pour x les valeurs 1, 2, 3,....
nous fera retomber sur les résultats déja obtenus dans notre seconde

solution. "

2’ 3 %
On sait que e*=1 +—:1 ~+- -E— +-:T +% ~+..... d’aprés quoi on

doit avoir
X X
et ou -;-=x—.;.+__.,_+—

donc

e==x I

donc,
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donc, lorsque le nombre 7~ des numéros est infini , la probabilité
e=—=X " i
demandée es e =0,6321394...... ; et , comme la série est extrd-

mement convergente, on en doit conclure que c’est aussi 13, & trés-
peu pres, la probabilité cherchée, toutes les fois que # est un grand

nombre quelconque. -

Si, au licu de supposer un seul numéro de chaque sorte, on
en supposait un nombre 7, on remarquerait qu'un numéro ne peut
étre & son rang que dans les ~ premiers tirages; que conséquem-
ment on devra arréter le développement & ses » premiers termes.

L’équation 4 intégrer sera
Zmrx,:.':Zm.,x—-x“"mZMn-l,x—: 5

elle donnera
Zmn’, =m(mn-—x)! ’
Zmn,z =m(mﬂ-— I)!-—-m’(mn_z)! .

Z y,, = m(mn = 1)l —2m*(nn—2)"=m’(mn—3)!

Z n, = m(mn—1)\— %-‘I'm’(”m""z)!‘l‘ a:;:' f—;rn3(mn-3)!- .

‘

d’olt

x X X==% X XemY w2
SZﬂﬁ,x:m. "'; (mn—l)!- -l. 'T m:(mn—Z)!-‘I' ;'u T n-?- mg(mn_s)!_.:t

b

Tom. XII. 18
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faisant donc x=n et divisant ensuite par (mn)!, il viendra, pour
la probabilité d’une rencontre au moins,

n m n n—1 m? n n—1 7n==2 m}
e e G by § e, 8 — . — - ..._'.
mn i mn mn—1 2 mn mn=—I1 mn—2 3!

n_ ne—=1 n—2 npn==3 m

mn mn—i mn-——2 mn—3 4!

formule qui rentre exactement dans la premiére , lorsqu’on suppose
m=1 (*).

N

(*) Au moment o1 on termine limpression de ce qui précede , M. Tédenat
nous écrit que , depuis plusieurs années , I'état de sa vue ne lui permettant
pas de s'occuper sérieusement de la lecture des ouvrages de mathématiques,
il n'est pas surprenant , d’apres cela, qu’il ait ignoré que M. Laplace avait
traité le probleme dont il s’est lui-méme occupé, et qui lui avait éié proposé,
il y a plus de 4o ans, par M. Legendre ; que , sur notre observation , il
venait de consulter Pouvrage de M. Laplace ; qu’il s’était assuré ainsi de la
conformité de ses formules avec celles de cet illustre géometre ; et' qu'il pen-
sait quau surplus son travail sur ce sujet ne serait point tout-a-fait une re-
dite , A raison de la variélé des moyens de solution qu'il présente.

I De G.
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GEOMETRIE DES COURBES.

Sur la construction graphique du centre de courbure
dune courbe en l'un de ses poinls;

Par un ABONNE.

[o %o Vla Slo W) VL W WL WL WL ¥
Au Rédacteur des Annales;

MONSIEUR ,

VOUS avez publié, & la page 361 du XI.® volume des Arnales, un
proccdé graphique pour déterminer le centre de courbure d’une
courbe plane, sonmise ou non & laloi de continuité , en 'un quel-
conque de ses points. L'aoteur de cette méthode a fort bien fait sentir
la difficulté que I'on doit éprouver & tracer & la main la courbe en-
veloppe d’une suite de droites données; mais il me semble que la cons-
troction qu’il propose ne saurait convenir au casoa la loi de continuitd
sa trouverait interrompue au point méme pour lequel on deman-
derait le centre de courbure.

Pour ne prendre qu’un exemple trés-simple, supposons la courbe

composée de deux arcs de cercles de rayons inégiux tangens l'un

2

3 l'autre 2 leur point commun, ainsi quil arrive dans les ansesde
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paniers, etsupposons que le point pour lequel on demande le centre
de courbure soit précisément ce point commun. En appliquant i ce
cas le procédé indiqué, on trouve gque le centre de courbure est
a lintersection de la normale avec deux droites qui lui sont per-
pendiculaires , et par conséquent paralléles entre elles, ce quidon-
nerait deux centres de courbure pour un méme point,

Ces deux centres de courbure se présenteront toujours toutes les
fois que le point donund sera le point de contact de deux arcs
de courbes d’une nature différente; il arrivera seulement, lorsque
ces arcs ne seront pas des arcs de cercles , que ces centres ne
seront plus déterminés par les insersections de la normale avec
deux lignes droites , mais par les intersections de cette normale
avec deux courbes la coupant en des points différens.

Il est donc nécessaire de recourir a un autre principe pour dé-
terminer le centre de courbure, du moins dans le cas particulier
dont il s'agit; et j'inclinerais assez a penser que ce principe doit étre
que la somme des courbures des deux courbes au point donné doit
éire une quantité constante et double de la courbure du cercle oscula-
teur au méme point, Cela donnerait f: %-{-——;— , @ et b étant
les rayons de courbure particuliers aux deux arcs, au point dont

il sagit , et & le rayon de courbure cherché. Oa en tirerait

2ab . . . . 5 . IS
a=_s et il ne serait pas difficile d’imaginer des procédés de

solution qui, dans le cas particulier dont il s’agit, donneraient cette

valeur pour le rayon de courbure cherché.

La géométrie descriptive faisant partie de I'enseignement de I'école
polytechnique, on doit sans doute y examiner tout ce que l'on
propose de nouveau sur cette branche des mathématiques. En outre,
M. Hachette est occupé, dans ce moment, d’'un nouveau traité de
gdéométrie descriptive , dont il a déja présentd les planches A 'académie
des sciences, et il est A craindre quil remarque le défaut de la
eonstruction proposée. A la vérité , on pourrait lui répondre que, lors
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méme que la diffi-ulté de tracer une courbe qui touche une suite
de droites données n’existerait pas, sa construction ne pourrait con-
venir au cas ol la courbe serait divcontinne au point dont on cherche
"le centre de courbure ; mais il faudrait tacher , si cela était possible ;
de lever la difficulté que I'on rencontre en cet endroit.

Agréez, etc.

Parme, le 8 juin 182r.

Reéflexions sur le contenu de la précédente letire ,
suivies d'une méthode graphique , pour mener une
tangenle & une courbe plane par un point exlerieur;

Par M. GERGONNE.

s Ve Ve Vi % 'L Vi Vi Vi Vi V)

LA' construction d’un tangente 4 une courbe en I'un de ses points
est, en général, un probléme du premier degré parce qu’en général
par un point donné sur une courbe on ne peut lui mener qu’une
tangente unique,

Si cependant le point donné se trouve Dintersection de plusieurs
branches de la courbe dont il s'agit, elle aura, dansce cas parti-
culier , plusieurs tangentes en ce point ; et un procédé graphique
qui, en cette rencontre , ne donnerait pas toutes les tangentes,
serait , par la méme, un procédé vicieux, ou du moins incomplet,
et, sil n’en donnait aucune, il faudrait en chercherun autre , spé-

Y

cialement propre & cette circonstance particuli¢re,
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- Clest précisément le cas des méthodes analitiques; clles ne dons
nent, en général, qu'une seule tangente en ehaque point d’une courbe,
lorsqu’il doit y en avoir plusieurs, l'analise, qui ne peut errer,
nous présente alors wne réponse d'oracle , une réponse ambigué ,
qui nous avertit que notre procédé général ne saurait s’appliquer a
cette circonstance particuliere , pour laquelle il est nécessaire de
recourir & une méthode spéciale.

On peut méme affirmer, 2 priord, que généralerent toutes les
fois que nous appliquernns, a un probléme susceptible d'un now:bre
déterminé de solutions y une méthode analitique de nature & nous
fourniv un nombre de shlutions plus ou moins grand, nous devrons
trouver pour linconnue la valaur smb'g é.3. et cela & raison du
privilege dinfaillibilite de analise, qui v'a que ce moyen de s'ex-
primer, sans trahir la vérité , lorsqu’elie ne pent donner exactement
ce quon lui demande,

Ce que nous venons ded're de la tangente & une courbe plane,
en lun de ses points , sapplique litteralement a la recherche de
son centre de courbure ; elle n’en a généralement qu’un se:l en chique
point, et les procedes génsraux , soit graphiques, soit analitijues , n'en
doivent pas donner davantage. II” peuf cependant arriver que pla-
sieurs branches d’'une meéme courbe s» touchent au méme point,
auquol cas la courbe a, pour ce point, pTusILurs centres de cour-
bure ; et tout procédé qui, en cette rencontre , n’en “donnerait qu'nn
seul , ou qii’ seulement ne les donnerait pas tous, serait plus jus-
tement reprochable que celut qmnen donnerait aucun. La méthnde
analitique est , sous ce poiot de voe, & D'abii de 1out reproche,
cir on sait éu’élle est alors en défaut, et qu’il fautla modifier pour
parvenir au but; il faut donc qu’il en soit de mcme pour un
procédé graphique , si du moins, ce qui serait certainement préférable,
il ne donne pas toutes les solutions du probléme, ‘

Il se pourrait” donc que ce que I'estimable anteur de la
lettre qu'on vient de lire regarde comme une imperfe:tion de
Ja méthode a laquclle cette lettre se rapporte , fit , au contraire,



DE COURBURE 139
un titre en sa faveur, et qu’il efit, comme on dit vulgairement,
trouvé la maride trop belles Qu’est-ce en effet que le centre de
courbure d’unc courbe, en 'un de’ ses points, sinon le centre dix
cercle dont la courbure ressemble & la sienne en ce point ? Or, si
Pon nous donne , pour courbe unique , deux arcs de différentes
courbes qui se touchent par leurs extrémités , et ont en leur
peint de contact des courbures inégales, et si 'on nous demandé
le centre de courbure de cette prétenduce courbe unique, en ce point;
ne faut-l pas que notre procédé, si du moins il est fondé en théorie,
nous avertisse de cette circonstance, et nous donne deux centres
de courbure au lieu d'un, puisqu'il y en adeux, en effet.

Tout rayon de courbure moyen entre ceux qui répondent A ces
deux centres , de quelque maniére que l'on prétendit le choisir,
ne saurait étre admis, et ne répondrait 4 rien de concevable et de
définissable , puisqu'il appartiendrait & un cercle dont la courbure, au
point de jonction des deux arcs, ne ressemblerait ni 4 la courbure
de T'un ni 4 celle de lautre. En adoptant ce rayon , on ressem-
blerait, en quelque sorte , a celui qui , étant conduit par un
probléme, 4 une équation du second degré, prendrait pour solution
unique du probléme , la demi-somme ou la racine quarrée du prodait
des deux racines de cette équation. On peut bien, si 'on veut, changer
la définition du centre de courbure; mais alors une courbe pourra
avoir, en chacun de ses points, autant de centres de courbure qu’on
aura adopté de définitions différentes,

Si le procédé, dont 'examen fait le sujet de la précédente lettre ,
pouvait étre reprochable , ce ne serait pas pour le cas ou il est
attaqué ; muis pour celui oit I'arc donné serait formé d’une suite de
petits arcs de cercles, tangens les uns aux autres, et ou le point
pour lequel on demanderait le centre de courbure ne serait pas un
point de contact. Il arriverait alors, en effet, que le centre que
donnerait la construction pourrait n’étre point le centre du cercle
dont cet arc ferait partie, ainsi que cela devrait étre. Mais, outre
qu’en multipliant suffisamment les points de la courbe dont l'inter-
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section avec la normale doit donner le centre de courbure demandé;
la discontinuité de cette courbe avertirait assez de cette circonstance;
outre que le centre de courbure obtenu ne s'écarterait pas sensible-
ment du véritable, on ne doit jamais perdre de vue que les méthodes
graphiques, & I'aide desquelles on résout les problémes relatifs aux cour-
bes dout la loi n’est pas connue , ne sont et ne sauraient étre que des
procédés plus ou moins approximatifs ; qu'on suppose dailleurs taci-
tement que le coefficient différentiel du premier ordre n’éprouve pas
de changemens brusques, lorsqu’il s’agit des tangentes ; qu’on fait
la méme supposition & I'égard de celui du second ordre , lorsqu'il
s’agit des centres de courbure ; et qu'on devrait étendre la méme
- supposition aux coefficiens différentiels des ordres supérieurs , si
Ton avait 3 résoudre des problémes dans lesquels ces coofficiens
dussent étre implicitement employés.

Comme on a enseigné ( tome X , page 89 ) 4 mener graphi-
quement une tangente & une courbe plane, par I'un quelconque
de ses points; afin de compléter la théorie qui nous occupe, nous
terminerons par indiquer le procédé graphique qui nous a paru le
plus commode pour mener une tangente a une courbe plane pac
un point extérieur , ou plutét pour trouver son point de contact
avec la tangente ; car, dans la pratique , on peut bien mener
immédiatement cette tangente (*); voici en quoi ce procédé

consiste

(" EUCLIDE suppose uniquement, dans ses élémens, que 'on sait décrire un
cercle d’un centre et d’un rayon donné, et que lon sait tracer une droite
qui passe par deux points donnés ; mais le tracé immédiat d’wne tangente
4 un cercle ou 4 une courbe quelconque par un point extérieur, et celui
d’une tangente commune a deux cercles ou 4 deux courbes quelconques ,
étant tout aussi sir et tout aussi facile , pourrait tout aussi bien , sans in-
convéniens, étre admis au nombre des demandes, ce qui abrégerait , d’une
mani¢re assez notable , les élémens de géométrie,
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Par le point donné¢ P ( fig. 5 j menez 4 la courbe une suite
de sécantes PA , PA’ PA” | ....; sur les cordes interceptées AB,
AB/, AVB/,....., comme bases communes, construisez des deux
cotés umne suite de triangles équilatéraux dunt les sommets opposés i
ces bases soient M, M/, M/ ,..... pour ceux qui sont construits
du c6té de la concavité et N, N/, N7 ... pour ceux qui sont
construits du c6té de la convexité; faisant alors passer une courbe
par les points.......M~7, M/, M, N, N/, N/ ,...... le point
T, ou cette courbe couperala courbe proposée ,(scra le point de
contact cherché.

Nous avens indiqué les triangles équilatéraux comme les plus
faciles & construire ; mais , si I'on trouvait qu’ils écartent trop
Pun de lautre les points M, N , et laissent ainsi la pesition du
point T trop incertaine , on pourrait leur substituer des triangles
isoctles égaux deux & deux , et ayant pour hauteur commune la
moitié, le tiers , le quart ou toute autre fraction de la corde qui

leur servirait de base commune.

Tom. XI1. 19
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QUESTIONS RESOLUES.

Solution des deux problémes de géoméirie proposés
a la page 344 du X1 volume de ce recueil ;

Par M. J. B. Durraxpe, professeur de mathématiques
et de physique au collége royal de Cahors.

[a S Fla S Sl Sl Vo Vo V1o ¥ )

THEOREM E 1. De tous les parallélogrammes circonscrits &

une méme ellipse, les parallélogrammes conjugués sont ceux dont
laire est un minimum,

Démonstration. Soit, en effet, EFHG ( fig. 6 ) un parallélo-
gramme non conjugué, circonscrit 2 une ellipse dont le poim O

est le centre. Par ce point O, soit mené un diamétre LM, pa-
rallele 3 deux cotés opposés quelconques EF, GH de ce paral-
lélogramme ; et, par les extrémités L, M de ce diamétre , soient
menées a l'ellipse deux tangentes, rencontrant le c6té EF en A
ct B, et son opposé GH en G et D. La Ligute ABDC sera
évidemment un parallélogramme conjugué; et ce parallélogramme
aura méme hauteur que EFHG , puisqu’ils sont compris entre les
mémes paralléles ; mais, parce que EG est une tangente en un
point différent de L, dont tous les points, autres que le point
de contact, doivent étre hors de Pellipse, son point 1 d'intersec-
tion avec LM devra &tre sur le prolongement de cette droite, et
il en sera de méme, pour la méme raison , du point K d’inter-
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section de FH avec la méme droite; IK sera donc plus grand que
LM ; GH=IK sra donc plus grand que CD=LM; la base du pre-
mier parallélogramme sera donc plus grande que celle du second ;

son aire sera donc aussi plus grande ; le parallélogramme conjugué
sera donc le parallélogramme minimum.
THEOREME 11. De tous les parallélogrammes inscrits & une

méme ellipse ; les parallélogrammes conjugués sont ceux dont Uaire
est un wmaximum,

Démonstration. Soit EBFD ( fig. 7 } uw parallélegramme non
conjugué quelconque, inscrit & une ellipse dont le centre est O,
intersection des deux diagonales de ce parallélogramme. Par ce
centre O, soit mené le diameétre AG, conjugué de la diagonale
BD ; en joignant AD, AB,CD ,CB, le parallélogramme ABCD
sera un parallélogramme conjagué, Or, d’aprés cette construetion 4
la tangente en A devant étre parallele 3 BD; d'ol il suit que le
point E doit &tre situé entre BD et ceite tangente; que par con-
séquent des deux triangles de méme base BED, BAD le dernier
est celui dont la hauteur et conséquemment dont Vaire est la plus
grande ; et, comme, pour de semblables raisons, on prouverait la
méme chese du triangle BCD, comparé au triangle BFD, il faut
en conclure que l'aire du parallélogramme conjugué ABCD est plus
grande que celle de l'autre parallélogramme EBFD.

De ces deux théorémes , on conclut , sans aucune difficulté ,
les deux autres théorémes que voici:

THEOREME 1I1. De toutes les ellipses inscrites & un méme

parallélogramme , celle qui a pour diamétres conjugués les deuz
droites qui joignent les milieux des cdtés opposés est aussi celle,
dont laire est un maximum,

THEOREME. 1V. De toutes les ellipses circonscrites & un méme
parallélogramme , celle qui @ pour diaméires conjugués les deuz

diagonales de ce parallélogramme est aussi celle dont laire est un
minimun, "
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Remargue. Ces théorémes n’ont point leurs analogues pour I'hy-
perbole ot les paralléllogrammes inscrits et circonscrits ne sont point

susceptibles de limites.

QUESTIONS PROPOSEES.
Probléme de geomeéltrie descriptive.

ETANT données les deux projections d’une courbe, reconnaitre
par un tracé graphique, si cette courbe est plane ou a double
courbure, et chercher, dans le premier de ces deux cas, les traces
de son plan?

Chercher , dans le second cas, les traces du plan osculateur en
un point de la courbe dont les projections sont données ainsi que
les projections de son centre de courbure absolu, pour ce méme

point?

Probléme de statique.

Des boules, au nombre de 7, assez petites pour pouvoir étre
considérées comme des points!, sont enfilées dans une tige rec-
tiligne, d’une longueur déterminée, le long de laquelle elles peuvent
courir librement; mais dont elles ne sauraient franchir les extrémités,
a raison d’obstacles invincibles qui s’y trouvent établis. En supposant
que ces boules exercent les unes sur les autres une action répul-
sive, en raisan directe des masses repoussantes et inverse du quarré
de leur distance aux masses repoussées; quelles doivent étre les
masses de ces boules pour qu’en les espacant également le long de
la tige, elles y -demeurent d’elles-mémes en équilibre ?
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ANALISE TRANSCENDANTE.

; .. , . ) dz
Eclaircissemens sur la théorie de lintégrale f ’
Log.x

prise depuis x=0 ;

Par M. Prawa , professeur d’astronomie & Tuniversité ,
et membre de l'académie royale des sciences de Turin.

(o o Vb Vi, Vi, Vo Me Vo Vi Vi V)

L ON doit & M. Bessel une théorie fort remarquable de l'intégrale
dax . \ .
ﬁ , dans laquelle sont exposées des séries propres a en fournir

Og--%'
la valeur numérique , pour une valeur quelconque de & (*). Suivant
cette théorie , on obtient toujours une valeur rée/le pour cette
intégrale ; ce qui semblerait n’étre pas d’accord avec la doctrine
récemment exposée par M. Poisson , sur les intégrales dont les
€lémens passent par l'infini , comme cela a lieu relativement au
“cas dont il est ici question, toutes les [ois que I'on prend pour
# une valeur plas grande que l’unitéd, Mais, tout en admettant
la théoric de M. Poisson , il est facile de faire disparaitre la con-

(") Voyez le recueil périodique intitulé : Konigsberger Archiy Naturwissenchaft
und Mathematik ( janvier 1811); ou bien le Traité des dfférences et des
séries de M. Lacrorx, deusiéme édition, chap. VI, pag. 525, ne 1231

J. D. G.

Tom. XII, n.° V, 1.°* novembre 1821, 20
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tradiction qui se présente ici , 3 l'aide d'une distinction entre
Yintégrale arithmétique ct Vintégrale analitique.

Imaginons , pour un instant, Uexistence d'une fonction finie de

. . ., . dx ‘ . .
x qui, dtant differentide , donne oo et soit F(x) cette fonction ;
og.x

alors, lintégrale que jappelle analitique sera donnée par I'équation

celle-ci sera toujours imaginaire, lorsqu'on donnera &  une valeur

plus grande que V'unité , ainsi que nous le [erous voir.
Maintenant, si 'on construit sur le méme axe et avec la méme
I
origine , 1.° la courbe ayant pour ordonnée

1 deouis /=0 i N g
y—-m , depuis /=0 jusqua z/=1 ;

3.° la courbe ayant pour ordonnée

I

= ————— , depuis #=o0 jusqu'd r=ew ;
Log.(1+4x> ’

Yy

une fonction de &

. x/
j'entends par intégrale arithmétique de Togo
propre a donner la mesure de l'aire terminée par 'une ou l'auire
de ces courbes; ou bien la mesure de la différence des aires for-
mées par une portion quelconque de la seconde courbe et la totalitd
de la premiére. Ainsi, en désignant par ¥{z’) la fonction de

I’abscisse qui donne l'aire négative terminée par la premitre courbe ,

on aura
dx’
— /
'_/Log.x' _\P(x ) ?

. Cr dx . .
pour lintégrale arithmétique de Togs ! depuis =0 jusqu'a =1

-
>



DEFINIES . 147
et , en designant par o(a)—e(o) Vaire positive terminde par la
seconde courbc , on aura

dx oy
St =e@—e(0)

. dx . . . -
our lintégrale arithmétique de ——, depuis =1 jusqu'a z=z (*),
P g q Toga? 4¢P jusq )
L’aire totale de la premiére courbe étant exprimée négativement
par (1), il est évident que

#(a)—e(0)+¥(1) ,

sera la mesure de la différence entre l'aire partielle de la seconde
courbe , et I'aire totale de la premitre ; de sorte que nous avons

i =s@=sor )

, correspondant & une valeur

dx
our l'intégrale arithmétique de
P & 1 Log.xc
quelconque de z plus grande que l'unité, Les formules données
par M. Bessel fournissent la valeur de cette dernicre fonction avec

(*) Pour bien suivre tout ceci , il faut avoir bien présente a UTesprit la
1 , . 1
nature de la courbe exprimée par Véquation y== L—-é—-,laquelleestcomposée
0g.x

de deux parties distinctes 3 la premiere , entiérement située au-dessous de l'axe
des x, et comprise entre I'axe des y et une parallele menée & cet axe & la
distance -}-1, a celte parallele pour asymptote et va se terminer brusquement
a Dorigine ; la seconde , entierement située au-dessus de laxe des x et a
droite de la parallele dont il vient d'étre question , est inscrite dans l'angle
de ces deux droites qui en sont les asymptotes ; de sorte quelle a deux
branches infinies, 2 la maniére des hyperboles , et que la parallele & l'axe

des y est asymptote commune des deux courbese
J. D. G.
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toute la précision désirable. Mais on congoit bien que , en consi-
dérant ainsi l'intégrale en question , rien n’établit I'identité entre
Vintégrale arithmétique représentée par o(w)—p0)+¥(1) et linté-
grale analitique représentée par F(x)a—F{o)._

Il est vrai que cette identité a lieu, généralement parlant; mais
elle ne saurait. avoir licu dans’les cas particuliers ou il n’y a pas
une continuité ' physigue entre les differentes parties de la courbe
qui a pour ordonnée le coeflicient de dx. Alors I'analise pure met,
pour ainsi dire , en évidence 'impossibilité d’une continuité physique
dans la surface terminée par la courbe et I'axe des abscisses , en
présentant , par l'intégration directe, un résultat en partie réel et
en partie imaginaire. Plusieurs exemples démontrent que, en pareil
cas , il suffit de supprirﬁer la partie imagiﬁaire du résultat ainsi
trouvé, pour obtenir I'intégrale arithmétique ; mais je n’ose croire
quun tel moyen puisse, dans tous les cas, étre employé avec

sureté, Toutefois, je vais faire voir que du moins il est légitime ,

. LS £ ! dx
relativement & l'intégrale .
Log.x

IL. En intégrant depuis n=o0 jusqu'd n=1 , il est clair que

T'on a
la"dn=aw1 ;
° . Log.a !

donc , en changeant successivement @ en 1« et 1=« , nous

aurons.
! ." a— +“’
./.Q(H-“) An= Log (144) ’

1 —
(1—e)dz= — " ;
A Log.(1—=«)

de 1a on conclura, en développant le binome (1—«)",
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f dn-—:/ Zange [T 0,
Log (1—&) o I 2

149

ainsi, en posant, pour plus de simplicité,

&

—-m =I+BIH+BZ“’+B;QJ+B4“‘+uu Py (I)
on auara
B,=— ——dn_. :

B, +/ i A=

et il est clair que les mémes coefliciens donneht

— = — P ote—gee
Doptigs =* B,a+4B,u*~—B &8 o . (2)
Cela posé , si l'on éerit Log.[1—(1—2)] au lieu de Logx on

obtiendra, a I'aide de la formule (1),
Tom. XII. . 20 bis.
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dax d i
ﬁog.x = f‘ e —/d2[Bo+B,(1—a)}+B, (1—2) o] 5

ou bien , en exécutant Vintégration

,/l‘:;:x =C°n5"+L°5-(I—x)——B,x+§ Bz/f-"x)z-{'-—:-B;(I _.x)3+” .

En leter - inant la constante arbitraire de maniére que intégrale soit
nulle lorsque w=o0, il viendra

dx

-—— ==Log.(1==a)+B,[(1==x)=1]4 ; B, [(x=1)2=1]4 ; B; [(1~=2x)3~=1]F... ;
Log.x

donc, en désignant par € la valeur numérique de la série infinie
et convergente )

C=—(B,+:B.+1B, 418, ) ; (a)

on aura

J; 3 C4Log(tma i Bu(1=2)+: B, (1=a) 4 L B, (1=} ().

0Ze X

La valeur de la constante € pourrait 8tre trouvée avec toute la
précision que Von désirerait, en sommant un nombre suffisant de
termes du second membre de I’équation (2); mais ce moyen n’est
pas le plus expéditif. Il y en a d’autres plus rapides, a I'aide des-
quels on a calculé ce nombre avec 32 chiffres décimaux , dont les
premiers donnent €=0,5772156.....

Le second membre de I'équation (3), formé d’aprés les principes
directs du calcul intégral , doit étre regardé commé un véritable
développement de lintégrale analitique représentée plus haut par
¥ z)—F(o). '

Ce développement est évidemment réel et négalif pour toute
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valeur de 2 positive et moindre que l’unité; il augmente toujours
daus le méme sens, a2 mesure que #'approche de 'unité, et finit
par devenir infiniment grand et négatif, lorsque 2=1. A ce point,
I'équation (3) donne

1 dx
fo Toem =(C+4-Logo .

Lorsque # surpasse l'unité , le terme Log.(1—) est absolument
imaginaire, il est méme indéterminé , ecu égard 4 la multiplicité
des valeurs de Log.(—1); mais avant de tirer de 13 la conséquence
que le second membre de I'équation (3) est effectivement imagi-
naire, il faut démontrer que la série affectde des coefficiens B, ,
B,, B, ,.... ne peut pas étre clle-méme le développement d’une
fonction qui devienne imaginaire lorsqu’'on a £> 1 ; car autrement

on pourrait objecter qu'il y aura destruction entre les parties
1maginaires. )

A cet effet, remarquons que , si dans I'équation (3), on remplace

Log.(z—1) par/;;g_%, on obtient

ﬁ"{:‘:;ﬂéﬁ;}=6+B,<1_x>+;B,<1_x)=+...-. 4

Or, il est facile de voir que la valeur de cette série infinie est
toujours assignable par une quantité réelle, en appliquant conve-
nablement la m¢éthode des quadratures a lintégrale qui forme lc
premier membre de I'équation (4) , et dont les élémens ne de-
viennent jamais infinis ; car, en suivant la marche de la courbe

dont I'équation’ est

1~y Logwx
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il est visible que ces ordonnées vont ecn decroissant, depuis z==o0,
et que l'on doit prendre y=o lorsque z=1, puisque la loi de
continuité ex1 & que Von prenne 2 ce pomt y—-———— Au reste,

-_—=0;

cette courbe est tangente 4 l'axe lorsque z==r1; car alors e

et I'dquation (4) démontre que l'on a

l] I 1 ?__
/.ouxgl—x—!—Log.x)_C’

pour lexpression de sa surface depuis #=o jusqu’d z==1, ce qui
P p

est connu depuis long-temps.

Il me parait donc incontestablement prouvé par li que le dé-
veloppement de l'intégrale analitijue T'(2)--F(0) acquiert toujours
une valeur imaginaire, lorsque x est plus grand que lunité; et,
par la nature méme du developpement des fonctions , on doit en
conclure que cette propriété est inhérente a la fonction mdime
F(x)—F 0) supposée exprimée explicitement sous forme finie.

Il suit de la que la série (3) n’est propre a fournir lintégrale

dx

arithmétique de que depuis x=o0 jusqu’a #=1; de sorte que,

conformément aux notations adoptées ci-dessus (I}, on a

8 3(2') = CHLog (1— /) By (1—a! 1 B (1= e

Log.x!
Y(1)=C~Log.(o) .
dx

Log.( 1)
remarquons que, d’aprés la formule (2), l'on a

) . _ ,
ﬁog (14x) /d’x(; _Bl’*/'Bzx—B,x +B4x3——-,.“,_> ,
ou bien
/' dx
Log (142

1L Pour avoir I'intégrale arithmétique de , depuis x=o,
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dx , '
~/1:45§(”‘—1+x) =Const.+Log.2=B 541 B,2*—~1 B 2+ ... .

cette expression devant étre nulle lorsque #=o0, il faut prendre
Const.=—Log.0 ,

ce qui donne unm résnltat que lon peut mettre sous cette forme

dx .
ﬁog(h‘_&) =C—[C4Log o]+Log.[(142)—1]—B,[(142) —1]

+ 1B, [(a)— 11— B, [(a)—1 P

donc, en éerivant x 4 la place de 142 , et convenant que 2
duit étre plus grand gqne I'unité, cette équation donnera

ijgx; =C—¥{1)+Log{z—1)4B,(1—z)} 1B, 1—2) 4.
dx

0g.x ’
leur est, comme Pon voit, toujours infinie , & cause que —J(1)=+w ;
mais si, au lieu de cette aire, toujours positive, on convient de

pour lintégrale arithme’!ique de 5 prise depuis z=1. Cette va-

prendre la somme qu'elle conslitue en lui ajoutant laire négative

représentée par ¥(1) , on aura

d 5
f Y =CtLoglz—1 4B, 1% )i B, (1—2) 4 1 B 1=z 4o (6)
Log.x '

pour exnression de la mesure de la différence absolue de ces deux
aires. Pour peu gue l'on examine la configuration des deux aires
qui constitueat cette différence , on sentira que cette séric deit four-
nir des valeurs ndgatives pour des valeurs de z fort rapprochées
Tem. XII. 21
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de I'unité ; mais, avant z=1,5, on voit succéder le signe positif
au signe negaif ; de sorte quil y a certainement une abscisse,
comprise cuire z=1 et x=1,5, qui donne une valeur nulle

d. .
. Marcheroni ct M. Bessel

) .og.x .
. . , N - oy
ont trouvé que ce point remarquable répond & z= 1,45136923495.

pour liniégraie arithmétique de

Maintenant , si I'on compare les deux séries fournies par les
seconds membres des équations (5), (6), on veit que l'on peut

réunir ces deux équations dans 1'équation unique

>

/ L = o Log [ 1—a) [+ Bu(1—a) 4 By (t—af e (7)

. Log x

en convenant que la quantité soumise au signe logarithmique, doit
dire prise

Avec le signe-f- , lorsqu’on a 2<1 ,
Avec le signe — , lorsqu’on a #>1 .

C’est dans cette ambiguité que consiste la différence essenticlle
entre lintégrale arithmétique et I'intégrale analitique, laquelle doit
toujours étre unique, d’abrés la maniére méme dont on congoit son
existence ; mais il est remarquable qu’ici , comme dans d'autres cas
particuliers , il suffise de changer, dans l'intégrale analitique (3),
le ‘terme Log.(1—z) en. Log.(#—1)+-Log.(—1), et de supprimer
ensuite la parlie imaginaire Log.(—1), pour avoir I'intégrale arith-
méltique qui répond au cas ol on a x> 1.

IV. Jusqu’ici nous avons évité & dessein I'emploi de la série la
plus communément connue pour donner la valeur de cette inté-

grale. On l'obtient en substituant pour dx la différentielle du second
membre de l’équation
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Log.x Log.x , (Loga)* | (Log.«x)3
—p 08 =14 8 + 2 + 8

z 1 1.2 1.2.3 s )

alors, en intégrant, on a

, (Log.x)?

ﬁd” — Const.+ Log. (Log.x) + Log.z~4

0g. &

T +”'f (8)
En partant de cette derniere série , tout ce qui était auparavant

fort clair devient tout-i-fait obscur. Afin donc d’établir ici Ia clartd

convenable , il faut d’abord remarquer que, au lieu de prendre

J LL8T  Log.(4-Log.) ,

Logwx

rien n'empéche d'écrire

—d.Log.x . _
~—Log.x —LOg‘( Logx) ’

Ensuite , il faut considérer la série (8) comme un véritable déve-
loppement de l'ane ou de l'autre des deux séries désigndes précé-
demment par (5) et (6), et conclare de 1a la valeur de la constante
arbitraire. Or, en substituant au lien de Log.z

Log.[1—(1—a)]=—[(1—a)+4 : (1 =a)} ;(1=—=2)’ 45 (1—2)}+...] ,

on concoit la possibilité de transformer le sccond membre de I'équa-
tion (8) de manicre que l'on ait

. —ConsttLog (L= (s =) M (s a)ob M2

08X

mals on a
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—Log.[1~{i—z)]=Log.(1—a}+Log [ 14 ; (1—2)}{ (1=—2)*+...] ,
~+Log [1—(1—x)]=Log (r—1)+Log.[1-; (1—a)+ : (1—2)"4...] ;

donc, en imaginant développée , suivant les puissances de 1—z,
la seconde partie de ces expressious , on formera enfin, ou

dx : ) ‘N
ffc;% =Const.4Log.(1—2)+ N1 —a)+N{1—x) ...

ou bien

" dx
ﬂog.x :Const.—}-Log.(z—1)+N(‘___J)_!_N/(,__x),__*_‘m

Ces deux séries devant étre identiques avec I'une ou lautre des
séries (5) et (6), il faut en conclure que la constante est la méme
dans ces deux équations, et que sa valeur est précisément dgale
a celle du nombre désigné plus haut par €. Et, comme I'équa-
tion (8) fournit ces derniéres par un calcul quine peut, en aucune
sorte, modifier la constante arbitraire primitivement introduite,
il faut en conclure”en outre que, dans cette méme équation, on
a Const.=C, lorsque l'intégrale doit étre nulle avec x#=o0. D’aprés
cela, il est hors de doute que, en posant

dx — , (Togux)? , (Log x)3
ﬁog.x = C+Log.(FLog #)+Loguz—t ; —— 4 ; —5 +... (9)

3
1.2

on a une véritable transformation de I'équation désignée par (7)),
ou le signe ambigu doit étre pris de maniere que Log.("Log.x)
soit toujours une quantité réelle. Il serait sans doute plus satisfaisant
de parvenir & ce méme résultat en transformant directement la
série qui constitue le second membre de Iéquation (7); mais cela
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présente des difficultés assez graves dans Vexéention du caleul.
Cependant , ce que nous venons d’exposer suffit pour éearter toute
obscurité, ct donner une signification précise des valeurs numé-
rigies et réelles de cette transcendante, Celles-ci sont en effet les
seules qu’on doive employer, en général, dans les applications phy-
siquement possibles. Les valeurs imaginaires , ou contraire , devront
¢ire prises en considération , lorsque cette intégrale se trouvera
combinée avec d’autres expressions imaginaires, afin d’dviter toute
meprise dans les résultats tirés d’une telle combinaison.

|

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Recherches sur le nombre, la grandeur et la siluation
des systémes de diamétres conjuguées €egaux , dans

Uellipsoide ;
Par M. GERGONNE.

[o o Vi Vo W, Vi VL, VL ¥ ¥

ON sait que, parmi les systémes de diamétres conjugués, en nombre
infini, que peut fournirune méme ellipse, il en estun, et unseul oti ces
denx diametres sont égaux , et que ces deux-la sont dirigés suivant les
diagonales du rectangle formé par les tangentes aux quatre sommets de
la coarbe. Mais personne ne s’est jamais demandé, dn moins que je
sache, si, dans ellipsoide , il y avait un ou plusieurs systémes de dia-
metres conjugués égaux, ni quelle était leur situation par rapport
3 cette surface; c’est cette question que nous nous proposons de
traiter ici; mais, afin de trouver dans I'analogie un modé¢le dela
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maniére de procéder, mous nous occuperons d’abord de Dellipse ,
et afin d’élargir un peu la question, nousy comprendrons la théorie
des diamétres conjugués en général.

Soient 24 , 25 les deux diamdtres principaux dune ellipse ;
prenons-les pour axes des coordonnées , et adoptons X, ¥ pour
symboles des coordonnées courantes; I'équation de la courbe sera ainsi

(3 )+(F)=r

Soient (2, ¥), (2/, y/) deux points de la courbe , dont les

p

distances 4 son centre soient respectivement @/, 5/ ; nous aurcns
x \3 .
+ } =1, (1) z -ty *=a*, 3)

(5' Y+ )=, @ atyr=r, @

De plus, en désignant par 5 l'angle des deux demi-diamétres
’, ¥ , mnous aurons

/. !
pl e (5) Cos.y=

xx! + y/
/b/ ? . . (6)

Sin.y= pry

Si on veut que 24/, 25/ soient des diamétres conjuguds, il
sera nécessaire et suflisant pour cela que le diamétre paralléle a
la tangente en (z, y) contienne (2/, /) ; or , l'équation de ce
diamétre est

puis donc que cette équation doit étre satisfaite par (a7, y),
on aura
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T o (D)(E) ()=

Or, par la théorie de la transformation des coordonnées , il est
connu que trois relations telles que (1,2 ,7 ) peuvent étre rem-
placées par les, trois suivantes : ‘

()= ,
a x .7'
2 / 2 ( > ( ) ( > b_
()45
b b ) T
lesquelles reviennent 2

24zt =a* , (8)

xy+a'y'=o . (10)
ytyi=o, (9)
Cela posé, en prenant la somme des équations (8 ,9) et ayant
égard aux équations (3, 4), il vient

a’+br=a'+0* ;

Et, si du produit des équations (8, 9) on retranche le quarré de
Iéquation (10), on trouvera, en ayant égard a l'équation (5) ct
extrayant la racine quarrée

a’b’Sin y=ab H

ce sont les relations connues entre les diamétres principaux et deux
diamétres conjugués quelconques ; et cest la , a ce quil nous
parait , la maniére la plus simple de les obtenir.

Si, connaissant les coordonnées z , ¥ de l'extrémité d’un dia-

meétre, on voulait obtenir celles #/, y/ de l'extrémité de son con-
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jugué , on y parviendrait au moyen des équations (8, 9), qui
donnent

2=\ ar—x , Y= bimyr ,

quantités faciles & construire.
Si Pon veut que les diamétres conjugués soient égaux , il faudra

écrire

x:__‘_y::x/z_l_y/a y

mettant pour a/*, ¢/* dans eotte équation les valeurs donnces par
les équations (8, g), elle deviendra
a?-}-p2
yre= —

2

c’est le quarré de la mo'tié de 'an de ces diameétres. En combinant

cette équation avec I’équation (1), on en tirera
g=Tay s, y=Xbvz

de sorte que I'dquation du diamétre qui, en général, est

Y:-‘?—X',

X
deviendra

r=+2x;
a

équation que Ton reconnait facilement pour étre celle de 'une on
de l'autre des deux diagonales du rectangle formé par les tangentes
aux quatre sommets de la courbe.
En mettant pour z, y, dans I'équation (7) , les valeurs que
N b

nous venons de trouver; on en tire -‘-’—/-—_—_;_ —~ ; de sorte que I'é-
- X a

quation du conjugué de notre diametre qui serait , en géndral ,

Y=
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yl
= 2
devient, dans le cas actuel ,
b v
Y=+—X;
- a

ainsi, les diametres dirigés suivant les deux diagonales du rectangle
dont il vient d'¢tre question , sont 4 la fois conjuguds l'un A
Pautre et égaux entre eux; et ce sont les seuls qui jouissent de

cette double propriété.
Soient 24 , 25, 2¢ les trois diamétres principaux d’une ellipsoide;

prenons-les pour axes des coordonnées, et adoptons X, ¥, Z pour
symboles des coordonnées courantes; l’équation de la surface sera

(3 )+ (2=

Soient (x, ¥, 2), («/, ¥/, 2/), (x”,y”,2") trois points de cette
surface , dont les distances respectives] au centre de I'ellipsoide

ainsi

soient 2/, &/, ¢/; nous auroms
I VH (= 0 wtrermen,
()4 (V2= @ wrapremse, o

(Z)+(5)+H(E) =1, @ ardyrger=c. ©

De plus, en désignant par «, £, %, les angles que forment deux
A deux les demi-diamétres @/, &4/, ¢/, nous aurons

Tem., XII. 22
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Sine= ‘/ (&ly!l ==y Y2 (y 2 ey 2! Y2k (2 == 2 )3 ( )
T b'e! ’ 7
Sin o= \/(x’/j'—-xj"/)2+(y”z—)fz”)2+(z”x-—-zr”)‘ (8)
' ca’ ! ’
. ay— ! 2 - 22/ ! 7Y 2 X ——zlac)2
Singy= VY Gr'==) +Ua’b’ y'2) (2 : (9)
T T WOV e
Cos.”=——-i—‘zb.7‘§;.4_-—— » (]O)
g fey!ly -2tz
Cos.g= -—-—C-/a/——- ’ (1 I)
xx/4-yy'zz!
COS.'y:-‘T . (12)

Si I'on veut que 24/, 25/, 2¢/ forment un systéme de diamétres
conjuguds , il sera nédcessaire et soffisant pour cela que le plan
diamétral paralléle au plan tangent en chacun- des trois points
(®,y,2), (=, ,2), («” , ¥/, z/) contienne les deux autres
points ; or, les équations des trois plans diamétraux sont

§)<%’)+<%>(%’)+(;>(i—'>=r; (13)
(2 >(§’>+(§’-><%’>+<ii->(é”- =5
(Z)(E)+E)E)+H(EN(E) = @

Si donc l'on se donne arbitrairement, sur Iellipsoide, le point
(#,y,z), 'onn’aura, pour déterminer les six coordonnées z/, 4/,
z/y a/, ¢/, 2/ des deux autres que les cinq équations (2, 3, 13, 14, 15);
d’ol I'on voit que , tandis qu’a chaque diamétre de T'ellipse , il en ré-
pond un autre qui lui est conjugué, il arrive , au contraire , qu'a chzque
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diamdtre de l’elfipso'idc peuvent répondre , d'une infinité de manicres,
~ deuxautres diamétres qui lui soient conjugués; attendu que ces derniers
sont uniquement assujettis A étre deux diameatres conjugués
quelconques de la section faite par le centre parallé¢lement au plan
tangent a 'extrémité du diamétre donné,

Cela posé , il est connu, par la théorie de la transformation des

coordonnées , que les six relations (r, 2, 3, 13, 14, 15) peu-
vent étre remplacées par les suivantes :

(2)+(2)+(2)=
() EHENE) =,
(2)+(2)+(5) -
(DEHDEW(D(E )=,
() +(2)=
(DEHEEHEE)

c’est-3-dire , en simplifiant,

a

z*tarar =t (16) gty 24y =0 ; (19)
yryity =8,  (17)  zadatiiall=o ;  (20)

zz+z/z+z//:___.cz , (18) :ty"f'-’l’y/'f'&””}’”: 0o (2 1)3‘



164 DIAMETRES
Or, 1.° en prenant la somme des équations (16, 17, 18) , et
ayant égard aux équations (4, 5, 6), on aura

A= a b

2.° En prenant la somme des produits de ces mémes équations
deux A deux , et retranchant de cette somme la somme des quarrés
des équations (1g, 20, =1),il viendra, en ayant égard aux €équa-

tions (4, 5,6, 7,8, 0),
b/2cSin. w0 Sin 2 p-Fa**Sin2y = H-ca*+a*b*

3.% Si, enfin, du produit des équations (16, 17, 18), on retranche
le produit des équations (19, 20, 21), en ayant égard aux ¢qua-
tions (4,5,6,10, 11, 12), il viendra_

(1=Cos.?«—Cos.?8—Cos.*y-}2C0s.4Cos.Cos.y)a"*b*c*=a*b*c* .

Ce sont 13 les trois relations entre les diamétres principaux’ de
Pellipsoide et trois autres diamétres conjugués quelconques, telles
qu’elles ont été donndes par M. DBérard , dans le présent recueil
(tom. IIT, pag. 113).

Si on veut présentement que les trois diamétres soient de méme
longueur, il faudra poser en outre la double équation

a:’+_y’+z‘=~x”ﬂ-y”-_}-@’*=x/”+y”’+z/” ; (22)

qui, jointe aux six précédentes ,ne portera leur pombre total qud
huit seulement, nombre insuffisant pour déterminer les neuf coor-
données x , y, z, 2/, ¥/, #, x, ¥, z/; de sorte qu’en dli-
minant les six dernitres, on parviendra aux deux équations en «,
¥, z d'une ligne courbe sur laquelle devra se trouver le point

(#,y, 2), pour que le diamétre , passant par ce point, puisse
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faire partie d'un systtme de diametres conjugné égaux. Ainsi ,
tandis que le probleme de la recherche des dxamz.tres con)uguqq
égaux est déterminé pour lellipse, ce probleme est mdetexmme pour
I'ellipsoide. ’

Rien n’est plus facile que d’obtenir les deux équations de la
courbe dont il vient d’étre question. D’abord, le point (x, y, z)
étant sur l'ellipsoide , on peut prendre pour l'une delles Féquation
(1), cest-a-dire,

En second lieu, si I'on prend la somme des équations (16, 17, 18),

en ayant égard a la double équation (22), on aura pour la deuxiéme
équation cherchée

a:’+_y’—{—z’=a‘-—----———z_!-b;_*_cz ;

c’est celle-d’'une sphire concentrique a l’eU:pqmde et dont l'inter-
section avec elle sera le licu de tous les points de cette surface
ou l'on peut placer I'extrémité d’'un diamétre pour que ce diamétre
puisse faire partie d’un sysi¢tme de diamétres conjugués égaux. Il
y a donc cette analogie entre l'ellipse et Dellipsoide que tandis que
dans lellipse, les cxtremués des diamétres comjugués égaux sont
aux intersections de la courbe avec un cercle qui lui est concen-
trique , les extrémités des diamétres con)uﬁués égaux danslelhp-
soide se trouvent 2 ]mte,r;e;.tlon de ceite surface avec celle d'une
sphére qui lui est concentrique. On voit par la que, bien qu'il
y ait dans Dellipsoide, quant &la direction , une infinité de sys-
tdmes de diamétres conjugués égaux , les diamétres , dans tous
ces systémes, ont néanmoins une méme longueur coustante.

On voit que le lien géométrique de la totalité des diamgtres qui
appartienn_ent aux systtmes de diamétres _cpnqupgés}égﬁ;mgg est une
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surface conique qui a son centre au centre de lellipsoide. IL est
trés-aisé d'ailleurs d’obtenir I'équation de cette surface. Soient,
en effet,

les deux équations d’une droite quelconque partant du centre, en
la combinant d’une part avec celle de l’ellipsoide et d’une autre
avec celle de la sphére, pour en éliminer # et y, il viendra

c2

1 Ma N2
— -_— 2=
ST 4 g )e=r

(M- N = T

Pour que cette droite soit la génératrice de la surface conique
dans I'une de ses positions, il faut que ces deux équations donnent
une méme valeur pour z ; éliminant donc z entre elles, on obtiendra
pour la condition cherchée

bi/E] Nz
3(1+M+4-N*)=(ar+-b*4-c) (‘:-; g Rlrals Sve )
‘ B
en y mettant donc pour M et N leurs valeurs — T il vien-
dra pour l’équation de la surface conique dont il s'agit

x"*’j’“"‘l"z’ =2 ¥ z2
— =
a2 b2d-c2 a2 b2 62

Si donc on trace arbitraircment une droite sur cetfe svrface et
que , par le centre , on méne un plan paralléle au plan tangent
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au point ot elle rencontre la sur{ace de l’e]lipso‘ide, ce plan cou-
pera la surface conique suivant deux droites qui , avec la pre-
miére , composeront un systtme de diamétres conjuguds égaux.

Cetle équation est évidemment satisfaite en posant

rs="ta , y=75, z="tc,

de quelque manitre d'ailleurs que l'on combine les signes -+ ou —
devant ces valeurs; donc la surlace conique dont il s'agit passe
par les huit sommets du parallélipipéde rectangle formé par les
plans tangens aux extrémités des diamétres principaux de I'ellipsoide.
Ainsi, de méme que, dans ellipse, les diagonales du réctangle
construit sur les axes sont des diametres conjugués égaux, les dia-
gonales du parallélipipede construit sur les axes de Dellipsoide en
sont aussi, quant a leur direction , des diamétres conjugués égaux 5
mais , tandis que Jes deux diagonales sont conjuguées I'une & l'autre
dans Vellipse, chacune des quatre diagonales, dans 'ellipsoide , a
ses deus conjugudes étrangéres aux trois autres.
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L L 2 & e

QUESTIONS RESOLUES.

Démonstration des deux théorémes de géomeéltrie €nonces
& la page 72 de ce volume ;

Par M. J, B. Durranpe , professeur de physique au
collége royal de Cahors.

'\‘\;‘\e-\.?\n\.‘\"\'\\

THEOBEM E 1. De tous les systtmes de diaméires conjugués
d’'une ellipse , les diamétres principauzx sont ceux dont la socmme
est un minimum ; el les diamélres conjugués égaux sont ceux dont
la somme est up maximum.

Démonstration. Soient a , b les demi-diamétres principaux d'une
ellipse, # , ¥ deux demi-diamétres conjugués quelconques , et o
I'angle que comprennent entre eux ces demi-diamétres ; on aura,

comme l'on sait (*),
z -ty =a’4* xySiny=ab .

Ajoutant et retranchant successivement le double de la dernidre
de ces deux équations au produit de la premitre par Sin.y, il
viendra , en divisant ensuite par Sin.y et extrayant la racine quarrée
des deux membres ,

(") Voyez le précédent article..
J. D. G.

x—l—y::
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b
crr AT o

Siun.g

Le dernier de ces résultats prouve qu'on ne sauroit avoir

2ab 2ab
2 2 P .
a0 < Sing cest-a-dire , Sin.y<— oIt

ou encore
(a=b)?

Siny < 1w~ Goiygat *

quantité essenticllement positive et moindre que I'unité, Ainsi , Sin.y
est nécessairement compris eatre les deux limites

2ab

PRVER

I et

il atteint la premicre lorsqu’on a #—y=g¢—25, c’est-d-dire , lorsque
les deux demi-diamétres covjugués &, y sont les demi-diameétres
principaux eux-méwmes ; il atteint la seconde, lorsqu'on a 2=y,
c’est-a-dire , lorsque 2 et y sont les demi-diamétres con]ugues
egaux.

Or, il résulte évidemment de Pexpression de x=+y , que cette
somme sera minimum dans le premier cas, et maximum dansle
second ; le théoréme se trouve donc ainsi complétement démontré,

THEOREME 1. De tous les systémes de diambtres conjugués d’'une
ellipsoide, les diamétres principaux sont ceux dont la somme est un
minimum ; ef les diaméires conjugués égaux sont ccux dont la
somme est un maximum., ,

Démonstration. La démonstration de ece théoréme se déduit bien
simplement du théoréme gni précede.

1l faut d’abord pour cela se rappeler que l'un quelconque des

Tom. XIl. 23
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diamétres d’une ellipsoide étant donné , il n’y a absolument de
determiné que le plan de ses deux conjugués , dans lequel , prenant
arbitrairement deux diamétres de la section , conjugués l'un 2
Pautre, ils seront aussi conjugués au premier.

Cela posé, 1.° si l'on nie que les diamétres principaux de
Iellipsoide soient les diamétres conjugués dont la somme est minimum |
il faudra qu’on ‘indique un autre systtme de diamétres conjugués
jouissant de cette propriété, et dans lequel deux au moins des trois
diamétres ne soient pas perpendiculaires 'un a l'autre ; mais alors,
en conservant le troisiéme diamétre , et substituant 2 ces deux-ci
les diamétres principaux de la section qui les contient, on aurait
un nouveau systéme dec diamétres conjugués , dont la somme serait
(Théor. I') moindre que la somme des premiers, qui conséquem-
ment ne saurait étre un minimum , comme on l'avait supposé.

2.° 8i l'on nie que les diameétres conjugués égaux de lellipsoide
soient les diamétres conjuguds dont la-somme est maeximum ,
il faudra qu'on indique un autre systtme de diametres conjuguds
jouissant de cette propriété, et dans lequel deux au moins des trois
diameétres soient inégaux ; mais alors, cn conservant le troisicme dia-
metre , et substituant 3 ces deux-ci les diamédtres conjugués égaux
de la section qui les contient, on aurait un nouveau systéme de diamétres
conjugués, dont lasomme serait ( 7%éor.1) plus grande que la somme
-des premiers , qui conséquemment ne saurait étre un mazimum ,
comme on [’avait supposé (*).

(*) Puisque, comme on 'a vu dans le -précédent article , il existe dans
Pellipsoide une infinité de systémes de diametres conjugués égaux, il y existe
donc aussi une infinité de systemes de diamétres conjugués syant une somme
maximum ; d’ou l'on voit quen traitant la seconde partie du théoreme par le
calcul différentiel , on aurait un exemple du cas singulier dont s’est occupé
M. ‘Francais, aux pages 132 et 197 du IIL® volume de ce recueil , et dans
lequel la théorie ordinaire est en défaut, attendu que le maximum ou le minimum
se trouve indéterminé.

J. D. G.
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Le sécond théoréme se trouve donc ainsi complétement démontré,
comme le premier (*)

Autres démonstrations des mémes théorémes et de
theéorémes plus generaux ;

Par M. Pacant Micuer , ingénieur italien , résidant
a Geneve.

b %a T Sh Wl Vi Vo o Vi M)

L’APPLICATION du calcul différentiel A la démonstratien des théordmes
proposés , au moyen de lexpression des diamétres conjugués en
fonction des axes et des angles que ces diamétres font avec eux,
ne pouvant offrir d’autre difficulté que la longueur des calculs,
nous nous sommes cru fondés a penser qu’en demandant la dé-
monstration de ces théorémes, ce n’était pas tant une démonstration
quelconque qu’on désirait qu'une démonstration simple et élémentaire,
a la portée des jeunes-gens qui étudient lapplication de Panalise
algébrique a la géoméirie des lignes et surfaces du second ordre.
C’est . d’aprés cette considération que nous nous sommes proposés
de démontrer les théorémes dont il s'agit , sans rien emprunter du
calcul infinitésimal , et en nous appuyant uniquement sur ces
principes connus , savoir que, dans Lellipse et I'ellipsoide, la somme
des quarrés des diamétres conjugués est une quantité constante ,

(™ Nous avons recu récemment de M. Tédenat , ancien recteur, correspondant
de l'académie royale des sciences , des démonsirations des mémes théoremes
qui rentrent pour le fend dans celles qu’on vient de lire , et qu’il suflit consé.
quemment de mentionner,. J. D. G.
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et que le plus grand et le plus petit des diamedtres principaux sont
aussi le plus grand et le plus petit de tons les diamétres,

Ayant ensuite apergu que ces théorémes n’ctaient que des cas
particuliers d’autres théorémes plus généraux et non moins faciles

a deémontrer ; nous avons pensé devoir nous attacher de préférence

a2 la démonstration de ces derniers.

THEOREME 1. Si deux variables x , Y » constamment pasitives
Pune et Uautre | sont lides entre eiles par I'équativn x™+y" ==a™~4-b™,
ou a el b sont aussi des quantités positives , que lon suppose
indgales , et dans laquelle m est un nombre positif quelcongue plus
grand que lunité ; et si x el y, ne pouvant varier qu'entre les
limites a et b, peuvent dailleurs recevoir , enire ces limiles , toutes
les valeurs compatibles avec léquation qui les lic; x—=y et xy
seront maximums , Jorsqu'on aura x=Y , e¢ minimums, Jorsquon

aura x=a, y=b.
Démonstration. Soit posé

2"y =a" b =2c™

ce qui est permis, et soient fait ensuite

‘¢

xh=c"4-t yr=cm—t ,

¢z étant une nouvelle variable, il viendra

m .
¢ 1t I me=1 {2 1 M1 2M=al 3
“:’:y"i'—:c I~ — ——— +__,._,__.,______..
cn cz2m om Sm c3m ** 4

x-—y=2¢'{—~—-—+—~-—\_‘.h_ -, . N

L 1 M—Y 2me==y 3 I me1 2m=—1 3m=I fm=1 {5 . ;
e Py

m cm m  am dm ™ ' m oam  3m 4m  5m ¢5m
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I me—1 {2 1 me—=1 om==i 3me—y i
— ___ch —_—n R — M B — e
aty=ac {m 2m ¢m + m  am 3m 4in gim o § ’

on aura ensuite
m,.m am 2 [ my _— 2 m t 2
X 9 = ’ dou xy::v 2Ntz ==L el (;ﬁ) -

Cela posé , on voit que 7 sera d’aatant plus petit on d’autant plus grand
que z—y sera lui-méme plus petit ou plus grand, c’est-a-dire, quez et
y approcheront plus ou moins de l’égalité , mais, par les expres-
sions de z-+y et de xy , on voit que ces deux fonctions seront
d’autant plus grandes que ¢ sera plus petit, et d’autant moindres
que # sera plus grand; donc a4y et xy serent maaimums lors-
qu'on aura =y, et minimums, lorsqu’'on aura g=a, y=5.

Si l'on suppose que 2, b sont les deux demi-diamétres principaux
d'une ellipse; et quon fasse m=2 ,z et y seront deux demi-dia-
métres conjugués quelconques: ce théoréme deviendra donc le premier
des deux thdorémes proposés , et il sera démontré en outre que
I'angle des diamétres conjugués , dont le sinus est en général

ab . . . A >
— , devient le plus petit possible , lorsque ces diamétres sont

xy
égaux,

THEOREME II. S trois variables x » Y 5 z ; consiama
ment positives , sont lides entre elles par [léquation x"4y™
~-zt=am4-b"tc™, o2 a, b, ¢ sont édgalement des quantités
positives , telles qion @ a>b, b>ec, et dans lagquelle m est un
nombre positif quelconque plus grand que l'unité; et si x,y,z,
ne pouvant varier qu'enire les limites a, ¢ , peuvent d’ailleurs
recevoir , enlre ces limiles , toutes les valeurs compatibles avec
Déquation gui les lie ; xy=z et xyz seront maximums , Jorsqu’on
aura x=y=z, et minimums, lorsqu'on aura x=a, y=b, z=c.

Démonsiration, 1.° 8i I'on niait que le maeximum , tant de 2-+y~+2
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que de zvz ; dit répondre au cas ou z=y=z, il faudrait qu'on
montrat des maximums de ces deux fonctions dans lesquels deux
au moins des trois variables z, ¥, z fussent inégales. Supposons
que ce soient x, y; en mettant I'équation de condition sous la
forme

zmr+ym =" bm_*_ P g ,

et considérant z comme une constante , on voit qu’aux valeurs
inégales de x, ¥, on pourrait ( Théor. 1) substituer des valeurs
égales qui rendraient 2ty et xy, et conséquemment z-+y-fz et
ayz , plus grand qu’auparavant ; leurs valeurs primitives ne seraient
donc point mazimums , ainsi qu'on l'avait supposé.

2.° Si l'on niait que le minimum , tant de z~+y-+z que de
xyz , dat répondre au cas ol deux des trois variables z, ¥, z
ont atteint les limites de grandeur et de petitesse entre lesquelles
elles se trouvent renfermées , et ol conséquemment la troisitme a la
valeur moyenne entre ces limites , i} faudrait quon montrit des
minimums de ces fonctions dans lesquelles deux au moins des treis
variables auraient des valeurs différentes de @, &, ¢; supposons
que ce soient 7, y ; en mettant l'éyuation de condition sous la
forme

&y = b e

el supposant z constant, on voit quil y aurait moyen de rendre
z et y plus inégaux encore, sans que cette équation cessit d’avoir
lieu; mais alors ( Fhéor.I) x4y et xy, et par conséquent x4y+z
et zyz deviendraient plus petits qu’ils ne I'etaient d’abord, et con-
séquemment leurs valeurs primitives ne scraient point des minimums ,
ainsi qu'on P’avait d’abord supposé.

En supposant que @, &, ¢ sont les trois demi-diamdtres prin-
cipaux. d’une ellipsoide , et faisant =2, on pourra considerer z,
¥, z comme trois demi-diamétres conju .ués quelconques, et notre
théoréme deviendra:le dernier des deux théorémes proposés.
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On veit de plus qu’en poursuivant de la méme maniére on

dtendrait sans peime la proposition a4 wn nombre quelconque de
variables.

En recourant au calcul différentie]l , on peut méme s’élever i
un théoréme incomparablement plus général et démontrer que si

des variables #, ¥, z, ..., en nombre quelconque sont liées entre
elles par la condition

&)+ £(y)4f(z)4=....... . =Const,

leur somme z-+y-z-4-....... et leur produit zyz.:....... seront
mazimums , si les deux premitres dérivées [/(z) et f/(x) sont de
mémes signes; et qu’au contraire #y~4z<-....... sera minimum ,
si ces deux mémes dérivées sont de signes contraires, et qu’il

en sera de méme de Zyz,......, si dans ce cas on a -en outre
f//(x)
1 X — O

En effet, ne supposons, pour fixer les idées, que quatre variables

%,%, z, ¢ seulement , nous aurons d’abord, par l'équation de
condition ,

&) w40 (y )y () dr=o0 3 )

posant ensuite

=z4ytz42 ,

pP=xyzt ;
nous aurons |
ds=dz--dy-4-dz-4-dz , (2)
dp=yztdw--ztzdy-ttxydztxyzdt ; 3)

en mettant dans les -équations (2 , 3) la valeur de d# donnée par
I'équation (1), elles deviendront
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() f'ty) o f(z)
ds=§ ALY { _.——§ { § .
TN Sl Rl Ot Rk ol

dp=vz § 7 T {.._, N4 g__.()’d.
p yzlt xt’( de-{-x z 311(05 dy+4ay s zf,()) z;

on voit d'abord que, si l'on a z=y=z=¢, il en rdsulte ds=o;
dp=o0, couditions communes au maximum et au minimum.

Par une nouvelle différentiation, on a, en considérant x, ¥,
£, comme fonctions de Z, et mettant toujours pour df sa valeur
donnée par I'équation (1)

12 (O (x) 4+ 112(0) 7 (2) dates f(y)T ()

d s=— f/i(t) 3(8) dydk
fr2 [ () 402 (y Y (1) . f’(z)F'( V)@ ]
e dy?—2 ‘h( ; dzdx
f”(t)f”(Z)+f’=(z)f”(t) f'(x)f’(r)f”(t) .
A3y, ‘ d —2 115() dx d}’ 2
f(x) fr2(tyf () -2 () (1) ) )
p=—yz % 10 -z — o) } dz*
ovaz {2 (Y01 (Y 2 () 7 () ) dva
le - f/(l) }' f’s(l) s .y

. Frz) fr2yfrr( - )+f'2(z)F/(t) l
= g vy TF 2] e

(PP ) dzf(z) g ‘
THUF e + ORI drde
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{ B0 | 2l@dxl(v) }
-2y’ z . AN —
yl T 70 lzdz
_ | ()Y ey 200y 0(y) _ )
22(:’}’ H"(L} f/(l) 5dﬁdy IS

Si nous faisons #=y=z=1¢, ces valeurs devienneat

e
dis=— E; dor4-dy*+d.? f-dyde+dzde-t-dady)

fr
dp=2—~p l:x + ti, (;)] (da*~4-dy*4-dz*+ dydztdzdaddady) 5

ou bien encore
1ty
dy=— ‘;— {(dz*+dy*4-dz? Y+ ([drt-dy+dz)d,

[ + ffl(t) de*4-dy*+dz*)+(dz+t-dy+d:>}

&0 'on voit que s et p seront magimums O minimums ,suivant que

f”(f) .. , .
- t—— ser osiiives ou negalives.
f/(t) + 0 eront positiy g

Gencve , le 26 aolt 1821.

Tom. XIL. 24
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Démonstration du théoréme de la page 279 du I1X.
volume de ce recueil ;

Par M. Vavriks, éleve au collége royal de Montpellier.

[a T Yo Vi W VI Vi o S ¥

APBES avoir démontré, en P'endroit cité, que si par les sommets
A, B, C dun triangle quelconque, et par un méme point P,
pris arbitrairement duns ‘son intérieur, -on *méne trois droites ren-

contrant les directions des c6tés opposés en A/, B/, C/, on doit
avoir

PAY PR PO
Aa T By Y co Tl

on a démontré , d’'une manicre analogue, que si, par les sommets

A, B, C, D d'un tétraédre quelconque, et par un méme point
P, pris arbitrairement dans son intérieur, on méne quatre droltes,

terminées aux faces opposées en A/, B/, ¢/, D/, on aura

PA’ . PB pD,
FY LT + ccr =1

DD/

M. Vallés a trouvé moyen de déduire trés-simplement le second
théoréme du premier. Pour cela, il congoit, par le point P, deux
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plans passant , Pun par laréte AB et V'autre par son opposée CD.
Désignant alors par M le point ou le premier de ces deux plans
coupe laréte CD, et par N celui ot le second coupe Tl'aréte AB
les deux triangles AMB, CND donneront, par le premier théoréme,

>

PA/ PB/ PN
aw T 55t uw

=’I,‘

PC PD/ + M .
cC/ + DD MN ~

d’ol1, en ajoutant , faisant attention que PM~4-PN=MN et réduisant

PA PB  TPC PDY
a T g Tea T o =
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QUESTIONS PROFOSEELS.
Pkobléﬁzfgs’ de Géomdlrie.

QUELLE est ta ~snrface enveloppe -des. différens points de I'espace
que peut occuper le centre de gravuedune (‘hametle ubiformément
pesante, dans toutes les situations et figures qu'elle peut prendre
autour de ses points-de .susx;qn,si,.oxgn'.?‘}_

I. Qnel est le plus petit "de tous ces cylindres 3 bases paralléles .

circonscrits &4 un méme ellipsoide ?
1. Quel est le plus petit de tous les cdnes circonscrits & un

meéime vehipsu‘ide ?
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PROBABILITES.

Dissertation sur la recherche du miliew le plus
probable , entre les résultats de plusieurs observations
ou experiences ;

Par un ABoONNE.

(o Y o Vi Vo Mo Vg Vo Wo Vo ¥

PARMI les applications nombreuses et variées dont la doctrine des
probabilités est susceptible, il en est peu sans doute qui puissent
offric autant d’intérét et d’utilité que celle qui a pour objet la
recherche de la moyennc la plus convenable entre les résultats de
plusieurs expériences ou observations données. Mais , bien que
beaucoup de gens paraissent se douter & peine qu'il puisse y avoir
la la plus légere difficulté, en y regardant d'un peu prés, on voit
bientét que le probléme est un des plus délicats et des plus diffi-
ciles qu’on puisse se proposer.

Ce probléme présente deux cas principaux , qu'il est quelquefois
permis de confondre , mais que quelquefois aussi il faut soigneusement
distinguer. Il peut se faire , en premier lieu, que les résultats
entre lesquels il sagit de prendre la moyenne soient de nature &
pouvoir étre & la fois exacts et inégaux ; ou bien, il peut arriver
que leur inégalité ait inévitablement sa source dans I'imperfection
des instrumens et des procédés employes pour les obtenir , ou encore
dans la maladresse ou la négligence de ceux qui ont mis ces .
instrumens et ces procédés en usage.

Tom. XII , n.* V1, 1.°% décembre 1821, 25
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Que, par exemple, dans la vue de connaitre la duréde mnyenne
de la vie humaine, on examine quelle a été la durée de la vie
d’un grand nombre d’individus, pris au hasard ; on e sera aucu-
nement surpris d'y apercevoir une extréme variété ; et, tandis qu’on
trouvera beaucoup d’enfans morts le jour méme de leur naissance,
on rencontrera, de loin en loin, quelques vieillards qui auront pro-
longé leur carriére au-dela d'un siecle, Il en sera de méme si,
pour savoir quel prix on peut raisonnablement donner d’une pro-
priété territoriale qu’on veut acquérir, on examine les produits qui
en ont été obtenus pendant une longue suite d’années; on y verra
régner , sans plus de surprise , la méme variété ; et tandis que,
pour certaines années , la récolte aura éié trés-abondante , I'intem-
périe des suisons l'aura d’autres fois réduite & peu prés a rien.

Muis il n'en ira plus de méme si, par exemple, des obser-
vations solsticiales [aites dans le méme temps , par plusieurs astro-
nomes, ne donnent pas a lécliptique la méme obliquité ; ou si,
pour prendre un exemple beaucoup plus simple, plusieurs mesures
d’un méme corps ou d’'une méme distance ne lui assignent pas le
méme poids ou la méme longueur. 1l est alors évident que le
défaut de coincidence rigoureuse dans les résultats ne permettra
de supposer exact qu’un seul d’entre eux au plus, et les frappera
tous de suspicion.

A ces deux cas, on pourrait, peut-étre , en ajouter un troi-
sieme : ce serait celut ou les résultats , étant de nature d pouvoir
étre inégaux, laisseraient en outre quelque dou\te sur leur exactitade.
C’est, par exemple, ce qui arriverait si, voulant déterminer la
durée moycnhe de la vie humaine , on se contentait de consulter
seulement les registres de décés , ou I'dge des morls est sou-
vent indiqué d'une manicre trés - inexacte ; mais , comme cette
sorte de cas mixte rentre plus ou moins dans I'un ou lautre des
dcux premiers, nous en ferons constamment abstraction, dans tout
ce gqui va suivre. Nous aurons donc ainsi uniq_uement 3 considérer,
1.° des résultats die nature & étre inégaux, mais sugposés d’aillears



éire également exacts ; 2.° des résultats qui ne doivent leur inégalité
qu’d leur inexactitude , sans laquelle il y aurait entre eux une
parfaite coincidence.

Il parait raisonnable, dans le premier de ces deux cas , sinon
de faire concourir tous les résultats donnés pour la méme part
dans la composition du résultat moyen , du moins de les prendre
tous en considération , dans la recherche de ce résultat; puisque
enfin ce sont autant de faits certains que I’avenir peut amener
encore ; mais il n’en est plus de méme dans le second cas ; car,
puisqu'alors on est contraint de suspecter les procédés par lesquels
la plupart de ces résultats ont été obtenus, la suspicion , a I'égard
de quelques-uns d’entre eux , peut bLien aller, quclquefois , jusqu’a
Jles faire considérer comme tout-a-fait non avenus.

On peut, au surplus, ici distinguer deux sortes de motifs de
suspicion , que nous signalerons par les dénominations d’externes
‘et d'internes. Nous entendons par motifs externes de suspicion ,
ceux qui se tirent des données que I'on peut avoir acquises sur
le caractére ct la capacité de ceux & qui on doit certains résultats
et sur les procédés qu’ils ont mis en usage pour les obtenir. Les
moltifs internes de suspicion , au contraire , sont ceux que l’on
peut tirer de la trop grande disparate enire certains résultats et
le reste de ccux dout on est en possession. Des exemples simples
vont achever d’éclaircir cette distinction.

Si, parmi les résultats entre lesquels il s’agit de prendre un
milieu, il s’en trouve qui soient .dus & des gens distraits , mal
habiles, peu soigneux et consciencieux , capables d’abréger volon-
tairement le travail, au prix de son exaciitude, ou par des gens
d’ailleurs douéds d'autant d’adresse et de bonne foi qu’on voudra,
mais qui ont appliqué leur talent et leur attention i des méthodes
évidemment vicicuses ; voild tout autant de motifs externes pour
suspecter et méme pour rejeter tout-a-fait ces résultats , en quelques
mnombre qu'ils soient d'ailleurs, et quel que puisse étre leur accord
soit entre eux , soit avec ceux qu’on est moins fondé & suspecter.
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Que nous soyons, au contraire, en possession d’'un certain nombre
de résultats, sans savoir aucunement ni 4 qui ils sont dus, ni
quelle méthode on a mis en usage pour les obtenir; ou bien que
ces résultats soient dus & des hommes doués du méme degré d’habileté
et de bonne foi, appliquant ces qualités a des méthodes susceptibles
d'un égal degré de précision ; les motifs externes de suspicion cesse=
ront d’exister ; mais nous pourrons alors en trouver d'internes. Si,
par exemple, la plupart de ces résultats ne présentent entre eux
que des différences comprises dans les limites des errcurs dont les
observations et les expériences, faites méme avec le plus de soin,
sont inévitablement susceptibles, et si en méme temps les autres
résultats , en beaucoup plus petit nombre , différent d’une maniére
trés-notable , tant entre eux que de ceux-la, ce sera , contre ces
derniers , des motifs internes de suspicion assez graves pour les
faire rejeter, sans aucune hésitation.

On peut remarquer , au surplus, que si de trop notables diffé-
rences entre des résultats suflisent pour en motiver le rejet , une
trop parfaite concordance entre ces mémes résultats doit produire
le méme effet. Cette coincidence absolue est effectivement a tel
point hors de toute vraisemblance qu’on ne saurait raisonnablement
se refuser & l'attribuer a4 une concertation entie ceux a qui ils sont
dus ; concertation qui, décélant chez cux un défaut de bonne foi,
les. rend tous des-lors également suspects ; et c’est ainsi, pour le
dire en passant, que des motifs internes de suspicion peuvent quel-

quefois en faire naitre d’externcs.

Mais quelque peu de coincidence que puissent offrir entre eux
les résultats qu'on examine, quelle que soit 'étendue des limites
entre lesquelles ils se trouvent reufermds, s’ils se trouvent & peu
prés uniformément réparties entre ces limites , 41, par exemple,
ils forment sensiblement une progression arithmétique , ou si ,
mieux encore , il s'en trouve un assez grand mnombre qui dif-
ferent fort peu du plus grand d’entre eux, et un autre nombre,
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3 peu prds égal , qui différe fort peu du plus petit ; si, par exemple ,
ils forment une suite comme celle-ci :

12, 13, 15, 18, =21, 23, =24;

on pourra bien sans doute désirer des résultats moins discordans,
et Ion fera fort bien dc s’en procurer de tels, si on le peut; mais
.on ne verra guére de motifs internes de préférer les uns aux autres,
et il faudra conséquemment les faire tous entrer en considération
dans la recherche du résultat moyen , si 'on n’est point en situation
de s’en procurer d’autres plus satisfaisans.

La discussion des motifs externes de suspicion est sans doute
trés-importante ; mais elle est en méme temps trés-délicate et d’autant
plus difficile qu’elle ne parait guére de nature i étre soumise a
des regles plus précises que celles qu'on prescrit, en général , pour
la critique; et comme ces régles ne sont guére du domaine des
sciences exactes, nous ne saurions nous y arréter ici. Nous supposerons
donc , dans tout ce qui va suivre , que les résultats sur lesquels
on doit opérer sont ceux-li seulement qu'une saine critique a pu
admetire ; nous supposerons méme qu’ils ne présentent aucun
motif interne de suspicion, de nature & en faire dcarter quelques-
uns de préférence aux autres; de telle sorte qu’il paraisse raisonnable
de les employer tous ; alers cette seconde question pourra étre con-
sidérée comme rentrant dans la premiére , du moins quant au
procidé a employer; car il y aura toujours entre elles cette diffé-
rence essentielle que, dans la premiére, l'inégalité des résultats ne
saurait en faire suspecter aucun, tandis qu’ici tous sont suspects,
tant Gu’ils ne sont pas tous égaux.

1l y a long-temps sans doute que le probléme de la moyenne
entre plusieurs résultats inégaux s’est présenté aux hommes; ctily
a long-temps aussi que , soit par une sorte d'instipct, soit dans la
vue d'éviter des caleuls trop pénibics, on est convenu d’adopter
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comme tel le quotient de la division de la somme de ces résultats
par leur nombre, Cette pratique a méme été constamment suivie,
sans aucun scrupule , jusqud I'époque ou la théorie des probabi-
litds a commencé a étre cultivée avec quelque soin et quelque
suite. Alors seulement on a commencé 3 concevoir des doutes sur
la légitimité du procédé, et 4 soupgonner que la véritable moyenne
entre plusieurs résultats inégaux ne devait peut-étre pas se com-
poser de la méme manitre de tous ces résultats ; et que chacun
d’eux devait concourir pour plus en moins dans la formation de
cetlte moyenne , 3 proportion qu’il paraissait s’en rapprocher ou s’en
écarter davantage. C’est celtte maxime qui parait avoir servi de
base aux méthodes que Boschovith, Bernouilli, Lambert , Lagrange,
Condorcet et d’autres ont tour i tour proposé de substituer & la
méthode vulgaire. Cependant , dans ces derniers temps , celle-ci a
semblé reprendre son ancienne faveur ; on I’a méme signalde comme
la plus conforme & la doctrine des probabilités ; et on a méme
été jusqu’a insinuer qu'clle était tont-a-fait indépendante de toute
bypothése sur la loi de facilité des erreurs. Le but que nous nous
~ proposons ici,, et que nous désirerions pouvoir remplir d’'une ma-
ni¢cre moins imparfaite , est d'essayer de répandre quelque lumiére
nouvelle sur cette épineuse question. Quelque jugement que lon
porte d’ailleurs sur cet dcrit, nous n’aurons pas & regrelter de
Vavoir rendu public, s'il peut appeler de nouveau I'attention des
géometres sur le sujet auquel il est relatif, et provoquer de leur
part des discussions qui ne sauraient que tourner au profit de la

science,

Une chose assez digne de remarque, c’est qu'on se soit beauconp
plus occupé de la recherche des méthodes propres a donner la
moyenne la plus convenable cntre les résultats de plusieurs obser-
vations ou expériences données quad bien préciser ce que c’était
que cette moyenne que I'on poursuivait ; sans doute parce qu'on
a tacitement supposé que tout le monde était 2 peu prés d’accord
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sur ce point. Toutefois , comme il pourrait fort ‘hien se faire qu’il
n’en fit pas tout-a-fait ainsi , et comme c'est déja faire un assez
grand pas vers la solution d’une question que de la bien circons-
crire ; arrétons-nous un moment 3 fixer nettement ce que lon doit

entendre par la moyenne cntre plusicurs résultats donnés.

Lorsque ces résultats ne présentent entre eux des différences qu'a
raison de I'imperfection des procédés par lesquels on les a obtenus,
comme , par exemple, lorsqu’on a plusieurs mesures d’une méme
longueur, cela s’entend, pour ainsi dire, de soi-méme. La moyenne
cherchée est alors une combinaison de ces divers résultats , de la-
quelle on puisse présumer qu'elle différe moins du véritable ct
unique résultat que toute autre combinaison qu’on pourrait faire
des mémes données. It encore fant-il remarquer qu'il ne s’agit pas
ici d’'une présomption absolue, mais d’une présomption tirée uni-
quement des données du probléme. On congoit, en effet, que, si
les données différent toutes dans le méme sens et d’une quantité
notable du véritable résultat, la moyenne Ia plus convenable ne
sera point celle qui differera réellement le moins de ce résuliat,
mais bien celle qui, d’aprés les données, devra étre présumée s’en

approcher davantage.

Dans le cas ou , au contraire , les résultats entre lesquels on
“cherche une moyenne sont de nature a étre inégaux, bien qu’ils
soient tous dailleurs également exacts , comme il arrive , par
exemple , lorsqu’on veut assigner le produit moyen d’'unc propriété
territoriqle; la definition de la moyenne semble devoir nécessaire-
ment impliquer l'idée de I'infini. La moyenne rigoureuse serait alors ,
en effet, celle quon déduirait d’une infinité d’observations ou d’ex-
périences , en prenant la somme de leurs résultats et en divisant
cette somme par leur nombre ; et le probléme consiste alors & suppléer
a des résuliats en nombre infini , par des résultats en nombre fini;
et 3 déduire de ces derniers un résultat moyen qui puisse étre pré-
sumé différer le moins possible de celui qu'on aurait conclu des
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premiers , du moins d'aprés les seules lumidres acquises par l'ins<
pection des autres.

En résumé, on voit que, dans 'un et dans l'autre cas, on peut
distinguer denx sortes de moyennes, savoir ; une moyenne absolue,
qui est la véritable , et une moyenne relative, qui est celle que,
d’aprés les donnédes, on doit présumer s'¢carter le moins de celle-
13 , et qui, quelque méthode qu'on emploie pour Vobtenir , ne
saurait étre rigoureusement égale & l'autre que dans des cas par-
ticuliers , et par l'effet d’'un concours de circonstances favorables.

La moyenne absolue demeure toujours inconnue, de sorte qu'on
ne saurait, en aucun cas, vérifier, & pesferiori , la moyenne re-
lative , en la confrontant avec celle-la. Mais , quand bien méme
la moyenne absolue pourrait étre découverte aprés coup , ce serait
une fort mauvaise maniére de juger d'un procéd¢ que de prendre
pour mesure de sa précision le plus ou le moins de ressemblance
de la moyenne relative qu'on en aurait déduite avec la moyenne
absolue. Un trop grand écart de cette moyenne absolue pourrait
au plus accuser les données, et par suite ceux qui les auraicnt
fournies ; mais pour qui regoit ces données d'ailleurs, sans avoir
eu aucune part & leur détermination, le seul parti raisonnable a
prendre est de suivre les indications qu’elles fournissent ; ainsi,
par exemple, il ne devra jamais prendre la moycnne relative hors
de leurs limites , quoique la moyenne absolue puisse fort bien
n'y étre point renfermée.

Ces principes ainsi posés , examinons, en premier licu , la mé-
thode vulgaire qui, comme mnous I'avons d¢ja dit, consiste a prendre
pour moyenne le quotient de la division de la somme des données
par leur nombre ; on congoit assez qu’on ait pu adopter cette
méthode dans le cas' ou les données sont de nature a étre inégales ;
on a pu alors se dire, en effet, que, puisque toutes ces données
étaient effectives, puisqu'elles étaient toutes fournies par des obser-
vations ou par des expériences & l’abri de tout reproche , il était

naturel



maturel qu’elles econcourussent toutes pour une égale part i la for-
mation du résaltat moyen.

Cependant , dans ce cas méme , la méthede vulgaire n’a pas été
généralement suivie ni pratiquée sans quelques restrictions. Il est,
par exemple , certaines provinces de Irance ou, pour determiner
le revenu moyen d'une propriété territoriale , il est d'usoge de
considérer ce revenu durant vingt années consécutives , den disa
traire le revenu le plus fort et le revenu le plus faible, et de prendre
ensuite le dix-huitieme de Ja somme des autres. Ceux. qui ont imaginé
cette méthode, ont sans doute considéré que des récoltes extréme~
ment abondantes et des récoltes extrémement faibles devaicent étre
considérées , en quelque sorte, comme des exceptions & fa marche
habitselle de la nature , el qu'en conséquence on ne devail en
tenir aucnn compte.

Mais des molifs 2 peu prds semblables i ceux qui font ainsi
rejeter le plus fort et le plus faible résultats , ne pourraient-ils
pas tout aussi bien. motiver I'exclusion des deux plus forts et des-
deux - plus faibles , ou méme d’un plus grand nombre des uns:
et des autres ?. et d’exclusion en exclusion n’arriverait-on pas enfin:
3 ne conserver que le résultat du milieu, lorsque les données seraient
en nombre impair ?. Qui sait méme si quelqu’un, au lieu de rejeter
les deux résultats extrémes, ne jugerait pas a propos , au contraire,
de ne conserver que ceux-la, et de prendre leur demi-somme pour:
le résultat moyen? On sent- méme qu’il ne serait pas difficile de-
trouver des motifs plausibles & I'appui de cetie pratique. D’autres:
pourraient , tout aussi bien, employer les deux résultats' les plus:
forts avec les deux plus faibles, ou combiner entre eux wun plus-
grand nombre des résultats extrémes. D’ailleurs, si I'on est fondé,
soit- a rejeter , soit 3 employer exclusivement les deux résultats-
extrémes , lorsqu’on n’en considére-que vingt seulement, ne faudra-
t-il pas, si 'on veut étre conséquent, rejeter ou employer exclu-
sivement les deux plus forts et les deux plus faibles sur quarante ,-
les trois plus forts et les trois plus faibles sur soixante , et ainsi-

Tom. Xl].. 20
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de suite? Mais , tandis que quelques-uns prendront le nombre
vingt pour base des rejets ou des admissions exclusives , qui s’op=-
posera & ce que d'autres ne s'accommodent mieux des nombres quinze
ou vingt-quatre ? Nous nous trouverons donc jetés ainsi daos le
champ de Varbitraire; et le résultat moyen , qui, de sa nature devrait
étre unique , se trouvera, dansle fait , plus grand ou plus petit,
suivant les diverses modifications qu’il aura pla & chacun d’intro-
duire dans la méthode destinée 3 en donner la valeur.

Mais le systéme des rejets ou des emplois exclusifs, tolérable encore,
jusqu’d un certain point, dans '’hypothése suivant laquelle nous
venons de raisonner, ne semble plus pouvoir étre admis dans celle
ou les résultats ne diiferent les uns des autres qu’a raison de l'im-
perfection des procédés d’observation ou d’expérience. Que l'on ait
fait, par exemple , vingt pesées d’'un méme corps ; bien qu’il
soit fort vraisemblable que ni la plus forte ni la plus faible , ni
méme aucune d’elles, ne représente exactement le poids de ce
corps, cela pourrait pourtant arriver, en toute rigueur; et cetie
considération suflit pour faire comprendre qu’il serait trés-déraison=-
nable de ne les pas toutes prendre en considération.

Mais sera-t-il plus sensé de les faire toutes concourir pour la
méme part dans la composition du résultat moyen ? nous ne le
pensons pas davantage. Nous avons remarqué plus haut que, parmi
les données fournies par lexpérience, il peut s’en trouver une ou
plusieurs qui s'écartent tellement des autres que 'on doive les rejeter
sans aucune hésitation ; mais, jusqu'a quel point devront-elles s’en
écarler pour qu’il puisse étre permis de n’en tenir aucun compte?
c’est la, a ce qu’il nous parait, une question qu’il ne serait pas
facile de résoudre. Supposons -la cependant résolue ; supposons
qu’on ait trouvé que, pour qu’une donnée soit dans le cas d'étre
rejetée, il faut qu’elle tombe en dehors des deux limites g, %3
quel parti faudra-t-il prendre alors, si une certaine donnée coincide
exactement avec. I'une ou Jautre de ces deux limites ? et, en
suivant la méthode vulgaire, ne se trouvera-t-on pas dams cette
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singuliére situation de pouveir, A son gré , et avee tout autant
de fondement, ou réputer une donnée trop suspecte pour en faire
usage , ou la faire concourir pour la méme part que toutes les
autres & la formation du résultat moyen ?

Avant de nous engager plus avant dans cette discussion , remar-
quons, en passant, quon ne voit pas d’abord trop bien pourquoi
en a choisi la somme des données divisée par leur nombre, plutst
qu’une multitude d’autres fonctions de ces données, pour 'expression
du résultat moyen. La seule condition de rigueur 4 laquelle on
voie clairement, @ priori , que ces sortes de fonctions doivent étre
assujetties , parait étre que, si les données sont au nombre de mn ,
égalesm a m, la moyenne soit la méme que si, les données étant
au nombre de » seulement, il ne s'en trouvait qu'une de chaque
sorte ; de maniére que , par exemple, la moyenne de

a,a,a,b,b,b,¢c,¢,¢,d,d, d
soit la méme que celle de
e, b, ¢, d;

or , en se renfermant méme dans les fonctions purement algébri-
ques , on peut trouver une multitude de fonctions qui remplissent
ceite condition. Qui empécherait, par exemple , de prendre pour
résultat moyen une racine du produit des données d’un degré égal
3 leur nowbre ¥ ou bien, si 'on ne voulait pas sortir du cercle
des fonctions rationnelles , ne pourrait-on pas prendre , en général ,

(0P o
(—k)Py ~

formule dans laquelle » est le nombre des donndes, et ou Py,
Pp,.. expriment les sommes de produits de ces données & 2 4
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et k<1 & k41, % étant un nombre absolument arbitraire ; oubien;;
ne _pogrrait-on pas prendre encore la formule

AS‘k.;._.;
Se

ou 8, Sy, expriment les sommes des £™ et des (k1™
puissances de ces mémes données ? La formule ordinaire n’est, au
-’surpln's, qu'un cas particulier de ces deux-la : c’est celui qui ré-
pord & A=o. C’est sans doute I’hypothése qu'on doit admettre,
lorsqu’on aspire uniquement a la plus grande simplicité ; mais la
plus grande simplicité est-elle toujours compagne de la plus grande
rigucur ?

-Soient donc @, &, ¢, d,.4000... des vésultats donnds d’obser-
xations ou d’expériences , au nombre de 2 , entre lesquels il seit
question d’assigner le résultat moyen le plus probable ; et soit
@e résultat moyen inconnu ; la mdthode vulgaire donne

x‘,a+"+c+d+..‘... — patpotpctpdt-.ce )
n et

quel que soit le -nombre p. Or, suivant la doctrine des probabilités ,
si I'on connaissait les probabilités. en faveur de @, 4, ¢, 4,....,
en les représentant respectivement par «, £, v, 3, .wu, l2 moyenne
rigourensg ou absolue seraijt

_ aa$-pb4-yot-dd4-. . .
T T R

donc, la méthode vulgaire revient & considérer tous les résultats
obtenus comme ayant le méme degré p de probabilité. Or , encore
un coup , si ces résullats sont nombreux ; si tous , excepté un seul,
ne présentent entre eux que des différences tres-légéres; et si ce
derpicr différe , au contraire , d’une maniére notable de celui-l3d
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méme des autres qui s’en trouve le plus voisin, peut-en dire, de
bonne foi, quil soit aussi probable qu'eux ? et peut-on raisonna-
blement le faire figurer de la méme manitre que ceux-ci -dans la
formation du résultat moyen (*).?

La fermule
P L e in

an

.devient, .en chassant le dénominateur,
nr=a4b+4ctd4.. .5
;et peut ensuite étre mise sous cette forme
(r—a)t(v—b, 4 (v—c)t(x—d)4.0ei.. =0 ;

or, si 2 était le -résultat moyen absolu, z—a , 2—b , 2—c, 2-d, ..«
seraient les erreurs qui affecteraient respectivement les résultats
donnés, prises avec leurs signes; donc la méthode vulgaire revient
4 supposer que la somme des erreurs est nulle, ou, ce quirevient
au méme , que lasomme des erreurs par excés est égale 2 la somme
des erreurs par défaut, Cetle hypothése parait assez plausible , lors=
que le nombre des erreurs dans un sens est & peu prés égal am

(*) Ne serait - il pas pessible q‘ue tout ce raisonnement ne fit au fond
qu’une pure illusion ? Si tous les résultats donnés , excepté un seul , sont trés-
voising les uns des autres’," et si le dernier differe d’eux d’une maniére notable,
il y aura sans doute grande apparence que la wvéritable moyenne doit étre
plus voisine des premiers que de celui-ci, et cela sera d’autant plus vraisem-
blable que ceux-la seront plus nombreux ; mais aussi, plus ils seront nombreux
et moins Pemploi de la méthode vulgaire donnera d’influence & V'autre résultat ;
d’oit Pon voit que cette méthode w'est pas si contraire 4 ce que le bon sens
indique qu'on voudrait ici linsinuer.

’ J. D. G.
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nombre des erreurs en sens contraire ; mais il parait fort difficile
de I'admettre dans le cas od, par exemple, il existe une erreur
unique trés-considérable , dans un sens et une multitude d’erreurs
trés-petites en sens contraire.

La derniére équation ci-dessus peut elle-méme étre mise sous
ectte autre forme

dr=1 (xr==g (26 =b) (T==t)(X==d)e...c

dxn—~s

eu encore sous celle-ci

dt—1.§ (x—a) 4 (x~=b) - () - (x =) fuon.
dack —1

=0y

donc la méthode vulgaire revient aussi i supposer nulles soit la
(r—x)m° dérivée du produit des erreurs, soit la (k—1)™°¢ dérivée
de la somme de leurs 4.™¢ puissances , £ étant un nombre entiex
positif quelconque.

Si, dans cette dernitre formule on suppose k=2, elle devient

df r=0)-(w=b) 1 (e (oY}

=0
da 4

ou, en d'autres termes,
(z—0a)* Y} (zwpb) 4 (2—6)'+(v—d)*+ ... =minimum ;

donec, la méthode vulgaire revient & supposei' que la somme des
quarrés des erreurs qui affectent les données est la moindre pos—
sible ; c’est-a-dire que cette méthode n’est qu’une application trés-
particuliére de la Méthode des moindres quarrés , publide , pour
la premiére fois,\par M. Legendre, en 1805, et dont M. Gauss.
a déelaré, en 1809, étre, de son coté, en possession depuis 1795.
Cette méthode , que l'un et I'autre des deux géométres que nouns
venons de citer n’avaient indiquée que comme paraissant réunif 2
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une ‘approximation communément suffisante une grande commodité
d’application, a acquis postéiieurement une insigne faveur ; et on
est assez généralement porté aujourd’huia I’envisager comme jouis-
sant d’'une perfection absolue , et donnant conséquemment , dans
tous les cas , une moyenne rigoureusement conforme aux principes
de la plus saine théorie,

Il arrive cependant , comme nous venons de le faire observer
tout-a-I'keure, que cette méthode des moindres quarrés conduit a
faire consid<rer la moyenne arithmétique , entre plusieurs résultats
passibles d’erreur , comme le résultat exact le plus probable. Si
done, comme nous croyons l'avoir établi, il ne saurait en étre
ainsi, dans tous les cas, et si, comme on ne saurait le contester,
il est permis de juger d'un principe par ses conséquences, et par
les résultats qu’en entraine lapplication ; quel jugement devrons-
nous porter de celui-ci ? Un célebre géometre a observé, quelque
part, que la théorie des probabilités n’est , au fond , que le bon
sens réduit en calcul ; or, la conséquence forcée de cette maxime,
c’est que tout principe dont les conséquences ne sont pas cons-
tamment d’accord avec les aper¢us du bon sens, ne saurait étre
rigoureusement conforme & la doctrine mathématique des probabilités.

On se tromperait étrangement, toutefois , si I'on nous supposait
Vintention de faire ici le procés i la méthode des moindres quarrés ;
et nous conviendrons volentiers qu'en méme temps qu’elle est d'un
service trés-commode , elle doit étre d’une suffisante exactitude ,
lorsque les erreurs des observations se trouvent remfermées entre
des limites trés-étroites; mais il ne faut pas attendre d’elle au-deld
de ce qu’elle peut donner ; et nous pensons que, dans tous les
cas, le probléme de la moyenne entre plusieurs résultats est une
sorte de probléme indéterminé ; parceque ce probléme ne sanrait
étre rendu tout-2 fait indépendant de toute hypothése sur la facilité
des erreurs, et qu'il est, sur ce point , une infinité d’hypothéses
que l'on peat justifier par des motifs & peu prés également
plausibles. '
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Aprés ces réflexions? générales, revenons, en particulier ; i la
recherche de la moyenne entre les résultats de plusieurs expériences,,
supposés aussi différens les uns des autres qu’on le voudra ; et re-
marquons d'abord que, excepté certains cas, tels par exemple que
ccux des erreurs d'un nombre rond de dizaines ou de centaines
en comptant, on peut raisonnablement admettre qu'une erreur grave
est généralement plus difficile 3 commettre qu’une erreur moins.
considérable , et qu'il est d’autant moins aisé de se garantir d'une
erreur que cette erreur est plus peﬁte.

Admettons donc, pour premiére hypothése , que la probabilité
des erreurs soit simplement en raison inverse de leur étendue ;:
cette raison inverse sera aussi la mesure du.degré de confiance que-
chaque résultat en particulier devra inspirer; et ce scra également:
en proportion de ce degré de confiance qu'il devra- concourir 3 la:
formation du résultat moyen. Soient donc toujours a, b, c,d, .-
les résultats donnés , au nombre de # , et x le. résultat moyen.
cherché , on.deyra avoir

@ b c a
pr— + x—b | x—c | x~—d gl
= I 1 1 ;
x—a + P + x—c+ X==d o

en chassant le dénominateur et transposant , cette formule devient:

X=—g am==b’ X x=—d"

x—C. x=—d.

+a.oc~=0¥,A

Kol
ou ,. en- chassant- de neuveau-lés dénominateurs,.

n(z—a)(z—2)(#=c)(@—d) ce.eree.=0 ,,
ou. enfin , plus simplement,,

(z—a)(@=b)(z—)(Z=@) s c0ea =05

équation
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équation dont les racines @ ,4, ¢,d,..... pourraient conééquem-
ment étre indistinctement prises pour le résultat moyen cherché,
Loin que cette conclusion ait rien de paradoxal , elle ectait au
contraire treés-facile & prévoir. Si, en cffet , on admet gne le résnitat
moyen cherché soit ¢gal 2 I'un des résultats donnés, a @ par exemple;
Perreur qui affectera celui-ci sera absolument nulle; il devra done
entrer pour une part infinie dans la composition de la valeur de
z , tandis que les autres n’y entreront chacun que pour une pare
finic ; on se trouvera donc dans le méme cas que sl y entrait
seul ; on devra donc avoir w#=a. Toutefois, ce procédé ne saurait
nous convenir , puisqu’il est de l'essence de notre probleme de
n’admettre qu’une solution unique.

Cependant , dans lc cas ou les données @, 4, ¢, d, ... ... seraient
comprises entre de tecs étroites limites, I'équation (z—a)(r—b.(x—¢)
(z—d)...... =0, ayant ses racines sensiblement égales, les dé-
rivées de cette équation auraient sensiblement lieu en méme temps
qu'elle; donc, en particulier, on pourrait sensiblement lui subs-
tituer sa (n—r1)™*® dérivée, qui ne serait que du premier degré,
Or, nous avons vu plus haut que c’est & cela que revient la
méthode ordinaire ; donc la méthode ordinaire n’est qu’une appro-
ximation de celle-ci, fondée sur I'’hypothése que les diflérences entre
les données @, &, ¢, d,..... sont fort petites ; d’out il parait na=-
turel de conclure qu’elle ne peut étre employée avec sécurité que
sous celte condition.

Il enirait & peu prés de méme , toutes les fois qu’on supposerait
le degré de confiance dtt a chaque résultat en raison inverse d’une
puissance positive de lerreur qui I'affecte. Si , par exemple, on
supposait cc degré de confiance en raison inverse des quarrés des
erreurs, on aurait, pour déterminer x, Péquation

a 14 € d
_ (x=—a)? + (x—b)* + (x—-c)’ + (x-—-d)= +u-n
= . 1 2

1 1
(x=—a)? + (x—b)2 + (x—c)=+ (x=—d)2 o
Tom. XII, 27
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ou, en chassant le dénominateur et transposant ,

X—a x=—Db L=—C x=—d

+ +

(x—a)2 (x—b)2 (x==c)? + (X=—d)2

+.cu=° -
Or, il est aisé de voir qu'en posant
(r—a)xz—=b)(#—c)a—d)...c..o=X

et représentant par X’/ la dérivée de ce produit , I'équation <i-
dessus deviendra

XX’:O H

nous retrouvons donc d’abord les mémes valeurs de # que ci-dessus,
et en outre celles au nombre de n—1, qui résultent de I'égalité
4 zéro de la dérivée du produit des erreurs.

Aprés y avoir bien réfléchi , il nous a paru que, pour n'avoir
jamais qu'une solution unique, et conserver ndanmoins l'esprit de
la méthode qui vient de nous guider ci-dessus, on pouvait pro-
céder par une suite d'approximations, ainsi que nous allons l'ex-
pliquer. Admettons la formule

ad-bt-cddt e
=

n

non comme moyenne exacte , mais seulement comme moyenne
approchée ; en convenant de désigner généralement par Py la
somme des produits des données & 2 % cette formule deviendra

I g

- 0

Admettons présentement que le degré de confiance d& & chaque
donnée soit en raison inverse de sa différence avec ce premier
résultat; nous aurons, pour seconde approximation ,
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a b ¢ d
B, ~+ P, + 7, -+ 7, =+,
—_— —g — et ) — - —
n n n n
= .
1 1 1 1
Pt v T e
- wannd (] -——--—b e manen — "-d
n n n
ou, plus simplement,
a b c d -
= P,—na P,—nbd + Pi—nc + Pieend +ee
T + 1 1 1 '
P,—na ' P,—nb +P1-—nc + P,—nd o

On trouve facilement que cette formule revient A

PnpnPn—3(S y =S, P)Hn2P,i=3(S ;=S Pk S, Py )4 oo vvr. sEntP,
r= o
nPl""’-n(n-1)P1P1""+n2(n-2)P2Px""3—n3(n-3)P;Pl""4+.....$n""’P”‘l !

S, exprimant, en général , la somme des puissances 4 des données.
Mais il est connu d'ailleurs que

§,=8,P,=—2P, ,

§,—8,P,4S,P,=~+3P,

$,—S,P.4S,P,—S,P,=—4P, ,

® ° . . . ° . . > e @ ° . . . ° H
en substituant donc , il viendra, pour seconde moyenne approchée

P,Pn—1—2nP, P\t—24-3n2P; P\n=—3—/n3P ,Pit~4d . . .. . . H=n n®—1Pn

*= np,ﬂ'!-n(n-x)PlP,n-2+n2(n--2)P2P,""3-n3(n—3)P;P,n-4+...._-_i;n"'lP,,_, .

Or, de méme que nous nous sommes- servis de la premiére valeur

(2)
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P, . .
approchée — pour parvenir a celle-ci , mous pourrions pareille-

ment employer cette derniére a la recherche d'une trosiéme, et
procéder ainsi d’approximation en approximation, jusqu’a ce que
nous sovons parvenus i deux valcurs successives , ne différant entre
elles qu’entre les limites des erreurs qu’on peut tolérer. Mais , au
lieu de rvechercher péniblement des formules générales, qui de=-
viendratent probablement de plus en plus compliqnées, 3 mesure
qu’on voudrait pousser les approximations plus avant, il sera plus
commode et plus simple d’appliquer immdédiatement le procédé aux
données nwnériques ; mais , ‘avant d’en faire I'application & un
exemple , nous placerons d'abord ici quelques remarques préliminaires,

Nous ferons d’abord observer , comme nous Pavons déja dit
plus haut, gv’au lieu de considérer le degré de confiance di 2
chaque donnée comme simplement en raison inverse de sa diffé-
rence avec le résultat moyen hypothétique sur fequcl on opere,
nu‘peut faire ce degré de confiance inversement proportionnel 2
une puissance plus ou moins élevée de cette méme différence. On
sent méne qu’il doit y avoir de l'avantage a choisir de préférence
une puissance paire ¢ul , ¢tant toujours positive, quel que soit
le signe de la différence , ne changera jamais le signe des données
gu’clle multipliera. Afin donc de réunir la rigueur a la plus grande
simplicité possible , nous admetirons constamment que le degré
de confiance que chaque donnée mérite , dans une approximation
quelconque , est, en raison inverse du quarré de sa distance 4 la
moyenne obtcnue par Vapproximation précédente.

En second lien, il n’est point indispensablement nécessaire de
prendre , pour premiére approximation, la moyenne qui résulte de
la méthode vulgaire; et on peut fort bien lui substituer tout autre
nombre que l'inspection des données aura pu faire soupgonner devoir
peu différer de la moyenne véritable.

Il faudra bien se garder toutefois de choisir pour cette moyenne
arbitraire 'one des donndes elle-méme ; i est éyvident, en effet,
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par la nature du procédé, que , quand bien méme cette donnée
serait une des extrémes, on retomberait perpétuellement sur elle ,
quelque loin qu’on prétendit pousser I'approximation. 1l faudra donc
éviter d’employer la méthode vulgaire, pour la premitére approxi-
mation , lorsque l'application de cette méthode fera tomber sur
une des données.
- Il_pourrait se faire que les résultats des approximations successives
ne fissent qu’osciller sans cesse autour d’une valeur moyenne, ou
méme fussent tout-a-fait divergens ; et c'est , en particulier , ce
qui arriverait fréqguemment, en employant la raison inverse d’une
puissance impaire de la distance ; mais il n’y a pas d’apparence
qu'on ait cet inconvénient a redouter , en employant la raison in-
versc du quarré de la distance , ainsi que nous l'avons conscillé
plus haut. Au surplus , on pourra éwre assuré que le proccdé
marche bien , lorsque les différences consécutives des divers résultats
approchés , quels qu’en soient d’ailleurs les signes, seront conti-
nuellement décroissantes.

Pour ne nous pas engager dans des calculs trop pénibles , nous
hornerons nos -applications a la seule question que voici : Une
vigne a rapporté , durant quatre années consécutives, 3, 4, 5
et 12 muids de vin; 3 combien peut-on raisonnablement en évaluer
le produit moyen?

§’il n’existait que les trois premidres données, il serait naturel
de prendre 4 pour la moyenne cherchée; et c’est aussi celle que
donnerait alors la méthode ordinaire ; mais, & raison de la quatridme
donnée 12 ; cette méthode donne 6 pour la moyenne. Cependant,
cette moyenne 6 ne saurait éire raisonnablement admisé; le cas
ou nous nous trouvons est, en effet , trés - différent de celui oun
nos données seraient

3,5,7,9,

et ou le simple bon sens indiquarait 6 pour la moyenne ; carla
distance de la donnée 12 aux trois autres, et la grande proximité
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de celles—ci entre elles, indiquent assez. que cette donnée 12 ne
$aurait étre considérée que comme un cas. extraordinaire, que comme
une sorte d’exception; suffisante , & la vérité, pour rendre Ila
moyenne plus grande que 4 , mais pas assez cependant pour la
rendre égale & 6 ; le bon sens indique donc ici la moyenne comme
comprise entre 4 et 6; voyons ce que le calcul nous donnera.

En partant de 6, comme premiére approximation, la seconde
valeur approchée de la moyenne sera

3 4 + 5 12

(6==3)2 + (6—4)= (6—5)> ~+ (6—~12)>
>
1 I 1 4
(6—3): + (6==4)= + +

(6—5)2 ° (6—12)*

¢’est-a-dire ,

ou encore
124364180412 __ ., ,, .
ik e
En prenant de méme pour seconde approximation - ; nous aurens,,
pour troisiéme valeur approchée ,

3 4 > il
P T E Y TR C s MO

1 9

ey Gy N e R NG

c’est-a-dire ,, ,
3 + 4 + 5 + 12
Gi—15 + (oh—zor T (24—257 T (a4—Gor

(24—15, + (24—20)* +(24«-'25)= + (24—60)™

ou. encorc-

S4+S 440
. & ok & abr D)

ou. enfin.
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484-324+6480412 = essa _1en =

164~ 81412964 1 e s 697 *
Prenant donc %%} pour troisicme -approximation , nous -aufons,
pour quatriéme valeur approclée,

3 4 5

4
+7 + + ,_
16‘9;1: -3 ) 4)2 ( ‘o‘;’: - 52 %9% ~—12)* N
1 1

mey s gy € T G
‘¢'est-a-dire ,

3 i ) 5 ) 2
(3432—20971)? + (3432—2-88) + (3432—3485)* + (34328364 "
I L 1 i ¢
Gi3a—20g1) ¥ B43a—a788)y T (3432—3485) T (3732—8364

QU encore

- 203

3 i 5 e
459281 414736 ~ 2809 24324624
1 1 1 1 ?
457281 + 414736 + 2809 + 24324624
ce -qui donne, toutes réductions faites ,
3522747349095670 699460465686778
705821720852223 =4+ 705821720852223 *
Nous ne pousserons pas plus loin ce calecul , qui se compli-
quera”it de plus en plus, mais que pourtant on pourrait abréger
un peu, comme tous les calculs approximatifs. Nous remarquerons

seulement qu'en réduisant nos valeurs successives en décimales»
et prenant leurs différences consécutives , on a

Premiére approximation 6,00000 ,

==1,20000 »
Deuxi¢me. « « . . « « « 4,80000 ,

+0,12366 ,
~-0,06703 ;

TrOiSiéme e v o 9 8 o s ¥ 4792396 ’
Quatridme s « . . v« » = 499099 3
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d'ott 'on voit que les différences décroissent assez, rapidement ; de
sorte qu'il est probable que, si lon pouvait poursuivre indéfini-
ment le calcul, on tomberait enfin sur une moyenne extrémement
voisine de 5, mais une peu inférieure 4 ce nombre; ce que le
seul bhon sens pouvait d’ailleurs indiquer (*).

Nous ne prétendons pas , au surplus, attacher & ce proeédé plus
d'iinportance qu'il n’en mérite ; nous pensons méme que, pour le
cas d’un trés-grand nombre de données, le seul pourtant ou I'on
puisse fuire quclque fond sur le résultat moyen, il deviendrait
bient6t impraticable , 4 raison de la complication des calculs qu'il
exigerait ; de sorte que , dans la pratique , on se trouvera con=
traint de lui préférer la méthode ordinaire; mais quelque jugement
qu'on en porte d'ailleurs, les remarques dont nous avons fait pré-
céder son exposition n’en subsisteront pas moins ; et il restera
toujours & justifier la méthode vnlgaire , ou a lui substituer quelque
autre méthode qui ne soit pas sujette aux mémes objections,

Lyon, le 26 d’octobre 1821.

(*) Ce procédé nous parait avoir une grande ahalogie avec la méthode de Newtcn
pour l'approximation des racines incommensurables des équations numériques
et nous pensons d’aprés cela quil en doit offrir toutes les vicissitudes. Ainsi , 1.0 les
diverses valeurs approchées de- la moyenne doivent tendre sans cesse vers I'une des:
données , du moins tant que deux données ne sont pas trés-voisines l'une de
Pautre § 2.0 suivant le choix du point de départ ou premiére valeur approechée,
les approximations suceessives peuvent tendre indistinctement vers chacune des
données, méme vers une des données extrémes ; 3.° enfin, si 'on prend le
point de départ ou premiére valeur approchée peu différent de deux données
qui soient en méme temps trés-voisines lune de lautre et trés.distantes des:
autres données , les approximations successives deviont alternativement oscillex

vers Pune et vers Iautre de ces deux données- J. D. G,
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Recherches sur les intégrales définies ;

Par M. H. G. ScuMIDTEN.

o e Vo S Yo Vi U ¥ VL L V)

TOUTE fonction se développant, en général , suivant les puissances
de la variable indépendante , on peut toujours mettre une fonction
quelconque F(2) sous la forme S.y.2*, le signe S s'étendant a 1ous
les nombres entiers , depuis 2=o0 jusqud z= oo, et y, étant
indépendant de 2.

Cela posé, le probléme général de la sommation des suites re-
vient a transformer la quantité S.y.z* de la maniére la plus propre
a2 Dévaluation de la fonction F() ; et les differentes méthodes
qu'offre l'analise pour cet objet, soit par le calcul des différences
finics,, soit par les substitutions employdes par Euler, se ramcnent
toutes aux fonctions génératrices.

Mais si, au lieu de transformer de diverses maniéres la série
qui équivaut & la fonction F(#), on se proposait d’en déduire de
nouvelles, qui répondissent & certaines conditions , le probléme
serait essentiellement différent du premier; et les différentes mé-
thodes qui se présentent , dans cette partie de I'analise , se rattachent
presque toutes & la théorie des intégrales définies, quoiquon voie
difficilement la liaison qui existe entre elles. C’est pourquoi je me
propese de présenter quelques recherches ou elles sont comprises

Tom. XII , n.° VII, 1.5* janeier 1822. 28
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comme des conséquences d’un seul principe que je vais d’abord
exposer dans toute sa généralité.

Soit wU une fonction quelconque lindaire de U, c'est-3-dire
telle que w(U4V)=gU+gFV , et pouvant par conséqnent ren—
fermer un nombre quelconque de différentiation et d'intégrations
par rapport & toutes les variables contenues dans U, on aura
v F(1)=S.y,.#*, en supposant que le signe ¥y se rapporte uni-
quement a la quantité 7 ; faisant donc y7#*=z,, on aura .F(2)=S.y,z,.
1’on voit ainsi que chaque forme différente de X7 méne & une
valeur différente de z., et par conséquent de S.y,z,; mais, dans
Vimpossibilité de les parcourir toutes , il faut se borner & celles
qui se présentent naturellement les premiéres , et qui peuvent
servic de base 4 des recherches plus compliquées. -

La forme la plus simple que l'on puisse donner & 7, aprés celle
d’un simple produit , est-la forme différentielle. En supposant,

pour plus de généralité,, t=U, et de plus U et U, des fonctions
quelconques de #, on aura

d d
-(-]T‘-‘UIF(U):_’S‘Y;: :i-:t U U .'::S;y,z,‘ .

Donnant, par exemple, & U et U, des formes de puissances ou
d’exponentielles , on aura z, de la forme (n-ma)u"+™ =1t ou
(a--bx)e+b2% ; et 'en en_peut déduire unc infinité d’autres séries ,
en continuant les mémes opérations si loin qu’on voudra. 8i ¥y avait la
forme d’une différence ou intégale aux différences finies , on ne
trouverait facilement des résultats élégans que lorsque U et U,
auraient la forme d’exponentiels ; mais ces opérations n’ayant d’ail-
leurs aucune difficulté, je vais m’occuper du cas o 7 a la forme
d’une intégrale ordinaire ; ce qui donne lieu & des conséquences
trés-variées et trés-remarquables. Mais, pour ne pas étre entrainé
en des recherches trop. cempliquées, je me bornerei & la compa-
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raison des séries & simple entrée, et c'est ce qu'on fait en ad-
mettant pour les quanités U/, et U des formes qui ne soient pas
plus générales que celle du binome , dont on sait que les fonctions
exponentielles et circulaires ne sont que des cas particuliers.

Dans cette supposition , le principe qui sert de base aux recher-
ches contenues dans ce mémoire se réduit au fond & celui que Eulera
employé le premier pour représenter, par des intégrales définies , la
série qui intégre une certaine espece d’équations différentielles ; mais ,,
st on I'expose dans toute sa généralité, on voit s’y rattacher les résultats
les plus généraux qu’on ait obtenu sur la thdorie des intégrales
définies. Parmi les résultats que présente cette théorie , il faut bien
distinguer ceux qui comprennent une infinité de fonctions diffé-
rentes, assujetties seulement a une propriété commune , de ceux
qui , par leur nature , se bornent a une classe particuliére de
fonctions ; et, quoique ceux-ci soient presque tous trouvés par des
considérations particuliéres et par des artifices trés-divers , il faut
néanmoins qu’ils se déduisent , comme des corollaires , de ceux-la.

En effet, la méthode générale , dont nous allons exposer les
conséquences , consiste a former I'équation

JUF(U)du=Sy./ U, U*du=8y,z, ,

ou il sagit de déterminer z,, pour les différentes formes de U,
et de U, la variable z étant prise entre des limites convenables,
D’abord, on peut laisser 3 F(U) et & y, une forme quelconque,
ce qui donne une grande généralité a celles qui en résultent. Ainsi,
par exemple, si I'on substitue pour U, et U des exponentielles
imaginaires , on en déduira , par des considérations trés - simples
que nous exposerons plus bas, le théoréme de M. Fourier. Mais,
la plupart des recherches qu’on a faites sur les intégrales dcéfinies
dépendent de valeurs particuliéres de ¥, , parmi lesquelles on s’est
sur-tout attaché & discuter celles qui raménent en méme temps les
deux séries S.y, et S.y,z, 2 des fonctions quon a adoptées dans
la langue analitique. Cest ainsi, par exemple, que la supposition
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(—a*)*

fait la premiére égale & Cos.z, et celle de U=u?,
1.2,04,00.X

- u
x . v — 3
U=¢=" fait la seconde dgale a__‘/_”.e ra Cependant,ll faut
2
encore, dans cette partie , remarquer des formes fondamentales ,
d’oi dépendent un grand nombre de formes secondaires plus ou

moins élégantes, telles sont, par exemple,

Cos.mu
f du , Jure="Cos.mu.du , etc.
n3-4-u?

qu'on a trouvées par la rédnction 3 des équations différentielles ,
par le passage du réel a4 I'imaginaire , etc. Nous aurons soin de
les exposer, comme des corollaires de la formule générale

SUFU du=Sy, fU.U*du ;

et ne supposant pas U, et U des fonctions plus générales que le
binome , nous rappellerons seulement la formule connue

Jum 'du(1—au"y =u™"(1—au") |- fum=r (1 —aut)Pdu ;

a(m+ np)

d’ou on tire, en supposant z, p et m—rn—1 positifs, et prenant

n
. . . . 1
Vintégrale depuis u=o jusqu'a z= VT ,

(m=—n)(m~2n) « . « « « . . (M==rn}
um1dul1-qut P = Marnw1/c o gyt Pdu
% t / "ar(minp)[min(p=1)).. [mtn(p—rt1 )1f “ v

Faisant d’abord U=u et U,=(1—az")’ , on aura
S (1—au"fdu=z,;

mais il est facile de voir , par la formule précédente, que cette
quantité doit, en général , dépendre d'un nombre 2 d’intégrales
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différentes. En effet, « étant un nombre entier, on peut toujours
lui donner la forme d’un multiple de ~ plus un nombre entier

moindre que 7, en supposant ce dernier nombre également entier,
ce qui donne les rélations suivantes :

ta4n)eeees . 13- (r—1)n]
raly —au™Pd —_—u\P
Jur(1—avtfdu= TR wE— [1+(P+7‘)ﬂ]f(l au™¥du ,

LR Ry 3 B 2(24n) e [24(r—1)n] L ’
fu (I au yi dll— a"[2+(p+1)n]"“[2+(p+r)n]ﬁ‘(I au") du >

- - - . - . ] » - ° ° L] . . . - ?

jufn+y,—1<l_au11)pdu= Re2.3R ceeness ...rn/.u

N3 — np .
a"(p42)n i (pgr41)n (1—au’ dz;

d’ou l'on déduit

P _ 1 1(14-n) "
fdu(l au ) F(u)— {_‘}’o+a[l+(p_l_l)n])’n+ a‘[l+(p+l)n][1+(p+2)n] y’n+-ulu§ﬂl"‘"au )Pdu
+§}’ + 2(24-n)

——————————— ' ) n
ok rnn ) EE Gt Gam ke (e udu

b . - ° . . [ ] . . . . . Y . - - o .

I .2
-+ % Yot o J'u—x-l-m }’su-:"l-------}/("-a" Fu—rds 5

N~ b
et , dans le cas particulier ot g= — etp= o0, on aura .
N p

b2, . n2

- —hyt
Slue Y F)= gyo-i- Yk oy, e " du

(2+4n) —buy
{y + }’u_,..+3b‘:‘ :‘ y2n+l+ ,.g/ﬂe du

4+ . .0 e ..

L4 L] . . . . . .

2 —bun
+§J’n-—l+%}'zn—x+%'y';n._,—l--.s}fu""e “ du .
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Ces n suites infinies se réduisent i une seule, dans le cas od
la fonction F(z) ne contient que les puissances de #%; car , en
faisant F(2)=f(1")=8.0,* , on aura

S(1—auPuti(@")du=S.s, f(1—au"ul+"du

g(g4n) . lg+(x—1)0]
a* [g4-( p41)nleen [g4(p+)1)

S(r—au™u'du .

=S.r0,.

Pouvant répéter ces opérations tant de fois qu'on voudra, on
formera facilement I'dquation

Pn P2 Pt

, - e —1I e
S 1 —autn) ¢ u,,m—!.....(x-au‘,) ¢ ll,mz (1—out,) ¢ ll,ml

L) ¢ \
f(u'n, Uty 5 eentt

n'o

du,

Tnovonn 1,1,

M g et (2, 6) oo (R b e [y (01 6] oo [ 4 (=1 )5]
" 0 (P ) s (s (TP 2o 01, AP 29)

" 2

Les qualités ¢, 72, 5 72, , wuery Piy Pgy»een €tant des constantes
quelconques, assujetties a la seule condition de ne pas rendre les
intégrales infinics entre les limites assignées ; et chacune des quan-
titds T,, T, , ... ayant la forme

Pr

L omeer
T.=f(1emady) ¢ w, ' du,

toutes ces intégrales étant prises d'ailleurs entre les limites o et

§ y—
I
—_—
a

On trouve facilement que cette formule donne, sous forme finie,,
Vintégrale de 1’équation

A 4Boxt dy A4B,x* dr—1y A 4Bt
. g - tee g — — £
1 dxﬂ + x dx""" ¢ + xn . y-— “r s



DEFINIES. 211

En effet, l'on trouve, par un procédé que j'ai exposé ailleurs

( Annales , tom. XI ) pour la valeur compléte de y , un nombre
n41 de séries, dont chacune présente un nombre de constantes
égal a celni des quantités 72, , 72, yveey Pr s Pas . Quant 3 la
fonction fizf), on trouve que, pour ce cas, elle prend la forme

ey les quantités ¢, , ¢, , ¢, ,.c... devant étre de simples
puissances d’ume constante .
Nous avons uniquement considéré le cas ou l'intégrale

S1—au"Y'F(u)du

se raméne 3 une scule série , pour des valeurs quelconques de
7, et nous allons maintenant discuter les simplifications que com-
portent des valeurs particuliéres de cette quantité. D’abord , il est
facile de voir que, lorsque n=1 , on n’aura jamais qu’une seule
série pour Vintégrale proposée ; mais il est encore possible d’y
ramener le cas ou n=2. En effet, si 'on observe que l'intégrale

Si—avwfuds

pnse depuis u-——V_ ]usquau_+V — est =0, on verra

que la valeur de
J(1—au*)f F(u)du

se réduit & la seule série

) 4 13 v . u=~_‘/§
{y ot T a=(3+2,,>(5+2,,)?"+"--§f (1 da, {u-_--w }

8i Ton suppose a= E et p= o, ona la formule par laquellé
P

M. Laplace a présenté , sous forme finie, lintégrale de I'équation
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dz d2z R »
T =4I Pour les autres valeurs de 7, il parait, en général ,

. . , . ey ’

impossible de ramener & une seule les n séries différentes ; c’est
. AY

Pourjuor nous nous bornerons , pour le moment, aux cas ou

B=1 ou 2.
Soit donec U=u*1—au® et U,=u¥(1—au,®, on aura, en sup-

posant « et y des nombres entiers,

Su¥(1—au); F[u* 1 —au)f]du=

s 1.2.3. oo () ) { u=6e. g
I XU S R U W W iy W e pr 2 S =1
d’olr
PV . e 2.2.3-::1{1‘/-{-&[?—) u==o.
ju e ”F(u“;e ﬁu)d”__sy' (;+,t3x)?+¢’-’+x . u=o |

Si, par exemple , on a F(#j=¢', on aura

il * ! — [ 1 ue_pu'du N
T+ Tror T+ g s e g

et si Pon fait F()=Cos.?,

X I I
T G Oy

—esnirs =/‘8-;".COS.II8—'B".&’U‘ 9

et ainsi de suite.
Si 4 n’était pas entier, il faudrait ramener Pintégrale fu¥+e=
(1—au)?+F* & celle-ci

(v4-ax)ees (y41) Y T
0¥y axof-d4-fx 1) oo (74 OS2 4-2) [2" (1 —au)*+Fdu ;

mais & étant différent pour les différens termes de la suite , il
faut
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Paut absolument supposer #=o, & moins que l'on ne veuille in-
troduire une transcendante irréductible dans chaque terme,
Faisant , par exemple,
=)t
V= 1.2.3 0002

on aura
Ju?(x —au)‘;Cos.cu.du =

{ (— (v+1) (v4-2)c? + AD () A3) (v et
1.2a2(y4042) (v4043) * tadab(r4-42)e (v 45)

d’ou

%fu”(r -au)’du

e

Su¥e%Cos.cudu=

{-x__w+x>c'y+z>M_<:v+r).-.-<y+4)c6

_ oot
120 WY ""}f" e="da

" e e \==(v41) ¢ \=(r+D
(=5 v=) O (5 v -
-——( 3 - ( a > fuyeué\"du’(u— o\

U= o

2

On fait aisément disparaitre les imaginaires contenus dans cette
derniére expression, en observant que

Cos.ma= g_‘;gf__)_“_”j g(l+‘/:‘ Sm.,x)—fm‘l- ,_‘/:—,‘?T_‘f )—-m 2

Cos.x

. c
et faisant Tang.z = 3> d’ot

ony aura ainsi
Tom. XII. 29
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Cosfi[mArc(Tar?g.: -—;)] =(j§-;—'>-?><

/ — - | — 1'—"__ Y .
g \1 + =1 5 41—y =2 5, H
d’ou l'intégrale connue

Ct%s:. [ (n/'-{-‘x)‘A'r‘c. (Tang.::.:.'—; )]

cr \71 - f“y‘e;&id” .
C+§?7—

Si, au lieu de Coscz, on avait Sin.cz , on procéderait d’une

Su¥e= % Cos.cudu=

maniére analogue. .
Faisant présentement U=u*{1—au*)® et U,=u"(1—au’)’ , Von
aura

/U,F U)ydu=S.y, fu?+** 1 —au? Oy px
Ve . _ ,

Juve" F(u”, c—,Bu‘)du=S.yxfuy+uxe-u‘(3+sz)du . (”=I °°)
U= (o)

Supposant «=2 et y=2c, on trouve , pour le second membre

35 [2(cF2) —1] | ——t2 - fm=— 0
Se-- x & .
Y= [2(94-B2)]1eH*(d4-Lux)T /e g (t:—l— oo)

Soient , par exemple, g=o, F(U/)=Cos.u ; en observant que

SJerdi=y=,

on trouve facilement

—Juz __3 —_—
Je U Cosw.du=ce TV%;
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et, si les limites étaient 0 et oo, cette dernitre quantité se ré-
duirait 3 la moitié de sa valeur.

Mais ces recherches se continuant sans difficulté , par le prin-
cipe que nous avons posé , je passe aux fonctions circulaires ; et,
quoique ces derniéres fonctions puissent étre considérées comme
cas particuliers de celles que nous venons de discuter , elles exigent
néanmoins des modifications remarquables.

En effet, de la formule connue

S um=t (m—1)um=2

( b(m~4-p) _— b2(m~-p)(mp—1)

S (1-bu) du= (14-bu)f *+

(m==1)(me=~—2)

b*(m—+-p) (m~-p—1)

S (14-bu)de

en faisant
(+duy = (1 —buy/ =)

2

(1duy =Y —(1—buy/ 1)
2V 1

=0 p, ”) )

=";’/(P; u),

on tire

Juo(p, u)du=¥(p+1, u) um=t (m—1)um=20( pt-1 , u)

b(m+p) b*(m—=-p)(m—+-p—1)

{me=—=1) (==2)

— me=3 \
bz(m+p)(m+p—1)fu ¢(P>u)d” 9

et, en continuant ces opérations jusqu’d ce que I'exposant de z
soit devenu =o, on aura deux séries dont I'une contiendra la
fonction ¢ et V'autre la fonction ¥ ; et les limites gui les rendent
=o étant différentes , il sera impossible d’assigner deux limites
entre lesquelles tous les termes hors du signe d'intégration dispa=
raissent. En conséquence , si 1'on ne veut, dans le probléme qui
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mous occupe , que des séries 2 simple entrde , il faudra faire

m=17 ; cest-2-dire , ne prendre pour U, et U que des valeurs de

la forme (1748uy/7)7 ; d’ou P’on peut toujours former des quan-

tités réelles, en réunissant deux séries ot les signes soient différens.
Faisant

U,=(+buy/=5) ,  UGtbuy/ =),

on aura
2 S{Ctbuy/ S R [( 4 ey =) P14 1 -buy/ =5)SF [(1-buy/ =5)# 1} du=

1dbuy/ =1 OB ppyy )08
( vV =)
20(04fx4=1) 3/ 1

Sy

entre des limites quelconques ; et, & moins que celles-ci ne rendent
des termes infinis, on peut étendre’le signe S A tous les nombres
entiers , soit positifs , soit négatifs. 11 est facile d’ailleurs de ramener
cette dernitre expression 3 une forme réelle , comme nous Pavons
déja fait plus haut. Cependant, ces formes ne meénent a des ré=-
sultats ¢élégans que lorsque les puissances se changent en exponen=-
tiels ; et , si lon fait

U-"—"-et u\ 3 , Ul=g¢nu\/: ;
on aura
{_/[8—‘""\/—1 F(e+u\/——;)+ ~nu\J =1 ( —u\] 27 )]du«:
RTINS T3 (n=Upy =T .
S-'yJ ST T du=Sy, fCosfa—nYudu .
2

En assignant a z les limites o et =, on réduit la derniére ex-
pression & =y, , si l'on suppose qu'ancune des valeurs de =z,
depuis — oo jusqu'a —- 9 , ne rend y, infini.

On a ainsi , pour la méme quantité y, deux transformations
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différentes, dont chacune a ses avantages ; nous allons présente-
ment les discuter, en commengant par la premicre, ou la valeur
de y, est exprimde par la fonction génératrire F(#). Supposons
celle-ci =f((#, ¢) ; on aura, en développant suivant les puissances
de # et ¢, la série & double entrée

o0t 10|t @0 [
+ta, Ata, | +ta,, -+ ..
+a, ,ta, , —-l—-t’a'Z,2 + e
T o TR B SN -+ e

Maintenant , on peut faire ¢ égal & une puissance quelconque en-
ticre de 7; et, quelle qu’elle soit, on est toujours en état d’ex-
primer , par une intégrale définie, le coeflicient d’une puissance
quelconque de Z qui provienne de cette substitution pour ¢, Faisant,

é - .
par exemple , =, d’ott le coeflicient de #* devient

au,o+an+l,;+an+z z+nolu-— —f[g

2®

T —nu\/:;f(e-]-u\/:'; ‘ e—u\/:‘,‘)
+ +72U\/—-1:f( u\/—-—l +u —-—I)]d

. . . v
depuis z*=o jusquy w=w=. Soit , par exemple , (¢, ¢)=¢""; on
trouve , par cette formule, en faisant n=o0, la série

?
42 53 3 64

1+ + + (1.2)2 + (1.2.3)2 + (1.2.3.4)3 -+ (1.2.3.4.5)*

Foe

JFun— +c"'"\/':_‘- w—\—1 4 "}'u\/_'-‘_I
=—:;—f(ee = e’ N % Ydu -
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L’introduction des imaginaires dans les intégrales comportant de
grandes difficultés , relativement 3 Pévaluation ; il est intéressant
de discuter le cas le plus étendu ou il serait possible de les faire
disparaitre ; c’est-a-dire , o les exponentiels imaginaires pourraient se

réduire en des cosinus ou sinus réels. On voit que cela ne peut

’ s
avoir lieu que lorsque f(z,¢) a la forme f(z4) ou ¢= <5 el
dans ce cas , on trouve pour le coefficient de 2"

L VT N =T Vg
= —;— S Cos.nu.f(2Cos.u)du .

Soit , par exemple ,
£t40)= Ao A (140" A (14 0) A el

« g . . '
on aura, en multipliant par (Z~}¢), faisant p=— et prenant la

partie indépendante de 7 dans la supposition de m et n pairs »
attendu que , pour qu’clle ne soit pas nulle, il faut qu'unc partie
des nombres 7, ntm , nt2m , n43m,.... soient pairs. On aura

ainsi

n(n—-x).....( Z—+!) (n4-m).eeen (n 2m +1)
- At S At

1. 200000 = Ioeeras =

(2. ("‘tm +1)
n~-2m

2

A4,+..= -::[Cosnuf(z(]os.u)du .

) SITYTTS

Si I'on avait fait m=1 et =0, on aurait ey
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At +ei 4,48 : 4 s = i—/f(zCos.u)du .

- Dans le cas particulier ou la foncuon f(z,¢), que mnous avons
considérée plus haut , a la forme ¥ ;X ¢(u), en supposant

"’(l}—'—:-s.dmlm 2 ¢(‘€)=S_.BH¢V"‘
on aura

SduBn ou  ABg4ABAA,B,+A,B, +u.
—/ LoV =1y ‘"”V"‘)-Me"""“‘ﬂ(e“’”""‘)]du, (@)

c’est le théortme de Parseval, .
Le cas le plus étendu ot les imaginaires disparaissent étant dé-
terminé par la condition f(v, t)=Ffr+#), on a ici la condition

fett)=o()+¥Hy=¢(O1¥() ,

de laquelle on déduit facilement que les fonctions f, ¢, ¥ doivent
avoir la forme exponenticlle. En effet , on a, dans ce cas, la
formule connue

1 2Cos,u

—/fe T du=1H(: PHED) M G HEEED e

que lon pourrait aussi déduire de la formule (a) en y faisant
f(2Cos.u)=¢2Cosu,

Considérons présentement la seconde valeur de y, , savoir

X . u=0
— S.yx ) Cos.(n—a)udu , (

u—-zr

. » ) o o . ”n
le signe S s'étendant & tous les nombres entiers, depuis 0 jusqua c.
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D’abord, on peut donner 3 celte quantité une forme beaucoup
plus commode , en changeant les diffcrences finies en des diffen
rentielles : c’est ce quon fait en supposant

x! n! ) . — 0/
==, n=1, u=v'dz’ , y —f(z'), y =Ln’) }

et effacant ensuite les accens. On trouve ainsi

e

()= fdz/du(z)Cos.(n—z)u- (= ")

U= , x=

Observant de méme que

=8.y,./ Cos.(n4-z)udu. ; ( — )

u==
le signe S s'étendant depuis o jusqu'a o, doit

u==o0 , x==0
o= fdz/duf(x)Cos{z4n)u , ( e )

en en tire les deux équations.
; £n) = ffdwduf(x) Cos.nuCos.zu,
-z- f(n)=[fdxduf(x)Sin.nuSin.zu ,

qui sont dues & M. Fourier. Parmi un grand nombre de consé-
quences importantes qu'offre ce beau théoréme, je vais rappeler
quelques-unes des formules les plus simples et les plus remarquables.

de la théorie des intégrales definies , que les géometres ont obtenues.
par d’antres voies,

Faisant, par exemple, fo)=e™**, on. trouve

»y
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w w—iX aduCos.nu uduSin.nu us—o
-;e T atfud arfur 7 u=o°)

et Pon sait que ces formes servent de base & un grand nombre

d'autres , plus ou moins élégantes , telles que’

PCos.nu4-QuSin.nu dz,
M .

P, Q, M étant des fonctions quelconques rationnelles qui ne
contiennent que des puissances paires de #, ct M n’ayant aacun
diviseur qui devienne zéro , pour des valeurs réelles positives de 2.
De méme, la fonction F(Cos.z) étant développable , suivant des
cosinus multiples , on fait dépendre de la méme forme l'intégrale

[ F(Cos.u)du
[ %

et, dans le cas ot F(Cos.z) a'la forme Log.(1+aCosu) ; on sait
que cette intégrale se raméne a une forme finie.
Soit encore

)= fe—"— s, ( = )

= 0

dans ee cas, on aura.

xz-
i’-—l ;‘;,

—_ fe —i— dl =//fdxdad/CosinuCos.zu.e.

Tntégrant” par rapport 3 7, et faisant /2=y, on -aura

‘/Wffdudi’COS.nu,c V( +1 )__‘/‘/.dUCo<nu ;

ftu?

dolt, comme lon sait,
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._!_Ei 4/ = ~ran
Se F= qy= l/;fe .
Mais, une des conséquences les plus générales du théoréme de
M. Fourier , est celle par laquelle on fait dépendre une série

Sin. - .
S.y.F(z) d’'une autre de la' forme S.yxci: nz. En effet , si l'on fait

P=y,4y,Cos.u-ty, Cos.2ut-.....

on voit que
—:—TffF(x)Cos.qudxdu =y F o)y . F(1)+y,F2)+ e,

or, nous avons vu que , par le thoréme de Parseval , on [fait
dépendre cette série des deux suivantes

yodyidty 24y, P4,
Fo)+F(1)4F(2)2 4 e ;

mais l'introduction des imaginaires rend, eu général, la prenﬁére
de ces deux méthodes préférable a la seconde, dans tous les- cas
ot la quantité P cn est débarrassée ; comme , par exemple, lorsque
les quantités ¥4, ., ¥ ;e forment une suite de puissances.

Les recherches que je viens d’exposer me paraissent donner les
développemens néecessaires au principe général que jai présenté
au commencement de ce mémoire. On en déduit une infinité
d’autres , en répétant et combinant les différentes opérations qu’on

y trouve exposées , et sur-tout en différentiant et intégrant par
rapport a4 de mnouvelles variables.
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GEOMETRIE.

Démonstration géomélrique de diverses proprielés de
Pellipse et de lellipsoide ;

Par M. J. B. Durranpe , professeur de physique au
collége royal de Cahors.

NN

THEOBE"M E 1. Parmi tous les quadrilatéres inscrits & une
méme ellipse , le PARALLELOGRAMME CONJUGUE , c'est-a dire ,
le quadrilatére inscrit dont les sommets sont aux exirémités de
devx diamétres conjugziés , est celui dont l'aire est un maximum ;
et , parmi tous les quadrilutéres circonscrits,le PARALLELOGRAMME
CONJUGUE , c'est-d-dire , le quadrilatére dont les points de contact
sont aux extrémités de deuw diamétres conjugués , est celui dent
laire est un minimum,

Démonstration. Soit projctée orthogonalement Tellipse, sur un
plan parallele 3 son petit axe, et tellement incliné, par rapport
au sien , que les projections de ses deux axes soient de méme
longueur ; la projection sera dés-lors un cercle ; et la projection
de tout quadrilatére inscrit ou circonscrit sera un quadrilatére ins~
erit ou circonscrit au cercle ; de plus, les aires de deux quadri-
latéres quelconques , inscrits ou circonscrits a I'ellipse seront entre
elles dans le méme rapport que celles de leurs projections.. Donc,
le plus grand quadrilatére inscrit et le plus petit quadrilatére
circonscrit 2 Dellipse -seront ceux dont les projcctions serent le
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plus grand quadrilatére inscrit et le plus petit quadrilatire cir<
conscrit au cercle; or, il est connu, etil est d'ailleurs tres-facile
de démontrer que ces derniers sont des quarrés ; et comme d’ailleurs ,
dans le cas actuel , les parallélogrammes conjugués , inscrits et
circonscrits , sont les seuls dont les projections puissent étre telles-s
il en résulte queux sculs peavent étrec mazimums et minimums.
Corollaire. 1l suit de la, entre autres conséquences, que , ‘parm'l
toutes les ellipses circonscrites oun inserites & un méme parallélo-
gramme , 'ellipse circonscrite de telle sorte qu’elle ait pour diamétres
conjugués les deux diagonales du parallélogramme , et lellipse
inscrite de maniére qu’elle ait pour diamctres conjugués les droites

qui joigoent les milieux de ses cotés opposés sont, Ja premiére
minimum ct la seconde maximum.

THEQOREME 11. Parmi tous les octaddres hexagones inscrits
& un méme ellipsoide , de telle sorie que leurs sommets soicnt.
les eairémités de trois diamétres de Pellipsoide , I'0OCTAEDRE
CONJUGUE , c’est-a-dire , loctatdre inscrit dont les sommets sont
les extrémités de trots diaméires conjugués , est celui dont le
volume est un maximum ; et , parmi tous les hexaédres octogones
circonscrits , de telle sorte que leurs points de contact soient les
extirémités de trois diaméires de lellipsoide , THEXAEDRE CON=
JUGUE , c'est-d-dire , Phexaddre circonscrit dont les points de
contact sont les exirémités de trois diamétres con/z:gues est celui
dont le volume est un minimum.

Démonstration. 1> Si, parmi les octaédres hexagones inscrits,
dont les sommets sont les exirémitds de trois diamétres de Pellip-
soide , l'octaédre conjugué n’était pas le plus grand, il faudraic
que , dans Voctaddre maximum inscrit , deux au moins des diz=
gonales ne fussent pss conjuguées Pune & Pautre, et ne fussent pas
conséquemment des diamétres conjugués de la section elliplique
qui les contieat. Or, te plan de cette section divise I'octaédre en
deux pyramides quadrangulaires de méme "hauteur , ayant base
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commune , taquelle ne scrait pas.( Théoréme 1. ) le Pis o
quadrilatére inscrit :} ellipse ; en lui substituant dore ce plio 2 znd
quadrilatére inscrit , et en cunservant d'allears-les ménes scrumets,
on obiicidrait un nouvel octaedre inscrit, composé de deux py.
vamides de méme hautéur que les premitres , mais :d’une plus
grande base, et consequemment d'un plus grand volume ; cet o
taédre: serait donc plus. grand que le premier, qui par conséquent
ne saurait ¢tre octaddre mazximum.

- 2.° .Si, parmi les hexaddres octogones cxroonscnts » dont les
points de contact sont les extrémités.de trois dxamétres de Tellip-
soide , I'hexacdre conjugné n’était pas le plus petit, il faadrait
que dans I’hexaédre minimum circonscrit , deux au moins des droites
qui joignent les points de contact opposés ne fussent pas-conjuguées
Yune 3 Tautre , et ne fussent pas conséquemment deux diamétres
conjugués de la section elliptique ,qui ‘les, contient. Or, le- plan
de cette section divise I'hexaddre total en deux hexaédres partiels
de méme hauteur , ayant base communc, laquelle ne serait pas
(. Théoréme 1) le plus petit quadrilatére circonscrit 4 lelhpse cn
lui substituant donc ce plus petit quadrilatére circonscrit , et en
conservant d’ailleurs. les plans des deux faces de T'hexaddre total
qui lui sont Para:léles , on obtiendrait un nouvel hexaédre circons—
crit , composé de deux hexaédres partiels de méme hauteur que
les premjers,' mais d’une moindre . base, et conséquemment d’un
moindre volume; cet hexaédre serait donc moindre que le pre-
mier, qui par conséquent ne saurait étre Ihexaddre minimum.
Corollazre. Il résulte de lad , 1.° qu’entre tous les e]hpsmdes
circonscrits 3 un méme hexaddre octogone , dens lequel les trois
diagonales se coupent au méme point par leurs milieux, le plus
petit est celui qui a ces trois diagonales pour diamétres conjugués;
2.° qu'entre tous les ellipsoides inscrits 3 un méme hexaédre oc-
togone , 4 faces paralléles , le plus grand est celui qu'ﬁ a pour

diamétres conjuguéds les droites qui joignent les centres des faces
opposées de cet hexaédre,
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THEOREME III. I y a toujours une infinité de triangles ;
soit inscrits , soit circonscrits & une méme ellipse , tous équiva-
lens entre eux , tels que le eentre de gravité de leur surface coincide
avec le «centre-de lellipse. Les inscrits sont waximums ef les cir—
conscrits minimums | entre tous les triangles inscrils el circonscrits
@ cette méme ellipse.

Démonstration. Soit encore projei'ée orthogonalement I'ellipse,
de telle sorte que sa projection soit 'un cercle le’ centre- de ce
cercle sera la’ pro]ectxcm de son centte’; et la pro;eehon de tout
mangle mscnt ou- cnmonscnt A l’elhpse sera uh triangle inserit o
circonscrit au cerele , cn outre , le rapport des aires dec deux
tuangles inscrits ou circonserits 3 Pellipse sera le méme que-celui
des aires de leurs projections; enfin, la projection da eentre de
gravité de Vaire' dechacan’ "de ces trxangles sera le centre de
gravié'de laire de sa’ pro;ectlon. Co '

Cela posé, soient inscrits. ou circonscrits au cerc]e , Pprojection
de Deliipse, tant de triangles équilatéraux qu’on voudra, ils seront
tous égaux , et auront tous pour centre commun de gravité le
centre méme de ce ‘éefcl'e; les’ tna‘ng!es mscnts ou eirconserits 3
lellnpse dogt ils seront la pro;equon seront dom‘ tous équivalens.
et auront aussi leur centre commun de gravité au centre méme
de cette ellipse ; ce qui démontre déja la premicre partie du
lhwreme' En outre, comme il est connu et d’ailleurs facile de-
demonlrer que le mangle cqmlateral est 2 la fois le plus grand
de tous lés triangles inscrits et le plus peht de tous les triangles.
circonscrits 3 un méme cercle; il sensuit que nos triangles inscrits.
et circonscrits 3 ellipse, dont ceux-ci seront les projections , seront
les premiers mazimums. et les derniers minimums , entre tous les;
tnang!es inscrits ou cm,onsvnts a la méme courbe.

Corollaire. 1 résulte de la q,ue , parmi toutes les ellipses.
circonscrités et mscrltes 4 un méme . triangle , celles dont le
centre coincide avec le centre de gravit¢ de laire du mangle
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sont , les premidres minimums . et les derniéres maximurns - *).
‘Remargués 1. Lorsqu'on veut construife un tr,umgle inscrit
mazimum , on peut prendreé un de ses sommets ®n un point quel-
conque de la courbe ; et alors il suffit de prendre; pour le cété
opposé , la corde qui, coupant le diamétre qui part de ce sommet
aux trois quarts de sa longueur, est parallcle au conjugué de ce
dlametre' d’oti 'on voit que ‘la tangente menée & la courbe par
‘chacun des somniets d’un ‘tel tnang]e est’ perallclé au coté opposé.

I1. Lorsqu'on veut consttuire un triangle circonscrit minimum ,
on peuat prendre pour didection ‘de I'un des c6tés une tangente
que]conque 3 la courbe ; et alors il suffit de prendre pour sommet
oppose Pextrémité du’ ﬂlamétre qui part du point de contact, prolongé
horsde " lelilpse d’une qnamlte “dgele 3 la moitié' de ssa Jongueur;
d’ot1 T'on voit que la corde’de contact’ de P'un des angles d’un
tel triangle est paralele au "¢6té qui lui est  opposé.

II1. 1l résulte de I3 que si deux triangles sont , I'un inscrit et
Tautre circonscrit & une méme ellipse, de telle sorte que les sommets
de Pinscrit soient les points de contact du circonscrit ; si¥inscrit
est mazximum ', le circonscrit sera minimum ; et réciproquement ;
et les cotés de ces deux triangles seront paraliéles chacun 3 chacun,
de maniere qu’ils seront semblables. '

, |

THEOREME 1V. 1! y a toujours une infinité de tétraldres
soit Inscrits, soit circonscrils & un méme ellipsoide’, tous éguivalens
entre eux , tels que le centre de gravité de leur volume coineide
avec le cenire de Uellipsoide. Les inscrits sont maximums ef les
circonscrits minimums, entre tous les tétraédres inscrits et cire
conscrils & ce méme ellipsoide.

= .3 ™

(*) Le Théortme I et celui-ci peuvent servir de complément au DMémoire
de M. FERRIOT, inséré a la page 240 du IL® volume de ce recueil,

! B J- D‘ Gn
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Démonstration. 1.* Soit pris pour I’'un des sommets d’un tétratdre-
inscrit 4 Dellipsoide un quelconque des points. de cette surface Soit
déterminé le plan. de la face opposée de telle sorte que ,. coupant
le. diametre qui part. de ce sommet aux deux. tiers de sa lengueur,,
il soit parallele au plan. conjugué i ce diamétre. Soit inscrit a la
section elliptique déterminée par ce plan.dans. Pellipsoide un triangle:
tel que le centre de gravité de sa_surface coincide avec le centre.
de Dellipse ; ce qui se pourra. ( Théoréme III') d’une infinité, de
maniéres. différentes ; en cansidérant. ce triangle comme la - face-
opposée du tétraddre , il est visible gue le centre de Vellipsoide:
se trouvera aux. trois quarts de la. droite menée d'un sommet de
_ce tétraédre au centre de gravité de l'aire de,la face opposée ; c'est-
. a-dire, au centre de .gravité méwe. du volume du tétraddre ;. et
comme, dans cette construction., 'un des sommets est arbitraire ,
et qu'en outre le triangle qui forme la. face opposée- peut. éire-
constrnit d'une infinité de maniéres différentes ; il. s'ensuit- qu’en.
effet il existe une infinité de tétraédres inscrits; tels que le centre-
de gravité de leur volume ceincide- avec-le centre de I'ellipsoide..

2.° 1 est facile de se convainere,. en second. lieu, que tous ces.
tétra¢dres sont . éqpiv»alen,s. En effet. , si I'on en considére deux.
quelconques , ils auront ou n’auront pas un sommet commun. Dans.
le premier cas, leurs bases seront deux triangles inscrits & une.

~méme ellipse , ayaut- pour centre commun de gravité le centre-

- méme de eetle courbe; ces triangles seront donc équivalens (Théor. 111) ;.

-les deux. tétraédres auront donc méme hauteur et bases équivalentes ,
et par conséquent ils seront. eux-mémes équivalens..

Si les deux tétraddres.n’ont aucun sommet commun, ils n’auront:
pas non plus. deux. faces situées dans un méme plan, et consé-.
quemment les plans des.faces opposées a deux sommets quelconques.

~se couperont ; les sections elliptiques déterminées par ces plans auront-
donc deux points commauns ; on pourra.donc prendre 'un de ces points.
pour sommet commun de.deux. triangles inscrits i ces . ellipses de
telle sorte que. leurs. centres de gravité respectifs coincident avec-

les.
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les centres des deux courbes. Ces triangles étant ( Théoréme 1)
équivalens aux deux faces que nous considérions d'abord , ils pour-
ront leur étre substituds, sans qu’il en résulte aucun changement
dans les volumes des deux tétraédres ; mais les deux tétraddres
résultans, se trouvant alors avoir un sommet commun, 4 [inter-
section des deux ellipses, devront, par ce qui précéde, étre équi-
valens; dioti il suit que les premicrs devaient I'étre également.
3.° Enfin, chacun de ces tétraédres est un maaimum , entre
tous ceux que l'on peut inscrire a Iellipsoide. Si, en effet, on
prétendait nier cette proposition , il faudrait admeure que, dans
le tétra¢dre maximum il y a au moins un sommet tel que Ie
plan tangent & Dellipsoide qu'on y fait passer n’cst peint paralléle
a la face opposée; or, dans ce cas, en menant a Dellipsoide un
plan tangent paralléle & cette face, et en transportant a son point
de contact le sommet du tétraédre , on formerait un nouveau té-
traédre inscrit de méme base que le premier , mais d’une plus
grande hauteur , et par conséquent d’un plus grand volume ; celui-
la ne saurait donc étre le téiraédre mauzimum , comme on le
suppose.
4.° Voild donc notre théoréme complétement démontré , en ce
qui concerne les tétraédres inscrits; et il nous sera facile de con-
clure de 13 ce qui est relatif aux tétraédres circonscrits. Remarqu-ns
d’abord que du mode de construction du tétraddre maeximmum ins-
crit , il résulte que le plan téngent a lellipsoide , par chacun de
ses sommets , est parallédle 3 la face opposée ; d’un autre céié,
les plans tangens a lellipsoide par ses quatre sommets forment un
tétraédre circonscrit a cet ellipsoide ainsi qu’au tétraddre inscrit ;
or, il est connu que deux tétraédres circonscrits I'un a Pautre ,
de telle .sorte que les plans des faces correspondantes soient paral-
lIeles ont le centre de gravité de leur volume au méme point;
puis donc que le centre de gravité de linscrit est au centre de
Vellipsoide celui du circonscrit y sera aussi. Ainsi , la recherche
du tétratdre circonscrit qui ait son centre de gravité au centre de

Tom. XII. 31
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Iellipscide , se réduit & construire un tétraddre inscrit qui jouisse
de cette propricté, et a prendre ensuite les sommets de celui-ci
pour points de contact des faces de l'autre; et il est méme aisé
de voir que ces points de contact seront en méme temps les centres
de gravité respectifs des aires des faces auxquelles ils appartiendront,
Or, comme le tétraddre inscrit peut é&tre construit d’une infinité
de manitres différentes , il doit en étre de méme du tétracdre
circonscrit,

5.° Il est connu que, lorsque deux tétraédres sont circonscrits
I'un 4 lautre , de maniére que les faces correspondantes soient
paralleles, le volume du circonscrit est 27 fois plus grand que
celui de Dinscrit; donc chacun des tétraddres circonscrits a lellip-
soide de maniére que leur centre de gravité coincide avec le centre
de ceite surface , est 27 fois plos grand que Vinserit qui lui cor-
respond ; puis donc que le volume de ce dernier est constant , le
volume du premier doit I'¢tre aussi.

6.2 1l reste a prouver que le téiratdre circonscrit dont le centre
de gravité coincide avec le centre de I'ellipsoide ou, ce qui revient
au méme , qui touche lellipsoide aux centres de gravité des aires
de ses faces ; est le tétratdre minimum , parmi tous ceux qui
peuvent étre circonscrits a cet ellipsoide. Suppesons , en effet, qu'il
n’en soit pas ainsi; il faudra admettre que, dans le tétraédre cir-
conscrit minimum , une des faces, au moins, n’a pas son point
de contact i son centre de gravité. Or, si 'on circonscrit a I'ellip-
soide une surface conique qui ait pour sommet le sommet opposé,
la section de cette surface conique par le plan de la face dont
il s’agit sera une ellipse 4 laquelle cette face sera circonscrite. 1l
faudra denc que cette méme face soit-le triangle minimum cir-
conscrit & Dellipse , puisque, dans le cas contraire , enlui substituant
le triangle minimun , on formerait un nouveau tétraédre circonscrit,
de méme hauteur que le premier, mais d’une base plus petite, et
conséquement d'un moindre volume. 1l faut donc que le centre de
gravité de laire du triangle coincide avec le centre de l'ellipse , ce
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gui ne peut avoir lieu 3 moins que ce centre de gravité ne soit le
point de contact du plan de ce méme triangle avec I'ellipsoide.

Corollaire. 1l suit de la que , parmi tous les ellipsoides cir~
conscrits et inscrits 2 un méme tétraddre , ceux dont le centre
coincide avec le centre de gravité du volume du tétraddre sont,
les premiers minimums et les derniers mazximums (*).

Pour compléter cette théorie, il resterait a assigner, 1.° la plus
grande ellipse circonscrite 2 un quadrilatére quelconque ; 2.° le
plus grand ellipsoide inscrit 3 un hexaédre octogone quelconque ;
3.° le plus petit ellipsoide circonserit & un octaédre hexagone
quelconque. Si nous sommes assez heureux pour ‘jamais parvenir a

ces diverses déterminations , mous nous empresserons de faire
connaitre les résultats auxquels nous serons parvenus.

(*) Nous croyons devoir rappeler ici que les corollaires des théorémes III
et 1V ont déja été directement démontrés, par Panalise, dans un Mémoire de
M. BERARD , inséré a la page 284 du 1V.® volume de ce recueil.

J. D, G,
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QUESTIONS PROPOSEES.

Problémes de Geomeétrie.

L. LES directions de deux systémes de diamétres conjuguds d'une méme
ellispse étant donnés, assigner la direction et le rapport de grandeur
de ses deux diamétres principaux ?

Il. Quel est le lieu des centres des surfaces du second ordre
qui passent par 7 ou 8 points donnés , ou bien qui touchent 7
ou 8 plans donnés?

. Théorémes de Géomeétrie.

I. La droite qui va du sommet de l'angle circonscrit & une
section conique au centre de cette courbe divise la corde de contact
en deux parties égales.

" 1L La droite qui va du sommet du céne circonscrit a une sur-
face du second ordre au centre de cette surface, passe par le centre

de la ligne de contact.
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GEOMETRIE DES COURBES.

Recherches diverses sur le lieu des cenlres des sections
coniques , assujellies” a moins de conditions que
n'en exige leur détermination compléte ; renfermant,
en particulier y la solution des deux problémes de
geéomeélrie proposes & la page 372 du XI* volume
de ce recueil ;

Par M. PoxcELET , capitaine du génie , ancien éltve
de I'école polytechnique.

[a T S W Vg Slo Vo Vo VT i )

ProBLEME. Déterminer 1e liew des centres 2e tutes Ios
sections conigues qui, touchant & la fois deux droites données ,
passent en outre par deux points donnés ?

Solution. Concevons une droite , par les deux points dont il
s'agit; sa direction indéfinie sera celle d’une sécante commune, &
la fois , a toutes les sections coniques proposées ; ainsi , nous
pouvons poser la question d’une manié¢re plus générale , comme
il suit: : . .

Quel est le licu des centres ds toutes les sections coniques qui
ayant une corde commaune , loucheraient en outre deux droites
données ?

La corde commune donnée pouvant étre aussi bien une corde
idéale qu'une corde réelle , relativement & toutes les s;cctiohs Ccon

Tom. X1I, n.* V1II, 1.5 féprier 1822, 3a
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niques dont il sagit (*), et le systcme de ces dernitres devant
jouir des mémes propriétds dans les denx cas, on peat,en général,
considérer ce systéme comme la projection ou perspective d'un
aatre systéme composé de circonferences de cereles, pour lesqrelles
la corde on sécanlte commune est passée toute entiére a l'infini;
mais , dans ce nouveau systéme, les centres des sections coniques
seront évidemment représentés par les péles de la droite qui, sut’
le plan des sections coniques , est elle-méme & Pinfini ; car la
polaire du centre d’une telle courbe est nécessairement a linfini ;
done , la question est definitivement ramenée & cetle autre pure-
ment élémentaire : ‘ '

" Quel est le licu des pbles d'une droite donnée , par rapport &
une suite de cercles quelconques tangens , @ la fois, & deux
droites données sur un plan?

. Or, ces cercles présentent deux séries bien distinctes ; 'vne
qui appartient a langle méme formé par les denx droites donades,
Pautre qui appartiect au supplément de cet angle. Dans Vune ct
lautre , les centres des cercles demeurent sur une droite partageant
I'angle correspondsnt en deux parties égales, tandis que les cordes
de contact avec les c6tés de cet angle se meuvent paralldlement
a elles-mémes et a la ligne des centres de l'autre série , c’est-i-
dire , concourent avec ‘elle en un point de la sécante & linfini,
commun, a la feis, & tous les cercles ; enfin, il est facile de
prouver , soit géométriquement , soit -analitiquement , que le licu
des poles d'une droite quelconque , donnée sur le plan de ces
cercles , est, pour chacune des séries dont ils se composent, une
section conique passant ‘par le sommet commun des angles que I'on
considére , et touchant en ce point la droite des centres qui lui

correspond. Si donc on -se reporte 3 la figure primitive , ou les

() Voyez , sur les ‘éi)'r'“{le‘s z'aféalés , le rapfaort inséré & la page 69 du Xi*®
volume du présént recueil: -
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cercles sont remplacés par des sections coniques quelconques , ayant
une sécante commune, on en conclura sans peine,

1.°. Que ces sections coniques forment deux séries distinctes ,
dont les cordes de contact avec les deux droites données pivotent
séparément sur deux points fiaes placés sur la sécante qui lear est
a la fois commune (*), et divisant AZarmoniquement, ou en seg-
mens proportionnels, tant la corde correspondante que la portion
de la sécante comprise entre les deux droites données.

2.° Que ces deux points fixes sont en outre tels que I'un quel-
conque d’entre eux est le péle de la droite qui passe par lautre
et par le sommet de l'angle des droites, relativement a toutes les
sections .coniques proposées.

3.° Que le lieu des centres de I'une quelconque des séries formées
par ces sections coniques est lui-méme une autre section conique
passant par le sommet de l'angle des deux droites données, et
touchant en ce point la polaire du point sur lequel pivotent les
cordes de contact appartenant a cette série.

La discussion apprend en outre,

4.° Que chacune des deux courbes des centres passe par le
milieu de la distance qui sépure entre eux les deux points donnés
et par le milieu de la partie interceptée par les droites données
sur la direction de la sécante commune qui contient les deux
mémes points.

5. Qu’enfin le centre commun des deux courbes dont il s’agit
est au point milieu de la distance qui sépare le sommet de Vangle
des deux droites données et le peint milieu , déja mentionné, de
la distance qui sépare les deux points donnés.

D’aprés cela, on voit que les deux sections coniques, lieux des

() Mémoire sur les lignes du second ordre; par M. BRIANCHON, art.
XV et XVIL
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centres des proposées ne different entre elles que par la directian
de la tangente au sommet dec I'angle ‘des deux droites données,

Comparons maintenant ces résultats avec ceux de la page 395
dn XI.¢ volume de ce recueil.

Soient CX, CY (fig. 1) les deux droites données, prises res~
pectivement , comme & l'endroit cité, pour axes des z et des y;
nommons pareillement ¢, & , 4/, &/ les coordonnées des points
donnés A, A’

Cela posé , on aura d’abord , pour I'équation de la droite AA/,

b—b!

a=—q'

y—b=

(x—a) .

Soient 2/, y/ les coordonnées du milieu % de la partie XY de
cette droite interceptée entre les axes; nous aurons

5 abl—ba! abl—>ba'

/e £ — L
= b—b Y =+ a—a!

Soient de plus 2/ , ¢/ les coordonnées du milien I de la dis=
tance AA’; nous aurons

PR L, b4
, e

xl!=

== .

2 2

Soient enfin 2//7, y/// les coordonndes du milieu O de la droite
CI, nous aurons

2l =

a-}-a’ b4/
y Y=

Reste 3 déterminer la direction des droites CP, CQ , qui passent
par lorigine G, et renferment les points P, Q sur lesquels pi-
votent les cordes de contact respectives appartenant aux deux séries
de sections coniques proposées ; car , d'aprés ce qui précéde , on
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aura tout ce qu'il faut pour déterminer completement le lieu des
centres de l'une et de lautre séries.

Soient « , g les coordonndes de l'un P des deux points fixes
dont il s'agit ; l'équation de la droite correspondante CP sera

—px——xx
y=—a=xz,

en faisant , pour abréger, g=»xw ; de sorte que tout consiste A’
déterminer a.

On pourrait, & cet effet, employer le calcul algébrique ; mais
il exigerait une suite d’opérations trés-pénibles. On parviendra plus
simplement au méme but , en employant les relations obtenues
par la géométrie. En effet, indépendamment de celles déjh signalées
ci-dessus , et qui suffisent pour déterminer le point P que l'on
considére en particulier, on a encore la suivante, qu’il serait, au
surplus , facile d’en déduire, si déja elle ne se trouvait toute
établie ,

PX*  AX AX
TR aw O

Mais , en abaissant de 'un quelconque A des deux points donnés,
les coordonnées Aa, Ab, sur les axes CX, CY, on a, par les
triangles semblables AaX, AbY , CXY,

AX XY AY _ XY
Aa ~ CY’ Ab ~ ¢Xx?

d’'ou
' AX _ €X Aa _ CX b
AY T CY Ab ~ CY a °

On aurait de méme

(*) Voyez l'ouvrage d¥ja cité, arts XV,
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AX CX o

—— -

ct de plus

done
AX AX _yCXNe W _ /CXN\e
AY Af%‘(CY) “aa’ ~ \CY ’
et par conséquent

A=t -_—li-",
b - ad
De ces deux valeurs, l'une appartient évidemment au point P
que Pon considére et l'autre au point Q, puisque ces deux points
doivent jouir des mémes propriétés. D'aprés cela , om a tout ce
qu'il faut pour déterminer tous les élémens de I'une et de lautre
courbes , lieux des centres des coniques proposées ; car , en ne

considérant que l'une d’entre elles, puisqu’elle passe par l'origine,
son équation sera de la forme

Ax*~+By*+2€zy+24/z42B'y=0 ;
On exprimera qu’elle touche la droite CP (*) en écrivant

A'+arB!=o0 ;

devant ensuite passer par le point X, milieu de XY, et devant en
outre avoir son centre au milieu O de CI, on aura encore

" Annales, tom. 1X , pag. 13r.
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Az/*4By*4-203'y/24'2'4+-2B'y' =0 ,
Az -Cy'+A'=0 , ) By!!!4Cx!"+~B'=o0 .

Remplagent donc a/, g/, &/, y/// par leurs valeurs trouvées ci~
dessus, ces trois dernidres équations deviendront

(a—2/)2(abl~=ba').A—4 (b—b)(a~—a')> A’

— wng? (D men ! YO,
- (6—b)*(ab'—ba) B4 (a—a)(b—1)B/ 2(a=a)(p—=b) @b/ =ba)C=o ,

(a+a') A4-(b+-4')Ct-4A' =0
(24+8")B+(a+-a')CH-4B'=0 ;
en y joignant donc 'équation A’-+aB’=o0, on en tirera

_ (a=a’)?

G IR

C=— {a4-a"Y(b—b")2-4-(b4-b') (a==a') 22
- (b==b')=[(bo-b) 42 (ata')] ?

(@b = (a0 bb):
I ) T e ea s R

Br= @Yy — (ot d—b)2
4OV IO+ FAatad). 7

substituant donc ces valeurs dans l'équation
Az*~By*}2Cayt-24'242B'y=o0 ,

divisant par 4 , remettant successivement pour a ses deux valeurs

bo! g / ’ .
+V-a—;; ’ -—-V ﬂ’_, , et chassant les dénominateurs , on aura,
: Py .

pour les équations des.deux courbes, lieux des. centres,
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IEONCTRICRY AR ) 4 }

aa’

8§ (a0 Gy +@+¥)a—a'r B L ay

Yella-oy @by (ot b-b Y T a-alla-a p BBy ~ata) G-V =0 ;

4y iy () Bt hia-arp [ vt atas | o Ny
8] (401 6—Br @+ ¥a—ay P T ay
-2{(a-a) b1y -(ata'y@-V73 ) — x'2{(a°a’ ") -(atapG-b)ty=0;

Pour rapprocher ces résultits de ceux obtenus & I'endroit déja
cité , il ne sagit plus que de multiplier entre elles les deux
équations qui précédent ; car, si tout est exact de part et d’autre,
on devra obtenir une équation du quatriéme degré qui ne pourra
différer an plus que par un facteur fonetion des données de celle
a laquelle on est parvenu au méme endroit. Cette opération est
nécessairement trés-longue et trés-laborieuse ; néanmoins nous avons
eu le courage de Ventreprendre, et le plaisir'd’en voir ressortir
une vérification compléte des raisonnemens géoméiriques qui pré-’
cédent, et qui s’étendent, commeon le voit , au casou les points donnés
sont imaginaires , et ou la droite XY, qui passe par ces points,
est par conséquent unc sécante idéale , commune 3 toutes les
sections coniques proposées.

En multipliant, en effet , nos deux équations entre elles , déve~
loppant et observant que les diverses fonctions

ad
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ad/(b+4-b'y—bb/(a+a') |
00/ (B—b! bt (am—a’)* ;
a2/ (B-b1)—bb/ (@ +-a”)

(a+a)(b—b/)—(b4-b)(a—a’)
4 >

—(ab—a’'t!\(ab/—ba’) ,

sont toutes équivalentes, on trouvera que tous les termes de 1%~
quation produit sont exactement divisibles par la quantité constante

4§ (@402 (b—by—B+b) (a—a')2§

£

aa’

en supprimant donc ce facteur, on parviendra & 1’équation du
quatricme degré

(Bbl) bl (aal) (b 4b1) 2 (b—D )Py

+{3(a-a) 2(b==b’)y248aa/ (b==b')24-8b8/ (a=a')2 } x2y2
(a—a)yimmiy(at- ) (b4B) (ama Yy

+-4a4-a’) (b—b) =x3-—4(a+a’)§2aa’ (b==b)2=ebl/ (a-—a')’}xy=+4bb'§bb’(a—-a') gl (b—b’)ﬁ; 22 _
+4(64-0") (@a==a’) 3y3-—4(b+b/){2bb/ (@==a')2—aa’ (b—b’)z}x1y+4aa’§aa/ (a-'—a’)‘—b};’ (b—b')!} r? s—"i
or, c'est a cela que revient exactement I'équation de la page 393
du tom. XIL.°, en la développant et Pordonnant comme celle-ci ;
ainsi , cette équation est décomposable en deux facteurs repré-
sentant chacun une section conique, couformément a ce qui avait
été annoncé.

Supposons qu’il s’agisse de rechercher, parmi toutes les sections
éoniques qui, passant par les points A, A’, touchent les droites
données CX, CY , celles d’entre elles qui sont en méme temps

des hyperboles équilatéres; ces hyperboles pouvant faire partie de
dom. XII. 33
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I'une ou de l'autre séries de sections coniques proposées. Supposons,
pour plus de simplicité , qu'on ne considére que celles dont les
cordes de contact avec la droite donnée passent toutes par le point
fise P. D’aprés ce qui précede, ces hyperboles devront avoir leur
centre quelque part, sur une section conique, passant par G, I,
K, ayant la droite CI pour diamétre et CQ pour tangente i 'ex-
trémité C de ce diamétre ; de telle sorte que la parallele IL a4 CQ
est la tangente & lautre extrémité I de ce diameire. Pour résoudre
enti¢iement la question , il ne s’agit donc plus que de trouver
une autre ligne qui renferme également les centres des hyperboles
équilatéres ; car on aura tout ce qu’il faut pour les déterminer
d’une mani¢re compléite (*).

Nous avons vu ci-dessus que la droite CQ n’était autre chose
que la polaire du point P, par rapport & toutes les sections co-
niques passant par A, A/ et touchant les deux droites données 3
donc elle est aussi la polaire de ce point par rapport & chacune
des hyperboles que I'on cherche; mais , d’un autre c6té, T estle
point milieu de la corde AA/, commune a ces hyperboles; donc

« Si, par chacun des points I, P, on mene une parallele 2
» la polaire ou 4 la corde qui passe par lautre , le cercle qui
» passera par ces deux points et par celui ou se coupent les pa-
» ralleles , passera aussi par le centre des hyperboles cherchées (¥*) »

Il résulte évidemment de la que le cercle qui passe par I et
P et touche la paralléele IL & la polaire CQ de P doit renfermer
les centres des hyperboles équilatéres cherchées; de sorte que ces
centres doivent se trouver & lintersection de ce cercle ct de la
section conique déja construite , et qui a Il pour tangente commune
avec lui au point L.

(*) Voyez le tome XI du présent recueil, page 212, Théoréme VI.
**) Ibid. pag. 208, Théor, IIL
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Le point 1 ne pouvant étre évidemment le centre d’une 'byper-
bole équilatére satisfaisunt aux conditions du probléme , il s’ensuit
que, relativement a la série de sections coniques que I'on considére ,
et dont les cordes de contact passent par P, le probléme ne peut
avoir que deux solutions au plus , et par conséquent quatre solutions
seulement , quand on le considére dans toute sa généralitd. On
peut d’ailleurs éviter entiéremeut le tracé de la section conique auxi--
liaire lieu des centres, en observant que tout consiste & rechercher
les points d’intersection du cercle correspondant avec la sécante
qui est commune a ce cercle et & la section conique auxiliaire,

Dans un ouvrage que nous ferons paraitre incessamment , nous
donnerons le moyen de construire directement la sécante commune
au systéme de deux sections coniques qui se touchent sur un plan,
sans recourir au tracé des deux courbes. Il serait trop long de
développer ici le principe de cette construction ; c'est pourquoi
nous nous eontenterons d’'indiquer la solution appliquée au cas
particulier qui nous occupe ; on sait d’ailleurs construire les deux
points P, Q : tout consiste , en effet (*), & faire passer un cercle
guelconrue par les points donnés A , A’/ ; menant ensuvite des
points X, Y deux paires de tangentes & ce cercle , et joignant
deux 4 deux, par des droites, les points de contact qui n’appar-
tiennent pas 4 une méme paire de tangente ; ces quatre droites
donueront évidemment, par leur croisement mutucl, les deux points
P, Q dont 1l sagit,

Cela posé, soit G le second point d’intersection de CI et du cercle
qui renferme les centres des hyperboles équilatéres que l'on con-
sidere en particulier , en menant PG, cette droite ira rencontrer
la droite CK en un premier point # de la sécante commune ;
menant ensuite la tangente au point G du cercle , cette dernicre

(*) Mémoire sur les lignes du second ordre ; par M. BRIANCHON,
Pag. ale
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droite ira rencontrer CQ en un second peint y de la sécante com-
mune, qui se trouvera ainsi complétement déterminée , et coupera’.
en général , notre cercle en deux points qui seront les centres des
hyperboles demandées.

On voit, d’aprés cela, en quoi consiste I'inadvertance commise
dans l'énoncé du Théoréme X de la page 218 du tome XI des
Annales ; on n’y a considéré qu'un seul cercle, au lieu de deux
qu’il fallait envisager ; et I'on a appliqué & ce cercle unique les
propriétés qui lui appartenaient en commun avec I'autre. Voici donc
le nouvel énoncé qu’il faut substituer au premier :

Les centres de toules les hyperboles équilatéres , au nombre d,
quatre au plus, tangentes & deux droites et passani par deux
points donnés, sont situés sur deux circonférences de cercles dis-
tinctes , aux intersections respeclives de ces circonférences et de
deux droites faciles ¢ déterminer.

D’aprés ce qui vient d’éire dit sur le licu des centres des sec-
tions coniques assujetties & passer par deux points et a toucher deux
droites données , on pourrait penser que le licu des centres des
seclions coniques assujetties @ passer par trois points et & toucher
une droite donnée , qui se présente, comme le premier , sous la
forme d'une courbe du quatriéme degré, doit aussi étre le systéme
de deux sections coniques , et que conséquemment le premier
membre de l'équation du qnatriéme degré qui exprime ce lieu
doit ét.e décomposable en deux facteurs du second degré; mais
si, considérant , comme ci-dessus , unc des sécantes communes a
toutes les sections coniques proposées qui renferment, deux a deux,
les trois points donnés , on suit la figure en projection sur un
nouveau plan , de maniére que toutes ces sections coniques deviennent
des cercles, les centres de ces sections coniques se trouvant tou-
jours représentés , sur le nouveau plan, par les poles d'une droite
quelconque , relatifs aux cercles dont il s’agit, on aura A consi-
dérer . dans la projection « Quel est le lieu des poles d’une droite
» donnée, par rapport a une suite de cercles touchant une autre
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» droite quelconque , et passant en outre
» aussi donné de position ».

Or, on voit que, tandis que, dans la pr
ci-dessus , la suite des centres des cercle:
droites distinctes ; ici, au contraire , la suite
est sur une parabole ayant le point donné
tangente aux cercles pour directrice ; de so
ne forment qu'une seule et unique série ,
deux autres distinctes , une section conique ¢
considérée comme représentant le systéme
non séparables ; il est done naturel de croire
du cercle variable que l'on considére pare
lieu des poéles de la droite donnée n’est pl
téme de deux sections coniques distinctes ,
tiellement du quatriéme degré.

Au reste, quand le point, par lequel p:
est sur la tangente commune donnée, c’est
de la parabole est sur la directrice , cett
doublement avec son axe , et la question
« le lieu des podles d’une droite donnée, s
» de cercles ayant un point de contact com
» ralement , ayant une sécante commune »
prouver , soit géométriquement , soit d’un
qu’alors le lieu des poles est une section
a été établi, page 395 du volume déja cité

Il résulte aussi de cette derniére remarque
des sections coniques assujetties & passer p
syr un plan est également une autre sec
dailleurs par les points de concours des
dircctions des cétés opposés du quadrilatére
les quatre points dont il s'agit ; propositic
la page 219 du tome XL°¢ des Annales,e
ment a la page 396 du méme volume.
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En réunissant ces eonsidérations sur le lieu des centres des sec~
tions coniques variables suivant certaines lois A celles relatives au
cas particulier ou les sections coniques touchent 4 la fois quatre
droites donndes , ou n’en touchent que trois seulement, en passant
d’ailleurs par un peint donné ; lesquels ont été traités a la page
109 du présent volume, on auvra, comme lon voit, une solution
compléte, et purement géométrique , du probléme proposé a la
page 228 du tom. XL, Il serait duailleurs inutile d'examiner les
moyens de construire les différens lieux des centres par la con-
naissance des points particuliers par ou ils pnssent, cette tache se
trouvant déja parfaitement remplie dans Darticle déja cité de ta
page 379 du XL°® volume. On voit, au surplus, que ces diffé-
rentes questions , relatives au lieu des centres des sections coniques
variables , assujetties & quatre conditions données, conduisent immé-
diatement, au moyen des principes de projection employés dans ce
qui précede, A celles oli, a la place da lieu des centres , on
cherche le lieu des poles d’'une méme droite donnée, sur le plan-
des sections coniques ; de sorte que les solutions doivent étre les
mémes de part et d’autre , quant au degré du lieu que I'on con-
sidére. Enfin, au moyen de la Théorie des pbles et polaires ré-
ciprogues (*) , on est immédiatement conduit & la solution des
questions analogues sur les lieux qu’enveloppent les polaires d’un
point donné, sur le plan d’une suite de sections coniques, assu-
jetties aux mémes condilions de passer par des points donnés ou
de toucher des droites données. Ainsi, par exemple , il en résulte que

Les polaires d'un point donné sur le plan d’une suite de sec-
tions coniques qui passent par les quaire mémes points donnés
pont toutes concourir en un point unique différent du premier,
et qui jourt avec lui de la méme propriété réciprogue.

Parcillement :

(") Annales , tom., VIII, pag. 20T.
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Les polaires d'un point donné sur le plan d'une suite de sec-
tions coniques tangenles & qualre droites données , enveloppent une
autre section conique touchant & la fois les trois diagonales du
quadrilatére complet formé par ces quatre droites.

Et ainsi du reste.

Il résulte encore des considérations qui précédent une solution
trés-simple des deux problemes de géométrie proposés a la page
372 du tome XL*® des Anrnales , et congus en ces termes :

PROBLEME 1. Erant donnés, sur un plan, trois droites in-
définies et deux points, correspondant respectivement & deux d'entre
elles ; sur quelle courbe doit étre situé un troisiéme point pour
que les trois points puissent éire considérés respectivement comme
les pbles des trois droites , par rapport & une méme section
conique?

PROBLEME 11. Etant donnés , sur un plan , trois points et
deux droites indefinies , correspondant respectivement & deux d’entre
eux 5 @ quelle courbe une troisiéme droite doit-elle toujours éire
tangente pour que les trois droites puissent éire considérées res-
pectivement comme les polaires des trois points, par rapport &
une méme section conique ?

Considérons , en effet, denx points donnés et les deux droitcs
qui en doivent étre les polaires respectives ; par rapport & une
méme section conique ; en joignant ces deux points par une droite
indéfinie , elle ira rencontrer leurs polaires en deux nouveaux points
tels que la distance comprise entre chacun d’eux et celui des deux
premiers qui fui correspond devra étre divisée harmoniquement
la fois par toutes les sections coniques que l'on considére ; or ,
guand deux points inconnus P, Q , doivent diviser, a la fois,
en segmens proportionnels , deux distances donndes XY , AA‘,
situdes sur la méme droite, ces deux points sont, d’aprés ce qui
a ¢té dit plus haut, entirement déterminés de situation, 3 'égard
des quatre autres, et, de plus, ils sont toujours uniques; donc,
toutes les sections coniques proposées passent a la fois par ces
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denx points; d’'un autre coté, les deux points donnés étant res-
pectivement les poéles des deux droites données, la droite qui les
renferme aura elle-méme pour péle le point d'intersection des deux
droites dont il s’agit ; c’est-3-dire que les sections coniques pro-
posées , en passant pav:' les deux mémes points trouvés ci-dessus,
auront en outre mémes tangentes en ces points , allant concourir
3 lintersection des deux droites données. Ainsi, les deux question®
proposées reviennent aux suivantes :

L. Quel est le liew des pbles d'une méme droite , par rapport
2 une suite de sections coniques touchant toules aux mémes points
les deux cotés dun angle donné ?

L Quélle est Uenveloppe des polaires d'un méme point , par
rapport @ une suite de sections conigues, touchant toules auz
mémes points les deux cotés d'un angle donné ?

Ces questions ont évidemment leur réponse dans ce qui précéde,
ou, plus généralement, dans la théorie des poles;ctil en résulte
que, pour la premiére, le lieu demandé est une ligne droite qui
passe par le sommet de I’angle donné et par le point qui est le quatri¢me
harmonique des deux points de eontact et du point ou ladroite donnée
rencontre celle qui renferme ces mémes points de contact.

Pour la seconde question , lenveloppe des polaires du point
donné est elle-méme évidemment un point placé sur la droite in-
définie qui renferme les deux points de contact des sections co-
niques, et dont la position sur cette droite est telle qu’il divise la
distance comprise entre ces points en deux segmens proportionnels
4 ceux qu’y détermine la droite qui contient le sommet de l'angle
donné et le point des polaires duquel on recherche ’enveloppe (*).

(*) Dans la lettre d’envoi de larticle qu'on vient de lire, M. le capitaine
Poncelet s’exprime ainsi :

- « En vous adressant, Monsieur, ces recherches rédigies a la hate, je n'ai
» nullement la prétention de croire que, lelles qu’elles sont, elles soient dignes

Réflexions
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Réflexions sur le précédent article ;

Par M. GERGONNE.

[0 % % ¥ W L Y S T

ON voit, par le précédent article, que c’est inconsidérément que
nous avons affirmé, & la page 393 du XL® volume de ce recueil ,
que l'équation

{ (ay=bz)2=m(aly—blx)2}

=4{(bx+ay—-ab )—(6'x+a’y~a’b’)}{ (ay =bx)*(b'x+4-a'y—a'b)=(a'y~b'x)* (batay=ab },

» de figurer dans votre recueil ; je sens combien il leur manque , et regrette
» vivement que mes occupations ne m’aient pas permis, dans le temps, de
» les réunir a celles, sur le méme sujet , que vous avez eu la bonté de publier
n 4 la page 109 du présent volume , de maniére 3 en former un tout qui
» pit complétement faire le pendant de ce que vous avez vous-méme donné
» & la page 379 de votre XI.° volume. La chose edt été facile , au moyen
» du développement de quelques-unes des propositions eoncernant le cas par-
» ticulier du cercle. Il faut dire aussi qu’il me repugnait de mettre en avant
» des principes non encore connus des géometres , et qui devaient, plus tard , faire
» le fond d’un ouvrage que j'avais et que jai toujours l'intention de publier. Quoi-
» que je sois toujours dans la méme situation d’espril , j’ai cru deveir cependant
» vous faire part des moyens a laide desquels je suis parvenu depuis long-
» temps aux résultats consignés a la fin de larticle sur hyperbele équitatére ,
» inséré & la page 205 de volre XI.¢ volume; d’autant que, ces résultats étant
w fautifs quant a leur énencé , qui esl trop restreint , et différant d’ailleurs en
» quelques points de ceux auxquels vous avez été conduit par Panalise algé-
» brique , il etait instant de vous mettre 4 méme de rectifier les uns et de
» faire quadrer les vétres avec les autres. Je vous abandorme donc ces re-
» cherches , Monsieur , en vous laissant le soin .d’en tirer le parti le plus
» convenzble w.
Etc., etc., elc.
J. D. 6.
Tom. XII. 34
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n’était point décomposable en deux facteurs du second degré; et
que conséquemment le lieu cherché n’était ni une section conique,
ni le systéme de deux scctions coniques. La vérité est que nous

nous étions bien assurés que le premier membre de cette équation
n’était point décomposable en facteurs proprement rationnels ; mais

nous aurions dii songer que, lorsqu'une équation & deux variables
n'est point décomposable en facteurs rationnels , elle n’en exprime
pas moins le systéme de plusiears courbes, toutes les fois que les

radicaux de ses facteurs ne portent point sur les variables z, ¥,
mais seulement sur des quantités constantes.

C’est  précisément le cas ol on se trouve ici. En multipliant
I'équation dont il s’agit par la quantité constante

(a4-a’)(b4-b') { b/ at-a’)* —aa' (b~ 1)} ,
et posant, pour abréger,
(ad/—=ba’)(ab—a'b)=M ,
on parvient facilement 4 lui donner cette forme
B = Lo (a )y T s Mala—(acka)]
=aa'a+a'){ b~ ) [(o+4b)x—(a+ta)y]*+2My[2y—(5+8")]}" ;

d’ol on tire, en extrayant les racines , cette double équation du
second degré ,

@42 {(a—a'y [V )o—(a+a )y '—2Ma[22—(a+a/) ]}y 57
=t lata/{(0—)[(6+b)2—(a+a y]+2My[2y—(18)]}y/ aal,

appartenant conséquernment au systéme de deux sections coniques.
Par la seule inspection de cette double équation , on apergoit,
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1.2 Qu'elle est sati-faite en posant, a la fois , x#=o, y=o;

dod il suit que les deux courbes passent également par I'origine
ou sommet de I'angle des deux tangentes donndes.

2.° Qu’elle est encore satisfaite en posant, a la fois, x=1(a44s’),

. y=1:(b44); ce qui nous apprend que les deux courbes passent

encore par le milicu de lintervalle qui sépare les deux points
donnés.

3. Enfin qu'elle est également satisfaite en posant 2 la fois

ab/==ba' ab'==ba!

= ;(7:1;,5 sy Y=+ -—-—;
ce qui montre que les deux courbes passent aussi par le milieu

du segment de la droite qui passe par les points dennés intercepté
entre les deux droites données. '

4.° Si, dans la vue de détermiiner la situation des centres des
deux courbes, on égale successivement 3 zéro les dérivées de leur
double équation , prises par rapport a z et y, il viendra

(048 2(a—a) B+ [0+ ¥ )x—(a+a )yl —2 M 4z—(a+a") )y T0
=+2la+a’)(b+b/(b—b') [+ ")z — (a+a)yy aa »
‘*_'(a+a’)§2(5—b’),’(a+a’) [+ a—~(ata)y]—a M4y — (b)Y aa
=2(a+a’) (b5 ) b= [(0+b )z —(ata )yly/ iv ;

Or, ces deux équations sont évidemment satisfaites en posant, a
la fois,

a=i(ata),  y=i0+0) ;

donc nos deux courbes ont pour ceatre commun le milieu de la
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droite qui joint l'intersection des deux droites données au milieu de
Pintervalle entre les deux points donnés,

5.° En posant, pour abréger ,

(+¥)(amay T (a+ao—byy =N ,
on tire encore de notre double équation , par différentiation,

dy (450§ NIG4b)z=—(a+tay)=Mlhe—(aamViz!}
dx ~ (a+a6) Ni(b+b)x—(a+a)y] de Ml4a—(b4-b)1Vad § 3.

valeur qui devient 4 lorigine

Y
~

by 4 VO

p— e

dr  — Vaas' '’

I'équation commune des tangentes aux deux courbes par l'origine
est donc

|'~<

=1 hd

/ --—‘/527’

3

Il est aisé de voir, d’aprés cela, que si, ayant pris sur les deux
droites données , i partir de leurs points d’intersection , et de part
et d’autre de ce point, des parties respectivement égales 2 y/ag’,
V5 , on considére les quatre points déterminés par cette cons-
truction comme les quatre sommets d'un parallélogramme ayant
conséquemment ces deux droites pour diagonales, les droites qui,
dans ce parallélogramme, joindront les milieux des c6tés opposés
seront les tangentes aux deux courbes par l'origine.

Si Von demande présentement a quels caractéres on peut re-
connaitre qu'une équation donnée du quatriéme degré en 7 et y
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appartient au systéme de deux lignes du second ordre , la répon:e
3 cette question sera facile. En divisant, en effet, tous les termes
de cette équation par son terme tout comnu, elle aura alors 14
coefliciens. On égalera alors son premier membre au produit de
deux facteurs du second degré en x et y , ayant aussi-l'unité
pour leur terme tout connu et ayant leurs cinq antres coefliciens
indéterminés. En exprimant que ce produit est identiquement égal
au polynome proposé, on parviendra a4 14 équations entre les 10
coefliciens indéterminés. Eliminant donc ces 10 coeflieiens entre
elles , on aura 4 équations de condition qui devront se vérifier
d’elles-mé&mes, si la décomposition est possible; et , chemin faisant,
on obtiendra, en outre, les valeurs des coefficiens des deux
facteurs. :

C'est par un tel procédé qu'on pourra se convaincre que Ié-

quation de la page 394 du XL® volume n’exprime pas le systéme
de deux sections coniques.




254 INTEGRALES

ANALISE TRANSCENDANTE.

Note sur les équations differentielles partielles et sur
les intégrales définies ;

Par M. FreEpgric Samrmus , docteur &s sciences , professeur
de mathématiques au collége de Pezenas.

h e Vo Vb VI Vi, Vo VL VR V]

L'ON a beaucoup multiplié, dans ces derniers temps, I'application
des intégrales définies & Vintégration des équations différenticlles
partielles ; mais personne, du moins que je sache, ne parait avoir
songé a renverser la questien , je veux dire, a appliquer l'inté-
gration des équations différentielles partielles 4 la recherche des
intégrales définies. Cette maniére de procéder peut pourtant con-
duire souvent au but d’'une maniére fort simple ; et c’est ce que
je me propese de faire voir ici, par un exemple.
Soit la formule

y=/e"t*Xdx.Cos.ax ,

ou X désigne une fonction quelconque de x#, sans 2 ni 5, et ot
les limites de l'intégrale, indépendantes des mémes quantités, sont
d’ailleurs supposées quelconques. En différentiant deux fois succes-
sivement par rapport 3 4 et 4, il viendra

d d

- =—/f¢"5Xzdz.Sinax, L =—fe~b*X2d2Cos.02 ,
da db

dzy

dsa
e =—/fe"bxXz*dx.Cos azx, EZZ; =+4fe~b*X2*dxCos.ax ;
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day dey —0:
da? der -~ O’

équation dont Vintégrale est, en général,

y=e(b+av =iyt l—ay=1),

ainsi qu'on peut s'en convaincre par la différentiation et DPélii-
nation des fonctions arbitraires. De |3 on tire

Y (e tay =)=y Gy T}y

valeur qui se réduit a
{ @)=YV =1

oy - d . .
lorsqu’on suppose @2=o0 ; mais la valeur de -dz- déterminée ci des-
a

sus prouve que, dans la méme circonstance , ce coefficient diffé-
rentiel doit 8’évanouir ; donc A

/(B =V1B) , d'od o(5)=¥) ,

et, par suite,
y=obtay m)Helb—ay =) .
Eun posant ici a==o0, il vient
y=20(0) 3

ot, d'un autre c6té, on doit avoir, dansle méme cas,

y=/feXdz ;
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de sorte que ;. toutes les fois que l'on saura trouver cette dernidre
intégrale, on en déduira facilement la valeur compléte de y.

Si, par exemple, on prend

X=a"r,

on aura
y:/'e"'bxx"" dr ,
dont lintégrale entre =0 et 2= ® est

= /'c—xxn—xdz ;

donc
20(B)= - fetat='da, dod e(B)=3b~Yerada ;
et par conséquent

y={04ay/ =) i(b—ay T fe 2" e L

Si 'on fait ensuite

b=kCos.2 , a=kSins ,
on aura
. ’ Cos.nt 20
— - - y — — T
y=/e"t*2""*dzCos.ax=——— Se *a™"dx. {x::oo}
on trouverait semblablement
5% g na1d 48 Sin‘"t/ ~xpnma] x=0 )
= - in.er= e 5
y=/[et* 4" 'dx o 2" 'dz 5 oo §

k et ¢ conservant les mémes valeurs que dans la formule précédente,

La méme marche peul conduire 4 un résuliat que je me crois fondé
a regarder comme intéressant. Soit

fe
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Jolz, b)da=+(3) , ()

Sio(z s btay =1)to(z, b—ay/ =) da=y ,

I'on en conclura, en général , comme ci-dessus,

et

dy dzy
3 T =05 (2)

et par conséquent
y=Fb+ay =)+0(b—ay/=1) ,
F et ¢ désignant des fonctions arbitraires quelconques; mais, si
Von fait 2=, on devra avoir, en vertu de I'équation (1)
F@)+&()=2(0) ;
dy
da

F2y=9)=¥) ,

d'olt, en observant que a et doivent étre nuls en méme temps,

on conclura

\

et par conséquent
y=Vb4ay =)+ ¥(b—ay/ =) .

On trouverait de méme que, sous la méme condition ,

ﬁfx : 5"’”‘/:\)/:—(?& P T 4=y,
donne
. v:; !

ce'qui fait voir que I'emploi du passage du réel i I'imaginaire est
permis , toutes les fois qu’il est permis de différentier sous le signe
J des fonctions que ce signe affecte , par rapport aux constantes
que ces fonctions peuvent renfermer.

Les diverses formules qu'on avait obtenues , au moyen de ce
passage , se trouvent, par ce qui précéde, rigoureusement démontrdes,
et ce méme passage cesse dés-lors d’étre regardé comme le résultat

d’une simple induction,
Pezenas , le 8 janvier 1822.

Tom. XII. 35
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QUESTIONS RESOLUES.

HRéflexions sur le premier des problémes proposés & lo
puge 180 de ce volume;

Par un ABRoNNE.
(2 % 5 ¥ VLW VL W W W)

Au Rédacteur des Annales;

MONSIEUR ,

DANS votre numéro de novembre dernier, veus avez proposé de
déterminer la surface enveloppe de tous les points de I'espace que
peut occuper le centre de gravité d’une chaine uniformément pe-
sante , dans toutes les situations et figures qu'elle peut prendre
autour de ses points de suspension,

Mon desscin ici n’est point de résoudre proprement ce probléme,
qui parait offrir des difficultés d’analise assez sérieuses ; je veux
sculement montrer 2 quel autre probléme il peut étie réduit.

L 11 est d’abord évident que toutes les circonstances sont les
mémes autour de la ‘droite indéfinie qui joint les points de sus-
pension ; d’ou il suit que la surface cherchée doit étre une surface
de révolution , ayant cette droite pour axe; et, comme lout est
aussi égal de part et d'antre du plan mené perpendiculairement a
la droite qui joint les points de suspension , par le milieu de l'in-

tervalle qui les sépare ; on voit de plus que cette surface de révolution
a un centre situé en ce milieu.

II. Tout se réduit donc a trouver la ligne génératrice de la
surface dont il s’sgit, ou, ce qui revient an méme, l'intersection
de cette surface par un plan quelconque passant par les deux points
de suspension. On- peut donc, sans rien Oter a le généralité du
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probléme , assujettir les mouvemens de la chaine 3 n’avoir liew

que dans un tel plan , ce qui réduit la question i un probleme
de géometrie plane.

III. Concevons que la pesanteur agisse dans le sens de ce plan;
et que la chaine soit abandonnée a sa seule action; elle prendra
une courbure déterminée qui sera celle de la chafnette. Sila direc-
tion de la pesanteur change sans cesse d’agir dans le méme plan,
la chaine prendra une nouvelle courbure déterminde, différente de
la premitre , mais qui sera toujours une chainette ; et si l'on fait
ainsi varier d’une infinité de manié¢res la direction de la pesanteur,
dans le plan dontil sagit, on obtiendra sur ce plan umne infinité
de chainettes différentes, dont chacune aura son centre de gravité
particulier ; or, je dis que le lieu des centres de gravité de toutes
ces courbes sera précisément la courbe demandée.

En effet, il est d’abord évident, par la nature du probléme,
quaucun des points de la courbe demandée ne saurait étre inté-
rieur & celle-la, puisqu’alors il se trouverait telle situation de la
chaine ol le liecu de son centre de gravité ne se trouverait pas
enveloppé par cetle courbe; tout se réduit donc & prouver qu'aucun
point de la courbe demandée ne peut étre extérieur a la méme courbe.

Or, soient A, B (fig. 2) les points de suspension de la chajne
et aG) le lieu des centres de gravité des chainettes. 8i 'un M des
points de la courbe cherchée pouvait se trouver hors de @Gé, on
pourrait toujours assigner une direction de la pesanteur telle que le
centre G de gravité de la chainette répondant & cette direction et le point
‘M se trouvassent dans une méme verticale; il arriverait donc alors qu’il
y aurait unc figure 2 domner & la chaine, par suite de laquelle
son centre M de gravité se trouverait plus bas que le centre G
de gravité de la chainette correspondante, tandis qu’au contraire il
est connu que le centre de gravité de cette derniére est le plus
bas possible. ,

Ainsi, notre probléme se trouve ramené.a celui-ci: Une chaine
uniformément pesante étant fixée par ses deux extrémités & deux
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points d'un plan mobile , mais assujetti dans son mouvement &
étre constamment vertical y déterminer sur ce plan le lieu du centre
de gravité de cette chaine , dans toutes les situatians du méme plan.
IV. Ce dernier probleme se réduit 2 lui-méme a zrouver le centre de
gravité dune chalnette uniformément pesante dont la longueur et les
points de suspension sont donnés ? Si, en effet, apreés avoir trouvé ce
centre de gravité , on en rapporte la situation & la droite qui joint
les points de suspension et & la perpendiculaire sur son milieu , prises
pour axes; en éliminant entre ses deux coordonnées l'angle que fait
la veiticale avec la droite qui joint les points de suspension , I'équa-
tion résultante, en & et y, sera celle de la courbe cherchée.
Agréez , etc.

SET—

QUESTIONS PROPOSEES.
Theoréme de Gédometrie..

SI I'on coupe arbitrairement une surface du second ordre par
deux plans , 1.° en considérant les contours des deux sections ecomme
les ligunes de contact de deux surfaces coniques circonscrites ; ces
deux derniéres surfaces se couperont suivant une courbe plane dont
Ie plan contiendra lintersection des deux plans coupant ; 2.° si
I'on eonsidére les contours des deux sections comme appartenant
3 une méme surface développable , cette surface sera une surface-
conique dont le sommet sera en ligne droite avec les sommets.
des deux surfaces coniques circonscrites ; 3.° enfin, ce sommet sera:

le pole du plan d'intersection des deux surfaces coniques circonscrites..
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STATIQUE.

Démonstration analitiqgue du parallélogramme des
Jforces ;

Par M. B. D. C.

(o i 1o Vi Tl Vo Vio VI, ¥l Vi V)

SOIENT X , Y deux forces appliquées , dans des directions
perpendiculaires I'une & I'autre, & un méme point fixe. On démontre
sans dilliculté, que ces deux forces ont une résultante, déterminde
de direction et d'intensité , appliquée au méme point, comprise
dans leur plan , et dirigée dans lintérieur de Vangle qu’elles
comprennent.

Soit Z cette résultante , et soit z l’angle que fait sa direction
avec celle de l'une des composantes, celle de X, par exemple 5

elle fera conséquemment, avec la direction de ¥, un angle
=

— —2z. Si donc X et ¥ sont données, il devra étre possible d’en
2

conclure Z et z ; de sorte qu’il doit exister deux déquatiens de
relation entre ces quatre cuantités.

Supposons ces deux équations de relation connues; on pourra alors
renverser le probléme et demander de déterminer X , ¥ en fonction
de Z, z. Or, on sait que, si lintensité des forces X, ¥ croit ou
décroit proportionnellement , lintensité de la force Z croit ou
décroit dans le méme rapport , sans que sa direction éprouve aucun

Tom. XII, n.° 1X, 1.°* mars 1822. 36
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changement ; d’ou il suit que % et g—doivent dure de simples
fenciions de I’angle donné z; on doit donc avoir

X=2Z¥2) , (')

et 'on aura, par conséquent,

Y=2v (—E— ——-z) H - (2)

¥ étant une fonction dont il s'agira d'assigner la forme.
Obscrvons, avant d’alier plus loin, que si I'on avait Y=o, on
devrait avoir Z=X et z=o0; et que si , au contraire, on avait

. . x . . , .
X=0, on devrait avoir Z=Y et z=— ; d’ob il suit qu'on doit
2

avoir
'4‘(0):1 9 4’(:)—"—"—0.

Cela posé, imaginons , par le point d’application des forces X,
Y deux droites indcfinies’, perpendiculaires cntre elles, mais d’ail-
lears ‘d’'une direction tout-a-fait arbitraire. Supposons seulement ,
pour fixer les iddes, que 'une d’elles passe entre Z et ¥, et
désignons par ¢ l'angle qu’elle fait avec la direction de X. Nous
pourrons concevoir chacune de nos forces X, ¥ décomposées suivant
ces deux droites; les composans de X scront, par ce qui précede,

X9, x(Z—),
et celles de Y

’ =
-Y";’k -; "'-V> ) *Y\P(p’) s

.
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en désignant donc par 7 la somme des composantes suivaut 3
premiére direction , et par Ula somme des composantes suivant la
seconde, nous aurons

V=X +T¥ (; -—V) ,
U=X¢( T ) TH)

mais , en décamposant immédiatement la résultante Z suivant les
deux mémes directions, on" doit parvenir aux mémes résultats; de
sorte qu'on doit avoir aussi

V=2Zy(p—2) , U=Z"~P[-§--—-(u-—Z):] H

égalant donc ces valeurs de 7" et U aux précédentes , nous aurons

ZYo—)= X0+ Ty (£ =)

2

Zq,[: . -—-(V-—z)]::X«L( 2= )Ty s
ou, en mettant pour X, ¥ leurs valeurs (1, 2) et divisant par Z,

Ho—= okt (£ =)y (=), ®

¢[§ ;(p_z)]=¢;z)¢<§—p)—¢(v)¢ (4}-z) . @)

Ces équations doivent se vérifier pour toutes les valeurs de
I'angle z, qui est tout-a-fait arbitraire ; faisant donc dans la
premiére ¢=2z, on aura
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(o) ou 1=§¢(Z)}=+{¢(§_Z)}’ : (5)
prenant ensuite la somme des quarrés des €quations (1, 2) et h
ayant égard i celle-ci, il vient
X-1=2" on Z=yX3Y:;

c’est-d-dire que Ja résultante de deuzx forces perpendiculaires 'une
8 lautre est représentée en intensité par la diagonale du rec-
tangle dans lequel deux cotés d'unméme angle représentent les intensités
des composantes (*).

(*) On parvient aussi assez simplement 3 celte premiére relation ainsi qu'il
suit : soient décomposées X, Y chacune en deux forces, l'une suivant Z et
Pautre perpendiculaire 4 sa direction ; soient x , y les composantes respectives
de X, Y suivant Z , et soient &/, y’ leurs composantes perpendiculaires a sa
direction ; les trois systemes

X,Yy, 2z,
x,x, X,

Yy Y,

sont évidemment des systemes semblables , dans lesquels conséquemment les
puissances homologues , qui sont ici celles de méme rang, doivent é&tre pro-
portionnelles, On a donc

x! X y'__Y
—z X~z
x X r_xX
Xz’ Y z

c'est-a-dire ,
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. =
Si, dans I'équation (4), on change v en = — clle devient

Hor= K=+ (£ =) v(2—2)- (©)

Si, dans P’équation (3) , on change respectivement ¢ et z en
#4+7 et z-+Z, son premie}- membre ne devra en éprouver aucun
changement , et conséquemment son second membre devra demeurer
le méme, et il en sera de méme dans la seconde, si 'on change
3 la fois » et z en p47 et z—7; il faudra donc que , dans le

XY ) XY
X/=—, _y:_—_—E- 5

X2 . Y>
a=Z i y=7 -

Les deux composantes &/, y/ sont donc égales; et, comme elles sont direc-
tement opposées , elles doivent se détruire, comme on pouvait bien dailleurs
le prévoir, puisque les quatre composantes x, y , «/ , ¥/ doivent finalement

se réduire 4 la force unique Z, et que déja les deux premieres agissent suivant
sa direction.

On doit donc avoir , d’aprés cela,

X Y2
Z=aty=— +5
et conséquemment
Zi=X4Y? ,

Clest & cela finalement que se réduit le raisonnement de M. Laplace.

En mettant , dans cetle équation, pour X, XY leurs valeurs (1, 2) et di=
visant par Z*, on retombe sur I'équation (5).

J. D. G.
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développement de leurs seconds membres , les cocfficiens des di-
verses puissances de 7 soient séparément nuls ; ou, ep d’autres
termes , il faut que la somme des dérivées partielles du second
membre de I'dqaation (3), et que la différence de eclles du second
membre de I’équation (6) , prises par rapport & ¢ et z , soient
égales 3 zéro; ce qui donne

¢(V)¢’(z)+wl;(z)¢/(v)—¢<12 —p)w (-;’i -z>_¢(§ -2 )¥ ;:—-?)=o;

Y=gVt (T=o )4 (2=2)=4(Z-2)¥(Z-+)=0,
d'ot1, en prenant la demi-somme ,

wv@— (2= (2 —)=0.0)

ou bien

RO (" —)

¢(_—z) RO

(* Si, dans cette équation, on fait p==r, elle devient

KM= (L =2) ¥ (2 =)=
[+ [ #(2=a) ] '=r.

On trouve ensuite k=TI, ce qui raméne encore & I’déquation (5).

qui donne



‘A cause de l'indépendance de z et ¢, chacun des deux membres
de cctte derniére équation devra étre égal 4 wune constante que
nous pourrons désigner par —A , en sorle que nous aurons

Y(z)
4/( -z ——z)

mais 1'équation (5) donne

= ;

v (Z—2)=v=0eF ;
donc

P/(z) _
Vi— @13 ?

ce qui donme, en intégrant

¥(z)=Cos.(4z-+B) ;

or, on a

Y(o)=1 et ?(E >=o,
donc
A=1 B==o0 ;

2

donc, on doit avoir simplement

Y(z)=Cos.z ;

et par conséquent (r)

X
Cos.z= 5

cest-i-dire que /a diagonale du rectangle construit sur les droites
gui représentent en intensité dewz forces perpendiculaires Vune &
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Pautre, et que nous avons déjd vue représenter leur résullante en
intensité , représente également ceite résultante en direction.

Il est d’ailleurs connu que le théoréme une fois démontré pour
deux composantes rectangulaires , rien n'est plus facile que del’¢tendre
a deux composantes formant entre elles un angle quelconque.

Au lieu de considérer & la fois les deux fouctions ¥(p+4-z) et
¥ p—2z), on peut n’en considérer quune seule, en égalant i zére
soit la somme, soit la différence des dérivées, prises successivement
par rapport a z et ¢, du second membre de T'une ou de I'autre
des équations (3, 6), suivant celle qu'on voudra employer; chassant

alors ¥/(v) et ¢’(-§—-z> de I’équation résultante, au moyen des

dérivées des deux équations

P+ (2 =) =5 worH «(Z—])] =1,

on obtiendra, comme ci-dessus,

Rz ‘V<'z' "”>

¢ (;_Z) - ()

Si l'on ajoute membre 2 membre les deux équations (3, 6),
il viendra

Yoo A e—)=24()(3) -

Développant le premier membre suivant les puissances de z , et
divisant par 2¥(z), on trouvera pour résultat final, sans le secours -
de l'intégration, et par un calcul trés-simple que I'on peut voir &
la page 14 du 1.°® volume de la Mécaniqgue de M. Poisson,
4.z) = Coseze ‘

TRIGONOMETRIE
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TRIGONOMETRIE SPHERIQUE.

Recherches sur les quadrilatéres , tant rectilignes que
spheriques , inscrits au cercle ;

Par M. Guineau D'AumoNT , professeur , secrétaire et
conservateur de l'observatoire de Ila faculté des
sciences de Dijon. '

[ Ba T Vi Wl W W VL2 )

§- 1. Quadrilatére rectiligne.

SOiENT a, b,c,d les cotés consécutifs d’un quadrilatére rectiligne
inscrit au cercle; sovient x, ¥ les deux diagonales, la premicre
se terminant aux sommets des angles (2, 4), (¢, &), et lautre
aux sommets des angles (4, ¢), (e, d).

Par la nature du quadrilatére inscrit , on aura
0122 . bdcrmae

T m—

2ad abe

Cos.(a, d)==—Cos.(b €)=

’

2,152 ameyr2 2.2 ¥
Cos.(a,5)=~Cos.(c,d)=a+ Y oty .

2ab 2cd
done
P/ By £ PRpE b2ty
. + ~+ + =o0,
ad be

az+bz_]a + cz+,}z_.yz _

ab cd ;

équations d’ou en tire

Tom. XII. 37
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’_bc(ai-{-dl)-}ad(bz-}-c*) - (ac¥-bd)(ab4-cd)
= bef-ad - be4rad ?

(1)
’,_ab(c’-}—dz)-}-cd(a-‘-{-b’) _ (ac4-bd)(be4-ad) )
Y= ab--cd - ab+-cd ’

et par suite

x eb-f-cd
= - = —, 2
zy=ac+bd , il (2)
Si, dans Pexpression
) aa+dz.__xz
COS,CQ, d)= -—;;-[—Z———' s

on met pour z* la valeur que nous venons d'obtenir, il viendra

toutes réductions faites ,

a2+(]3_..[72.._cz

Cos.(e, d)= ———— ;
2(bct-ad)

or, on a

28in*:(a, d;=1—Cos.(a,d) , 2Cos.”;(a, d)=1+Cos.(a,d ;
donc, en substituant et divisant par 2,

(G-c)—(a—d)? _ (b4-c-d—a)(a-t-b4-c—d)
fbetady T 4(bet-ad) ’

H | N o
Sm.’ ;(a, t]/-—

(a4-d)r—(b—c)? _ (a4c4-d—b)(d4-a+-b=—c)
Lbetad) 4(betad) ?

Cos.’ i (a,d)=

mais on a dailleurs
Sin.(a, d)=28in.;(a, d)Cos.; (a, d) ;

substitvant donc et posant, pour abréger,
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bt-ct¢d—a=4A4 ,
ctV+d4a—b=8B ,
d+a4-b—c=0C ,
e+-b+4c—d=D ,
il viendra finalement

Sina, d)=5in.(3, c)= z‘fbf__f% : (3

L’aire du quadrilatére dont il s’agit étant la somme des aires de deux
triangles, dont l'un a pour ses trois cdtés 2, d, x, et Vautre
pour les siens 4, ¢, #; en représentant ce quadrila;éx'e par Q,
on aura

Q=:bcSinlb , c)4 :adSin(a , d)=; (be+ad)Sin.(a, d) ;
c’est-3-dire , en substituant,
Q=3V4BCD . (4)

Si, dans cette expression, on suppose d==0, elle devient

1V @ gy Ofre—a)(ca—b)(att—0) »

qui est précisément celle de l'aire d’un triangle , en fonction de
ses trois cotés (*). '

(*) Sans connaitre encore lexpression de Daire d’un triangle en fonclion
de ses trois c6tés, on peut prononcer, &4 Pavance , qu'elle en est une fonction
symétrique ; attendu qu’avec les trois mémes cétés donnés, on ne saurait
former qwun triangle donné. Mais , bien quavec les quatre mémes cotés
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Le cercle auquel est inscrit le quadrilatére dount il sagit se

trouvant en méme temps circonscrit au triangle dont les trois cotés

sont @, d, 2 ; en représentant par B le rayon de ce cercle, il

est aisé de voir qu'on aura

R S
— 2Sin(ae,d) ’

niettant donc pour x et Sin(e, d) les valeurs déterminées ci-
dessus , et posant, pour abréger,

(ab+cd) act-bd)(bet-ad)=K ,

il viendra

= K _VK -
H“i/m—fqr-ﬁ ()

Si ensuite, dauns cetie formule, on suppose d=o, on rctombe

donués on puisse former trois quadrilateres inscriptibles au cercle, non superposables,
on pout nédanmoins reconnaitre, & 'avance , que I'expression de I'aire du quadrilatére
iascrit , comme celle de aire du triangle est une fonction symétrique de ses cotés ;
attendu que les trois quadrilatéres résultant de la permutation des quatre mémes
cdtés donnés , bien que non superposables, en général , sount néanmoins équi-
yaleus. Cela est d’abord évident pour le cas ot l'on échange entre eux deux
cHtés consécutifs , puisqu’alors un des deux triangles dont se compose le qua-
drilatere reste le méme, tandis que Paulre est seulement tourné en sens inverse ;
et, quant & Péchange de deux c6tés opposés, il doit encore en étre de méme,
puisqu’on peut y parvenir par une suite d’échanges de deux cdtés consécutifs,
Ces mémes cousidérations prouvent , en outre, que les trois quadrilatéres sont
tous inscriptibles 4 un méme cercle.
J. D. G.

(*) Daprés ce qui vient d’¢tre dit, dans la précédente note, on ne doit
pas étre surpris de voir ici reparaltre, de nouveau, une fonction symétrique
des quatre cotés du quadrilatere.

J. D. G.



INSGRIT. 273

sur Pexpression connue du rayon du cercle circonscritd un triangle
en fonction de ses trois cOtés,

La plupart des résultats auxquels nous venons de parvenir sont
connus depuis long-temps. Si donc nous les reproduisons ici, c'est
uniquement dans la vue d’en déduire et de leur comparer ceux
qui vont faire présentement le sujet de nos recherches.

§. 1L Quadrilatére sphérique.

Soient @, b, ¢, d les c6tés conséentifs d'un quadrilatére sphé-
rique , inscrit & un cercle de la spheére; soient z, y les deux
diagonales de ce quadrilatére; la premitre étant celle qui se ter-
mine aux sommets des angles (2, 8), (¢,d); et laseconde celle
qui se termine aux sommets des angles (5, ¢), (@, d).

Les cordes de ces quatre cotés et de ces deux diagonales, qui
sont

28in. g, 28in.24 , a8in.I¢, aSin.2d, 2Sin.lz, 2Sin.Ly,

sont les quatre c6tés et les deux diagonales d’'un quadrilatére rec-
tiligne inscrit au méme cercle ; d’ol1 il suit qu'on pourra les subs-
tituer a la place de @, 4, ¢, d, x, y, respectivement , dans

les formules (1) précédemment obtenues. On aura ainsi , toutes
réductions faites ,

Sinlz= (Sin. ; aSin. § c4-Sin. 1 5Sin. ; 4)(Sin. £ aSin. 2 b4-Sin. £¢Sin. £ d)
5= Sin.25Sin. 2 o Sin.ZaSin. 2 d ’

@
(Sin. £ aSin. 2 c-}-Sin. £ 5Sin. 1 d)(Sin. £5Sin. ; c4-Sin. £ aSin. ; 4)
Sin. +¢Sin, ; 6<4-Sin.; ¢Sin, ;& ’

Sin.? z y=

d’ou ensuite
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Sin.; #Sin. ; y=Sin. £¢Sin. Z c4-Sin. £ 8Sin.2d ,

Sin. L x Sin. 2aSin. £ 5Sin. £¢Sin. £ d (II)
Sin.2y ~ Sin.16Sin.tcSin.2aSin.id’

Dans le triangle sphérique dont les trois c6tés sont @, &, # ,on a

Cos.x~Cos.aCos.d
Cosla, )= —g—5ma—
Cos.(a=d)=Cos.x

a8Sin.*; (¢, d) = 1—=Cos.(a ,d) = Sinasmag "’

Cos.x=~Cos.(a-}-d)
Sin.aSin.d !

2Cos2 (2, d)=14Cos.(a,d)=
mais , on a généralement

Cos.k=1~—28in:/% ;
donc
Sin.2 I x==Sin.? 1 (a—d)
Sin.aSin.d ’

Sinz2i(e,d)=

at . Sin2 3 (a4-d)—Sin.?; x
Cos.2: ((l, d)= Sin.aSin.d

En mettant , dans ces deux formules , pour Sin.?:z, la valeur
(I) que nous avons trouvée tout & ’heure , elles deviennent , en
rassemblant d’une part tous les termes multiplids par Sin.24S8m.Z¢, et
de l'autre tous les termes multipliés par Sin.;aSin.;d ,

Sin.2 2 (a2, d)= Sin, £ aSin. 3 {Sm 2 Lh}-Sin.2 £ c==Sin,?  (a—d) }-I-Sm £38in. 2¢{Sin.2 2a4Sin.2 2 dmmSin.2 £ (a==d) }
- (Sm $ bSin. ; ¢S ; aSin. ; d)Sin.aSind

Cosii(a, d)y= Sin. 2 aSin, £ d§ Sin.2 £ (a4d)=Sin.2 £ 5=Sin.* 1 ¢ §4Sin. £5Sin.2cf Sin2 2 (a+d)—81n 2 Lg=Sin.2 1 d) }
i (Sin. 2 6Sin, * c4-Sin. £ a8in. + d)Sin.aSin.d

mais on trouve facilement
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) .y g Qe ar .

Sin *:a-4-Sin.* ;d—Sin.* ; (a—d)=28in.; aSin. ; dCos,  {gmmd) ,
Sin.* : ‘a4d)—8in.* ;a—8in.” ; /= 28in. ; aSin. ; 40os.% (a4d)

en substituant donc , mettant dans les dénominateurs pour Sin 2

et Swn.d, 25in.;4Cos.ca et 28in.;4Cos.2d et supprimant , haut
et bas, le facteur Sin.;aSin.;d, il viendra

. . Sin.2184-Sin.2 Le—Sin.» 1 (a=d)~4-2Sin. 15Sin. LcCos. I (a==d)
Sln'a:(a7d/= . 1 - 7 3 1 - I R 1 -~ 1 ?
4(Sin, £ 65in. Fc+-Sin. 1 aSin. ; d)Cos. FaCos.; d

Sin.2 2 (a4-d)=~S8in.2 L h==Sin.2} c4-28in. I #Sin. X ¢Cos. £ (a-d)

Cos.’z(a,d)=
(e, d) 4(Sin, £568m. £ c4-Sin. £ aSin, £ d)Cos. £ aCos.2d ’

ou, en changeant respectivement , dans les numérateurs, Sin.? ; (a—d)

et Sin.*:(a4d) en 1—Cos.’ : (a—d) et 1—Cos.*; (a4d),

) Cos.2 X (a=d)}28in.1 5Sin.L ¢Cos. £(a=~d)=(1=-Sin.2 15~Sin.2 } ¢)
Sin*ile,d)= = ,
b 4(Sin.26Sin.;c+4Sin 2aSin.zd)Cos.zaCos,id

(1=Sin.2% 5—Sin.2L ¢)~$Cos.> 2 (a4-d)—28in.2 bSin.L cCos. £(afd)}
Cos.*;(a,d)= - ? - ;
* 4(8in, $6Sin. ; c+4-Sin. 2 aSin, £ d)Cos. ; aCos.7d

mals

1—8in.? 1 5—8in.? Le={1—8in.* { §)(1—Sin.* £ 5)—Sin.* 2 5Sin.* ¢

={Cos.2;6Cos.? ¢ —Sin2 : 4Sin2 ; ¢ ;

donc , en substituant

Sin2(a ) §{ Cos. 2 (a—d)4-Sin. 2 3Sin. £ ¢}2—Cos,2 L5Cos.2 2 ¢
ms.z = : p
’ 4(Sin. < 5Sin, £c4Sin. £ aSin. ! d)Cos, 2aCos.2d  ’
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5225 Co0s.2 £ c=m{ Cos. % (afd)=Sin. { 3Sin 1 c 12

(Sin. £6Sin, 2 c-Sin. £ aSin.; d)Cos. ; atos. 5 a

Cos.‘%(a,d):cz

Le numérateur de la premiére fraction se décompose en ces

deux facteurs

Cos. & (a==d)4Cos. £ bCos. } c-4-Sin. § &Sin. 5 c=Cos. L (a==d)4-Cos. & (b+c) »

Cos, % (a=—=d)~—Cos. 15Cos. £ c4Sin, 2Sin. 2 ¢c=Cos. £ (a==d)=—=Cos. ; (b4¢) »
et le numérateur de la seconde en ces deux-ci:

Cos* 3 5Cos. £ c=Sin. { Sin.  c4Cos. ; (a4-d)y=Cos. 1 (b4c)+Cos. t (a+4d) ,

Cos. £ 5Cos. £ c+Sin. £ 5Sin, § c=Cos. + (a4-d)=Cos. } (b=c)—Cos. { (a+4) ;

de sorte qu’on a

{Cos. ; (a==d)4-Cos. 1 (b—c) } { Cos.  (a—d)=—Cos.  (64-)}

Sin?:(a,d)= - -
1 ‘( ? d) {Sin. ; 68in. ; c4Sin.  aSin. § d)Cos. ; aCos. 3 d ’
Cos. £ (b4-c)+4Cos. = a 2 (b==c)=—Cos. * )
Cos. i{a,d)= § ( + 7:‘* 0s : (a+. )}{Cos. £ (b—c)—Cos. & (a4-d)} .
4(Sin. $4Sin, % c4-Sin. £ aSin. £ d)Cos. % aCos.d !
or, on a

Cos. } (e=d)=+Cos. ; (b=c)=2Cos. ; (¢-}-b—c==d)Cos. ; (e-}-c—b=d) ,
Cos. & (@=d)—Cos.5 (b4c)=28in. ; (a4-b4-c=d)Sin. ; (b4-c4-d—a) ,
Cos. 5 (b+c)+£!os. 3 (@+d)=2Co0s. } (a4b-4c4-2)Cos.5 (btc~a—d) ,
Cos, % (b==c)=—Cos. ; (a}d)==2Sin. § (d-}-a-4-b—) Sin. } (c4-d+a—3) ;

donc finalement
Sin.?
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Cos.; (a+b4ctd)Cos. (a4e-b-d)Sin. S (ab4c-d)Sin. L (bhcd-d-a) .
(Sin. 3 Sin. $ c4Sin. 1 aSin.; d)Cos. 2aCos. L d !

Sin,*z(a,d)=

Cos. % (a4b-c-d)Cos. ; (b4c=a=d)Sin.; (@ 4a+b-c)Sin. F (cfd+a-5)
(Sin. 3 6Sin, X'¢c-4Sin, £ aSin. 5 d)Cos. ; aCos.; d

z

£

Cos.*:(a,d,=

En. faisant, pour abréger,
Cos. 3 (a4-b4-c§d)Cos. 5 (a4-b=c=ad)Cos. ; (a-}-c=b=d)Cos. ; (b-}-c—~a~d Y=I ;.
Bin. ; (b-c4d—a)Sin. 5 (cf-dfa=b)Sin. ; (d4-a--b==)Sin.  (a4-bf-c—d)=N;

auquel. cas M et N seront des fonctions symétriques des- quatre:
cbtés.a, b, ¢, d, et en. se rappelant que

- Sin(@ , d)==2Sin.:(a, d)Cos.2(a,d) ,.

on. aura.

. _ 2y/ N ) ,
Sin.(a,d)= (Sin.34Sin. Lc+4-Sin. £ aSin. *d)Cos. LaCos. 1 d ’ ()

d'ot l'on voit qu'ici les angles opposés ne sont pas supplément:
I'un de l'autre, comme dans le quadrilatére rectiligne inscrit.
En. changeant respectivement @, &,¢ ,d en-c,d, a, &, il vient’

Cos. & (ab-c-2)Cos. X (atc-b-d)Sin. Lc4d ta~5)Sin. i(d+a+b-c)
(Sin. £ 5Sin. 3 ¢4Sin. ; aSin. ; d)Cos. ; 5Cos, 7 ¢

I

Sine 3(8,0)=

Cos. 2(a+btctd)Cos. & (54c-a-d)Sin. £ (3fctd-a)Sin. X (a+btc-d)
(Sin, £6Sin. 2 c=Sin, £ aSin, 2 d)Cos. : b Cos.2¢

2

Cos.*;(3,0)=

mais on a

Tom. XII! 38
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Sine 3 {(a, d)4-(b , ¢) } =5in. 2 (@ ,d)Cos. 3 (b, c)4-Cos. }(a , D)Sin.5 (b, ),
Cos.2{(a,d)4(b,c)}=Cos. : (@, d)Cos.§ (b, )=Sin. (2, d)Sin. £ (b ,¢)3
en substituant donc , et posant, pour abréger,

Cos.zaCos. : 5Cos. % ¢Cos.:d=P ,

il viendra

J 5 Sin.% (btct-d—a)Sin. L (¢4-b-fc—23)4-Sin. I (c4-d=—a==b)Sin. 5 (d+-a~4-b—r¢) @
Sin.3§ (2, d)( ”)} , Sin. 2 b5in, 2 o4-Sin. 2aSin. £ d ‘ P’

. Cos. 3 (a-4-b4-c4-d)Cos. % (bf-c——a—d)—Cos. % (a-bmec—d)Cos. 3 (a4-c—b=d) }/F
J .= d b ’ = -
Cos.;4 (2 )+ @0} Sin, ; 6Sin. ; c-4-Sin. ; a8in. 2 d P’

cela revient 2

. Cos.2(a-d)-Cos.2(b+c)}+{Cos.2(b~c)-Cos.2(a+d)} M
X4 b - ? 3 2 S z i
Sini{(a, D+, c);= z(Sin.}bSin.%c—}-Sin. 14Sin. t d) V

| §Cos. (a+d)+Cos 36 1c)}-iCos.i(a-d)}-Cos (b o)}
Cos.:{(a, d)+(b, )= 2(Sin. 2 bSin. 2 c4-Sin. £ aSin. £ d) V R’

d’odt , par un développement ultérieur ,

Sin.3{ (@, )+, A=+ T, Cos.1{(a, a4, =~ P % .
Ces deux fonctions étant symétriques, il en résulte que

Sin.2{(a, )4, ¢)}=Sin. (e, B)+(c, )} =+]/~__r’ff,
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Cos.2§(a, d)F(8, )} =Cos.2{(a, 8)4(c, d)} _._;/_

et, par conséquent

(¢, )+, c)=(a,b)t(c,d) ;

c’est-a-dire que , dans tout quadrilatére sphérique inscrit , la
somme de deux angles opposés est égale a la somme des deux
autres angles ; propriéié que le quadrilatére rectiligne inscrit partage
au surplus , avec le quadrilatere sphérique , avec cetie différence seu-
lement que, dans le premier, ces deux sommes sont constantes,
tandis que , dans ce dernier, au coniraire , clles sont variables.

Si Pon désigne par Q laire du quadrilatére , Faire du triangle
sphérique trirectangle élant prise pour unité , on aura, ecomme
Yon sait,

%)
|
<O

Q=(a, D)+, o)+(c, d)+(a, d)—2= ,

ou bien, par ce qui vient d'étre dit,
2

Q=2{(a, )+, )=~} ;

done

Sin.; @=—Cos H{(e, D+, O} = X,

Cos. 2 Q=+Sin.1{(a,d)+(8,6)}= ]/'_T‘F:T'

et de 12 encore

Sin.; Q=28in. ; QCos.; Q= 2 ‘/Pm

2

. Sin. £
Tang' :Q— Cos %Q VM H (lV)

fonctions qui somt toules symétriques..

Si l'on suppose d=o0 , le quadrilatére devient un triangle ; de

sorte qu'en représentant par I l'aire du triangle sphérique dont
les trois cOtés sont @, &, ¢, on a
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Sin.{-'T: VSin. 3 (@b4-6)Sin. 5 (b4-c=a)Sin. ; (c4-a*=b)Sin. 3 (a4-b—0cy ’

Cos. ;aCos, ; 5Cos. ;¢

Cos.: T= Cos. 3 (a4-b4-c)Cos. 3 (b4-c—a)Cos. 7 (c4a=~b)Cos. 3 (at b..})
‘Cos.; T'= - : )
«Cos, aCos. 6 Cos, ¢

- 'Sin. T (ad-b4-0)5in. L (rhe—a)Sin. T eda—D)Sim. 1 afb=s) .
Sin. : T=V in. 3 (a=4b-4-c)Sin. 1 (b4c=2)Sin. ; (c4-a=—>)Sin.; (a--b~c) ,

2Cos. +aCos. ; 6Cos. £ ¢

T ang i T:,‘/ Tang ;(a4-b+c)Tang 5(b4-c=—a)Tang.%(c4-a=b)Tang.icatb—c)
formules connues, dont la derniére est due 2 M. Lhuilier, de Genéve.
‘Si nous désignons par R l'arc de grand cercle qui joint le pole
-du cercle auquél notre quadrilatére est inscrit 3 l'un quelconque
des points de sa circonférence , cet arc aura pour sinus le rayon -
méme de ce cercle, de sorte que, pour obtenir'Sin.R , il ne s’agira
que de changer , dans la formule (5) précédemment obtenue,
e, b,c,d, R
Fespeclivement en :
2Sin.2g., 2Sin.24, 2Sin.;c, 2Sin.:d, Sin. R .
Posant donc, pour abréger,

Sin. 2 48in.2 c4-Sin.; d—Sin.; a=Sin.4 ,

Sin :c+4-Sin. 2 d4-Sin.;2—Sin. 1 5=8in.B ,

Sin.t d+8Sin.2a+4Sin.:6~Sin. 1 ¢=Smn.C ,

Sin. £ a+Sin. 2 44-Sin.; c—S8in. ;d=S8in.D ;
f(Sin.}aSin.}Z-{-Sin.;—cSin.}d,)(Sin.iaSin,fce}-Sin.}bSin.%d),(Sin.}bSin.%c-}-Sin.éaSin.gd)=Sin.K »

il viendra
. SinK v
Sm.R=2 V Sn.ASn.BSn.CSnD )

Il est presque superflu d’observer que les résultats que nous
venons d'obtenir , en dernier lieu , s'appliquent littéralement 3
Y’angle tétraddre inscrit au cdne droit.

Dijon, le 20 décembre 1821,
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ANALISE ELEMENTAIRE.
De lélimination dans les é’g)uatz'ons du premier degrée ;

Par M. GERGONNE.

~ .y

SOIT I'équation du premier degré 3 une seule incomnue
axtb=o, (1)
on en tire évidemment

T s

<@
Si I'on avait une seconde équation
dz4b =0 , (2)

le probléme se trouverait plus que déterminé, et ne pourrait ‘dtre
résolu qu'autant que la valeur de =z , déduite de la premiédre
équation , satisferait i la seconde , c’est-d-dire , gu'autant qu'on
aurait

&
-/ = =0 ;
4
c’est-a-dire ;
o/b—ab/=0 : (3)

Telle est donc Péquation de condition nécessaire pour que les
deux équations (1, 2) puissent avoir lieu en méme temps.
Soient présentement les deux équations

8 24b y4c =o ,

()
watbytc'=o ,



282 ELIMINATION
Si Pon nous donnait la valeur de g, dés-lors dy~c , &y+c/
deviendratent des termes connus , et la recherche de = rentrerait
dans le probléme plus que déterminé 3 une inconnue qui vient
de nous occuper ; la valeur donnéde pour y devrait donc étre telle
qu’on elt (3)

ablytc')—a/(by-tc)=o ;
mais , si 4 n'est pas encore déterminée , on se trouvera i temps
de faire en sorte que cette dernitre équation soit satisfaite ; et il
ne s'agira pour cela que de prendre y édgale a la valeur qu ‘elle
donne pour cette inconnue , cest—a-dlre,

dc'—ca’

Y= e
d’olt on déduit, par une simple permutation de lettres.

b/ bt

abl==ba! ’

Tr=—

et telles sont, conséquemment, Ies valeurs de a:, y déduites des
équations (1/).
Si, outre ces deux équations, op avait encore -

a’’a+b"y4¢""=0 , (2%)

Je probltme se trouverait plus que déterminé, et ne pourrait étre
résolu qu’autant que les valeurs de # et y déduites des équations.

(1/) satisferaient & cett¢ derni¢re , c'est-a-dire , qu'autant qu’on
aurait ‘

eb/— be! femmc !
-——a// — //.ac 2 '—+6/ =0
abl=ba! ab/—ba’

c’est-a-dire ,
(@b —b'a Y40/ b—b" a)c'Y-(ab'~ba’)c! =0, (3%
Telle est donc I'équation de condition nécessaire pour que les trois.

équations (1, 2/) puissent avoir lieu en méme temps.
Soient, en troisi¢me licu , les équations
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a x4b y-l:é z4d =o ,

o x40 y+¢' z4d =o , (/)
o’ x40y A=c! z4-d/ =0 .

Si I'on nous donnait la valeur de z, dés-lors ¢cz+4d , ¢'z4o/,
¢"’z4d" deviendraient des termes connus, et la recherche de =z
et y rentrerait dans le probléme plus que déterminé 3 deux
inconnues qui vient en dernier lieu de nous occuper; la valeur donnée
pour z devrait donc étre telle qu'on cut (37)

(a0 =b'a)(cz¥-d)+(a"b—0b"a)(¢'z4d)+-(ab’' = ba’ (cVz4d" =0

mais, si z n'est pas encore déterminé , on se trouvera A temps
de faire en sorte que cette derniére équation soit satisfaite ; et il
ne s'agira que de prendre z égal 4 la valeur qu'elle donne pour
cette inconnue, c'est-a-dire ,

(@'b=Va")d+(a"b=b/a)d'}-(ab=ba )"

(e'b!=b'a!" )¢ (@ b==b'"a )c! =} (abl—ba’) ¢!’
d’ol on déduit, par une simple permutation de lettres

QI =08 d e (B BYd) A= (bl —cB) B
- (b’c”—é’b")a +(b/c==c''b)a'~4-(bc! =—cb)a' ’

Z=

r=

(ca"—=a’c"yd4-(c"a—a''c)d'4-(ca'==ac’)d'!
(c/a/'—a'c"" )bt (cl'a=—a''c)b/4={ca’'=ac)b! g
et telles sont, conséquemment , les valeurs de #, y , z déduites
des équations (1) ; valeurs dans lesquelles la différence des déno-
minateurs n’est qu’apparente , comme il est aisé de 'apercevoir.

Si, outre ces trois équations,-on avait encore

le probléme se trouverait plus que détermind, et ne pourrait étre

résolu qu'autant que les valeurs de x, y, z, déduites des équa-

tions (1”) , satisferaient & l'équation (27), c'est-2-dire , qu’autant
quon aurait

y==




384 ELIMINATION AU 1 DEGRE,
" (B! b YA (B c==c'b) A' 4= (b’ )" ]
* Yl b Yot (b cmc"b Yo/ (be'—cb')a’

(c/al==p/c!"\d4-(c"'a — a’c)d!}=(cal—~ac}d"

—, —
5 (c'a'—a’c")b+4-(c""a—a'e)b'4-(cat—ac’) B  \ _ |
‘ > =0,

" (a'b/==bla")d - (a"b—b"a)d'}-(abl—ba’)d"
" (@/b"==bla")c (@' bm=b"a)c! 4-(abl=ba!)c!

/11 :

+d ;

&est-a-dire , .
(@b —a/c! b b1 —B/ /1! 4Bl o a! g Bl a)d

.v—,l—(a”b”’a —a'c!b. ¢ a! b—b'a!c 4 &”c”’a——c”ﬁ”’a) a/
- )==0.(3%)

(/b &/ mac B dca b —b'a o' Ybllg af mec!'B @)l |,
4

(@ ¥ ¢ ma o b d-c o’ B'—b o c!!4b ¢! @/t Bal)d
Telle est. donc I'équation de condition néeessaire pour‘ que les.
quatre équations (1//, 2//) puissent aveir lieu en méme temps..
Nous voild donc parvenus, sans. calcul, et en n’ayant absolu-
ment que la simple peine d’écrire, &4 la construction des formules.
générales qui résolyent les problémes déterminés du premier degré
3 une, deux et trois inconnues ; et on voit qu’il ne nous en.
cofiterait que la méme peine pour. aller plus. avant. Naus avons.
en outre obtenu, chemin- faisant, I'équation- de conditiop qui doit-
avoir lieu., dans chaque cas , lorsque le nombre des équations surpasse
d’une unité celui des. inconnues, pour, que le probléme soit.possible.
Cette méthode nous parait plus. briéve encore gue celle. des
multiplicateurs indéterminés.; méme . en- la.présentant comme nous.
Pavons. fait a4 la page 47 du IL°® volume de ce recueil ; et nous.
ne lui p‘référons‘q_ue la . théorie de M. Laplace que nous avons
développée ala page 148 du IV.® volume ; mais cette théorie pouvant-
Bamitre un peu trop, au-dessus de la portée des commencgans-, nous.
avons pensé qu’il pourrait n’étre pas.inutile pour eux de la remplacer-

d’abord par ce qui précéde..
‘ QUESTIONS:
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QUESTIONS RESOLUES.

Solution du dernier des cing problémes de géometrie
proposés ¢ la page 108 de ce volume ;

Par M. TEpewar ,
l'académie royale des sciences.

ancien recteur , correspondant de

P BOBLEME. On demande Péquation la plus générale de la
courbe qui jouit de cetle propriété que si , par chacur de ses
points , on lui méne une normale , terminée & Paxe des abscisses
cette normale ait méme longueur que [lordonnée qui a son pied
au méme point de cet axe?

Solution. 11 est aisé de voir, par la nature du probléme, que
I'axe des z doit étre un diamétre de la courbe demandée , dont
Péquation ne doit conséquemment renfermer que des puissances
paires de y. En conséquence , nous prendrons , pour cette
équation

yr=2¢(z) ; (1)

de sorte que toute la question se réduira & assigner la- forme
de la fonction e.

En différentiant celte équation , il vient
Tom, XII. 39
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d
Y‘ai"'=¢/(x)’

d
¢’ étant, i Verdinaire , la dérivée de ¢. Or, ¥ {; est , comme l'on
sait I'expression de la sousnormale, de sorte que I'ubscisse du pied
d \
de la normale est x-—l——y—d—i =z+4¢/(z); et , quant a la longueur

de la normale, elle est, comme l'on sait,

)’Vl‘i‘( ) VJ +( ) =V 2@ P @

. B o . . *
et puisque l'ordonnée qui répond a Vabscisse z--¢/(x) doit &re
égale a cette normale, il faudra que les valeurs de l'une et
Pautre résolvent l'équation (1) ; c'est-a-dire qu’on devra avoir

20(x)+[¢/(2)]* = 20[ 240/ ()] . (2)

Lors donc gn’on voudra savoir si une courbe, dont I’équation
ne renferme que des puissances paires de y, jouit de la propriété
dont il s’agit , on résoudra cette équation par rapport a ¥*, dont
on prendra la valeur pour 20(#); ce qui donnera aussi ¢(z), d’ou
on conclura ¢/(x). Substituant alors les valeurs de ¢/z) et de
¢'(z) dans Téquation (2), il faudra que ces valeurs la rendent
identique,

Si I'équation proposée mne satisfesait pas généralement A cette
condition , mais qu’elle contint d’ailleurs des cocfficiens indéter-
minés, on pourrait profiter de leur indétermination pour rendre
Péquation (2) identique.

Pour appliquer ceci 4 un exemple , proposens-nous de cher-
cher si, dans les deux premiers degrés, quelques courbes jouissent
de la propriété dont il s’agit. Soit pour cela
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o x)=A+4Ba~+Cx* ,
dans laquelle 4 , B, € sont supposés indéterminés, On en conclura
¢/(z)=B~+2Cx ,

d’ou
24¢(2)=B+(1420)x
et, par suite, )

¢[r4¢' (#)]=A+B[B4-(142C)x ]+ C[B4-(1-42C)2]*
‘d'olt, en substituant dans I'équation (2)

2(Ad4Bz+Cax*)4(B4-2Cz)*
=2 { A4+B[B4(1420)z]4-C[B+(14-20)z]*} -

En développant , transposant, ordonnant et réduisant , cette équation
deviendra

(1420)[B 4 4C(B+4-C)w*] =0 ;

d’ol Ton voit que 4 demeure tout-d-fait indéterminé,

Or, il n’y a que denx moyens de rendre cette équation iden<
tique ; le premier est de rendre , 4 la fois, B et € nuls ; le
second est de faire C=—1%, quel que soit B ; donc les deux

seules lonctions qui résolvent le probléme , dans les deux premiers
degrés , sont

o(x)=4d , o(z)=A+4+Bz~>2* ;

ce qui donne les deux équations
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y*=24, y*=24+42Bz—2,

donc la premiére appartient au syst®me de deux paralltles & Paxe
des z, situdes 2 une méme distance quelconque au dessus et au~'
dessous de cet axe, et dont l'autre est celle d’un cercle de rayon
arbitraire , ayant son centre en un point quelconque du méme:
axe. Il est évident, en effet, que ces deux lignes resolvent égale-
ment le probléme (¥).

| e s m— : -

QUESTIONS. PROPOSEES.

Probléeme de Geométrie..

DETERMINER en fonction des quatre c6tés d'un quadrilatére soit
‘rectiligne , soit sphérique inscrit au cercle, 1.° 'angle de deux
cotés opposés; 2.° I'angle des deux diagonales?

(» Ce curieux et difficile probléme , qui dépend évidemment des équations
aux différences mélées , et qui est dit & Euler, a été traité par M. Babbage-
qui lui a appliqué une analise qui lui est propre, dans un Mémoire sur Iz
calcul fonctionnel , qu\i fait partie des Transactions philosophigues pour I'année
1816, MM. Biot et Poisson s'en sont aussi occupés. Ceux qui voudront de
plus -amples. détails sur ce sujet peuvent consulter le IIL® volume du Traité
de calcul différentiel et de calcul intégral de M. LACROIX., nouvelle édition ,

page 5gr.
J. D, G,
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Essai sur le développement des fonctions en series ;

Par M. Frepiric Sarrus , docteur &s sciences , profeésseur
de mathématiques au collége de Pezenas..

[a la Via Vo Via W Vi Vi VH V3

L’ESSAI que Ton va lire a pour but Ia recherche d'un procidé
simple , direct, uniforme et & I'abri de toute objection , pour parvenir
aux diverses formules de développement que 'on a obtenues jusqu’ici,
soit par la méthodc de la séparation des échelles , soit par la théorie
des fonctiens génératrices, ainsi qu’d une infinité d’autres formules.
auxquelles V’application de l'un ou de lautre procédé nc saurait
conduire. Pour attcindre ce but, je partirai des principes développés
dans un mémoire sur le méme sujet présenté, il y a quelques.
années , par M. Servois , a la classe des sciences physiques et
mathématiques de I'institut, dont il obtint ’approbation, et qui
a paru postérieurement dans le V.° volume du présent recueil. Je
rappellerai d’abord briévement ceux des principes consignés dans
ce mémoire qui’ peuvent &tre nécessaires pour l'intelligence de mes
recherches, en empruntant, le plus souvent , les expressions méme:
de 'auteur. D’autres fois, au contraire , je me permettrai de signaler,
sans détour ,. les distractions , en petit nombre d’ailleurs , qui me
paraitront avoir échappé 4 cet estimable géométre. Je proccderai
ensuite 3 la recherche de ma formule fondamentale, dont je ferai,
deux applications seulement, en me bornant, pour abréger, a cn
indiquer plusieurs autres. (
Tom, XII, n° X, 1.°% aperil 1822. 4o
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En désignant par # une fonction déterminée quelconqie d’une
ou de plusieurs variables indépendantes , convenons d’exprimer une.
dérivée déterminée de cette fonction, en écrivant , avant la lettre
qui la représente, une caractéristique destinée & rappeler la liaison
qui existe entrc cette .dérivée et la fonction primitive ». Ainsi, ¢
étant une pareille caraciéristique , \yz représentera une dérivée de
© qni sera entiérement connuec, lorsqu’on aura déterminé quelle
est la liaison que la caractéristique ¥y indique devoir exister entre
la dérivée u et sa. primiuve u.

Nous dirons alors que u est le sujer de ce mode de dérivation s
et que yu en est le résuliat.

. 1—x2 .
Que , par exemple , on ait y= el z élant une variable
indépendante ; et que le mode de dérivation désigné par xy-consiste
: : ”
1— p—
% ch a 1 _ x3 _ X=ead
4 changer z en — ;onaura alors yz= prladerwrt
+ o

Lorsque le sujet scra une fonction -déterminée ou indéterminde
de plusieurs autres fonctions , nous renfermerons ce sujet entre deux
parenthéses , afin d’avertir que la caractéristique 7 porte sur sa
totalité. Ainsi, y(t4z) exprimera la dérivée 7 de la somme des
deux fonctions 7, u; de méme ¥7{pq) exprimera la dérivée 7 du
produit des deux fonctions p , ¢ ; en général ¢[¥(r, s)] ex=
primera la dérivée 57 de la fonction ¥ des fonctions r , s,

Qu'on ait , par exemple, y=Log.(1—z*), z=Cos.(142?) , et
que le mode de dérivation désigné par ¥y consiste & changer # en
Log.(23=x?)

Cos.(2=2x4-x2) °

v, quoique résultat d’une dérivation, peut,  son tour , devenir
le sujet d’une dérivation nouvelle. Soit I' la caractéristique de cette
seconde dérivation , nous réprésenteroné son résultat par I'yu. Cette
derniére dérivée peut pareillement devenir. le sujet d’une troisiéme
dérivation ; et si A en est la caractéristique , le symbole de son

y
1—2z ; on aura dans ce cas V(—-):
z
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résultat sera AI'u; et ainsi de suite , quel que soit le nombre
des dérivations successives , semblables ou dissemblables , que I'on
se propose d'effectuer sur la fonction .

* Que, par exemple, pour nous borner au cas le plus simple,

. Q= . . , e .
on ait z= o que le mode de dérivation désigné par ¢ consiste
[/ 2 ot !

by changer z en z-+a, et que le mode de dérivation désigné par
zl

I' consiste & changer z en —— 3 mnousaurons d’abord yu=w

204z’
. Danslaméme hypothése, on trouverait

< i 1/ =
et ensuite I'y pprrp

2ax-4-22
gn voit, d’aprés cela, qu'on peut souvent étre conduit & des
~e:g§i'essions de la forme

vle=—

vvu’ vvvu’ Vvvvu s90c0 0 0,

et alors. neus convenons, pour abréger, de considérer comme leur
étant équivalentes. les expressions

ve, Qlu, e, ...
De méme, si nous rencontrons des expressions de cette forme
rylyz , Pyfylyz, DyPgrAlye ,.....
nous les remplacerons par
Toye , )z, T)z,ceee...
-nous remplacerions de méme les expressions

Al'yAll'ys , AI'vA'yAlAs ,
par
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A'yru, (Ag)s ,....00.0

et ainsi de suite, quel que ptit étre d'ailleurs le nombre des carac-
teristiques pér?odiquement entremélées,
Nous admettrons encore des symboles de dérivées de la forme

vie, Vi, vk, ytu,.....

dont la dcfinition générale est donnée par I'équation

Vv u=u .

LCe sont des dérivées inverses ou d’ordre négatif.

Si, par exemple, le mode de dérivation désigné par la carac-
4éristique 7 consiste & changer # en Log.z, le mode de dérivation
désigné par la caractéristique y7=' devra consister & changer x en

X

e*; car on 2 Log.e*=x. Pareillement , si le mode de dérivation
~ddésigné’ par la caractéristique Yy consiste 3 changer z en Tangx,
le mode de dérivation désigné par la caractéristique xy=* devra
consister i changer # en Are¢(Tang.=2) , puisque Tang.Ar¢(Tang =z =x;
et ainst de suite.

Si le mode de dérivation , désigné par la caractéristique v , est
tel qu'un méme résultat vy"sz ne puisse étre dérivé que d’une seule
fonction primitive ., on devra alors avoir évidemment

v—-llvllu:u 3

mais il n’en serait plos de méme si plusieurs sujets différens pou-
vaient conduire & un seul et méme résultat. Dans ce cas, u serait
bien une valeur particuliére de la fonction \y~"y"¢ ; mais clle n’en
serait qu’une valeur particuliére.

Que , par exemple, le mode de dérivation , désignd par la
caractéristique §7 , consiste a changer d’abord & en 2"t et a
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diviser -ensuite le résuliat par la fonction primitive , sil'on a y=ax ,
nder

2 —2" Or, comme, par leffet de ce mode de

on aura Y#= ——

dérivation , le coeflicient @ disparait, il s'ensuit que y# demeurerait
tonjours le méme quand bien méme u deviendrait bz, ¢z, dr, ..,

tors donc qu'on demandera yy~'y7#, on pourra dire indifféremment
que c'est au, bu, cu, . (*) «

De méme encore, si le mode de dérivation désigné par la ca=-
ractéiistique V7 , consiste 2 prendre le cosinus de la fonction z
et qu'on ait u=2¢w+4x , on aura vu=~Cos.x , résultat dans lequel
la constante @ ne parait plus ; de sorte que Ty"'ypz peunt étre
indistinctement égal & 20%-+2, 2b5+2 , 20wz ;...... pourvu
toutefois que @, 4, ¢, ... soient des nombres entiers.

Lersque deux caractéristiques de dérivation y7 , I' seront telles
que 1l’on aura identiquement

vlu=Iy= ,

quelle que soit d’ailleurs la fonction u ; nous dirons que ces carac-
téristiques sont commutatives entre elles. Cest, par exemple, ce
qui arriverait , si le mode de dérivation désigné par Y7 consistait
a changer # en 2™, et que le mode de dérivation désigné par
I' consistit a changer x en 2", puisque (2™)"=(a™™=z™",

Mais il n’en serait plus de méme si, par exemple, le premier
mode de dérivation , consistant toujours & changer # en 2™, le
second consistait 4 changer # en x4 ; puisque (#+a)™ et 2"+a
sont deux quantités généralement inégales.

(*) Cest cetle considération qui nous a délerminds & me point admettre ,
comme l'a fait M. Servois , dans le mémoire cité, pour la dééfinition des dé-
vivées d'ordre négatif, la double équation

VoY =YY T I
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De méme si, a étant un facteur constant , on avait

vau=agu ,

nous dirions que la caractéristique Y7 est commutalive avec ce fac-
teur. C'est, par exemple, ce qui arrivera , si le mode de dérivation
désigné par ¥y consiste i substituer pour # dans w une fonction
quelconque de z. o

Mais si , au contraire , le mode de dérivation consistait , par
exemple , & prendre le logarithme , le facteur et la earaciéristique
cesseraient deés-lors d’¢tre commutatifs entre eux , puisque eLog.u
et Log.az ne sont point la méme chose. ‘

Si trois caractéristiques A, I', 7 sont commutatives deux 3
deux , c'est-A-dire, si I'on a

Ale=I'Au, Agu=yAu, Iys=ylu ;
ces trois caractéristiques seront aussi commutatives entre elles ;
¢est-a-dire qu'on aura

Al'vu=AyTu=TAyu=IyAu=gyTAs=yAls .

Cela se prouve en changeant z en <ty , dans la premiére des trois
équations de départ, en I'z dans la seconde, en Ax dans la troi-
siéme ; puis en prenant les dérivées A, I', A, respectivement ,
des deux membres des trois mémes équations , et comparant ensuite
les résultats. On a, pour la premiére transformation,

A've=TAguz , AyluesyAlu , FgAu=ylAu

e

et par la seconde

vATu=yIL'Az , TAgu=T'ygAz , Al'gu=AyAu

e

ce qui établit complétement la proposition annoncée.
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Si I'on avait un plus grand nombre de caractéristiques qui fussent
pareillement commutatives deux i deux, on arriverasit a leur égard ,
par des moyens analogues, a une conclusion semblable. Il en serait.’
encore de méme pour ces caractéristiques combinées avec un ou
plusieurs facteurs constans, si ces caractéristiques étaient commu-
tatives deux a deux , non seulement entre elles, mais encore avec
chacun des facteurs constans.

Quelles que soient les caractéristiques I'y 7, I'on a identiquement
Cu=Tygy~'u;
si done ces caractéristiques sont commutatives entre elles, on aura

Pu=gyly-'s ,
d’otr I'on conclura
A Tu=y-1glyiz ;

d'olt on voit, en se rappelant ce qui a été observé ci-dessus, que
ce n’est quavec des restrictions qu’on peut admettre I'équation

V-vr‘u=r'v-1u . (x-)

Les mémes considérations conduisent aussi A n'admettre ‘qu’avec
des restrictions I'équation

V"P"'”=P"V' Ty .

’

torsque les caractéristiques 7, I' sont commutatives entre elles.

(*) Voyez, sur ce sujet, la précédente note ; nous n’ajoutons pas d’exemple,

parce que nous rencomtrerons plus loin un cas oir cette équation ne saurait
&tre admise,
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Lorsque la caractéristique de derivation Y7 sera de telle nature
qu'on aura identiquement

v(itu)=yi+vyue ,

nous dirons que cette caractéristique est de nature di’strz'&ulz've.:
Cest , par exemple, ce qui arrivera si le mcde de dérivation,
désigné par 7 consistait 2 muliiplier la fonction par un multipli-
catcur constant, puisquion a a(/-wu)=at--eu. Mais il n’en serait
plus de méme si ce mode de dérivation cousistait & élever la fonc-
tion i une puissance , puisque (/=)™ n’est pas la méme chose
que z?-f-um, Nous ne considérerons désormais que des fenctions de
nature distributive.
Draprés_ cette définition , on aura

vt =vlp++vyr=vptvstor .

et , en général,

viptgtrds+. ... .,.)=Vp+vq+Vf+vk+ ceaseien.

quels que soient le nombre et les signes des fonctions p, g, 7, s, ...

Nous disons, quels que soient les signes de ces fonctions ; car,,
seit 7(p—q), en posant p—g=¢; d'ol y(p—g)=Y7!, nous au-
rons p=qg+t; d’on Vp:v(q+t)=vq+ v ce q_ui donna
V=V p—V9q, et par conséquent y(p—g)=vp—vy9.

Si, dans cette équation, on suppose p=o0, il viendra V(—g)=—v7;
d’ou P'on voit que le coefficient —r1 est commutatif avec touie
caractéristique de nature distributive.

Dans la méme hypothése , on ‘aura,

v (tu)=v(y t4v wy=vifv ,

v3<i+U>=v(v’t+v;u)=v3t+v3u .

.
3.0 s @08 006 g 2 PO e e ey

d'oit



d’'oli on conclura que la caractéristique 7 étant de nature distri-
butive , la caractéristique " , olt 'on suppose ~ un nombre entice
positif , jouit de la méme propriéié ; mais en serait-il de méme de
la caractéristique Yy~" ? et , dans le cas ou ce ne pourrait éire

qu’avec des restrictions , en quoi ces restrictions pourraient-elles
consister?
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.

Avant de répondre 3 cette question, nous devons d’abord résoudre
celle-ci : quelles sont les diverses valeurs de la dérivée d'ordre né-
gatif y=ip?

Soit » une valeur particuliere de cette dérivée et soit w-t-7 une
autre valeur quelconque de la méme dérivée , on aura , d'aprés
Iénoncé du probléme ,

v(t)=ygu=p ;
mais, envertu de la nature distributive de la caractéristique y7, on a
vutt)=xutt s
d'ot P'on voit qu'il faut, de toute nécessité, que I'on ait
/=0 j§

de sorte que tout se réduit a trouver les diverses valeurs de # qui
satisfont 4 cette condition; aprés quoi on aura

vip=utt .

Nous appellerons fonctions complémentaires celles qui-, comme

devront étre ajoutées a une valeur particulitre d’une derivée

d’'ordre négatif, pour en déduire les autres valeurs de la méme dérivée..
Soit maintenant

vViptvTiyFe 5

prenant la dérivée ¥y des deux membres, on aura
Tom. XII. 4r
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pry=vyu,

d’ot 'on tirera
v (prg)=uti=yptyTigt1

¢ étant une fonction complémentaire qu'il faudra déterminer de
manitre que cette équation ait lieu. Au reste, quelque dérivée par-
ticulicre que l'on veuille choisir pour w='(p+g), et pour l'une
des dérivées w™'p, v~'g , il sera toujours possible de prendre
celle de Tlautre, de telle sorte qu’il faille poser 7=c , et que par
conséquent on  ait

v (ptg)=vipHATg

de sorte qu’au moyen de cette restriction on pourra regarder les
caractéristiques ™', ¥?, ... comme étant de nature distributive ;
du moins si , comme nous le supposons ici , la caractéristique
v lest elle méme ; ce qui résout la question que nous nous étions
proposée.

Dans tout ce qui va suivre , nous supposerons constamment que
les fonctions complémentaires sont prises de manitre que les carac-
téristiques de dérivation inverse soient distributives.

Nous remarquerons enfin sur ce sujet que si 7, I', A, .0
sont des caractéristiques de nature distributive , on aura

v(titu)j=At+vyu ,
I'y(tte) =T (yt+vyu)=Tyi+IT'yz ,
AT (4uy=ATyi4Tyu)= Algit4 ATy ,

et ainsi de suite, quels que soient d’ailleurs la nature des fonctions
2, u, ctle nombre des caractéristiques 7, I', A, ...
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Ces notions préliminaires ainsi posées, soient Y7, W,, 7, ».ne

r,r,, I',,.. des caractéristiques quelconques de nature distri-

butive, et v, #,, ¥, yeue Py Piy P2 seee. des fonctions d'une ou

de plusieurs variables indépendantes , lides entre elles par les
équations ”

vie=p—+Iu,

VIUl=p!+r‘1u2 y

V2l =P2+sz; ’
et, en général,

Vit =pit L, ;
en en conclura

u =V"l P +V~l r uy -
ug=Vx~lP;+Vx~'F:uz ’
”2=Vz-lpz+Vz”qu; ’ P (I>

et, en général,

U, =P+ T,

.

L

-pourvu que l'on prenne d’une maniére convenable les dérivées
négatives de leurs seconds membres.

Si l'on substitue dans la premiére de ces équations pour u, sa
valeur donnée par la seconde , on aura

2=y p+v Iy p'+v Ty T,

Mettant de méme dans celle-ci pour #, sa valeur donnée par la
troisitme , il viendra

u=v~ !p+vu 'FVx ~rpl+v~ IPVI —IFIVz 'l_r‘zpz.

Fv Ty, Tw. T, .
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En poursuivant de la méme maniére, on arrivera finalement a
I'équation
v=y"p
+v . p.
+v Iy Ty, "7,
+v Ty, " T.w."T.v;"p; (2)
T
F+y Ty T, T, e T v

+v“lFVx~IP1v2-'Fz ......F,- __,Vl-"l"l-y,-_,_. i

laquelle aura lieu quel que soit le nombre entier /. Telle est notre
formule fondamentale qui , comme on le voit, est de la plus
grande généralité. ‘

Si on la suppose prolongée a I'infini, elle donnera # par une
séric qui ne dépendra plus que des fonctions p, p,, 2, ;e I
est de plus évident qu’en choisissant ces fonctions, ainsi que les
caractéristiques Y7, 71, Wz poees I's I, 'y, e d’une maniére
cenvenable , cette série pourra toujours étre rendue aussi convergente
qu’on voudra. On voit enfin que cette série peut étre arrétée a volonté ;
ce qui serait d’'un avantage inappréciable si, dans tous les cas, il
était possible d’assigner des limites aussi rapprochées qu'on le
désirerait, entre lesquelles tombit la valeur de

V“"rvi"'r‘l LRI R Vi"rilli+, :

Malheureusement la détermination de ces limites paratt offrir
d'assez grandes difficultds, et ne se montre d’un abord facile que
dans un nombre de cas trés-limitds , parmi lesquels on doit com-
prendre celui de la série de Taylor. Mais comme la solution du
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probléme relative & cette série est déji connue, nous ne nous y
arréterons pas. Nous donnerons seulement une expression assez
simple de cette fonction pour la formule ordinaire d’interpolation ,
par les différences finies ; €’est tout ce qu’il nous est possible de
faire pour le présent.

Si , dans la formale (2), on suppose que les caractéristiques
N> Vis Vaseee sont identiquement les mémes , que lon [asse
la méme supposition pour les caractéristiques I', T’y , T'y ,eern;
et qu’on suppose en outre que les fonctions u, #,, #;, ... sont
dgales , et qu’il en est de méme des fonctions p, pr, oy s, il
viendra , suivant les notations que nous avons adoptées,

2=y (v pHe TPy pH(e T)Y v e

. _ ®)
w X Qv Wil vl & S VA W

formule qui, bien que moins générale que la précédente , I'est pour~
tant encore beaucoup , puisque la forme de la fonction p et la
nature des caractéristiques 7 ,I" demeurent tout-3-fait indéterminées.

Pour indiquer une application trés-intéressante de la théorie
précédente , soit

Y@)=p,

une équation du premier degré aux différences ou aux différen-
tielles totales ou particlles , ou méme aux différenees méldes , de
laquelle il soit question de tirer la valeur de z ; en supposant
d’ailleurs que ¥ soit une caractéristique de fonction de nature dis-

tributive, Soit Y7 une autre caractéristique de méme genre , on
aura l'identité '

ve=p+u—yu ;

donc, en posant
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ve—YVYu=Tu ,
on aura
vu=p+Tu ,

od I' sera aussi une caractéristique de fonction distributive. On
pourra donc obtenir z par la formule (3).

Comme la caractéristique Y7 est enti¢crement arbitraire , il faudra
la choisir de telle sorte que non seulement on sache trouver la
dérivée inverse \7"'p, quelle que soit la composition de p en va-
riables indépendantes , mais en outre de maniére que la série (3)
soit convergente.

Dans tout ce qui précede, nous avons tacitement supposé que,
dans les fonctions affectées des diverses caractéristiques , toutes les
variables étaient considérées comme telles ; mais on eongoit que I'on
peut fort bien ne faire porter la dérivation que sur une ou plusieurs
d’entre elles , en considérant les autres comme constantes. Pour
indiquer cette circonstance , nous écrirons, i I’exemple de M. Servois,
la variable que nous considérons seule ecomme telle au-dessous de
la caractéristique de dérivation ; de sorte que, par exemple, si u
est fonction des variables indépendantes x , ¥ , nous indique-
rons ses dérivées. particlles relatives ¥ # et y par les symboles

v \4

— U ) = U
x Y
Cela posé ,proposons-nous de déterminer la nature des caractéristiques,
E E A A . . .
~ , — , — , — définies par les équations suivantes
* ¥ x Y
E A E
— 72 A » —_— UTS — Y—Tt
— Yaot1,9) , p — >
E s . E
— u=Vz, y+1 — U= — Uu—U,
P &, y+r), ¥ ¥

davs lesquelles nous supposons u=’4«:x,y).
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1l est d’abord aisé de voir qu’elles sont toutes commutatives , tant
entre elles qu'avec le facteur constant; etil n'est pas plus difficile

. E A .
d’apercevoir que Pl sont commutatives avec toute fonction de

. . E A .
 sans y , tandis que - = le sont avec toute fonction de g

sans # ; enfin , il m'est pas moins évident qu'elles sont toutes
distributives.

En représentant donc par p une fonction quelconque de y et
de constantes, nous aurons

E E A A

—~ (@)=p - u, —(p)=p— v,
E A

= P=P ;‘P——O-

Si, au contraire, p était supposé fonetion de # et de constantes,
nous aurions

E(u Eu A<) A
—— = -~ (Up)=p—1u
¥ P /Uy ’ ¥y ‘p Py ’
E ' A

y = 77 :

On voit, d'aprés cela, qu'il est toujours possible de prendre les

. A 1 A =1 . ’ .y M A\

dérivées | — v, ;— z de maniére qu'elles s'évanouissent,
X

la premidre en méme temps que 2 , et laseconde en méme temps
que y; et c'est ce que nous supposerons désormais,

A \=—1 . E A A \==I
Dans ce cas, — ) est commutative avec — , — ,| —
x Yy Y A

et avec toute fonction qui ne renferme pas x ; de méme
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(-A— >_! est commutative avec E , 2 ’ (i)‘t; et avec
Y . x x x

toute [onction qui ne renferme pas y; mais or ne saurait avoir ,
en général ,

E A Y\ =1 (A —1 E /7 A \—x A \~-1 E
IO ON I ORO RS

A \=—1
ear, supposons @i , NOUS aurons ( ;,- ) 1=y,et'parconséquent
E A =1 . , E ,
— ( —y- x::_y+1 ; tandis que I'on.a ; 1=1, el consequemment
rY /

— E . E A — T
(f.) "~ 1=y.Il enserait de méme pour — , ( — ) .
f A \—1 A == .
Enfin, nous trouverons que ( — R ( ~ sont de nature dis-~
® Y
E A E A

1] ) °.

x i J
Supposant maintenant que z est une fonction 2-+y , on aura

tributive , tout aussi bien que — , —, —, —
x

/9

RS

A
—_—=
¥
d’ ot 1 epré i :
ou on conclura, en représentant par z, ce que devient z lors=
quon y fait y=o ,

A \m=31 A
u= u,;+< — —u,
Na x

et par svite, en observant Ia méme marche qui nous a conduit
a I'équation (3) ;.

v=u,
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S ORDRONOR
(7Y (2T Y

ou encore, en effectuant les opérations qui ne sont qu’indiquées;

S ...__.__( Yok 252 (Y

e oA oas

. —n n .
dont le dermer terme }-) (; ) u pourrait se mettre sous

une- forme plus traitable au moyen de I'intégration par parties ; miais
voici, pour le méme objet, une méthode moins laborieuse.

Soit -
— z+az ( ) u; 8)

et soit z, ce qui devient z lorsqu’on y fait y=o; on aura,par
les méthodes connues,

s= (ol (= (3 )7 e (5 ),
x
ou encore .
A \—
GO C N E e ) CTREN O

. ) x

pourvu qu'aprés lintégration on fasse k=y—r.
D'un autre c6té, notre formule (3) , appliquée i Uintégration de

;]véquaﬁon (g) , donne, en posant yz= % z, INi=w—az,
dom, XII. 42
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e ONN OO
OO ORI ORO

d’ol, en comparant avec le déve]oppement de I'équation (%4 ), or-
donné suivart les puissances de 2, on conclura

o (T PG R SR

d’ott, enfin,

y A y y~1/ A \? —1 g2/ A\3 .
ﬂ=ll°+ ';' b u°+__L - ”o+l-l—-1——<; ) ll;,+ eBessnn

.9_'..2':_‘..,.‘.7___(_"4'2 A\ | (A “tiy-k yketr y-kin-ara et
+1 2 bR § x) ll°+ ;)%I 2  p-1 \x) ;( l)

ce qui achéve de compléter 'analogie quon avait déja remarquée
entre la formule ordinaire d’interpolation et le théoréme de Taylor,
Reprenons l’équation

-y A

z“"’”o"l"( — Uy

I'on en déduira

E \-r E \— A \~T A E -
(EYCEY o (Y2 Yt (2 (L) 2(2 ) s
x y y z \ %
ou encore , en observant que , dans le cas actuel , on a

E (= ‘ru"uct(E\(E - -—(E "
7 )G ) Temeen (55 ) Teem (5 e
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: E <» _ -
= (G GYGIT G
On trouverait absolument de la méme manitre
() (BY (2,

= (B Tar (BY (A 2 (),

-

En suivant donc la marche qui, des équations (1), nous a déja
gonduit & la formule (2), nous déduirons de celles-ci

— CEN— EN,A=14 , EN—(+r)
u_.(x) u‘+(y)(r> -G “
YA (AT (A @)y

en ayant du moins égard aux propriétés commentatives des carac-
Aéri tiques qu'elles renferment.

En donnant & r, r/, r”,... des valeurs particuliéres, on par-
viendrait & une infinité de formules différentes qui , combinées entre
elles, conduiraient 4 une infinité d’autres, dont quelques-unes se
trouvent déjd dans les divers traitds de calcul aux différences finies.

En général , uw étant toujours une fonction de z+y, si 'on fait

Vvu=aquita, ;—:- u'-}-a,(;-:—-)au-i- coee .+a,,,(—§—)mu )
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Tu=Zaut-a, f— yta; (-g )‘u-T- oei ;A.'-i-d,,,é -;Ed- )ﬁﬂ ;

on aura
ve=Tu ;

_et, comnte les caractéristiqhes ¢ , -I" sont alors. de hatute distri-
butive , I'on en. déduirait un développement de z.
L’on aurait emncore

’ @d:f’u y

et l'on arriverait 3 un autre développement de la méme fonctiony
en posant ‘

. . de | .
Va:au-{-d,-é;-‘-}‘—-d, d_y=+ ....-I-dm s

dy"‘ i
© .., . du . diu sd”’u'
I"u_.du-l—a, '(-l';-'-dz e +. . +ﬂmd -

)Lén parviendrait encore a uh nouveau dévéloppemetit, en posaht -

vu=auta, yE u+d2(%)’u+. ceie. +am(—f—)mb

E d : m
s}-ﬁ—ﬂﬂ-—}-b -~—"+ —-) + +5,,,(.~ 5—"-
+ .v . ; . . . ‘C . . . m ”vf K . . . « . . lo .

d"u d"u ‘ E ym dny
o 2 B () Bt

Ta
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ru=au+a,-§:u+a,<%)’u+ veoensta, (—f— )mu

E du Exde | . E \m du
5 +b———+5(—;—)a+......+5m(~ =

+ e @ + e« & - o lll- < e e s e % a e s s
d"u du d"u - . m gn
+pd n +pl u+p(x)m+:-.....+pm( ) u

11 est d’ailleurs évident que , dans ces diverses formules , il sera
permis de prendre pour @, @, , @, ,eee by by b, e PPy,
Pz s« des fonctions quel. onques de 2, y.

) On sent que nous n'en finirions jamais , .si nous voulions indiquer
toutes les aj.plications que l'on peut faire de la théorie que nous
avons expusée dans le presem mémoire ; et c’est ce qul nous détermine

N R ..
a terminar 1cCl.

ALGEBRE ELEMENTAIRE.

De la recherche des facteurs rationnels des polynomes;

Par M. GERGONNE.

(o Sa T Ulo Vi, Vo Ul o e ¥

SOIT I’équation générale du cinquiéme degré
ax’ bzt 4-cxitde*tex+f=o , (1)

dans laquelle il nous est permis de supposer tous les coefliciens
entiers. Si, aprés avoir changé les signes , on divise conlmueITement
par z en transposant le terme sans & aprés chuaque division , il
viendra suecessivement

Tom. XILI 43
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3 3 - f —
o 2 el f s Sl =E,
' E
—-ax’-—&x’—cx::d—‘l—-; =D,
—-ax‘-—bx::c—lv-l)— =0,
&

C
—ar=b4 = =B ,

B

o=a+— 5

de sorte quau lieu de la proposée , on aura cette suite d’équations

‘
i*l—e:::E ,
X

E
2 4d=D
£+d »

> >

;"+t'-"'—*c ) (a)

C
z +5—B H]

B
—+a=o0-;

/

et la proposée pourra &tre considérée comme résultant de I'dlimi-
nation de B, C, D, E entre elles. Si, en effet , on prend Ia
somme des produits respectifs des équations (2) par x, 2*, 2°
a*, on retombera, toutes réductions faites ; sur 1’équation (1).
Il suit de la que toutes les valeurs et les seules valeurs de =z
qui vérifieront les équations (2) vérifieront aussi I'éguation (1), et

]
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réciproquement ; ce qui offre un moyen assez commode de décou-
vrir si un nombre donné est ou n’est pas valeur de I'inconnue,

Si l'on aa=1,et que ,comme nous l'avons supposé, les coeffi-
ciens b, ¢, d, e, f soient entiers; et 'on sait qu'on peut toujours
transformer D'équation de maniére & les faire devenir tels; il est
connu qu’alors toute valeur rationnelle de z devra étre entiére ; et
il est visible que, dans ce cas, E, D, C, B devront également
éire entiers; d’ou il suit, en pariiculier, que, dans le méme cas,
z ne pourra étre qu'un des diviseurs du dernier terme f (*). La
recherche des racines rationnelles de la proposée se réduira donc
~ainsi & chercher d’abord teus ceux des diviseurs, tant positifs que
négatifs , de son dernier terme qui n’excéderont pas les limites ex-
trémes de ses racines, et a examiner ensuite quels sont ceux de ces
diviseurs qui vérifient les équations (2), en discontinuant d'ailleurs
la verification pour tous ceux d’entre eux qui feraient prendre une
valeur fractionnaire 3 quelqu’un des nombres £,D, C, B.

Cette méthode , qui s’applique évidemment aux équations litté-
rales comme aux ¢quations numériques , est, pour le fond, celle
que Bezout a cru devoir substituer a celle de Newton ; mais il a

(*) Quelques auteurs en donnent pour raison que le dernier terme est le
produit de toutes les racines ; mais cette raison ne pourrait étre admise que
dans le seul cas ol toutes les racines de la proposée seraient réelles et ra-
tionnelles. Dans le cas contraire, en eflet, ne pourrait-on pas supposer , par
exemple , que, 7 élant une des raciues réelles, et 28 étant le produit de toutes
les 1acines de cette sorte, le produit de toutes les racines tant incommensurables
qu'imaginaires soit 2, auquel cas le dernier terme , abstraction faite de son
signe , se trouverait étre 28% % ou 36 qui ne serait point divisible par 7.

Au surplus, puisqu’il est d’ailleurs pronvé que toute racine entiére d'une
équalion , conditionnee comme nous 'avons dit , est diviseur de son dernjer terme,
il nous est permis d’en conclure , & posteriori , que lorsque le premier terme
d'une éyuation est suns, coq[ﬁcient y € que les autres sont sans dénominateurs ,

le produit de ses r.eines tant incommensurables quimaginaires est nécessaire-
ment un nombre entier.
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négligé de justifier cette substitution, en prou{'ant que sa méthode
a le double avantage d'¢tre i la fois directe et exclusive; et les
auteurs d’élémens qui ont. écrit aprés lui n’ont peut-étre pas asscz
insisté sur ce point, Voild sans doute pourquoi, aujourd’hui méme,
quelques géomctres tiennent encore 2 la méthode de Newton, qui
n'est pourtant qu'un mauvais crible qui, s'il ne laisse passer aucun
‘des nombres quil doit retenir, en retient souvent beaucoup de
ceux qu'il devrait laisser passer; de sorte qu’apres I'opération ter-
minde , on se trouve contraint de vérifier les résultats obtenus, par
leur substitution dans le premier membre de la proposée. En un
mot, la méthode de Newton n’est qu’un moyen , d’ailleurs assez
laborieux , d’élaguer un nombre plus ou moins considérable de
ceux d'entre les diviseurs du dernier terme parmi lesquels doivent
seulement se trouver les racines commensurables de la proposée.

Il serait donc fort & désirer 'que l'on eut, pour la recherche
des facteurs rationnels des degrés supérieurs , une méthode aussi
parfaite que Dest celle de Bezout pour ceux du premier degré ;
mais , passé le second degré, pour lequel nous avons la ressource ,
souvent d’ailleurs trés—pénible , du développemcnt des racines en
fractions continues (*), nous sommes trop heureux encore , dans
notre indigence, de recourir au mauvais crible de Newton. Mais ,
pour bien faire comprendre que son usage s'étend a la recherche
des facteurs rationnels de tous les degrés, il faudrait, & ce qu'il
pous parait, présenter la méthode d’'une maniére un peu plus large
quon n’a coutume de le faire dans les traitds élémentaires , et voici
3 peu prés comment on pourrait I'exposer.

Soit I'équation donnée de degré quelconque

(*) Les racines , développées en fractions continues , doivent sans doute avoir ,
pour chaque degré, un caractére particulier : dans le premier degré , la frac.
tion continue se termine : dans le second, elle se présente sous forme pério-
dique ; mais a quel caractére reconnaitra-t-on qu'une fraction continue proposée
est racine d’une équation d’un degré supériear ? c’est la , & ce qu'il nous parait ,
une question tout-a-fait digne de lattention des géometres.
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amtax™ t 4bam A Ygx+rh=o0 ; (1)

et, pour fixer les iddes, supposons que s'étant ‘assuré qu’elle n’a
de diviseurs rationnels ni du premier ni du second degré, on veuille
savoir si elle n'en a pas quelqu'un du troisiéme. Représentons ce
diviseur , s’il existe, par

2’4 Azx*+4Bx-}-C , - (2)
dans lequel .il s'agira , s'il est possible, de déterminer les nombres
A, B, C, lesquels doivent évidemment étre entiers.

Pour y parvenir , remarquons d’abord que, si (2) divise (1) , il devra
le diviser , quelque valeur particulidre quon donne & 2. Mettons donc
pour z, dans 'un et dans lautre, les termes %k, k47, k27,
z-43! d’'une progression quclconque par différences’; représentons

par H, H’, H’, H" les valeurs numériques que prend le pre-
*

mier membre de (1), par leffet de cette substitution. Quant i
(2), il deviendra successivement

BPA-Alr+-Bi4-C ,

(k14 A1 +B(E+0)+-C

(k42034 A (k4204 B(k+20)4-C ,

(k43014 A(k4-30)*+-B(h~+-30)4-C ;
dont les premiéres différences seront

{3k 3ki4 I)+A(2k+ 1)4-B} ,

13k okl 70 +Alk+30)+B} ,

253l 415kl 190*)4-A(3k~+5)+B} ;

les secondes,

120§ 3(k+ D4-A; ;
1.22{ 3(k4-20)4-4} ;

et enfin la troisitme
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1,2.3°

Cela posé , soient chercches successivement tous les diviseurs de
H, H', H'", H!; suppusons que ceux de /i soient au nombre
de 2, ceux de H’ au nombre de n/, ceux de H” au nombre de
n' ; et enfin ceux de H// au nombre de 2”7 ; le nombre des épreuves
a faire sera mn/n’/n’/’, et voici en quoi elles consisteront.

Soient p un diviseur de H, p/ un' diviseur de H', p” un di-
viseur de H//, et p// un diviseur de H//; peur saveir si ces divi-
seurs ne seraient pas ce que devient le facteur cherché’, du troisiéme
degré " lorsqu'a la place de 7 on y met successivement &, &4/,
k42!, k437, en en prendra successivement les premiéres , secondes
et troisiémes différences , ainsi qu'il suif :

P
PP=pr
P pl—2p'+p ,
pl—p , pH—3pH4-3p'—p .
", pli—zp’tp
P'”—'P”
P///

Si p/"—3p//4-3p/—p n’est pas égal & 61* , on en conclura que, si (1)
a un diviseur rationnel du treisi¢ine degreé , p, p/ , p”, p' me
sauraient étre les diverses valeurs de ce djviseur qui répondent aux
substitutions de £, 4+/, k+2/, k+3/ i la place de z, et on
passera a l’épreuve d'une autre eombinaison de diviseurs de H,
H', H'", H",

Si, au contraire , on a

- pt=3p'43p/'—p=60 ,
on en conclura que , si (1) a un facteur rationnel du troisiéme
degré , et, si p, p/, p’-y p' sont ee que devient ce facteur par

la substitution de %, A4/, k427, 443/ la place de #, on
doit avoir ' '
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al*{ (k4D A} =p/'—2p/+p ,
2 (3 -3k4-P) A2k 4+ 1) A+BY =p/'=p ,
]i3+A/t’+B/i+C::p ;
d’ot

(5

1/ /
Y s 14 Y 34D,

B=TF (ot 1) A— (34304 1)

C=p—~l£3—k’4-—7£3 .
Ayant ainsi les valeurs de 4, B, C, on aura une valeur présumée
du facteur (2); et lon vérifiera ensuite , par la division, si ce
facteur existe en cffet dans (1). Si donc, aprés les nn/n//n'! épreuves
sur les diverses combinaisons des diviseurs de H, H’/, H”, H",
on ne rencontre aucune combinaison qui satisfasse 3 la condition
pl'—3p! 4 3plmp=61 ,
ou, si cette condition se trouvant remplie par une ou. plusieurs
de ces mémes combinaisons, aucun des facteurs présumés qui en
seront résultés ne divise (1), on en pourra conclure , avec cer-
titude, que (1) n’admet aucun diviseur rationnel dn troisitme degré.

Quoique nous ayons tacitement supposé que (1) était une équa-
tion pumérique , on sent fort bien quc le procédé est également
applicable aux équations littérales. : .

Ce que nous venons de dire de la recherche d'un facteur ra-
tionnel du troisitme degré peut étre facilement étendu i celle d’'un
facteur rationnel d’un degré supérieur ; mais il est aisé de voir
que, pour une équation donnée, la recherche doit sarréter au
facteur d’un degré moitié du sien si ce degré est pair , ou du degré
le plus apprechant de cette moitié en dessous, sison degré est impair.

. Il est presque superflu d’observer que la progression %, k47,
k+al, k43 étant tout-3-fait arbitraire , ce qu’il y a de plus simple
a faire est de choisir pour elle des nombres consécutifs de la suite
naturelle les plus petits possibles , abstraction faite de leurs signes,
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c'est-a-dire , les plus voisins de zéro. Si cependant les termes d’une
antre progression donnaient & H , H/, H/ , H/ un plus petit
nombre de diviseurs, cette progression devrait étre préférée, attendu
qu'il en résulterait une réduction dans le nombre zn/n//n/! des
épreuves a tenter.

Au surplus, en admettant un plus grand nombre de termes dans
la progression , et conséquemment une plus grande quantité des
nombres H, H', H",...... on aura la ressource de mettre au
rebut toutes les combinaisons de diviseurs de ces nombres dont les
troisiémes différences ne seraient pas constantes et égales & 6/°.

QUESTIONS PROPOSEES.

Probléme d'analise élementaire.

IL a fallu 7 vis d'Archiméde pour évacuer , dans le teinps ¢, l'ean
d’un bassin, dont la surface était @, dans lequel la pluie tombait,
et qui était en outre alimenté par une source,

Il a fallu n/ vis d’Archiméde pour évacuer , dans le temps #,
I'eau d’'un second bassin , dont la surface était '@/, dans lequel la
pluie tombait, et qui était en outre alimenté par une source.

Il a falla entin #” vis d'Archimede , pour évacuer , dans le temps
¢, Teau d’un troisi¢me bassin, dont la surface était @/, dans le~
quel la pluie tombait, et qui etaiten ontre alimenté par une source.

On demande , d'aprés cela, quel sera le nombre N de vis d’Ar-
chiméde nécessaires pour evacuer , dans le temps T I'ean d’an bassin
dont la surface est' A, dans lequel la pluie tombe, et qui est en
‘en outre alimenté par une source?

On suppose dailleurs que l'eau est 3 la méwe hautenr dans les
quatre bassins , au moment o l'operation commence , que la pluie
Yy tombe avec une égale intensité, que les sources y fournissent une
égale quan:ité d’eau dans le méme temps, et quentin les vis d’Ar-
chimede ont toutes une méme capacité d’évacuation.
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S———— — ae— =
- QUESTIONS RESOLUES.

Solution .du probléme proposé dans la note de la
page 231 du 1.°* volume de ce recueil ;

Par un ABONNE.

A e T Y Vi Vo Y Vo Vi

.P ROBLEME. Par deux points donnés , sur un plan , faire
passer une courbe telle que la portion de ce plan comprise entre
cetie courbe, les ordonnées des deux points donnés et laxe des
abscisses , soit équivalente & un quarré donné?

- Solution. Avant de nous occuper de cette question en particulier ,
occupons-nous d’une question plus générale. Soit 7 une fonction
donnée quelconque de la variable indépendante x , de sa fonction
y et des coefliciens différentiels de cette derniére. Supposons que
la relation entre x et 4 ne soit pas déterminée, et proposons-nous
de trouver quelle devrait étre cette relation, pour que lintégrale
JVdx prise entre deux limites donndes @ et g fut égale 4 une
quantité donnée 4. ‘

Soit X une fonction de 2 dont la valeur, prise entre les limites
a et g,soit égale a k*, c’est-d-dire, telle qu’en. représentant res-
pectivement par 4 et G ce qu’elle devient lorsqu’on y fait succes-
sivement x=a, =g, on ait 4—G=4*; en posant

dX
Ve 3 )
on aura

Tom. XII, n°* XI, 1.°* mar 1822. 44
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JVdz= o dz=/d X=X--Const.

qui prise , en effet, entre a et g devient égale A £* , comme I'exige
le probléme. Or, Iéquation (1) est une équation , différentielle ou
non, qui établit entre # et y la relation demandée.

Le probléme se réduit donc & assigner la forme de la fonction
X;or, il est aiséd de voir que cette fonction satisfera généralement
“aux conditions auxquelles elle doit étre assujettie, en posant

_ kF(x) . (2)
T Fa)=F()

F désignant. une fonction tout-a-fait arbitraire , et méme discontinue
si Pon veut. On conclut de 1, en effet,

_ kF@ __kF()
~ Flo—F@) ’ ~ Fe)—E@) ’
d'onr ’
A—-G=k* ,

ainsi qu’il était demandé.
On aura donc ainsi

dX _ kP
"= % S ot )

F/ désignant, suivant P'usage, la dérivée de F ; il ne s’agira donc.

.que d'intégrer cette derniére , si toutefois elle est différentielle ,
ponr obtenir la relation cherchée.

Pour appliquer présentement ces principes i la résolution de la
question proposée , soient (¢, 8), (g, &) les deux.points donnés,
par lesquels doit passer la courbe cherchée , et seit A* le quarré
auquel doit étre équivalent 'espace compris entre cette courbe , les
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ordonnédes des deux points donnés et 'axe des z. Supposons ,- en

premier lieu, qu'on nexige pas que la courbe passe par ces deux
oints , mais seulement gu’elle se termine 2 leurs ordonné -
p , ées, con

sidérées comme des droites indéfinies;*la question se trouvera donc
b

ainsi réduite & trouver la relation entre z et y qui rend égale 2

k* l'ntégrale fydx, prise entre les limites @ et g; or, on a ici
V=y;l'équation de la courbe cherchée sera donc, parla formule (3),

_ k’F’(w}__ i
Y= Fa=F) ° “@

Il ne s’agit plus présentement que de profiter de I'indétermination
de la fonction F pour assujettir la courbe ) passer par les points
(@, 8), (g, %). Pour le faire de la maniére la plus générale , soit posé

F(a)=Moa)+NHa)+Px(a) ,
M, N ct P &ant des constantes arbitraires ; on aura ainsi
P )My ()PP s
F (a)=Mo¢ (a)+Ny (a)+Px (a)A ,"
F (g)=Me (g)+NV¥ (&)+Px(g) ,

d’ou
F(a)—F(g) = M[o(a)~o(g)1+N[¥(@)=¥(g) I+ P(a)~x(s)] 5

metlant donc toutes ces valeurs dans la formule (4) , ehassant le

dénominateur , transposant et ordonnant par rapport aux constantes,
il viendra

- M{[o(a)—e(g)]y—r¢'(2)}
+N{[H(a)—4(g)ly~E*¥(2)} ) =o;
~+ P { [%(a)—x(g) Iy —k*x/()}
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‘exprimant ensuite que les coordonnées des deux points (2, ), (g, %)
satisfont & cetie derniére équation, il viendra 4

B [ola)=2 ol To— i 0/(a)}
AN [y —Hb— (@)} (=o,
+ P{ [%(a)—x(g)]b—l*/(a) }
M {[o(a)— o(g) 1=K ¢/(8) } ]
+N { [Ha;— ) Jh—k¥(g)}  =o;
+P { [#(a)—=2(5) Vo %/(8) } i

éliminant donc , entre ces deux dernidres et la précédente, deux
quelconques des trois constantes M, N, P, la troisitme disparaitra
d’elle-méme , et il viendra, pour I’équation de la courbe cherchée ,

{(pa-pg)(V1a.x'g-Vg. x'a)+(Ya-Vg) (z’a-wg-x’g-?'a)ﬂ-(xa-xg))wa-xlf’g-wg-«#’a)fy
={k‘(«l"a-x’g—*l«’g-x’)+(~I«a;-¢g) (hx’z‘z‘-\-lm’ag)-i-(xa—xg) (bxb'g—lix]«'a)}@’x
+ {k“(x’a-¢’6’*%’5-¢’4)+(xa-;xg)(h¢’a—b4>’5)+(¢a—¢g)(bx’g—hz'a) § Y
+{k(Pa.d g =0 Va)rt(pa—0g) h¥a—b V) (ba—ig)(bog—heo'a)}x'x s

équation qui, aux notatiens prés , est exactement la méme que
celle de I'endroit cité.
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QUESTIONS PROPOSEES.

Probléme danalise. .

ON demande la somme finie de la suite infinie

aCos.0 a2Cos.20 23Cos.340 a4Cos. 40

1+ -+ -+

1 1.2 1.2.3 1.2.3.4

+ e 9 * » & I?
Theoréme de Geométrie.

La circonférence qui passe par les centres de trois quelconques
des quatre cercles qui touchent a la fois les trois c6tés d’un triangle
quelconque est double de celle qui passe par les trois sommets de
ce triangle,

Probléme de Geomeélrie.

On demande I’équation "d’une courbe telle que , si de l'origine
on méne un rayon vecteur quelconque et une perpendiculaire 3 la
tangente 4 son extrémité, 1.° le cube construit sur le rayon vec-
teur soit double en volume du cube construit sur la perpendiculaire
3 la tangente; 2.° que la perpendiculaire 4 la tangente partage
au tiers de sa grandeur l’angle formé par le rayon vecteur avec

Paxe des ?
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Dissertation sur la langue des sciences en général , et en
partz’eﬂlfer sur la langue des mathematiques ;

Par un ABONNE.

SANS admettre, avec Cbndillac , que -toute science se réduise
uniquement 4 une langue bien faite, on me saurait pourtant, sans
fermer les yeux & l'évidence la plus manifeste , méconnaitre la
toute-puissante influence des signes sur les idées, des langues sur
les opérations de l'intelligence ; et méme, si quelque chose a licu
de surprendre, c’est que cette influence ait été si long-temps inapergue;
c’est que l'on ait tant tardé & découvrir que le langage n’est pas
moins U'instrument que le signe de la pensée; c’est) , en un mot ,
qu'une vérité de cet ordre, dont les preuves se manifestent sans
cesse en mille fagons diverses a Iesprit le moins attentif, et dont
les conséquences sont si nombreuses et si importantes, ait pourtant
échappé, pendant deux mille ans , & la sagacité de tant d’hommes
voués par golt ou par état a l’étude des langues et de la
métaphysique ; de telle sorte que ce soit 13, pour ainsi dire, une
découverte faite sous nos yeux.

Tant que les langues n’ont été envisagées que comme un moyen
de communication ou de rappel de nos pensées et de celles d’autrui;
aussi long-temps qu’on a pu méconnaitre le service le plus signalé
peut-éire de tous ceux que nous en retirons, on a pu croire que
le choix des signes.de nos idées était une chose d’elle-méme assez
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indifférente ; mais du moment que, pour me servir de I'ingénieuse
expression d’Euler , on eut reconnu que Vusage des langues facilite
notre adresse & penser , on dut songer des-lors quil devait en
étre & peu prés ici comme dans les arts mécaniques, ol Iexcel-
lence des outils contribue puissamment & la prompte exécution ct
a la- perfection de I'ouvrage.

La conséquence toute naturclle de cette considération semblerait
avoir dd étre une refonte générale de nos sysiemes de ‘signes; et
il en aurait sans doute été ainsi, sans l'attachement que nous con-
servons tous pour des habitudes depuis long-temps enracinées, et
cette répugnance, aussi peu fondée, peut-étre qu’elle est invincible,
qui nous porte a repousser tous les signes absolument nouveaux ,
et a ne tolérer la mise en circulation que de ceux-la seulement qui
se rattachent par des analogies plus.ou moins prochaines, plus ow
moins étroites , & d’autres signes universellement _mployés; en quoi
nous ne ressemblons pas mal & un homme qui s’obstinerait a ne
vouloir employer que de vieux matériaux dans des constructions
nouvelles : moyen certain de n’obtenir que des résultats défectuenx.
Aussi , si 'on en excepte peut-étre la langue de la chimie qui,
depuis trente ans qu'on y travaille, est pourtant loin encore d’étre
a l'abri de toute critique, nos langues sont demeurées , du moins
quant au matériel , & peu prés ce qu’elles étaient, dans le temps
ou on ne les considérait simplement que comme moyen de rappeler
et de communiquer la pensée; et Condillac lui-méme, bien qu'il
se soit peut-étre exagéré l'importance des langues , s’est presque
uniquement borné & fixer et a circonscrire , autrement qu’on ne
Pavait fait avant lui, la signification de certains mots, sans songer,
en aucunc sorte , 3 introduire ou méme a proposer le changement
le plus léger dans les élémens radicaux dont ces mots se com-
posent; soit qu’il ne pensit pas qu'un tel changement pat étre
de quelque utilité, soit plutét qu'il sentit que des réformes de cette
nature rencontreraient des adversaires trop nombreux et trop puissans.

Il y a déja plusicurs années que la premiére de mnos sociétés -
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savantes a cherché A fixer plus particuli¢rement attention des phi-
losophes sur T'influence que peuvent exercer les signes sur les idées,
en faisant de l’examen de cette influence le sujet d'un concours
public. Je n’ai jamais eu l'occasion de lire le mémoire couronné,
qui parait éire devenu postéricurement un ouvrage fort étendu ;
mais j'al toujours été surpris qu’aucun. géemetre ne soit entré en
lice ; parce que je congois difficilement que tout autre qu’un géométre
puisse traiter un semblable sujet avec toute la profondeur, toute
Iétendue et toute la précision qu’il comporte. Quelle autre langue,
en effet, peut mettre mieux en ‘évidence toute l'action des signes
sur la pensée que celle que lillustre Lagrange et ceux qui l'ont
suivi dans la carriére ont si singuliérement perfectionnée ? et quelle
langue approche plus que celle-la des conditions que devrait réunir
une langue tout-a-fait parfaite ? - ‘

Je ne pense pas toutefois que cette langue elle-méme soit abso-
lument exempte de reproches ; et chaque progrés nouveau de I’analise
mathématique semble méme en décéler I'imperfection. Chaque jour
la voit s’enrichir de nouveaux signes et de notations nouvclles,
amenées par le besoin d’exprimer de nouvelles idées ; mais le choix
de ces signes et de ces notations, comme celui des signes et des
notations plus anciennement connus, n’étant peint subordonnds i
des régles et a un systéme général , arrété a l'avance; et le plus
grand nombre d’entre eux s’introduisant sans aucune sorte de con-
trole , et par une pure tolérance de la part de ceux qui les re-
coivent; il peut en résulter, & la longue, beaucoup de désordre
et de confusion; et la langue mathématique peut perdre ainsi, aprés
un temps plus ou moins long, sa supériorité sur nos langues vul-
gaires , peut-étre originairement non moins parfaites qu’elle , mais
qui se seront dégradées peu & peu par des causes a peu prés
semblables.

Dans un tel état de choses , il peut n’étre pas sans quelque utilité
et quelque intérét de poser des maximes ‘géndrales sur le choix
des signes ; d’éclaircir ces maximes par des exemples simples, et

d’en
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faire une application spéciale a la langue des sciences exactes; et
tel est le cadre que je me suis tracé pour l'essai que I'on va lire.
Je sens fort bien qu’un tel cadre ne saurait étre dignement rempli
que par an esprit trés-supérieur ; et je dois a lavance prier le
lecteur d’excuser la témérité d’une entreprise que l'exécution sera
sans doute fort lain de justifier ; mais, pourvu que, dans ce qu’on
va lire , il se trouve, ¢a et Ia, quclques vues dont on puisse tirer
un utile parti, ou qui en puisse faire naitre de plus saines; je
dirai plus, pourvu seulement que ceci puxsse éveiller lattentlon
des géometres philosophes sur un sujet que je ne saurais me re-
fuser 4 croire d'une haute lmporlance, ]e n’aurai pas tout-a-fait
perdu mes soins ; et la critique méme, quelque amére qu’elle puisse
étre dailleurs, en me prouvant qu’on n’a pas dédaigné de refléchir
sur ce sujet, ne pourra m’étre que trés-agréable,

Je m’empresse , au surplus, de déclarer, avant d’entrer en ma-
ticre , que je suis loin de considérer comme possibles ou nécessaires,
ou méme seulement comme trés-désirables, la plupart des inno-
vations que je hasarderai de proposer. Je ne pense pas que beaucoup
de personnes soient disposées aujourd’hui, ni méme i quelque
époque que ce soit, a refaire de toutes pitces la langue d’aucune
science ; mais je pense en méme temps qu’en toutes choses , sans
se flatter de parvehir jamais 3 la perfection absolue, il faut néan-
moins l'avoir toujours devant les yeux , comme une limite vers
laquelle on doit tendre sans cesse. Je pourrais toutefois ajouter qu’a
diverses époques les hommes se sont prétés a recevoir des systémes
entiers de notatmns tout-a-fait nouvelles , soit pour exprimer un
ensemble d’idées auxquelles , jusque-la , on n’avait encore affecté
aucum signe , soit méme pour remplacer d’autres systémes de nota—
tions trouvés enfin trop défectueux. Je pourrais observer que , sans
Pheureuse témérité de quelques hommes et la docile complaisance
de tous les autres , nous n’aurions encore aujourd’hui ni notre
écriture alphabétique , ni nos notations musicales , ni notre syst.me
arithmétique , ni notre calcul algébrique ; inventions qui toutes, a

Mom. XII, 45
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leur origine, ont dd rencontrer un trés-grand nombre d’opposans
et des résistances plus ou moins vives. Je pourrais observer enfin
que souvent il faut montrer bien des [ois aux hommes la nécessité:
de certaines réformes, avant de les déterminer & les adopter ; et
qu’alors méme c’est hater 'époque de leur adoption que de leur
mettre une fois de plus cette nécessité sous les yeux ; mais, je le
répéte , je n'ai pas plus la prétention que lespoir d'opérer une
révolution , ni méme d'en préparer une dans l'avenir ; et je m’es-
timerai méme fort heureux , si le pen que jose hasarder, sur le
sujet qui m’occupe, n'indispose pas une multitude de gens contre moi.
Mais les contrariétés méme que je pourrai éprouver, les répugnances
qui me seront opposées , ne seront peut-étre pas sans quelque utile
résultat. Il n’arrive que trop souvent , en effet , que , lorsque la
langue d’une science nous est devenue tout-a-fait familiere, et que
nous avons entiérement perdu de vue ce qui nous en a codté de
peine pour la bien connaitre, nous sommes. disposés i prendre de
I'humeur contre ceux qui étudient cette langue, et & accuser leur
intelligence , lorsqu’ils rencontrent quelques difficultés dans leurs
études. Mais , en considérant combien nous aurions nous-mémes de
peine & nous. familiariser avec 'usage de quelques signes nouveaux,
choisis d’ailleurs de la maniére la. plus naturelle , nous nous sentirons
portés a plus d’indulgence envers. des jeunes-gens pout qui les.
notations qu’un long usage nous a rendues familiéres sont tout aussi
nouvelles , sans qu’elles leur présentént un ensemble aussi méthodique;
et cette bienveillante indulgence est une disposition de I’ime qu’en
particulier ceux qui se dévouent a ’enseignement ne sauraient trop
sappliquer & acquérir.

Les langues, considérées sous le point de vue le plus général ,
sont I’ensemble des signes dont nous faisons usage , soit pour con-
server en dépot nos propres pensées et celles d’autrui , soit pour
les communiquer a nos semblables,, soit enfin pour nous aider nous-
mémes a penser.
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Ces signes peuvent &tre permanens ou fugitifs. Les signes de
la premiére sorte constituent la langue écrize dont les principaux
usages sont de conserver invariablement la pensée pendant un temps
indéfini , et de la transmettre , sans altération , a des distances illi-
mitées. Ceux de la seconde sorte appartiennent & la Jangue parlée
dont l'usage est pour ainsi dire instantané , et qui ne peut transmettre
la pensée qu’d des distances trés-bornées. A celle-ci doit se rapporter
la langue d’action ainsi que le langage inarticulé. L’usage de la
langue écrite parait étre exclusif & I’homme ; tandis qu’il partage
avec tous les aulres animaux , mais dans un degré évident de
supériorité , 'usage de la langue parlée.

Les signes de l'une et de Pautre langue peuvent étre ou naturels
ou conventionnels ; ceux de cette derniére sorte sont aussi appelés
signes d’institution. Les premiers jouissent du privilége de I'uni-
versalité , mais le nombre en est nécessairement peu étendu ; les
derniers peuvent étre, au contraire , indéfiniment multipliés par
le jeu des combinaisons ; mais ils varient de peuple & peuple, de
siécle & siecle, et sont tout-a-fait inintelligibles pour qui n’est pas
au courant des conventions qui ont présidé & leur création. Ceux-ci
paraissent é&tre exclusivement 4 'usage de I’homme : il partage 'usage
des autres avec tous les animaux.

En considérant donc les signes de nos pensées sous ce double
point de vue , nous sommes tout naturellement conduits i les ranger
sous les quatre chefs principaux que voici, savoir :

1.° Les signes fugitifs et naturels : tels sont les cris , le rire,
les pleurs, les gestes, etc. lis constituent presque 4 eux seuls la
langue des animaux.

2.° Les signes permanens et naturels : tels sont les étalages
de nos marchands. au-devant de leurs boutiques , le dessin, la
peinture, etc; telle était probablement I'écriture hiéroglyphique dans
sa premiére simplicité,

3.° Les signes fugitifs et cenventionnels : tels sont les signaux
en mer , les coups de canon dans une féte publique, le pas de
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charge dla guerre , et presque tous les mots de nos langues articulées.
4.° Enfin, les signes permanens et conventionnels : tels sont les
marques distinctives des grades dans larmee, les costumes de nos
fonctionnaires , les armoiries qui décorent les équipages de nos grands
seigneurs et tous les mots de nos langues alphabétiques écrites.
Mais il est d’abord essentiel d’observer qu’il en est de cette classi-
fication comme de toutes les autres qui, si elles offrent & notre
esprit des points de repos qui ménagent utilement ses forces, ne
Iui présentent , d'un autre c6té , qu’une sorte de fiction assez peu
conforme a I'état réel des choses. Ainsi on congoit qu’il peut y
avoir une infinité de nuances, soit entre le signe le plus naturel
et celui qui I'est moins; soit entre le signe le plus durable et le
signe le plus éphémere. Il y a donc de signes plus ou moins naturels ,
plus ou moins conventionnels , plus ou moins fugitifs , plus ou
moins permanens ; et c’est une observation que je prie le lecteur
de ne poini perdre de vue dans tout ce qui va suivre.

Si dans nos langues, soit parfée, soit écrite , on avait pu se
borner a I'emploi des signes tout-a-fait naturels , les hommes,
sans aucunc étude préalable, s'entendraient facilement d’un péle a
I'autre , nous ne nous trouverions pas dans la déplorable nécessité
de consommer les plus belles années de notre vie 4 nous rendre
familiéres les langues des différens peuples avec qui nous devons
correspondre , et des divers écrivains que nous voulons consulter 3
et nous ne serions pas obligés, & notre grand préjudice , de sacrifier,
pour ainsi dire, I'étude des choses & celle des mots. Cest, par
exemple, parce que les horloges parlent une langue fort naturelle,
que celles de Berlin sont aussi bien comprises par un espagnol que
le sont celles de Madrid par un prussien ; et’ c’est encore parce
que le dessin et la peinture sont des écritures naturelles que nos
badauds de Paris ne s’arrétent pas avec moins de complaisance devant
les caricatures de Londres que ne le font ceux de Londres devant

les caricatures de Paris.
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Mais les nuances de nos idées sont si mombreuses et si fugitives
que, méme dans l’état de civilisation le moins avancé, les signes
naturels ne pourraient suffire 3 les exprimer toutes sans confusion ;
et d’ailleurs comment exprimer autrement que par des sigbes arti-
ficiels tant d'idées dont lobjet ne donne aucune prise aux. sens
et ne peut étre” offert & aucun d’eux. Toutefois , il est probable
que l'usage des signes naturels a précédé celui de tous les autres.
On peut conjecturer , avec vraisemblance, que, soit par la négli-
gence de ceux qui les employaient, soit par le désir de rendre la
langue plus concise, ces signes se seront graduellement altérés ; qu’en
voyant que les altérations qu’ilsavaient subi n’empéchaient pourtant pas
d’en retirer les mémes services, on aura congu l'idée d’employer,
concurremment avec eux, d’autres signes de pure institution; et voila
comment, sans recourir & aucune ressource surhumaine, on peut
concevoir la-formation et le perfectionnement progressif de toutes nos
langues. Il est méme quelques érudits qui pensent qu’il n’est aucun
de nos signes qui soit de pure institution, et qui ont méme essayé
d’expliquer la génération de la plupart d’entre eux, par une suite
d’altérations qu’ent subi des signes tout-a-fait naturels (*). Quoi qu’il
en .soit , les signes de nos langues sont présentement, presque en
tolalité, des signes de pure convention.

Si les conventions qui ont donné naissance a ces sortes de signes
avaient pu étre & la fois universelles et durables , une seule langue
nous suflirait aujourd’hui pour nous mettre en relation non seulement
avec nos contemporains,, mais méme avec ceux qui ont écrit dans
les temps -les plus éloignés de nous; mais, d’'une part, Pisolément
ou ont vécu long-temps les uns des autres les différens peuples de
la terre et la diversité de leurs mceurs , et d’une autre les altérations
progressives que ces signes ont éprouvées, n’ont pas permis qu’il en

(") Voyez, en particulier, le Monde primit{f de COURT DE GEBELIN.
J. D. G.
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fat ainsi; et telle est la cause de la diversité presque infinie des
langues tant anciennes que modernes. C'est un grand mal sans
doute ; mais c'est un mal qui ne saurait étre réparé que par ins-
titution d’une langue philosophique, trés-difficile a créer, et plus
difficile encore & laire universellement admetire , quelque simple
et quelque pacfaite qu’on voulit d'ailleurs la supposer. Laissons done
1A les langues vulgaires ; mais, puisque chaque jour voit introduire
de nouveaux signes dans la langue des diverses sciences , examinons
quelles sont les maximes qui doivent présider & linstitution de ces
signes , et jusqu'd quel point les signes déja institués s'approchent
ou s'éloignent des conditions qui, en conséquence de ces mémes
maximes , en auraient dir régler le choix.

I. 11 est d’abord évident que plus un signe d'institution approchera
d’étre naturel et moins aussi I'esprit aura d’effort 4 faire pour en
découvrir et pour ‘en retenir la signification. Ainsi, par exemple,
le. boulanger qui étale des pains sur le devant de sa maison, pour
annoncer aux passans qu’il en fait le commerce , se fait comprendre
des étrangers comme des nationaux, tandis qu’un étranger peut
fort bien ne pas comprendre ce que signifie le rameau vert qui
sert d’enseigne a4 nos cabaretiers , parce qu’ici le signe n’a plus
aucune analogie avec la chose signifiée. Un pampie remplirait cette
destination d’une maniére moins imparfaite,

II. Lorsqu’'un signe est purement conventionnel , il serait fort
a désirer que la convention gni en régle P'usage fat aussi univer-
selle qu’il se pourrait. C’est, en particulier, ce qu’on s’est proposé
en France dans l'institution des mesures métriques. C’est aussi parce
que les symboles algébriques ont ¢été genéralement adoptés par
tous les géométres de I'Europe, qu'il est si facile d’entendre des
traités d'apalise écrits dans une langue qu’on ne posséde qu’impar-
faitement , et dans lesquels le progrés du calcul aide si puissamment
3 l'intelligence du texte. La méme considération ne pourrait égale-
ment que rendre fort désirable I'adoption, proposée par Volney,



DES SCIENCES, 331
d’un alphabet commun & toutes les langues de la terre. T est
méme telles circonstances ou des conventions trop circonscrites
peuvent entrainer de graves accidens , et compromettre la vie méme
des individus. Je me sais, par exemple , jusqu'ol s'élend lusage
de la croiz de funeste présage dont parle Boileau dans sa v
satire ; mais, comme c’est ici un signe éminemment conventionnel ,
il est clair que cette croix peut fort bien n’étre, pour un étranger,
d’aucune garantie contre le risque auquel 'exposent des couvreurs qui ,

Grimpés au toit d’une maison ,
En font pleuvoir l'ardoise et la tuile & foison.

Suivant cette maxime , on doit trouver fort heureux que les géo-
métres , sans aucune convention formelle , se soient accordés a.
attacher constamment certains signes aux mémes idées , et soient.
dans l'usage, par exemple , de désigner toujours le rapport du
diamétre a la circonférence par =, la base des logarithmes naturels
par e, la graviid g, et ainsi du reste. Ce n’est point, en effet,
une petite affaire que d’avoir constamment présente & la pensée ,
dans tout le cours d’'une longue question,, la signification de tous
les symboles qu'on y considére , sur-tout lorsque ces symboles sont
fort nombreux. Plus donc ces sortes de- conventions serent multipliées
et plus aussi P'esprit s’en trouvera soulagé.

"IIL Quoiqu’il n’y. ait, au fond , aucun inconvénient grave i
attacher plusieurs signes & une méme idée ; cependant , comme
un surcroit de signes est toujours une charge pour la mémoire,
il est beaucoup plus convenable de s’abstenir de ces sortes de dou-
bles emplois , qui ne sauraient offrir le plus léger dédommagement
de la peine qu’ils procurent. Ainsi, par exemple, puisque la no-
tation des proportions peut étre remplacée par celle des équations,
et que celle:ci ne peut & l'inverse étre complétement suppléée par
Pautre ; ne- serait-il pas convenable de ne plus employer que cette
derniére, qu’on est toujours obligé de conmajtre et que I'autre ne
saurait dispenser d’apprendre. On a bien , & la vérité des synonymes
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dans les langues vulgaires, mais ils n’y sont utiles que par cela
méme qu’étant des synonymes imparfaits , ils permettent d'exprimer
toutes les nuances d’idées avec une exacte précision.

IV. Toutefois , il n’y a, dans l'affectation de plusieurs signes 4 une
méme idée qu’une embarrassante superfluité ; mais, ce qui ne de-
yrait jamais étre toléré, et ce qui pourtant n’est malheureusemeut
que trop ordinaire , c’est I'affectation d'un méme signe a des idées
différentes. Voila, par exemple, comment nous avens, en arith-
métique , des diviseurs qui divisent et des divzseurs qui ne divisent
pas; et voila encore comment, en géométrie , les mots aze et pdle
s'emploient aujourd’hui sous une multitude d’acceptions diverses (*).
Ce vice de nos langues scientifiques tient principalement 4 cette
répugnance que nous avons tous pour l'introduction des mets nou~
veaux ; répugnance qu'on ne saurait raisonnablement justifier,. et
par suite de laquelle nous ne pouvons nous garantir des continuelles
méprises qu’entrainerait inévitablerent I’acception multiple des mots,
que par lattention la plus soutenue dans la consjruction de nos
phrases. | '

V. Non seulement on ne doit pas affecter 2 une idée un signe déja
destiné i en représenter un autre ; mais il est méme souvent trés-
bon que le signe dont on fait choix n’ait absolument aucun autre
sens , soit dans la langue ou on I'adopte, soit dans tout autre,
que celui pour lequel on le destine. Ainsi, par éxemple , Lavoisier,
trompé par une fausse induction, a donné & une certaine substance
le nom d'ozigéne, parce qu’il a cru apercevoir en elle le générateur
universel des acides ; mais, aujourd’hui qu'on sait qu'il en est au-

(*) C’est encore ainsi qu'en astronomie ce qu’on appelle longitude et latitude
daus le ciel , n’est pas la méme chese que ce a quoi on donne les mémes
dénominations sur la terre.

J.D. G.
trement ,
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trement, il est évident que cette dénomination peut tromper ceux
qui savent un peu plus de grec que de chimie.

Il est donc trés-bon qu’un signe nouveau que I'on introduit dans
la langue d’une science ne préjuge rien sur la nature et les pro-
priétés de l'objet qu'il est destiné a représenter ; et on voit par
la combien est grande l'erreur de ceux qui veulent que les mots
soient en quelque sorte des définitions abrégées, et qui ne permettent
I'introduction d’'un mot nouveau qu’autant qu'on leur fait voir qu’il
est dérivé de quelque autre mot connu; ils devraient bien nous
expliquer enfin quels précieux avantages peuvent résulter de cette
~pratique ?

VI. Une attention qui n’est pas moins utile dans le choix des
signes, c’est quils ne deviennent pas une sorte de barriére qui
vienne s'opposer a un développement ultérieur des idées , ou du
moins le rendre plus lent ou plus difficile. C'est, par exemple,
I'inconvénient qu’auraient eu les notations fluxionnelles de Newton ,
si elles avaient prévalu sur les notations différentielles de Leibnitz,
1l est clair, en effet, qu’aussi long-temps qu’on aurait écrity , y, etc.,
au lieu de dy, d*y,....., on n'aurait jamais songé a l'expression
d"y sur-tout dans le cas ol 7z serait supposé fractionnaire ou négatif.

VII. Mais une attention extrémement recommandable dans le
choix des signes , parce que c’est une de celles qui peuvent le plus
contribuer 4 rendre I'étude des sciences facile et a en reculer les
limites ; c’est d’¢tablir entre ces signes des relations qui soient la
peinture fidéle de celles qui existent entre les objets qu'ils sont
destinés a représenter ; de telle sorte que les conventions 3 établir
sur I'acception de ces signes se trouvent, pour ainsi dire , réduites
4 leur plus simple expression. C’est, par exemple, un but quia
été trés-heurcusement atteint dans la nomenclature des mesures
métriques. Dans I'ancien systéme , en effet, les noms des mesures
de chaque série avaient des dénominations propres et indépendantes
les unes des autres , qui ne laissaient pas méme soupgonner leur
rapport de grandeur ; de- telle sorte que chaque dénomination ne

Tom. XII. 46



334 DE LA LANGUE

s’appliquait 4 son objct qu'en vertu d’une convention expresse ; et,
cette convention connue pour les dénominations des mesures d'une
série , on n'en était pas plus avancé pour celles des mesures de
toute autre série. Dans le systéme métrique , au contiaire , dés
que l'on sait quelle acception on doit attacher aux mots Meérre,
Are , Stére , Litre et Gramme , et a ceux-ci, Myria , Kilo,
Hecto , Déca , Déci , Centi , Milli , on est en état de nommer,
sans hésitation et sans méprise , et de distinguer parfaitement les
unes des autres quarante. unités de mesures différentes.

Ce n’est donc pas parce que les mows Myria, Kilo, Hecto,
Déca sont tirés du grec; ce n’est pas parce que les mots Deci ,
Centi, Milli sont tirés du latin ; ce n’est pas enfin parce que les
mols Métre , Are, Stére , Litre , Gramme sont dérivés d’autres
mots antérieurement employés, que la langue des mesures métriques
est une langue bien faite ; ce choix n'offte que I'avantage trés-léger
de rendre I'intelligence de cette langue un peu plus facilement acces—
sible au plus petit nombre de ceux qui sont dansle cas d’en faire
usage. Ce qui rend la langue des mesures métriques une langue
bien faite, c’est uniquement que le nom de chaque unité de mesure
fait toujours ncttement connaitre et a quelle série appartient cette
unité et quel rang elle occupe dans cette série ; c’est que les mots
de cette langue peuvent étre régulierement distribués dans les cases
d’une table 4 double entrée, dont il suffit de voir la premiére bande
horizontale et la premiére colonne verticale , pour en connaitre
complétement toute l'organisation intérieure (*).

(*) Une question qui nous parait assez piquante , mais que néanmoins nous
n'entreprendrons pas de résoudre, est celle de savoir §’'il y a plus d’avantage
que d’inconvénient 4 ce que les signes , soit vocaux, soit écrits , se ressemblent
d’antant plus que les idées qu'ils expriment sont moins dissemblables. Nous
voyons, par exemple, que dans leur prononciation les mots bain et pain se
ressemblent beaucoup , bien qu’ils expriment des idées fort différentes; tandis

quau contraire, les mots pain et gétequ., qui expriment des idées trés-voisines ,
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11 est pourtant permis de douter que cette langue efit été regue
par les savans, sans lattention qu'ont eu les inventcurs d’en faire -
dériver les mots d’autres mots pris dans les langues anciennes ;en
quoi, au surplus, ils se seraient montrés beaucoup moins raison~-
nables que la multitude qui a acccpté ces mémes mots sans s'in-
former aucunement de leur origine, et qui méme a pu croire qu'ils
avaient été formés de toutes picces.

VIII. Lorsqu'on trouve ainsi un avantage évident a former des
mots ou des signes composés, on peut alors en tolérer la longueur
et la complication ; mais , dans le cas contraire , on ne de-
vrait jamais souffrir dans les signes de nos idées que la compli-
cation strictement ngcessaire pour en varier les formes autant que
leur nombre peut I'exiger. C’est méme la un des principaux avan-
tages de la langue algebrique. Sa concision permet de saisir d’une
scule vue toutes les diverses parties d’une formule, et d’y aper-
cevoir facilement des rapports qu’une langue moins briéve ne laisserait
que diflicilement découvrir. On peut en dire autant de la langue

forment des sons trés-différens. De méme , dans I'écriture , les mots un et nu
se confondent presque & la vue, quoiqu’ils aient un sens trés-différens , tandis
que les mots un et le, quon ne saurait prendre I'un pour l'autre , n’expriment
que deux nuances d’une méme idée.

On peut observer, en faveur de I'une des deux opinions , que si les signes
de deux idées peu. différentes sont eux-mémes presque semblables , on y trou-
vera cet avantage que, si , dans un discours ou dans une écriture rapide , on substitue
Pun & lautre, il en résultera la moindre altération possible dans le sens de la
phrase ; mais nous sentons fort bien qu’on peut objecter que par 13 méme que
cette aliération sera peu considérable , il en deviendra d’autant plus difficile de
Vapercevoir ; tandis qu’il n'en serait pas ainsi, si une légeére altération dans le
signe lui faisait tout-a-coup représenter une idée si totalement différente de la
premiére , que la substitution de celle-ci & autre dit rendre le discours tout-
a-fait insiguifiant,

J. D. G.
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des nombres ; et il suffirait pour s'en convaincre de tenter le moindre
calcul sur des nombres dcrits dans nos langues vulgaires (*).

IX. Si la briéveté du langage et de I’écriture est d’un si grand
avantage , a plus forte raison, doit-on ne point étre obligé de re~
courir 4 des périphrases pour désigner des ob}els qui sont de nature
3 étre fréquemment indiqués i ceux & qui 'on parle ou pour quy
I'on éerit. N'a-t-on pas lien d’étre surpris que, par exemple, tandis
que nous avons des mots pour exprimer, soit la-double ordonnéde
qui passe par le foyer d’une section conique, soitla druite menée
du foyer a I'un quelconque des points de la courbe , soit encore la
distance de ce foyer au centre , nous n’en ayons aucun pour désigner
soit la perpendiculaire sur le milieu d’unedroite , soit la droite qui divise
un angle en deux parties égales ? et doit-on &tre surpris , d’aprés cela,
que tant de théorémes dont I'énoncé pourrait étre trés-court, ne puis-
sent &tre exprimés qu’en beaucoup de mots; ce qui les rend nécessai-
rement moins intelligibles et plus difficiles a retenir. Le mot projection
peut étre d’un emploi trés-utile dans la langue des élémens de la géomé-
trie ; et cependant, avant M. Francceur , personne n’avait songé a I’y
introduire. 1l importe d’ailleurs d’autant plus d'imposer des noms
a chacun des objets sur lesquels on peut étre appelé a diriger sa
pensée, que souvent , & défaut de dénomination, on les perd tota-
lement de vue , 4 peu prés comme on oublie dans un coin de
bibliothéque un livre dont le dos mne porte aucune indication. Par

(* L’inventeur de la Siénographie remarque , dans la préface de son ouvrage,
que ceux qui se sont rendu bien familiére cette écriture abrégée , éprouvent
un plaisir tout particulier 3 lire des livres et manuscrils ou elle est employée ,
et cela est trées-facile & croire et & comprendre. On éprouverait une semblable
jouissance & entendre un orateur &exprimant dans une langue qui lui per-
mettrait d’exprimer clairement , en quelques minutes, ce que nos langues ne

permettent de rendre que dans lintervalle de plusieurs heures.

J. D. G.
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exemple , on a trouvé remarquable la droite qui, dans un polygone,
joint déux séfdmets non consécutifs , et' on I'a appelé diagonale ;
mais le point '0d concourent les’ directions de deux cédtés non con-
sécutifs du polygone n’est-il pas également digne de remarque; et
ne mériterait-il pas, comme la diagonale , d’étre désigné par’' un mot
particulier ? qui sait combien de théorémes ne pourraient pas ré-
sulter de la combinaison de ces sortes de points, soit entre eux,
soit avec les diagonales elles-mémes ? Ici encore , comme dans tant
d'autres circonstances, on reconnait un des ficheux effets de notré
obstination & repousser toute dénomination qui n’entre ‘pas dans le
¢ercle de nos habitudes (*).

(*) On a tout aussi souvent besoin d’exprimer qu’un nombre peut se diviser
par un autre que d’exprimer que l'autre est divisible par celut-la 5 puis- done
qu’on exprime cette derniére circonstance en disant que l'un des nombres est
diviseur de Pautre , pourquoi n’exprimeraitson pas la premiére en disant que
celui-ci est dividende du premier ? et pourquoi I'expression de dividende commun
ne serait-elle pas aussi bien admise que celle de diviseur commun ? Quant 2
celle de plus grand diviseur commun , c'est déja une périphrase assez longue,
qu’il serait fort convenable de remplacer par un mot unique ; mais,. en se
résignant 4 la copserver , il faudrait au moins consacrer lexpression inverse
de plus petit dividende commun , au défaut de laquelle on est contraint d’em-
ployer celle-ci : plus petit nombre exactement divisible par des nombres donnés ,
qui est évidemment beaucoup ftrop longue.

Dans une traduction des Disquisitiones arithmetice de M. GAUSS , que nous
avions entreprise , et que la publication de celle de M. Delille nous a’ fait
discontinuer , nous avions hasardé les expressions diviseur maxime et dividende
minime , ‘en remplacement de celles-ci : plus grand diviseur commun et plus ‘petit"
dividende commun. 1 ,

Nous sighalerons encore , comme ayant grandement besoin de réforme , la
langue des angles polyédres et celle des polyédres. Saus avoir, en effet, la
ridicule délicatesse d’oreille de I'Araminte de Moliére, on peut ne pas trouver
d’un trés-agréable et trés-commode emploi ces locutions 3 les angles plans et
les angles diédres d'un angle polyédre’, les angles polyédres d'un polyédre .
et quelques-autres que sans doute MM. les professeurs n’emploient qu'avec beau-



338 DE LA LANGUE

X. Je ne pense pas toutefois que I'on doive tomber dans I'excds
contraire a celui que je viens d'indiquer. On congojt, en effet s
qu’il est a peu prés superflu de remplacer par un mot unique une
périphrase qui ne se prcsente -que fort rarement dans le langage ;
pu‘_isAqu’en agissant ainsi on finirait par surcharger et fatiguer extré-
ment la mémoire , sans abréger sensiblement le discours.

Apreés avoir ainsi posé les préceptes généraux que la raison semble
indiquer comme devant présider 4 la formation de la langue des
diverses sciences , nous allons en faire 'application & quelques langues
particuliéres. Nous commencerons par la langue des sons , ou la
langue musicale , qui semble étre une des plus éminemment sus-
ceptibles de régularité et de précision.

On peut distinguer dans un son trois choses principales , par
lesquelles seulement il 'se distingue de tout autre son ; savoir : 1.°
ce qu'on est convenu d'appeler Zon ou infonation , et qui consiste
dans une plus ou moins grande gravité ou acuité ; 2.° sa durée ou
le temps plus ou moins .long durant lequel il se fait entendre ;.
3.° enfin., son Intemsité ou l’impre_ésion plus on 'moins énergique
qu’il -produit ‘sur l'organe auditif. On ‘pourrait encore 'y distinguer:
ce qu'on appelle le timbre ou la gqualité du son ; mais, quelque
fondée que soit cette distinction , elle parait si diflicile a bien ca«

coup de répugnance. Qui empécherait , par exemple , d'appeler simplement
triédre ce qu'on appelle vulgairement angle triédre , &'y remplacer respective-
ment les dénominations d’angle plan et d’angles diédres pér les simples déno=
minations de faces et d'angles. On dirait ainsi : Dans tout triédre, la somme
des trois faces est moindre que quatre angles droits y et la somme des trois
angles est comprise entre deux et six angles droits; ce qui ne présenterait plus
rien de désagréable a lorcille. On peut dire , avec plus de vérité encore , de
la langue des sciences exactes , ce que Voltaire a dit de la langue vulgaire,
Aue c'est une gueuse fiére , & laquelle il faut faire l'auméne malgré elle,

J. D. G.
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ractériser (que personne n’a encore songé A la: représenter par des
signes ; el en conséquence j'en: ferai abstraction dans tout ce qui
¥a Sulyre. A ‘

Supposons: donc , en premier lieu, que I'on ait & noter une suite
de sons dont la durée et l'intensité doivent étre les mémes, ct qui
ne différent les uns des autres que du grave a laigu. C’est sans
doute, une idée trés-heureuse et trés-ingénieuse. que- celle qu’on:
a eu d’employer un caractére unique,'placé plus: haut ou plus bas
sur une suite de lignes horizontales, suivant que les sons qué ce:
caractére désigne doivent étre plus ou moins aigus. A la vénité,
ce ne peul étre qu'en vertu d’une convention que ce caractére dé-
signera un son ; mais cette convention est inévitable , puisqu’aucune
perception de I'eil ne saurait étre le signe naturel d’une perception
de loreille. C'est encore par l'effet d’une convention que les: sons
les plus graves sont placés sur les lignes les plus basses et les plus
aigus sur les lignes les plus élevées de la portde; car, ¥ propre~
ment parler, il ne saurait y avoir ni haut ni bas dans les sons;
mais cette convention est parfaitement conflorme: & celle en vertu
de laquelle on dit, dans la langue vulgaire , le 4as et le Zautz de
la voix, pour distinguer les sons graves des sons aigus. Aussi ne
saurait-on douter que beaucoup de gens. n’aient deviné cette con-
vention avant méme qu’elle leur ait été expliquée.

Toute ingéniense que soit cette idée, la maniére dont on a cou-
tume de la mettre en ceuvre n’est pas néanmoins a I'abri de toute
critique. Dés qu'on est convenu, en effet, d'indiquer le plus ou
le moins d’acuité des sons par le plus ou le moins d’élévation:, sur
Ia portée, des caractéres qui les désignent, il faudrait , pour étre
eonséquent , que d’égales augmentations dans I'élévation de ces ca-
ractéres répoudissent constamment & d’égaux accroissemens dans
I'acuité des sons qu’ils désignent; or, quoique le fz ne soit plus
aigu que le mi, et le uz plus aign que le s7, que d’environ la
moiti¢ de la quantité dont chacun des antres sons de Iéchelle dia—
tonique est plus aign que celui. qui le précéde immeédiatement, les:
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artistes ne tiennent aucun compte de cette différence , dans I'écri-
ture musicale ; de sorte que pour que, sur ce point, l'organe de
Pouie ne soit pas induit en erreur par celui de la vue, il faut
qu'on soit prévenu que leur convention fondamentale ne doit point
étre prise en toute rigueur. Si donc il n’en devait pas résulter une
trop grande complication, il paraitrait convenable de faire les portées
de reize lignes au moins ; et de convenir que Vintervalle d'un entre-
ligne au suivant ne répondrait constamment qu'a un intervalle d'un
semi-ton. Il arriverait ainsi que D'écriture musicale prendrait plus
de netteté, et qu’en méme temps on se trouverait dispensé de 'em-
ploi des di¢ses et bémols.

Je n’ignore pas, au surplus, que , théoriquement parlant, les
semi-tons dont se compose I’échelle chromatique ne sont pas tous
rigoureusement égaux ; mais je crois aussi que l'oreille est beau-
coup plus tolérante qu'on ne se le figure communément ; et je pense
qu'avec un bon systéme de tempérament, on pourrait , dans la
pratique , ne tenir aucun compte de cette inégalité.

Les musiciens ont été beaucoup moins heureux dans I'art de noter
Ia durée des sons que dans eelui d’indiquer leur place dans I’échelle
musicale. Ils ont imaginé d'indiquer cette durée par la figure des
notes; mais, outre que cette figure est beaucoup trop eompliquée,
pour quelques-unes, il arrive que les notes destinées & désigner
les sons de moindre durée sont précisément les plus apparentes,
ce qui forme un véritable contre-sens. Ainsi, par exemple, tandis
que , quelquefois, une ronde s’apergoit a peine, une triple croche
au centraire sapercoit de tréds-loin; de sorte qu’il serait fort diffi-
cile, pour qui ne serait point au courant de mos conventions &
cet égard , de deviner que le dernier de ces caractéres exprime un
son dont la durée doit étre trente-deux fois moindre que celle du
son exprimé par le premier. ,

La maniére la plus naturelle de noter la durée des sons me paraitrait
étre celle-ci : d’abord toutes les barres transversales qui divisent en
mesures les portées d’un morcean de musique devraient étre également

espacées,
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espacdes , puisqu’elles comprennent entre elles des intervalles de
temps dgaux ; on pourrait faire ces barres un peu larges, afin
de les rendre plus apparentes; chaque mesure serait divisée en
temps par des barres un peu moins fortes , et tonjours également
espacées ; ces temps seraient 3 leur tour subdivisés par des barres
moins apparentes encore, et ainsi suecessivement , jusqu’a ce qu’on
serait parvenu & des divisions répondant 2 la durée de la note la
plus briéve de la mesure ; toutes les notes seraient des rectangles
d’une méme hauteur, égale A la distance entre deux lignes con-
sécutives de la portée, que je suppose toujours avoir treize lignes
au moins; elles seraient toutes enti¢rement noires et formées du plein
de la plume entre ces deux lignes, & peu prés comme les notes
du plain-chant , ne différant ainsi les unes des autres que par
leur situation surla portée, et par leur longueur dans le sens hori-
zontal , qui serait toujours exactement preportiennelle A la durée
des sons qu’elles seraient destinées & représenter. ’

Un des principaux agrémens du chant mesuré consiste dans un
heureux mélange de sons et de silences plus ou moins prolongés ;
aussi , dans D’écriture musicale, a-t-on consacré des signes i ex-
primer ces silences ; mais on a commis ici un contre-sens 3 peu
prés pareil & celui que j'ai relevé tout-d-Iheure relativement au
chaix des notes, c’est-i-dire, qu’aux silences les plus courts ont été
affectés les signes les plus apparens. Il me semble que, puisque,
pendant la durée d'un silence, la voix ne doit former aucun son,
ce silence ne saurait mieux éwe représenté que par un espace vide
de note , dont I'étendue, dans le sens horizontal , serait exactement
proportionnelle & la durée de ce silence (*).

(") Le méme contre - sens que l'auteur vient de signaler se fait remarquer
dans la ponctuation de nos langues vulgaires ; le point, qui marque le plus
long silence, est beaucoup moins apparent que le point et virgule, et méme
que la simple virgule. J. D. G,

Tom. XII. 47
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Mais 1} ne suffit pas de caractériser par des signes I'intonation
et la durée des sons, il est nécessaire en outre d’en indiquer I'in-
tensité. Nous n’avons pour cela, dans I’écriture musicale, que les
caracteres ¥, P, FF, PP, >, < ecrits au-dessus dc la portée 5
mais , outre que ces signes rentrent en partie dans I'deriture vulgaire
et encombrent d’une maniére désagréable lintervalle qui sépare les
portées les unes des autres, il s'en faut qu’ils aient assez de pré-
cision , et qu’ils puissent exprimer nettement toutes les nuances
d'intensité. Ce qu'il y auvrait a faire de plus parfait poor atteindre
ce but serait sans doute de varier la teinte des notes , de telle sorte
que le noir le plus intense répondit au son le plus énergigue, et
qu’'un son qui doit. a4 peine se faire entendre fit représenté par une
note qu'on pit a peine distinguer du blanc du papier ; mais, comme
cette pratique entrainerait trop de difficultés d’exécution , on pourrait
y suppléer en variant la largeur des notes de maniere que le son
le plus plcin serait représenté par une note qui remplirait exacte-
ment lintervalle entre decux lignes consécutives de la portée , tandis
qu'un son trés-faible serait représenté par un trait aussi délié qu’on
pourrait le faire sans qu’il cessit d’étre visible, et qu'on tracerait
au milieu de Tintervalle entre ces mémes lignes.

Voila par quelles attentions on pourrait amener notre écriture
musicale & reposer sur le plus petit nombre de conventions possible;
a étre, pour ainsi dire, devinée par tout le monde, sans le secours
des gens de l’art, et & étre presque exactement pour les yeux ce
que serait pour loreille le chant qu’elle représenterait. Qui sait ce
que la pratique de ce systéme pourrait exercer d’influence sur I'art?
toujours parait-il assez probable qu'on s’accoutumerait a4 juger a la
simple vue de la beauté d’une mélodie, et a reconnaitre le méme
trait de chant partout ol il se rencontrerait, par la seule courbe
que formerait sur la portée la série des notes qui le caractériserait ;
courbe qui serait partout semblable 4 elle-méme (*).

(*) On prétend que notre illustre Lagrange n’a pas dédaigné de diriger quel-
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Je n’ai encore considérd jusqu'ici que la musique éerite ; mai
je vais , avant de quitter ce sujet, dire 'deux mots de la musiqie
parlée. Il est d’abord clair que , pour qui ne connait point I'Hymne
de St Jean-Baptiste, les noms des notes de notre échelle diatonique
pe sauraient se lier aux sons qu'ils désignent qu’en vertu dastant
de conventions distinctes : j’aimerais donc beaucoup mieux, pour
cette raison, qud I'exemplée de J. J. Rousseau , on rempfégﬁt! ées
dénominations par les noms des nombres naturels,.qui sont plus -
universeliement connus ; ou que , comme les Allemands le pratiquent, -
on leur substitudt les noms des letires de notre alphabet, dont
Pordre successif, bien qu’arbitraire, n’est pas moins généralement connu,
Mais , afin de ne point faire prendre le change , et de ne point
faire présumer égaux des intervalles qui ne le sont pas; afin que les
commengans pussent retenir plus facilement la place qu’cccupent
les semi-tons dans I'échelle , je proposerais de représeénter les sept
notes de l'échelle diatonique, de I'uz au 57, ou pdr

1,3,5,6,8, 10, 12,
eéu par '

A,C,E,F H,XK,M;
alors les nombres

2940-7:9’1I:
B,D,G,I,L,

seraient réservés pour désigner les notes affectées de ditses oun de
bémols. Je préférerais toutefois les lettres aux nombres, dont 1’aspect
pourrait fausser les idées sur les rapports des différens sons entre
eux. On pourrait méme employer des letires sans accens, pour
désigner les touches du milieu du clavier général, et désigner ensuite
les notes des octaves plus aigus ou plus graves par les mémes

ou les lettres

quefois ses méditations sar la maniére de perfectionner I'dcriture musicale ; il

serait curieux de savoir & quel point ses idées sur ce sujet pouvaient différer
de celles de l'auteur de cet &erit. . J. D. G.
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lettres affectées d'un ou de plusieurs accens, en haut ou en bas,
ce .qui reviendrait peu prés a ce qu'Euler a pratiqué , dans ses
divers écrits sur la musique. .

J'ai signalé tout-a-'heure, dans la figure qu’on donne aux notes,
pour indiquer la durée des sons qu’elles représentent, un contre-sens
qui consiste a rendre les plus apparentes les notes qui représentent
les sons de la. momdre durée. Les noms qu’on a donné a ces notes
. semblent conspirer avec leur figure pour tromper ceux a qui I'écri-

ture musncale ne serajt: pas familiere. Qui, en effet, e serait pas
tenté de croire, par. exemple , s’il n'était formellement averti du
contrajire , que la triple croche a une durée triple ou tout au moins
une, rapidjté triple de celle de la croche, et pourtant ces deux
Kconjécture,s ser,aient également Iausses.D*aprés la manigre dont jai
) pra,pose decrgpe les notes, -on powyrait appeler pleines ce qu'on
appelle aujourd’ hm rondes et donner ensuite aux autres notes, en
partant de celle-la, les dénominations’ successnves de demi-pleines ,
quarts de pleines, et ainsi de suite.

Les musiciens ont été un peu’ plus avisés dans'le choix desnoms qu’ils
ont donnés aux silences que dans le choix de ceux qu’ils ont affectés
aux notes, et la plupart de ces noms ‘expriment bicn le véritable
rapport des durées. Cependant , pour mettre plus d’analogie et
d’uniformité dans les dénominations , et réduire toujours les con--
ventions au plus petit nombre possible , je proposerais d’appeler
pause le silence d’une durée égale & celle de la note que je viens
d'appeler pleine ; et de’ désigner successivement les silences d'une
durée inférieure par les dénominations de demi-pause, quart de pause,
et ainsi des autres.

11 y aurait encore beaucoup 4 dire, si je voulais parler de tous les
autres signes et de toutes les autres dénominations employés dans la
musique, des renvols, des reprises, du mouvement des différensairs,
€tc.;mais je n'al pas entrepris d*écrire un traitécomplet surlatangue et
Véeriture musicales. Je me hite donc de passer 4 fa langue des nombres
et a mlle dg calcul , qui doivent étre le prmmpal ob)et de cet écrit.
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Si I'on n’avait uniquement en vue que de choisir les signes les
plus naturels, et-de réduire les conventions au plus petit nombre
possible,, la maniére la plus convenable d’écrire et de nommer les
nombres serait sans doute la suivante :-on choisirait un caractére
d’écriture le plus aisé 3 [ormer , le caractére 1 , par exemple,
comme le symbole de 'unité; on donnerait 4 ce caractére un nom
trés-court , le nom wz, par exemple, que l'on conviendrait étre
le nom de l'unité ; et, lorsquon voudrait écrire ou nommer un
nombre entier quelconque , on écrirait ou l'on prononcerait le ca-
ractére ou le mot représentant I'unité autant de fois qu’il y aurait
d’unités dans le nombre proposé. Clest & ce systéme de numeération
que reviennent les Za//les employées par beaucoup de gens en guise
de compte ouvert vis-a-vis leurs boulangers, et c’est encore suivant
ce systeme que nos zorloges 4 sonmerie accusent les heures.

Mais , indépendamment de l'espace et du temps nécessaires pour
écrire et énoncer dans ce systéme des nombres tant soit peu con=-
sidérables, des nombres ainsi écrits et énoncés n’offriraient & I’esprit
qu’une idée trés-confuse de leur grandeur, tellement qu’il serait A
peu prés impossible de discerner 'un de I'autre deux nombres peu
différens et tant soit peu considérables. Voila sans doute ce qui
aura conduit a créer des caractéres et des mots pour désigner , en par-
ticulier , chacun des premiers nombres de la suite naturelle, et a
combiner ensuite ees caractéres et ces mots entre eux de maniére
3 former cet ingénieux systéme arithmétique que nous devons aux
Arabes.

Mais les caractéres de cette arithmétique n’ont €té assujettis,
quant a leur figure, 4 aucune méthode réguliére, tellement que
chacun d’eux ne remplit sa destination qu'en vertu d’une conven-
tion formelle, et que ces caractéres sont des signes d'institution dans
toute I'étendue de la signification de ce mot. Si cependant la base
de notre arithmétique avait été plus petite , on aurait pu choisir
les chiffres de moni¢re 3 en faire des signes presque naturels ; il
et sufli pour cela de convenir que tout chiffre serait formé d’une

Tom, XII, n° XII, 1.°% juin 1822, 48



346 DE LA LANGUE

_barre verticale , traversée par autant de petites barres horizontales que ce
chiffre aurait dd expnmer d’unités. Dans ce systéme , notre chiffre 1
aurait été le zéro , pmsqu il ne se serait trouveé traversé par aucune
barre horizontale. Des chiffres ainsi choisis se seraient fait en quel-
que sorte deviner d’eux-mémes ; mais , dans notre arithmetique dé=
cimale , la multiplicité des barres aurait été une source de confusion.

Il se présentait aussi de choisir , pour représenter les petits
nombres, les premiéres lettres de notre alphabet, prises dans leur
ordre ; de cette sorte , 1’étude des lettres et I'étude des chiffres
n'auraient été qu'une seule et méme étude. 1l est pourtant heureux-
qu'on n’ait pas pris ce parti, qui n’aurait plus permis d’employer
les lettres de la manié¢re qu’on le fait en algebre.

Quant aux noms des nombres, il aurait été assez difficile qu’ils
ne fussent pas purement conventionnels ; mais on aurait pu les
faire commencer successivement par les neuf premidres lettres de
T'alphabet, afin d’enchainer 'ordre numeéral & Tordre alphabétique.
On a choisi des mots trés-courts, et on a bien fait ; il eut seu-
lement été A désirer qu’on substituit aux mots zéro et quatre des
‘mots d’une syllabe comme les autres.

Les caractéres une fois admis 'tels qu’ils sont., et la convention
sur la valeur de situation des chiffres établie, notre numération
écrite est tout-a-fait irréprochable; mais il n’en est pas tout-i-fait
de méme de la numération parlée, et on ne voit pas sans quel-
que regret qu'on se soit plit, en quelque sorte , 3 en ghter
Puniformité.

1.° Puisqu’on dit diz-sept , diz-huit , diz-neuf , pourquoi ne
dirait-on pas diz-un , diz-deux , diz irois , etc.,au lieu de ces déno-
minations sauvages onze , douze, freize , etc., dont le sens a besoin
d'étre expliqué , tandis que celui des autres se présente de lui-
méme.

2.° On dit deux cens , trois cens , quatre cens, etc., deux mille 5
trois mille, quatre mille , etc.; pourquoi donc mne dirait-on pas
également dewx diz , trois diz, quaire diz , etc.? Un enlant ne
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demande jamais ce que valent ensemble deuzx cent cing et lrois
cent quatre , parce qu'l voit de lui-méme que cela fait cing cent
neuf , tandis qu’il peut éire fondé & demander ce que valent en-
semble vingt-cing et trente-quaire , dont la somme ne se présente
pas aussi naturellement.

Si du moins notre mode d’énonciation des collections de dizaines
était uniforme ; mais quelle analogie y a-t-il, par exemple, entre
les mots diz, vingt, trente P et qui pourrait jamais , si on ne l'en
instruisait , soupgonner la signification de ces mots. Qu’est-ce ensuite
que ces mols soizanle ¢! diz , quatre-vingls , quatre-vingl-diz?
qu'ont donc de si désagréable pour loreille les mots seprante ,
huitante et nonanie , généralement admis dans nos départemens
meéridionaux ? 8i I'on voulait absolument des mots en ante, je voudrais
qu’on employat simplement les mots un-ante , deux-ante , trois-ante
etc; mais je préférerais de beaucoup, comme je lai dit plus haut,
les mots diz , deux dix , trois diz, etc.

3.2 Dans notre maniére de couper les grands nombres en tranches ,
nous sommes obligés d'imposer des noms 3 ces tranches; mais du
moins faudrait-il que le nom d'une tranche en indiquait le rang,
et c’est malheureusement ce qui n’arrive pas. Qui ne serait
tenté de croire, par exemple, il n’était averti du contraire, que
les mots billion , trillion , quatrillion , etc , sont les noms des
deuziéme , troisiéme, quatriéme , etc. tranches, et ne semble-t-il
pas qu’on ait cherché 4 dessein de brouiller toutes les idées ? et
doit-en étre surpris d'aprés cela que tant de jeunes-gens se dégofitent
de Pétude des sciences exacles ou ils ne trouvent, dés 'abord , que
désordre et confusion,

Avant de terminer sur ce sujet, je remarquerai encore qu’on
pourrait, sans confusion , représenter tous les nombres , dans notre
systéme de numération ou dans tout autre , avec un caractére
unique , le zéro par exemple. Il ne s’agirait pour cela que d’avoir,
pour écrire les nombres , du papier réglé comme le papier de
musique , mais dont il serait bon que les portées eussent dix lignes
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au lieu de cing. On conviendrait que le caractére o vaudrait zéro,
un , deux , lrois, etc, suivant qu'il se trouverait écrit sur la pie-
miére , la seconde , la troisiéme , la quatriéme , etc. ligne ; la portée
serait divisce , par des barres transversales équidistantes, en mesures
dont la premiére scrait destinée & recevoir les wnizés , la seconde
les dizaines, la troisitme les centaines , etc. ; mais ce serait la
faire le contraire de ce qu'a fait J. J. Rousseau, qui a cherché,
4 linverse , & nous dispenser d’un papier particulier pour écrire
la musique, '

Une nomenclature qu’on peut regarder comme bien faite , et
d’autant mieux faite qu’elle est toute francaise, c'est celle des unités
fractionnaires des divers ordres; et encore faut-il qu’on én ait, dés
Porigine , gité Puniformité. Puisqu’on dit un cinquiéme , un siziéme,
un septiéme , etc, d’unité ; pourquoi, au lieu de dire un demr?,
un tiers , un quart, ne dirait-on pas également wn deuxiéme , un
iroisiéme et un quatriéme? Que si I'on objecte que cela pourrait
se confondre avec la dénomination des nombres ordinaux, je ré-
pondrai que cette confusion serait également & craindre pour les
dénominations usitées , au-dela de la fraction un quart , et que
pourtant jamais personne ne s'en est plaink.

Je passerai présentement aux noms imposés aux opérations de
calcul , et aux divers élémens qu'on y considére. Il y a entre ces
opdérations des analogies trés-importantes et trés-dignes de remarque ;
analogies qui , plutét et mieux observées , auraient obtenu , &
d’autres qu'a Néper, et bien long-temps avant lui, la gloire de la
découverte de I'ingénieuse et utile invention des logarithmes. Mais
comment ces analogies auraient-elles pu étre remarquées, lorsque
rien dans le langage ne les laissait soupgonner ?

Dans toute opération de calcul , on ne devrait jamais considérer
plus de deux nombres donnés servant 32 en déterminer un troi=
sieme ; et c’est fort mal & propos qu'on définit ’addition Iart de
trouver un nombre égal a la réunion de plusieurs autres. Quelle
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que soit la multitude des nombres 2 ajouter , on peut toujours
parvenir & leur somme par une suite d’additions de denx nombres,
tout comme on détermine le produit de la multiplication d'un
nombre quelconque de facteurs par une suite de multiplications
de deux facteurs. A la vérité, Dextréme simplicité de I'addition
a pu permettre de déterminer d’un seul coup la somme de plus
de deux nombres , mais le procédé qu'on emploie alors doit étre
uniquement considéré comme une abréviation accidentelle , particu-~
liere & l'addition qui doit invariablement demeurer l'opération par
laquelle on détermine la semme de deux nombres. Car, sans
doute , si quelqu'un découvrait un procédé propre a faire trouver
d’un seul coup le produit de plus de deux facteurs ,on ne se croirait pas
fondé pour cela & changer la définition de la muliiplication.

N’admettant donc ainsi que deux données dans chaque opération,
on doit distinguer entre elles 1'é/ément passif et Vélément aciif ;
le nombre sur Zequel on opére et celui avec lequel on opére, la
matitre et Yinstrument de Vopération. A la vérité, cette distinction
pourrait paraitre superflue dans I’addition ol les deux élémens jouent
exactement le méme réle, sous tous les rapports , mais elle est
toujours bonne & conserver, 13 comme ailleurs, 3 cause de l'ana-
logie; c’est encore 1a une circonstance purement accidentelle , &
peu prés semblable 4 celle d’un morceau de sucre que I'on rappe
contre un autre , et ou le rappant est aussi le rappé. On pourrait
dire aussi que, dans la multiplication, on peut intervertir 'ordre des
facteurs ; mais ce serait avec moins de fondement encore, puisque
la il y a bien évidemment un nombre répété et un nombre qui
répéie; et que ce n'est que sous le point de vue abstrait que la
permutation peut étre permise. Ainsi, tout le monde congoit clai-
rement ce que c’est que la multiplication d’une longueur par un
nombre abstrait, tandis que la multiplication d'un nombre abstrait
par une longueur est un véritable non sens.

Dans les quatre derniéres opérations, on a différencié par “des
dénominations particuli¢res les deux élémens et le résuliat ; dans
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les deux premiéres , au contraire, on a laissé ces élémens sans dé-
nominations propres; et de li, en particulier, lincommodité des
circonlocutions de nombre dont on retranche et de nombre quon
retranche , auxquelles il faut sans cesse recourir dans I'exposition des
ré¢gles de la soustraction; car les dénominations de plus grand et
de plus petit nombre, outre qu’elles seraient impropres dans le cas
od les deux nombres seraient égaux , deviendraient, pour I'algebre,
le germe d’une idée fausse ; et les dénominations de nombre d’en haut
et de nombre d'en bas ou de nombre supérieur et de nombre in-
Jérieur , sans étre plus courtes, seraient tout-a-fait ridicules.

Les géométres de Genéve ont admis le mot addendes comme
dénomination commune des nombres sur lesquels on opére dans
I’addition , et je I'accepterais volontiers comme l'analogue du mot
Jacteurs dans la multiplication, si le mot parties n’était tout aussi
court et plus francais; mais il n’en faudrait pas moins des déno-
minations pour désigner chacun de ces nombres en particulier. Les
mémes géométres ont inventé , pour la soustraction , les mots
substrakende et minuande ; mais il ne parait pas que ces dénomi-
nations aient pris faveur; c’est sans doute en partic a cause de la
dureté de la premiére ; rhais c’est peut-étre aussi a raison de leur
défaut d’analogie avec celles qui ont été adoptées pour la multi-
plication et la division; c’est que leur terminaison commune en
ande semblerait donner & croire que, dans la soustraction , il y
a deux élémens passifs et point d’élémens actifs.

Puis donc que , dans la multiplication et dans la division , les
noms des deux élémens se déduisent du nom mwéme de I'opération
en y changeant la terminaison 7oz en ande pour I'élément passif,
et en eur pour P'élément actif , il se présentait assez naturellement
d’employer les mots additande et additeur pour V'addition, et les
mots sousiractande et soustracteur pour la soustraction.

Mais, outre qu’il serait assez difficile d’étendre cette régle 2 la
formation des puissances et a I'extraction des racines , dont le nom
n'est qu'une périphrise , il est désirable , pour la plus grande per-
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fection de lagangue du calcul , que le nom du résultat soit aussi
déduit d’'une maniere uniforme du nom de Vopération ; et c’est ce
qui n’arrive pas dans notre maniére de nous exprimer , ou les
mots somme 5 reste, produit et quoticnt n'ont aucune analogie avec
les mots addition , soustraction , multiplication et division. En
outre , comme chaque opération a son inverse , on pourrait désirer
encore que le langage fit sentir que la soustraction est l'inverse
de 'addition, la division I'inverse de la multiplication, et I'extraction
des racines l'inverse de la formation des pnissances.

Un homme qui, avec tout ce qu'il fallait pour se faire un nom
dans les sciences exactes , n'a finalement acquis qu’une honteuse
célébrité, avait proposé les mots sommatior , réproduction , gradua-
tion pour désigner les opérations qui composent les nombres ; en
substituant avx deux derniers les mots production et gradation ,
qui sont un peu plus simples, on pourrait employer les mots Jé-
sommation , déproduction et dégradation , pour désigner les opé-
rations de retour ; et alors il serait possible d’établir une langue
do calcul tout-a-fait réguliére , ainsi qu'on le voit par le tableau
suivant, ¢ui n’a pas besoin de commentaire.

Somme=ation , Prod—ation , Grad=—ation ,
Somm=—er Prod—er Grad=—er ,
Somm=—ande , Prod—ande , Grad—ande ,
Somme—eur Prod—eur Grad—eur
Somme==¢e ) Prod—e , Grad——e .
Dessomm—ation , Déprod—ation , Dégrad==ation ,
Dessomm-—er Déprod—er Y Dégrad=—er ,
Dessomme=ande Déprod=—ande , Dégrad—ande ,
Dessomm—eur Déprod=—eur Dégrad—eur

Dessomm—e , Déprod—e R Dégrad—e .
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Cependant cette nomenclature , toute complete et régulidre qu’elle
est, ne réunit pas toutes les conditions qu’on pourrait exiger d’elle.
Les opérations du calcul ne sont point indépendantes les unes des
autres , et suivent, dans leur génération progressive, un ordre qui
tient de leur nature; or, les radicaux que je viens de proposer
n’indiquent aucuncment lordre que les opérations doivent garder
entre eclles. Je pense donc que , par ce motif, il vaudrait peut-étre
mieux leur substituer des radicaux purement ordinaux; les noms
des six opérations seraient ainsi :

Prim==ation , Déprim==gation ,
Du = ation , Dédu == ation ,
Tri == ation , Détri == ation ;

d’olt on formerait les noms des élémens et du résultat , comme dans
le cas précédent. On trouverait cet avantage & I'adoption de ce dernier
systéme qu'il ne statuerait rien de définitif sur le nombre des degrés
ou ordres d’opérations du calcul ; de sorte que si des réflexions
nouvelles en amenaient d’un ou de plusieurs ordres supérieurs,
telles que les Lamed de M. Vronski, la langue de ces nouvelles
opérations deviendrait trés-facile a faire (*).

(» L’auteur ne compte ici que six opérations de calcul ; mais il nous parait
qu'on en doit compter sept et méme huit. Il est d’abord incontestable que
le probleme de la formation des puissances donne lieu & ces deux problémes
inverses essentiellement distincts ; 1.° Etant donnés la puissance et U'exposant,
trouver la racine ? 2.° Etant donnés la puissance et la racine , irouver I'exposant ?
Pareillement , le probleme de la multiplication donne licu 4 ces deux problémes
inverses , 1.° Etant donnés le produit et le multiplicande , déterminer le mul-
tiplicateur? 2,° Etant donnés le produit et le multiplicateur , déterminer le
multiplicande ? Remarquons bien, en effet, que, bien que ces deux questions
rentrent numériquement Pune dans lautre , lorsqu’il s’agit de la multiplication de

Je
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Je ne doute pas, au surplus, que ces nouvelles dénominations
n’excitent le rire de beaucoup de gens, et peut-étre méme la
colére de quelques-uns; mais je ne donne ni l'ordre, ni méme le
conseil de les adopter , et tout mon but est seulement de faire
comprendre ce que j'entends par une langue bien faite. Ne sest-
on pas d’ailleurs moqué également et de tous les projets de réforme
de notre ortographe,et de la nouvelle nomenclature chimique , et des
noms des départemens , et de ceux des mois et des jours du calendrier
de la république , et de ceux des mesures métriques ? On aurait
trop & faire, si 'on voulait s'inquiéter des propos des mauvais
plaisans et des sots.

Des gens plus sensés objecteront que les avantages réels que
peut offrir 'emploi d’une langue mieux organisée , ne sauraient
compenser le désagrément qu’on éprouve a renoncer i des habi-
tudes anciennes et profondément invétérées; et je l'accorderai vo-
lontiers lorsqu’il ne s'agira que de la langue vulgaire ; mais il n’en
est pas de méme de la langue des sciences; ceux qui les étudient
n‘ont encore aucune habitude formée ; il leur importe assez peu que
tel objet quon offre pour la premitre fois & leur attention soit
nommé de telle manitre plutét que de telle autre ; mais ce qui
leur importerait beaucoup , ce qui faciliterait singuliérement leurs
études , ce serait qu'en apprenant des mots, ils trouvassent dans
ces mots le tableau fidelle des rapports entre les idées qu'ils sont
destinés a cxprimer.

Je passe présentement i I'examen des signes, soit de ceux qui

deux factears numeériques abstraits; c’est loute autre chose lorsque , par exemple,
il sagit de la multiplication d’une longueur par un nombre abstrait. Quant a
Paddition , il est patent qu'elle ne donne naissance qu'd une seule question
Snverse.
J. D. G.
Tom. XII. 49
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expriment les rapports que les grandeurs ont entre elles, soit de
ccux qui indiquent les opérations qu’on doit leur faire subir. Les
premiers sont les signes > , =, <, dont je ne ferai mention que
pour rcconnaitre qu’ils ont été bien choisis ; ce sont, en effet,
des signes presque naturels; aussi en devine-t-on pour ainsi dire
I'usage, eu du moins ne l'oublie-t-on jamais dés qu’une fois on
I'a connu.

Mais ce sont malheureusement les seuls qui jouissent de eet
avantage, et cenx qu'on destine & indiquer les opérations auraient
besoin d'une réforme totale ; mettons en effet ces signes en regard
les uns des autres ainsi qu’il suit :

at5 , a—b ,
a

a><5 ) Z »

a® Vs

et demandons-nous si, & part nos habitudes , nous pourrions seu-
lement soupgonner que les signes de la premiére folonne désignent
des opérations de composition d’un ordre de plus en plus élevé et
dérivant toutes les unes des autres, et que ceux de la seconde
colonne indiquent des opdrations inverses de celles-13 ? Pour I'addi-
tion et la multiplication , ¢’est le méme signe , tourné dans différens
sens; et ayant a sa droite et & sa gauche les deux élémens de
Vopération ; pour la soustraction et la division , c’est aussi un
signe commun ; mais il est ici tourné dans le méme sens pour I'une
et pour l'autre, et c’est la situation des élémens par rapport au
signe qui change de l'une & l’antre; enfin , la formation d’une
puissance est indiquée sans signe , et seulement par la situation
respective des deux élémens , tandis qu’on rencontre pour l'extrac-
tion des racines un signe tout=a-fait nouveau, n’ayant aucun rapport
avec les autres. Et remarquons bien encore qu’en algebre on n'em-
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ploie aucun signe pour la multiplication, de manitre que, par un
contre-sens assez singulier , c’est ’addition , c’est-2-dire , Popération
la plus usuelle, qui se trouve indiquée par un des signes les plus
composds. Certes , si nous n’avions encore aujourd’hui aucun signe
d’opérations , et que quelqu’un vint nous proposer ccux-la, on peut
bien affirmer , sans trop hasarder , qu’il ne parviendrait pas
3 les faire recevoir ; et il suffit de les considérer avec quelque
attention pour reconnaitre que le calcul n’a pas été inventé d'un
seul jet.

Mais quels autres signes, dira-t-on, pourraient leur étre substitués
avec avantage? La réponse & cette question n’est pas, j'en con-
viens , extrémement facile ; et peut-étre peut-elle d’ailleurs étre résolue
de diverses maniéres qui offriraient des avantages & peu prés égaux.
1l est du moins facile de voir & quelles conditions ces nouveaux
signes devraient satisfaire. On sent, en effet, qu’ils devraient mon-
trer clairement que la multiplication dérive de I'addition, la for-
mation des puissances dec la multiplication, et que les trois autres
opérations sont les inverses de celles-la. Il faudrait d’ailleurs que
ces signes fussent choisis de maniére & ne pas rendre les formules
algébriques trop incommodes a écrire et a déchiffrer.

J’avoue franchement que, bien que j’y aie assez souvent réfléchi,
je n’al rien rencontré encore dans ce genre dont j'aie lieu d’étre
pleinement satisfait. Ce n’est donc que pour donner une idée de
la manié¢re dont je congois la chose que je vais hasarder un systéme
de notation que je confesse a I'avance étre beaucoup trop compliq:ié
pour mériter I’adoption. Peut-étre d’autres , sous ce rapport, seront-
ils plus heureux que moi.

Le résuliat de toute epération de calcul est une fonction des
deux élémens qui concourent a la formation de ce résultat , ct nous
avons déja une notation admise pour les fonctions. A la vérité,
cette notation est réputee propre a désigner des fonctions quel-
conques ; mais on pourrait fort bien adopter un signe fonctionnel

)

exclusivement destiné & représenter une opération de calcul faite
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sur deux nombres. Il serait peut-étre bon que ce signe me fut
pas une lettre, afin de ne point détourner une lettre de plus de
sa destination comme symbole de quantité ; mais supposons, pour-
ne point créer de signe mouveau , que cette lIettre soit A , on
pourrait admetire que ce signe, ainsi écrit, serait le symbole de
V'addition, que lc signe A serait celui de la multiplication , et enfin
le signe A celui de la formation des puissances. Quant % la sous-
traction, la division et lextraction des racines, elles auraient pour
signes respectifs A, v, v. Les élémens du calcul seraient d'aillenrs
renfermés entre deux parenthéses & la suite du signe, I'élément
passif éiant constamment écrit le dernier ; et comme la multipli-
cation ne s'indiquerait plus dés-lors en plagant ses deux facteurs
T'un a la suite de l'autre sans aucun signe, il ne serait pas néces—
saire de séparer les deux elémens I'un de Iautre par une virgule.

En comparant donc cette notation a la notation vulgaire , on
obtiendrait le tableau suivant:

Alab)y=a+b, Alad)=a—-b ,
A(ab)=ab v (ab) = .‘g ,
Aeb)y=ab ; = yah)={a .

Afin de ne pas confondre les parentheses qui enferment les
élémens de l'opération avec celles dont on fait usage pour isoler
les quantités les unes des autres, on pourrait remplacer celles-ci

par des crochets [ ].

On voit , d’aprés cela , qu'on aurait , en comparant les deux
notations

AANA(ab)e)d) =[[a+ b]4-c]Fd=a+btctd |

A(a(Z(adc)d)=[[ab]c]d=abcd ;
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3
mais,, une fois qu'il serait établi que la somme ou le produit de

plusieurs nombres se compose symétriquement de ces nombres, on
pourrait aux expressions

AAA(ab)c)d) , A A(a(ab)e)d) ,
substituer , par abréviation , les suivantes,
A(abed) , A{abed)

On pourrait méme convenir que, lorsqu’unsigne fonctionnel affec=
terait ainsi une suite d’élémens, le dernier serait toujours supposé
actif par rapport a tous ceux qui le précéderaient, dont le dernier
serait lui-méme actif par rapport 4 ceux qui seraient & sa gauche ;
et ainsi de suite. Au moyen de cette convention , les expressions

A(abcd) , A(abed) A(abcd)
équivaudraient , dans l'ancien systéme , aux suivantes

aA-bt-c+d , abed ; ! ,
et eelles-ci

v(abed) v(abcd) , v(abed) ;
aux suivantes

—

a bed,
a-—b-—c—-d N m A ’//a ,

On voit par la que le polynome que mnous écrivons
A+Bz+Cx*+Da’+Ezt+. . ... 00
serait exprimé ainsi
N(AX(B2)s(CA(22))A(DA(23))a(EA(£4)) eense) »

Dans le méme systtme, le théoréme
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171 o=

4 m Me=1 Mme—2
3 .
z’+ iy et & z +, cee
2 1 2 3 *

(l—l-z)”’:x-l—--t:- z .?.
s’écrirait ainsi
2 A(2)m)=A(a(zm)K(a(22)Y y(m1)2)m) .. 0.0 ),

Je n’ai rien dit de la notation des quantités négatives , parce
qu’elle résulte évidemment de ce qui précéde. Il est clair, en effet,
que les grandeurs ~}-@ et —a pourront respectivement étre notées ainsi

A(oa) , vioa) ,

., 1 . , - .
fout comme les quantités # et — pourraient I'étre de cette maniére
' a

A(1a) , v(1a) .
et ainsi des autres. "

Mais en voila bien assez, et peut-étre méme beaucoup trop,
sur ce sujet , et je terminerai en reverant de nouveau sur une
réflexion que jai déja faite en commengant, mais dont en sentira
bien mieux ici I'application. Tout le monde conviendra certainement
que ce ne serait pas sans beaucoup de peine et de fréquentes
m¢éprises que les gens méme les plus habiles parviendraient & se
familiariser avec les quelques locutions et notations nouvelles que
jai hasardé de proposer, ou avec toutes autres du méme genre.
Cependant, que sont , pour les commencans, les locutions et no-
tations vulgaires , sinon des locutions et notations tout aussi nou-
velles pour eux que celles-la peuvent I'étre pour nous, avec cette
double différence pourtaut que nos locutions et notations vulgaires
ont ¢été créées sur un plan tout-a-fait défecteux, ou plutét sans
aucun plan, et que les commencans ne sont pas fam:liarisés comme
nous le sommes avec l’idée des diverses combinaisons dont les
grandeurs peuvent étre susceplibles. Combien donc ne so.nmes=
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nous pas déraisonnables d’exiger d’eux que , dams Vintervalle de
quelques jours , ils emploient ces mols et ces signes avec la méme
habileté et la méme justesse que nous le faisons nous-mémes, ct
de nous ficher contre eux lorsque , dans la combinaison qu’ils en
font, il leur échappe, ¢h et la, quelques légéres inadvertances?
Quand la lecture de cet écrit n’aurait d’autre résultat que de nous
rendre un peu plus patiens et indulgens & leur égard , je n’aurais
point de regrets de l'avoir entrepris.

Lyon, le 20 mars 1822.

ARITHMETIQUE.

Sur la formation des puissances et lextraction des
racines des nombres ;

Par M. QueErRET, chef d'institution.

[ 9, W, WL, V1o ST o Vo Sl
SOIENT posés successivement les équations

= atb=4, ,

m  me=i

a+bd, =4, ,

2

m me=—I m-—2
— e >

1 2 3

dbd, =4, ,
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m me=I m—2

dm"3+bAm..4=Am- 3 ;

—

p 8 2
I g2 b A s =Amaz s
I 2
m
+—" am.‘+6Am~2=Am~! ?
) |

& AoAn.  =An .
En prenant la somm¢ de leurs produits respectifs par 67~* , ™%,
B3 ... b, 0%, b, 1,il vient, en réduisant,
Am=a"4 r:— am"= o+ »?— -'E;a'""ﬁ-lr....-l-’-;: -?a%”""—[— ? ab™" o™
¢’est-a-dire ,
A =a4-b)" .
Si, par exemple, on avait m=5, en posant successivement
S5a4b =4, ,
100°4-0d, =4,
108°+-04,=4, ,
S5at4-bAd, =4, ,
S4ba, =4,

-l

on aurait
A =(a+b) ,

Voild donc un moyen assez commode de former une puissance
d’'un nombre composé de dizaines et d’unités. Soit , par exemple,
le nombre 47 dont il soit question de former la cinquiéme puissance ;
en le considérant comme 4o-7, prenant 4o pour aet 7 pourd,
on écrira d’abord les ¢inq premiéres puissances de 4o en cette maniére

40 , 1600 , 64000 , 2560000 , 102400000,

et an-dessous les coefficiens de la cingniéme puissance d’un binome ,
3 partir du second terme, en cette maniére ,

5, 10, 10, 5,
En
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En prenant les produits des termes correspondans des deux suites, on
en formera une troisiéme qui sera

200 , 16000 , 640000, 12800000 , 102400000 .

On formera enfin une quatritme suite dont le premier terme soit
le premier terme de la troisitme , augmenté de 7 , et dont chacun des
autres termes soit le produit du précédent par 7,augmenté du terme
qui correspond & ce précédent dans la troisitme, en cetle maniére

207 , 17449 , 1762143 , 18135001 , 229345007 ,

et le dernier terme de cette suite sera la puissance cherchde.

Si l'on voulait former une puissance d’un nombre de trois chiffres,
tel, par exemple , que 473 , on prendrait 470 pour @ et 3 pour
b ; on formerait donc , comme ci-dessus, la premiére suite des
puissances successives de 470, ce qui se réduirait, sauf les zéros a
écrire a droite, & faire les puissances successives de 47, a la for-
mation desquelles on pourrait procéder comme nous l'avons fait,
dans I'exemple précédent, pour la cinquiéme. Cette premiére suite
ainsi formée , on en déduirait les autres comme ci-dessus , en em-
ployant le chiffre 3 comme nous avious employé le chiffre 7. On
se conduirait d’'une mani¢re analogue pour la formation d’une puis-
sance d’'un nombre de plus de trois chiffres.

Supposons présentement qu’on ait A extraire une racine d'un
nombre , la racine cinquiéme de 229345007 , par exemple. Aprés
avoir déterminé la racine cinquiéme 4 de sa derniére tranche a
gauche 2293, et en avoir retranché sa cinquid¢me puissance 1024 ,
on aura pour reste 1269 a cété duquel abaissant la tranche sui-
vante et séparant par une virgule les quatre derniers chiffres a
droite, ce qui donnera 12694,5007 , il faudra, pour avoir le second
chiffre de la racine, diviser la partie 12694 & gauche de la vir-
gule par cinq fois la quatridéme puissance de 4, c’est-a-dire , par
1280. Cela donnerait immédiatement g pour quotient; et, pour le
vérifier , il faudrait former la cingui¢me puissance de 49 ct essayer
de la retrancher du nombre proposé ; or , nous en avons d¢ji

Tom. XII. 5o
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retranché Ta cinquiéme pujssance de 4o, ce qui nonsa donné pour
reste 126945007 ; d’un autre cété, notre équation &*+bd, =4,
‘qui revient & a’4-bA4,=(a+5)® donne (a+42)*—a*=>bA, ; il nous
suffira donc de faire pour 49 les quatre suites que nous avons
formées tout-a-I’heure pour 47, en les bornant aux quatre premiers
termes seulement ; alors, pour que le g puisse étre admis , il faudra
‘que g fois le quatri¢éme terme de la derniére puisse étre retranché
de 126945007 ; ct, comme il ne pourra I'éire , on passera au 8
qui ne pourra 'éire davantage, et enfin au 7 qu'on trouvera étre
le véritable.

En particulier, ce procédéd, appliqué a I'extraction de la racine
cubique, simplifie singuliérement l'opération.

Saint-Malo , le 19 mars 1822.

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Sur lUéquivalence des tétraédres de méme base et de
méme hauteur ;.

Par M. GERGONNE.

IL n’est pas étonnant que, lorsqu’on rencontre en géométrie des
incommensurables et des lignes et surfaces courbes dont nous n’avons
proprement qu’une idée négative , on soit contraint , pour en
démontrer les propriétés , de recourir & la réduction i I’absurde;
mais celui qui étudie la géométric en philosophe a lieu d’étre assez
surpris quon n’ait d’autre ressource que cette forme de raisonne-
ment , soit pour démontrer I’équivalence des tétraédres de méme
base et de méme hauteur, soit pour obtenir directement I'expres-
sion du volume d’uun tétratdre , sur-tout lorsqu’il voit avec quelle
facilité on démontre , dans la géoméirie plane , la propriété ana-
logue pour le triangle.
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M. Legendre, en suivant le mode de décomposition indiqué par
Euclide , est parvenu directement, d’une manitre fort élégante, A
Pexpression du volume du tétraédre , de laquelle il a pu conclure
ensuite que les tétraédres de méme base ou seulement de bases
équivalentes et de méme hauteur sont équivalens ; mais comme ,
dans la géométrie plane, on s’occupe de la comparaison des sur~
faces avant de chercher i en déterminer 1'étendue; il m’a semblé
un peu plus méthodique de suivre une marche analogue dans la
géométrie des corps. Voici, en conséquence , de quelle maniére je
démontre depuis long-temps , dans mes cours , que deux tétracdres
de bases équivalentes et de méme hauteur sont équivalens.

Soient M , N les deux tétraddres dont il s'agit. Si l'on nie
qu’ils soient équivalens, il faudra nécessairement admettre qu’il y
en a un qui est plus grand que l'autre ; supposons donc qu’oﬁ
admette que ce soit M , de telle sorte qu'on ait

M>N, BN
on pourra toujours admettre que, parmi tous les tétraddres sem-
blables a N et plus grands que lui’, (il y en a un équivalent a
M , soit N/ ce tétraédre, de maniére qu'on ait

M=N"; (2)
N et N’ seront donc deux tétraédres semblables , que I'on pourra
faire coincider par le sommet etles trois arétes de l'un de angles

b1

triedres de leurs bases, auqnel cas , leurs faces opposées a ces
angles se trouveront paralléles. ’

Soit divisée la hsuteur de N en un assez grand nombre de
parties égales pour qu'en menant, par les points de division, des
plans paralléles a la base et construisant, sur les sections resultantes
comme bases, une suite de prismes triangulaires circonscrits, a la
maoniére de M. Lacroix, ces prismes soient tous renfermés dans
&/, ce qui est toujours possible; et soit Pla somme de ces prismes ;
10us aurons donc

PN/, 3)
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Soient circonscrits 4 MM un pareil nombre de prismes triangulaires
de méme hauteur; il est aisé de voir que chaque prisme cir-
conscrit & M sera équivalent au prisme de méme rang circonscrit
2 N; dou il suit que la somme des prismes circonscrits & M sera
équivalente & la somme des prismes circonscrits & N , et pourra
comme elle étre représentée par P.

Mais, parce qu'ils sont circonscrits a J/, on devrait avoir

M<r, | (4)
qui, combinde avec (3), donnerait, plus forte raison ,
ML N (5)

ce qui contredit I'hypothese (2) ; cette hypothése est done absurde;
deux tétraédres de bases équivalentes et de méme hauteur sont
donc équivalens.

Je n’aurais point parlé de cette démonstration, a laquelle je n’ai
jamais songé i attacher aucune sorte d'importance , si je n’avais
eu 3 mentionner une autre démonstration de la méme proposition
qui m’a été récemment adressée par M. Querret, chef d’institution
a Saint-Malo. Voici comment procéde M. Querret :

Soit toujours supposé, comme ci-dessus,

M>N ; (I)
leur différence, si petite quon la suppose, pourra toujours étre
considérée comme équivalente & un certain prisme triangulaire ayant
méme base que M et une hauteur convenable.

Soit divisée la hauteur commune des deux tétraédres en parties
dgales plus petites que la hautenr de ce prisme triangulaire ; soient
conduits, par les points de division , des plans paralléles aux bases
et soient construits entre ces plans des prismes triangulaires circonscrits
"3 M dont nousdésignerons lasomme par P, et des prismes inscritsa N
dont nous désignerons la somme par Q; nous aurons conséquemment

P>M , (2) Q<N ; 3)

d’ols
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P—Q>M~—-N ; (4)
or, il est connu que P—(Q) est équivalent au premier des prismes
circonscrits & M, lequel a été pris plus petit que M—N; de sorte
quon devrait avoir, d'un autre céte,
P—Q<M—N ; (5)

ce qui contredit 'inégalité (4), et prouve ainsi que l'inégalité (1)
ne saurait étre admise.

ANALISE TRANSCENDANTE.

Note a lappui d'une réflexion de M. Prans , dans
Uarticle inseré a la page 145 de ce yolume;

Par un ABONNE.

EN parlant des résultats qu'on obtient en prenant l'intégrale qui
exprime l'aire d’une courbe au-dela de ses limites physiques et
réelles, M. Plana s’exprime ainsi ( pag. 148 ) : « Plusieuts exemples
» démontrent que, en pareil cas, il suffit de supprimer la partie
» imaginaire du résultat ainsi trouvé , pour obtenir I'intégrale arith-
métique ; mais je n’ose croire qu’un tel moyen puisse , dans tous
» les cas, étre employé avec sureté ».

11 est aisé de justifier , parun exemple , le scrupule que manifeste
M. Plana en cet endroit. Soit considérée , en effet, une lemnis-
cate dont I’équation polaire soit

r*=a*Cos.2¢ ,
laquelle ne donne des valeurs réelles pour le rayon vecteur r
quwautant que Pangle ¢ n’excéde pas 45°. Puisqu’en général laire
rzdé

d’une courbe rapportée a des coordonnées polaires est —

2 ?
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on aura celle du quart de la lemniscate dont il sagit, en prenant

l'inte’gralef-%: Cos.2¢.ds depuis ¢=o0 jusqua #=45° ; ce qui
a2 .

donne exactement ik Mais si, ne faisant pas attention & ce que
la courbe ne s’étend pas au-deld de ¢=45° , on cherche laire
entre l'axe et sa perpendiculaire par le centre de la courbe , c’est-
a-dire depuis ¢=0° jusqu'd #=go° ; on pourrait présumer que
I'analise avertirait de cette méprise , en donnant un résultat, partie
réel et partie imaginaire , dont la partie réelle serait V'aire cherchée
du quart de la courbe, tandis que la partie imaginaire répondrait
A laire comprise dans I'angle demi-droit ot 1a courbe n’existe plus.
Mais il n’en est pas ainsi; car la valeur de I'intégrale , prise depuis

=0 jusqu’a ¢=qo°, est égale a zéro. Cela montre qu’on doit toujours
s'assurer qu'une intégrale est réelle dans toute ’étendue de linté-
gration , avant de se fer au résultat que donne Papplication des

régles-ordinaires, .
Paris , le 6 mai 1822,

QUESTIONS RESOLUES.

Solution des deux derniers. problemes de géomeétrie
enonces a la page 180 du present volume ;

Par M. J. B. Durraxpe , licencié &s sciences, professeur
de physique au collége royal de Cahors.

(o Yo Vo UL Vi S Vi Vi Vi Vo 9}

THEOBE ME I. Tous les cylindres circonscrits & une méme
ellipsoide , dans lesquels les plans des deux bases sont paraliéles
a celui de la ligne de contact de Ucllipsoide avec la surface con-
vexe du cylindre sont égaux en solume ; ei ce volume et plus
petit que celui de tous les autres cylindres que l'on pourrait cir-
conscrire 4 ceile ellipsoide.
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Démonstration. Soit un cylindre circonscrit a Iellipscide , suivant
les conditions requises dans I’énoncé; & I'cllipse , base du cylindre,
circonscrivons un parallé¢logramme conjugué quelconque, dont nous
ferons la base d'un parallélipipede circonscrit a ce cylindre ; il estaisé
de voir quil le sera également & l'ellipsoide, et en sera un paral-
1élipipéde conjugué. Le parallélipipéde et le cylindre , ayant méme
ha.uteur‘, auront leurs volumes dans le rapport des aires de leurs
bases, que 'on sait étre celui de 4 3 = et conséquemment dans
un rapport constant ; puis donc que le volume du parallélipipéde
conjugué circonscrit est constant ( pag. 224 de ce volume ) , il
s’ensuit que le volume du cylindre circonscrit l'est aussi.

Il n'est pas bien difficile maintenant de prouver que le volume
de ce cylindre est minimum. Le volume de tout autre- cylindre
circonscrit serait en effet a celui du parallélipipéde circonscrit cor-
respondant , formé , comme mnous l'avons dit ci-dessus , dans le
rapport de = & 4 ; mais le volume du paralléliptde conjugué
circonscerit est minimum , parmi les volumes de tous les parallé~
lipipédes circonscrits ( pag. 224 de ce volume ) ; il s’ensuit que le
volume du cylindre circonscrit correspondant l'est aussi.

THEOREME II. Tous les cénes circonscrits & une méme
ellipsoide , dans lesquels le plan de la base est paralléle & celui
de la ligne de contact de Uellipsoide avec la surface convexe du
cdne , sont égaux en volume; et ce volume est plus petit que celut
de tous les autres cdnes que lon pourrait circonscrire & cette
ellipsoide. —

Démonstration. Soit un céne circonscrit a 'ellipsoide , suivant
Ies conditions requises dans Iénoncé; i lellipse , base du cone,
circonscrivons ( pag. 226 du présent volume ) un triangle minimum
qrelconque, dont nous ferons la base d’un tétraédre circonscrit 2
Pellipsoide , de méme sommet que le cone ; il est aisé de voir que
ce tétraedre sera ( pag. 227 du présent volume ), un tétraddre
fm’nimum circonscrit. Le tétratdre et le cone , ayant méme hau-
teur , auront leurs volumes dans un rapport constant , qui sera
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celui des aires de leurs bases ; puis donc que le volume du tétraédre
est censtant , il s’ensuit que le volume du céne circonscrit le
sera aussi.

Il n’est pas bien difficile maintenant de prouver que le volume
de ce coOne est minimum. Le volume de tout autre céne circonscrit
serait en effet & celui du tétraédre circonscrit correspondant dans
le rapport constant des aires de leurs bases ; puis donc qu’alorsle
tdiraddre circonscrit ne serait pas le tétraédre minimum, le cone
circonscrit ne pourrait I'étre non plus.

Remargue. On déwontrera, par un raisonnement tout-a-fait analogue,
que les cylindres et cones mazimums inscrits 3 une méme ellip-
soide , sont ceux qui sont circonscrits au parallélipipéde et au té-
traédre mazimums inscrits A cette ellipsoide.

Démonstration des deux théorémes de géomeélrie énoncés
¢ la page 232 de ce volume ;

Par M. FreépEric Sarrus, docteur &s sciences , professeur
de mathématiques au collége de Pezenas.

[a %a Tt Sla % ¥, VT, VL S 9

THE’ OREME 1. La droite qut va du sommet de I'angle circonscrit
@ une section conique au centre de la courbe divise la corde de
contact en deuzx parties égales.

Démonsiration. Supposons , en premier lieu, que la courbe soit
une ellipse , et projetons la figure orthogonalement de telle sorte
que la projection de 'ellipse soit un cercle ; on aura ainsi unangle
circonscrit au ecercle avec sa corde de coamtact , et il est connu
qu’alors le centre, le milieu de la corde et le sommet de I'angle,

lesquels
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lesquels sont ici les projections des points correspondans de la figure
primitive , seront en ligne droite; d’ol il suit que les points dont
ceux-la sont les projections y seront aussi.
~ Voila donc la proposition démontrée pour I'cllipse; et on voit
en outre que, comme dans le cercle , la distance du centre aun
point ou la droite qui va de ce centre au sommet de l'angle cir-
conscrit coupe la courbe , est moyenne proportionnelle entre les
distances de ce centre % ce sommet et au milicu de la corde de
contact , il en doit étre de méme pour lellipse; propriété qu’on
n’avait démontrée jusqu’ici que pour le seul cas ol le sommet de
Pangle est sur I'un des diamétres principaux,

Ces propriétés étant tout-a-fait indépendantes des valeurs qu’on
voudra donner aux deux diamétres principaux de lellipse , elles
devrent encore avoir lieu lorsque I'un d’eux scra infini ou imagi-
naire ; c’est-a-dire, lorsque lellipse deviendra une parabole ou une
byperbole. Toutefois, ceux qui ne trouveraient pas ces propriétés
suffisamment demontrées , pour ces deux derniéres courbes, par
ce qui précéde , pourront recourir & la démonstration analitique
que voici (*).

Soit

Az*+By*-2Cxy+24’a42B'y+C'=o0 , (r)

(*) M. Durrande , qui sest aussi occupé de la méme question , démontre
la proposition , pour une section conique quelconque , en considérant que si I'on
prend pour axes des coordonnées deux diametres conjugués dont I'un soit paral-
léle 4 la corde de contact, les deux extrémiteés de cette corde auront une
abscisse eommune; d'ol1 il suit que les soustangentes de ces deux points seront
égales , et qu'ainsi les deux tangentes iront concourir en un méme point de la.
droite qui joint le centre au milieu de la corde de contact.

On parviendrait encore au but en observant , 1.° que la. proposition est
€vidente lorsque le sommet de P’angle circonscrit est sur I'un des diametres
principaux ; 2.° qu’on peut loujours , par une projection orthogonale convenable,
ramener les autres cas & celui-la. - .

J, D. G.
Tom. XII. 3 |
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T'équation d'unc scction conique quelconque rapportée a deux axes
quelconques, son centre sera donné par le systéme des deux équations

Ax+Cy+A’=O R By—{-Cx-]—C’::o . (2)

Si I'on suppose que l'équation de la droite menée de l'origine a ce
centre soit y=m=x ; en éliminant x et y entre cette équation et
les équations (2), on trouvera

AB—C.A!
M= ga—cCp ’

de sorte que l’équation de la droite menéde de l'origine au centre
sera réellement

(BA'—CB/)y=(AB/—CA')z : 3)

Cela posé, supposons que les axes des coordonndes seient les
cé6tés de l'angle circonscrit lui-méme , et désignons par a et & les
distances de son sommet aux points ou il touche la courbe ; la
distance @ étant prise sur 'axe des z, et la distance & sur celui
des y. Il faudra qu'en faisant y=o dans (1) elle devienne, i un
multiplicateur pres, le quarré de #—a; et qu'en y faisant z=o,
elle devienne, aussi 3 un multiplicateur prés, le quarré de y—2 ;
on devra donc avoir les deux équations identiques

Ar* 24’2+ C'= A(x—a)* , By*+-2B'y+4C'=B(y—b)* ;
ou , en développant et réduisant,

2o(d'+Aa)z+(C'—Aa*)=0 , 2(B'4Bby+(C/—Bb*)=0 . -

Cela d.nnera
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A'+Aa=o ; B/'4-Bb=o

Aar=C" Bir=C’ .

les équations de la premiére ligne donnent

Al B/

= =—F (4

qui , substitudes dans celles de la seconde , donunent les deux
équations de condition

Ar—AC'=0 , Br—BC'=o ; (5)

qui expriment que les axes des coordonndes sont tangens 4 la
courbe, il en résulte

As Bra
A—'—-——C-,- ? _B_—:-a- s

qui , substitués dans les valeurs (4) des distances de Vorigine aux
points de contact, les changent en celles-ci,

c’ C’
o=——, b= — = (6)

d’'aprés quoi les équations du milieu de la corde de contact seront

C’ Ci
PP Y==15 - (7)

Les mémes valeurs de 4 et B, substituées dans I'équation (3) de
la droite qui joint le centre au sommet de langle circonscrit, la
changent en celle-ci
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B/(A'Bl—cc')y=A/{A'B'—cc )z,
ou simplement

Bly=dAlz ; (8)

or, cette équation est satisfaite par les valeurs (7); donc, ladroite
qui joint le centre avec le sommet de l'angle circonscrit passe par
le miliea de la corde de contact.

En mettant dans I'équation (1) les valeursde 4 et B, elle devient
Arx* B’y 420 Clay+24'Ca4-2BCly+C*=o0 ;

qui , combinée avec (8), donne pour I'abscisse de Iintersection de

la courbe avec la droite qui va du centre au sommet de l'angle
inscrit.

2= —2A'B'Y*\/ 2 AB(AB—CC) .
- 2A4/(AB4CC) !

ces mémes valeurs de 4 et B, mises dans les équations (2),
donnent , pour l'abscisse du centre,

BC
r==gpgce

enfin , nous avons trouvé pour l’abscisse du milieu de la corde
de ceontact

c

oA

——
—

En conséquence , les projections sur 'axe des z des distances du
centre,, 1.° au milien de la corde; 2.° au point d’intersection avec
la courbe ; 3.° au sommet de l'angle, seront respectivement



RESOLUES, 3-3

C(A'B==CE") C\/ zAB(AB—CCh BIC
2d(ABHCCr ’ 2A(AB4CC) g AB4CC

or, la seconde est moyenne pioportionnelle entre les deux autres ;

donc la méme relation doit avoir lieu entre les distances dont elles
sont les projections.

THEOREME 1I. La droite qui va du sommet du céne cir-
conscrit & une surface du second ordre au centre de cetie surface
passe par le centre de la ligne de contact.

Démonstration. Ge théoréme est une conséquence presque cvidente
du précédent. Concevons en effet un plan quelcongue passant par
la droite qui joint le sommet du cOne au centre de la surface dont
il s’agit; ce plan coupera le céne et la surface & laquelle il est
circonscrit suivant un angle circonscrit a4 une section conique qui
aura méme centre que cette surface ; d’'ott il suit, par le précédent
théoréme , que le point o la droite qui joint le sommet du céne
au centre de la surface perce le plan de la ligne de contact,sera
le milieu de la corde de contact; mais cette corde est aussi une
corde de la ligne de contact menée par ce méme point ; donc le
point dont il s'agit est tel que toutes les cordes de la ligne de
contact qui y passent y ont leur milieu ; c’est donc en effet le
centre de cette ligne.

Il est aisé de voir de plus qu’ici encore la distance du centre
au point ol notre droite perce la surface est moyenne proportion-
nelle entre les distances du méme centre au sommet du céOne et
au centre de la ligne de contact (¥).

(*) M. Darrande a dgalement démontré ce dernier théoréme.
J. D, G.
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Solution du premier des deux problémes de géométrie
proposés a la page 232 de ce yolume ;

Par M. GERGONNE.

P ROBLEME. Les directions de deux systémes de diamétres
conjugués d'une méme cllipse étant donndées; assigner les directions
et le rapport de grandeur de ses deux diamétres principaux ?

Solution. Par le centre de lellipse, soit menée une droite ar-
bitraire , et soit désigné par z l'angle inconnu qu’elle fait avec 'un
des diamétres principaux. Représentons par az la longueur de ce
diamétre , et par 2y la longueur de Pautre. Soient enfin «, gles
angles connus que forment avec la droite indéfinie les deux diameétres
du premier systéme , et « , B/ les angles que forment avec elle
les deux diamétres du second ; ces mémes diamétres formeront ,
avec le diameétre principal dont nous avons représenté la longueur
par 22 des angles qui seront respectivemsent

zta , zte ,
z48 , z4p’ ;

et , par une propriété connue de lellipse , on devra avoir les
deux équations
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y*-}-2*Tang. z-}« YTang (z4-8) =0 ,
yi+a*Tang (z-4-o'  Tang.lz+46")=0 ;
desquelles il s’agit présenterment de tirer la valeur de z et le rapport

de # a y.
En faisant , pour abréger, Tang.z=v, et posant en outre

Tang.a=m , Tang.w/=m’ ,

Tange=n , Tang.g/=n’

il vient

Tang.z-4-Tang.« v-f-m
Tang.(z-]—-u)._ 1=Tang.«Tang.z T ye—my ?

Tang.z-4-Tang.p pef-n
1—Tang.g Tang.z T f—nyp

Tang.(z+8)=

?

Tang.z4Tang.«/ v=f-m’

1—Tang.«/Tang.z i—m'y

Tang/z4»)= ’

Tang.z-4-Tang.¢’ _ I

1—Tang. g Tang.z 1=n'y

3

Tang.(z4¢)=

substituznt ces valeurs dans les équations du probléme , et chassant

les dézominateurs , ciles deviendront

(1—me)(t—n )y *~+(o-m (v-n }x* =0 ,
{1=m/p)(t—n'v)y*~+-(v-4m ) o4n )z =0 .
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En éliminant Pune des deux inconnues z et y entre ces deux
équations, l'autre disparaitra aussi, et il viendra

(o4m)(v--n) (m/p=1)(n/v—1)— (vA4m’)(p+n")(mo—1)(np—1(=0,
ou, en développant et ordonnant ,

(mn—m'n’ Yot (m'+n’)(14mn)
()4

o3+ (m'An')(14mn)
—(m4n)(14+m’n’)

p~(mn—mn’)=0

ou encore
(Y1) +{ (4 ek mm)— () sl Yol 1) =

supprimant donc le facteur ¢*~1, qui ne saurait étre mul, on
parviendra & cette équation du second degré

(mn—m/n’)p* 4 (m/4n)(1+mn)—(m+4n)14m/'n’) }v—(mn—m'n)=0,
qu'on peut encore mettre sous cette forme

2¢ a2(mn—m'n’)

i T (A G mmy—mmafmny

mais
2¢ 2Tang.z T
== - lang.2z ;
1 —yp3 1—Tang.2z §:2% 3
donc finalement
2({mn=—=m/n’)
Tang.2z= (

(/) (1 grmn) = (m4n) (14-m'n’) :
Or, ona
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Sin.«SingCos.a'Cos.8’-Cos.2Cos 4Sin.e’Sin.

-m/n'= . 8-Tang.a/ A=
mn-m'n'=Tang.«Tangs-Tang.«'Tang.4 Cos.xCos,ACos.# Cos. @ —

Sin. («8)
m-n=Tang.a+Tang.p= Cos.«Cos.p

Sin. (/-2
e, —
m/+n'=Tang.«/+Tang.p/= -2 ,

Cos.(a—8)

1+mn=r1-Tang.«Tang.s= CosaCosp

Cos.(«/—g")
Jo) / = ————t s
1~4m/n! = 1+Tang-u Tang.2 Cos.#/Cos.@’ ’

il viendra donc, en substituant,

2(Sin.«Sin.8Cos.&'Cos. g/—Cos.#Cos.8Sin.«/Sin.£’) .

Tang.2z= Cos.(a—8)Sin.(#'+#)~—Cos.(a/m=p)Sin.(4+8)

formule que I'on pourra encore écrire ainsi

Cos.(¢/48) Cos. (k=) ==Cos.(z4 L) Cos.(&/—F")

Tang.2z= Sin.(a/~4-g) Cos.(w=@)==Sin.(a-g)Cos.(a/= £/) *

L’angle z , que fait I'on des diamérres principaux avec notre
droite indéfinie , étant connu par cette formule, le rapport de grandeur

Y. des deux diamétres principaux sera donné par l'une ou l'autre
x

. des équations (1), d’ol l'on tire

q‘; = V ~Tang.(z4u)Tang.(z4-8) = Vv —Tang.(z4«)Tang.(z+g) -

Tout ce qui précéde s’applique au surplus littéralement & Phy-
perhole , pourvu que, dans les derniéres formules , on change le
signe — en -~ sous les radicaux.
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378 QUESTIONS

Addition & la solution inseérée & la page 285 de
ce volume ;

Par M. TEpENAT , ancien recteur , correspondant de
l'académie royale des sciences.

LE probléme qu’il s'agissait de résoudre en cet endroit était le

suivant : Quelle est I'équation la plus générale des courbes qui
jouissent de cette propriété que si, par chacun de leurs points ,
on leur méne nne normale, terminée o l'aze des abscisses, cette

normale a méme longueur que l'ordonnée qui a son pied au méme
point de cat aze?

Nous avons prouvé, en lendroit cité , que Iéquation géndrale
de ces courbes avait pour équation

yr=z20(z) ; (1)
pourvu que la fonction ¢ fit de nature a satisfaire & P’équation
2¢(2)+[¢/(2)]*=2¢[z+¢(2)] , (2)

ol ¢/ désigne, comme i lordinaire, la fonction dérivée de o.
En différentiant cetie dernidre, il vient

2¢/(2)+-2¢/(@)e (&)= 2[ 1+ (#)]¢'[2+¢/(2]] ,
ou, en transposant et décomposant,

[1++o"(2)]{ ¢/ (2)—¢/[2+¢'(2)]} =0 ;

équation qui se décompose en ces deux-ci:



RESOLUES. -9

7
(@) =—1 , (3)
o(2)=¢/[2¢/(z)] (4
L’équation (3) donne, en intégrant,
o x)=A4Bzx—;5* ;
c¢e 5. donne, pour I'équation de la courbe cherchée,

y*=2442Bz—z* ,

éguanine < in cercle d'un rayon quelconque , ayant son centre en
Fun cueicengue dew points de Paxe des .

Quait 2 'dquation {4), elle donne évidemment ¢/(z)=o0, d'ous
ox)=A4,

ce qui donne, pour Idquation de la eourbe cherchée ;

y*=3d ,

équation de deux paralléles 3 I'axe des z, également distantes de
part et d’autre de cet axe.

Nous avions déja prouvé , @ posteriori , que ce cercle et ces
paralléles , qui d’ailleurs résolvent évidemment le probléme , satis-
faisaient aux équations (1, 2); mais nous n’avions pas su alors en
déduire directement les équations de ces deux lignes.

La question serait présentement de savoir si une équation de la forme

Y(z) =V [24¥(2)]

peut admettre d’autres solutions que la solution ¢¥(x)=o0; et, au
cas qu'clle en admit d’autres, quelles pourraient étre ces solutions ?
mais c’est une question que nous livrons & la sagacité du lecteur.
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QUESTIONS PROPOSEES.

Probléemes de Geomélrie.

L TROIS points étant donnés hors d’un plan indéfini, et d'un
méme c6té de ce plan; trouver sur ce méme plan un point dont
la somme desdistances aux trois points donnés soit la moindre possible?

Ou, en d’autres termes,

La base d’un tétraédre étant donnée ; en quel point d’un plan
indéfini faut-il placer le sommet de ee tétraédre , pour que la somme
de ces trois arétes latérales soit un minimum ?

I1. Evaluer I'angle au sommet d’'un céne oblique quelconque ;
c’est-a-dire , donner le rapport entre le triangle sphérique trirec-
tangle et la portion de la sphére qui serait interceptée par la sur-
face convexe de ce céne, si l'on transportait son sommet au centre
de cette sphére?

I11. Assigner I'arc de courbe le moins long entre tous ceux qui
ayant pour corde commune la base d’un triangle isocéle donné et
étant tangens aux extrémités des deux autres cotés divisent laire
du triangle en deux parties équivalentes ?

1V. Assigner la surface courbe de moindre étendue, entre toutes
celles qui, se terminant 2 la circonférence de la base d’un cbne
droit, et ayant cette circonférence pour ligne de contact avec la
surface convexe du cone, partage son volume en deux parties
équivalentes ?

FIN DU DOUZIEME YVOLUME.
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ERRATA

Pour le douziéme volume des Annales.

PAGE 1860 , ligne 4, en remontant, == ces cylindres ; lisez : les cylindres.
Page 231, ligne derniére , avant la note, == auxquels nous serons parvenus;
lisez : que nous aurons obtenus.
Page 356, ligne 17 ,— A ; lisez : vy.
Ligone 18 y = v ; lisez : V.

Supplément & VErrata du X1.* volume.

Pag. 1000, ligne 13 , = X; lisez ; X,






