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XJANS plusieurs précédens mémoires (*) , nous avons enseigné a
construire des formules à l'aide desquelles on peut intégrer , entre
deux limites données et avec tout le degré d'approximation qu'on
peut désirer 9 toute fonction différentielle d'une seule variable :

(*) Voyez, tom. VI , pag. 281 et 372 ; tonn VIT , pag, i^i ; lom. IX , pag. 345»
Tom. X? n.° I r i.e* juillet 1819. x



2 INTÉGRATION
nous nous proposons de montrer ici comment , en suivant l'esprit
de la même méthode , on peut parvenir à intégrer , avec le même
degré d'approximation , toute équation différentielle d'ordre et de
degré quelconque 5 entre deux variubles x , y Ce sujet semble
devoir mériter d'autant plus d'intérêt que noire indigence ? relati-
vement a cette branche d analise , n'est malheureusement que trop
bien connue : que les équations généralement intrgrables se réduibent
à un très-petit nombre de classes; et qu'encore leurs intégrales ne
sont , pour la plupart , que des équations compliquées et transcen-
dantes , dont on ne saurait, le plus souvent , tirer aurun parti,
pour obtenir la valeur de Tune des variables en fonction de l'autre.

Soit une équation différentielle quelconque , représentée généra-
lement par

ây fry Vf àn

y

sî son intégrale pouvait être obtenue , et si cette intégrale était ré-
soluble par rapport à y , on en tirerait , pour cette variable ? une
expression de cette forme

yc=f(# , Cl , Cx , Cj , O , (2)

laquelle , après avoir déterminé les constantes C, , Cz , C^ ,,.... Cn>
par n conditions distinctes, prendrait cette nouvelle forme

J = « P » ; (3)

et alors seulement il deviendrait possible d'assigner, soit exactement,
soit par approximation, la valeur b de y y répondante une valeur
quelconque a attribuée à x ; cette valeur serait , en effet }
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I/objet que nous nous proposons ici est de parvenir I cette valeur
l de y , sans passer par le double intermédiaire de rintcgrutiorç
de l'équation ( i ) et do la résolution de sou intégrale par rapport

à y'
Observons d'abord , avant d'entrer en matière , que ce qne nous

dirons ici du cas où c'est y que l'on veut obtenir en fonction de
ce doit s'entendre également du cas où ce serait «iu contraire x
qu'il s'agirait de déterminer en fonction de y -, attendu que , par des
formules connues , on peut , dans l'équation i) , changer l'hypothèse
relative à la variable indépendante ? et traiter ensuite x par rapport
à y , dans l'équation résultante, comme nous allons traiter, dans
celle-ci , y par rapport à x.

Ces choses ainsi entendues , considérons l'équation (3) ; cette
équation exprime une certaine courbe, dont l'ordonnée h , répon-
dant à l'abscisse donnée a ? est l'inconnue de notre problème. Con-
sidérons sur cette courbe un arc très-petit coupé à peu près à son
milieu par l'ordonnée b. Plus cet arc sera petit , et plus il deviendra
permis de le considérer comme se confondant sensiblement avec Parc
d'une certaine courbe parabolique ayant une équation de la forme

(5)

et même, sî la courbe (3) était connue , rien ne serait plus facile
que d'assigner les valeurs des coefficiens A, B , C , R 7 proprei
à satisfaire à cette condition; on voit d'ailleurs que , pins le nombre
arbitraire m ou le nombre /72+1 des coefficiens serait considérable ,
et plus aussi les deux courbes approcheraient de coïncider exac-
tement à une petite distance de part et d'autre de l'ordonnée b.
Alors donc, en faisant # : = # , dans l'équation (5^ , la valeur qui
en résulterait pour y pourrait être sensiblement prise pour l'ordon-
née cherchée b.

Voyous donc si nous ne pourrions pas parvenir à déterminer le*
coefficiens de l'équation (5). D'abord , ces coefficiens doivent être
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tels que les conditions relatives à la détermination des constantes
se trouvent satisfaites ; ce qui établira déjà entre eux un nombre
n de relations. Il ne s'agira donc plus que d'en trouver m—72+r
autres.

De l'équation (5) on tire

àx

— =2C-f-6Z?a?-Hi2j?^aHh +772(772—
d#a

—\

en substituant ces valeurs dans l'équation (1) , elle prendra la forme

V , A , B , C fl)=o. (7)

Or , il est clair , par ce qui précède, que , si les coefïiciêns in-
connus A , B , C , R 7 avaient été convenablement déterminés,
cette dernière équation serait identique , ou du moins à très-peu
près, pour toutes les valeurs de a , peu différentes de la valeur #;
en exprimant donc qu'elle devient telle , en efFet, pour de pareilles
valeurs , au nombre de ra-j-TZ-— 1 , on se procurera , entre les coe/H-
ciens A , B , C , R, le nombre d'équations nécessaires pour
compléter leur détermination.

Comme le nombre m est arbitraire , et assujetti seulement à
n'être pas trop petit ; on pourra toujours le prendre tel que le
nombre m—#+1 soit un nombre impair 2/7+1 ; alors, ce qu'il y
aura de mieux à faire , sera de mettre successivement pour x dans
(7) les nombres a , ct~^r.z , a~^r_zz , û"1~3z , a^pz ; z étant
uae fraction arbitraire, mais très-petite; on conçoit en e/ïet qu'en
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considérant ainsi des poînîs situés de part et d'antre de l'ordonnée
b et très-rapprochés de cette ordonnée , on obtiendia un plus hnut
degré de précision.

On peut , au surplus, simplifier le procédé, en changeant d'abord
dans Téquation proposée ( i) , x en a-{-zx ; alors , il suffira de
substituer les nombres o , + i , ^ 2 , • . . • • . , m^p , à la place
de x, dans Téquation (7)1 et de chercher simplement la valeur À
de y qui répond a # = 0. Et , comme l'exactitude de cette valeur
dépendra, en grande partie , de la petitesse de z ; ce qu'il y aura
de mieux à faire sera d'y supposer z~a. Il est entendu , au sur-
plus , que f dans la recherche des conditions relatives à la déter-
mination des constantes , il faudra également avoir égard au chan-
gement de x en a*\-zx.

Comme, dans le cas où Téquation (1) se trouverait d'un degré
nn peu élevé , Téquation (7) , renfermant alors des puissances des
coefficiens A , 2? , C , R , pourrait être incommode pour la
détermination de ces coefficiens ; on ferait bien de différentier une
ou plusieurs fois l'équation (1) , et de combiner ses différentielles
tant entre elles qu'avec elle-même , de manière à obtenir Téquation
la plus simple possible , laquelle serait alors substituée à cette équa-
tion (1}* II faudrait seulement, aux conditions déjà établies pour la
détermination des constantes, en ajouter d'autres en nombre égal à
Têxcès de Tordre de différentielle de la nouvelle équation sur Tordre
de Téquation (1).

Enfin, notre procédé pourra e'galement être employé a résoudre ^
par approximation , les équations transcendantes à deux variables
non résolubles immédiatement. Il ne faudra pour cela que les dif-
férentier un nombre de fois suffisant pour qu'on puisse , entre elles
et leurs différentielles , éliminer toutes les transcendantes. Le résultat
de l'élimination sera alors .l'équation qu'il faudra prendre pour
l'équation (1).

Il ne nous reste plus présentement qu'à appliquer notre procédé
à des exemples ; mais f afin de faire mieux apprécier les service*
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qu'on peut s'en promettre , nous choisirons de préférence des équa-
tions qu'on sache intégrer, et dont l'intégrale soit connue. En outre,
afin qu'on puisse juger de l'influence du nombre des termes admis
dans la valeur hypothétique de y sur l'exactitude de la formule
finale, nous ferons croître ce nombre par degré , en le prenant
d'abord fort petit, et en l'augmentant ensuite successivement.

PROBLEME L Un nombre étant donné, trouver son logarithme
naturel ?

Solution. Soient x le nombre dont il s'agit % et y son logarithme
cherché ; l'équation du problème sera

ou } en différentiant i

.£=«; (0
dx

et il s'agira de déterminer , au moyen de cette dernière équation , la
valeur de y qui répond à une valeur quelconque a de x ? en ob~
servant d'ailleurs que la constante que comporte son intégrale doit
être déterminée par cette considération qu'à la valeur x^=-1 doit ré-
pondre la valeur y = o.

Changeons d'abord x en a+zx -? cela changera àx en zàx ; et notre
équation deviendra

(a+zx) ^ — z = o . (i)

où la constante devra être déterminée par cette considération qu'a

û-\zx~i ou x= devra répondre y = o ; et il Vagira simple-
z

ment de déterminer , au moyen de cette dernière cquation , la valeur
de y qui rci ond à # = o .

Soit posé d'abord simplement
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y=A+Fx , (5)

de manière que A soit le non.bre eKtrche ou Log.a ; nous en déduirons

substituant ces valeurs dans l'équation ( i ) ? elle deviendra

(a+zxsB~z=o ; (7)

dans laquelle faisant la supposition unique ^ = 0 , nous aurons

aB—z=o ;

la condition relative à la constante donnera ensuite

0=^+— B ;
z

éliminant donc B f entre ces deux équations, il viendra

résultat où z disparaît de lui-même ; changeant donc a en x , nous
aurons , pour première approximation ,

Cette formule est exacte pour les logarithmes de zéro et de
Yvnité, et même pour les logarithmes de tous les nombres très-
voisins de l'unité ; elle donne tous les autres beaucoup trop faibles ,
et d'aut »nt trop faibles que les nombres sont plus grands ; ce qui
s'aperçoit sur-le-champ , en remarquant qu'elle donne l'unité pour
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le logarithme de l'infini, lequel , comme on sait , doit être lui-
même infini.
. Posons, en second lieu ,

y , (50
d'où

= B+zCx+3Dx ; (60

ax

en substituant dans l'équation ( i ) , elle deviendra

ou , en ordonnant par rapport à x,

En mettant successivement pour x , dans cette équation, les valeurs
— 1 , 0 , + 1 , on obtient

[ ) ( D ) — 3 D z ,

o=(aB—z) ,

Prenant les différences consécutives de ces équations , nous obtien-
drons ces deux-ci

Prenant la demi-différence de ces dernières , noiis aurons

o ;
à'oh,
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d'où , en remontant à celles qui précèdent f nous conclurons

+ = O •
Cela donne

B=+~ , C= - — r

mais la condition relative à la constante donne

— D ;
z$

substituant donc les valeurs ci-dessus ; il viendra-

faisant enfin ZZZQ et changeant a en a?", nous aurons

Log.^= h 5

formule plus exacte que la précédente ; mais, comme elle , seu*
lôment pour les valeurs de x peu différentes de Punité*

Posons encore

(5")
d'où

^ =zB+zCx+Wx+4E^+5Fx ; (6")

€n substituant dans l'équation (1) , elle deviendra

Tvm. X
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bu , en développant , ordonnant par rapport à x , et Jiosâflt , pour
abréger ,

—z-A> ,

; (7")

mettant successivement pour x, dans cette équation , les valeurs
—2 , —1 , o , -+-i , -hz , il viendra

0=^'— jS'+ C—

en prenant les différences consécutives, nous aurons

'— i5E'+3iF' ,

E'+ F' ,

E'+ F' ,

prenant la moitié des différences consécutives de celles - cî , nous
aurons
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i5F' ,

E' ,

prenant le tiers des différences consécutives de ces dernières ,
nous aurons

prenant enfin le quart delà différence de ces deux^-ci, il viendra

E'—o ;
d'où , en remontant

2)/=

C>—o ,

A'-O ;

remettant pour ces lettres les quantités dont elles sont le symbole
nous aurons

—z-k- aB=o ;

d'où
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zi

maïs , par la condition qui détermine la constante , on a

substituant donc, il viendra

.

faisant enfin 2=0 , et changeant ensuite 0 en % , noua aurons

formule plus approchée encore <jue les précédentes ; mais toujours
pour des valeurs de x peu différentes de l'unité.

Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin pour être conduit à soup*
çonner que , si on admettait une infinité de termes dans la valeur
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hypothétique de y , auquel cas le procédé pourrait passer pour
rigoureux, OQ aurait

or , cette valeur est en effet exacte ; car si Ton y fait

=— t d'où # = ,
X l+t '

elle devient, en substituant et changeant les signes

formule connue.
Ainsi, l'exemple que nous avons choisi , tout en justifiant

plètement notre méthode , montre clairement f en outre , que cette
méthode n'est point seulement un procédé approximatif, mais qu'elle
peut même donner le développement générai et rigoureux en série
d'une fonction transcendante proposée*

PROBLÈME IL Trouver le nombre auquel répond un logarithme
naturel proposé ?

Solution. Cette question étant l'inverse de la précédente, il faudra f

pour la résoudre , changer x en y et vice versa 7 dans l'équation
de la première, qui deviendra ainsi

ày
r^0

ou , en changeant s en a-\-zx,



Ï4 INTEGRATION
la constante devant îci être déterminée par la considération

a
y m doit répondre #-4-z#=o ou #=—— •

Posons d'abord simplement

y^A+Bx „ (5)
d'oà

en substituant dans l'équation ( i ) , elle deviendra.

ou
(Az~B)+Bzxzzo ; (7)

nous aurons Ici à faire la seule supposition ^ = 0 , qui nous donnera

la condition qui doit déterminer la constante donnera , en outre P

éliminant B entre ces deux équations, z disparaîtra de lui-même ;
et, en changeant ensuite a en x ^ nous aurons , pour première
approximation ,

x
l—X.

Posons , en second lieu ,

, (50
d'où
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~ ^B+%Cx+3Dx% | (60

en substituant dans l'équation (i) , elle deviendra,

oxi f en ordonnant f

S . (7')

Nous aurons seulement Ici à faire pour x les suppositions — 1 ,
o , + 1 , ce qui donnera

o = (Az—B)—(Bz-2C)+(£z—ZD)— Dz j

Q—QAZ—B) ,

o^(Az-B)+{Bz—2C)+(Cz—W)+Dz %

prenant les différences consécutives ? îl viendra

en prenant la demi-différence de ces deux équations P il viendra

Cz—ZD=o ,

d'où , en remontant,

Bz—2C=—Dz ;

Az— J5=o î

€e qui donnera
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3z* s*

maïs ; par la condition qui détermine la constante , on a

en substituant donc, il viendra

+

f^ant enfin z = o ? et changeant ^ en $ f il viendra , pour seconde-
approxiaiation

i. * 6
Posons encore

y

d'où

substituant ces valeurs dans l'équation ( i ) , elle deviendra

ou en ordonnant et posant, pour abréger , ,

Az— B—A' , Dz-4E—D> ,,

Bz—%C-B> , Ez-^-SF =E' ;.
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(7'0

En supposant successivement, dans cette dernière équation, #=: ;
1—2- f —i 5 o f -f-i , + 2 ; on en tirera , comme dans le précè-
dent problème ;

£'=o,
d'où

c'est-à-dire

B
z

C

Cz—3D—o

Bz~LE- —

A ,

2(60— i

i. = _ , ! A

la condition relative à la constante est d'ailleurs ici

.̂  x* z^ J?^ s$

en substituant donc # il viendra
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# 2(60— 1 )

faisant enfin ^ ,=0 , tirant la valeur de À, et changeant tf en
nous aurons, pour troisième approximation,

5!

Il n'en faut pas davantage pour être conduit à soupçonner que
Ton doit avoir généralement et rigoureusement

et en effet, cette formule est exacte ; car y en y changeant x en
—x } elle devient

x

formule connue.

PROBLÈME IIL Trouver le sinus et le cosinus d'un arc
donné quelconque ?

Solution. Soit x l'arc donné et y son sinus; on aura l'équation

d'où , en diiFérentiant f
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en prenant la somme des quarrés de ces deux équations , il viendra

ây Y

Pour nous délivrer des quarrés , qui embarrasseraient le calcul
dy

difFérentions de nouveau ; ce qui donnera 9 en divisant par -7- ,

Les deux constantes que comporte l'intégrale de cette équation doivent
être déterminées par cette double considération qu7à #=.0 doivent

répondre y=o et — = 1 .

Changeons s en a+zx ; Téquation différentielle deviendra

les deux constantes devront alors être détermine'es par cette double

considération qu'à a+x^r=o ou à # = doiventrépondreyro,

— = 2 ; et les sinus et cosinus de a seront ce que deviennent y et
1 ày , , ,, respectivement, lorsqu on suppose # = 0.

Comme nous avons déjà deux conditions à remplir, relativement
aux constantes; la supposition la plus simple que nous puissions
admettre est

* ; (5)



INTEGRATION

de sorte qu'on aura

En substituant dans l'équation (i) , elle deviendra

c'est-à-dire ,

Nous ferons ici la seule hypothèse # = o ; laquelle donnera

ou bien
C

z%

les conditions relatives aux constantes donnent d'ailleurs,

A B I > € B C

z x z*J z z* '

éliminant donc — entre ces équations, et tirant des équations résuî-*

tantes les valeurs de A et — , il viendra
z

a*
À — _ _ _ •£> a

4 " " " 2 '

d%où z disparaît de lui-même. Changeant donc a en x , nous au-
rons , pour première approximation,
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d'où

i
2

Posons , en second lieu ,

(5')
d'où

^BJzCx+ZDx^Ex3 , ~; = zC+SDx\i2Ex'. (60

en substituant ces valeurs dans l'équation ( i ) , elle deviendra

eu , en ordonnant,

supposant successivement x égal à —-i > 6 , -f* l > il viendra

o =

prenant les différences consécutives de ces trois équations , il viendra

4 z * — E z * ,

z1—EZ* ;



prenant enfin la demi-différence de ces deux-ci, on aura

d'où , en remontant,~

On tirera de ces trois dernières équations

les conditions relatives aux constantes sont d'ailleurs loi

0^A~a -+a* - -a* - +a> - %

D E

4 5

en y substituant dôftcks trois valeurs tt-dessus1, elles1 deviendront
en faisant de suite f=*=o , excepté dans le dénominateur de B •,

desquelles on tirera

û3 a*

if B s.
a* '* Z: a<*

^44 " "
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changeant donc a eu %',* nous aurons , pour seconde approximation,

3!

3T

Si nous 'admettions deux termes de plus a la valeur hypothétique
de y , en opérant d'une manière semblable, nous trouverions , pour
troisième approximation 7

x* xk N f x- x<> xG

s 4! 6!

C .x2 .

d'où
a; *i . jî

$La marche de ces résultats nous conduit à soupçonner avec fonde-
ment , qu'en posant, en général,
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on doit avoir

bm.x—~——• , Cos.4T=

d'où

AT f

or t s'il en est ainsi, on devra avoir

Tsr i

d'oà oa conclura

J

^a aura donc simplement

- - • - + _• — - + _

f_>O5^— ï *— —— HT* "Tp ~~~* 7̂ 7 •"*••••••.

ce qaï, ea effel t as! rîgoureasement v^ai

JPROBLÊME ÏV-. Dêlfrmjner la longueur $un arc de cercle
d*jni la ianggnie *$i êonaêô ?

Solution.
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Solution. Soit x la tangente donnée et y l'arc eliercîié auquel

elle appartient ; nous aurons l'équation

ou

ou , en dlfîerentiant ,

Cos.y— x — Sin.y= — Cos.y .
dx âx

En éliminant Cos.y entre ces deux équations, Sun y disparaîtra
aussi , et nous aurons l'équation

" -r- —I = o .

Dans laquelle la constante doit se déterminer par cette considé-
ration que x et y doivent être nuls en même temps.

Changeant, dans cette équation, x en a-)-zx ? elle deviendra

( 1 )

où la constante se déterminera par la considération qu'à

ou x~— — doit répondre y = o ; et Tare cKerché , dont la tangente

est a, sera ce que devient y , lorsqu'on suppose x^o»
Posons d'abord simplement

, (5)
d'où

mettant cette valeur dans (1), elle deviendra

Tom. X
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ou , en ordonnant,

En supposant # = 0 , celle équation donnera

la condition relative à la constante donnera d'ailleurs

O==AJJLB;
z

éliminant B entre les deux, on aura

changeant donc a en x% nous aurons, pour première approximation ,

> 1+*»

Posons , en second lieu ,

d'oà

~-=B+2Cx+3Dx* ; (60

substituant dans Tdcpiation (1) , elle deviendra

ou en développant; orJonnant et posant ^ pour abréger,
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faisanl successivement pour x , dans cette dernière , les suppositions
—i , o , "i-i , il viendra

o-A' ,

d'où, en prenant les différences consécutives ,

o-B'—C'+B'—E' ,

prenant la demi-différence de ces deux dernières , il viendra

d'où

nous avons d'ailleurs
A'=o

nous aurons donc, en substituant,
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d'où on tire
B

(i—3a»)+ir«

La condition relative à la constante donne d'ailleurs

z z* l z*

substituant donc, et faisant, après la substitution , z^o , nous anrons

ou bien, en changeant a en
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Arc(Tang=#)= v v

x-x'

( * V

En admettant deux termes de plus dans la valeur hypothétique
de y , on trouverait

Arc.(Tang. = *) ={7+I;

+ 7 y (ar

série , dont la loi e&t évidente y et qu'on peut prolonger aussi loin 4
qu'on le voudra.

Il ne serait peut-être pas aïs * de ramener ce développement aux
formules connues; mais on ne saurait néanmoins en contester Pexac-
lltude. Pour ne laisser aucun cloute à cet égard 7 appliquons - le

à la recherche du nombre — , dont la valeur , approchée à moins

d'une dem^uniié décimais du i 2 . e ordre ? est
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— =0,785398163397 •

Pour y parvenir, il ne s'agira que de faire arrrï , dans la formule
ci-dessus ; les termes , dont lindiee est divisible par 4 * disparaîtront
d'eux-mêmes > et il viendra

L\-~^ IL
3 J ^ 1.2.3

V 2} 5 ~ 2} 6 ~ 24 7 J 2* 5.6.7

\ 2$ 9 25 10 26 i l / 2* g . ioar

27 i3 ' 27 14 a§ i 5 ^ 2« I 3 . I 4 . I 5

29 17 " 29 18 210 j

a» 21 211 22 •^a'a 2 3 / 2 I Û 2i.22.23

29 2.5 3o a'«

33 a'» 34^2 '8 35^
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( i i i i , i Î \ x 6̂56

^ ~ 4 5 1^"4e * ir4" 4^ y ^ - 45 .46 .47
1 1 i i I I \ 1

f j • I M I \ j ( - 1

^5 49
n^a»5"5^^a6 5 i / 24

série dont le terme général est

a -1972+4

En réduisant ses termes en décimales } on aura

-1 _ H — i - =+0.833333333
4 1.2.3

4 5.6.7

^ - i . , l a ? =-4-0,008017677
^ 4 2 9.I0.H * y / 7

I 248 ,99

v'âjïir " : -0,0014194^4

= +0.00027479^

45 212223
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.j—L =+0.000011838

i . = —o,ooooo256a
4? ag.3o.oi

1 1814 c
_«., 1— = . , .—0,000000126
49 3738.39

7 : ; = + 0 . 0 0 0 0 0 0 0 2 9
410 41.42.43 ' *

1 2656
. . — .—.0,000000007

4" 454647

1 3i37
r—r" = +0,0000000011 ~

«—0^066240075

+o;84i638.238

Ce qui donne -— = 0^785398163 ;.

valeur exacte jusqu'à la dernière décimale inclusivement*
Nous étant ainsi assurés de l'exactitude et de la commodité dfr

notre méthode , par son application à des cas déjà connus ; il ne
nous reste plus qu'à l'appliquer à des équations différentielles qu'on,
ne sait pas encore intégrer , et à examiner si elle ne serait pas sus-
ceptible de quelques simplifications j et ce sera le sujet d'un se£oncL
mémoire..
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Application du calcul aux différences partielles à la
résolution de quelques problèmes danalisk ;

Par M. FRÉDÉRIC SARRUS.

J JE calcul aux différences partielles t qui doit son origine à des
questions de géométrie et de mécanique , a été postérieurement
appliqué , d'une manière très-heureuse , par des géomètres du pre-
mier ordre , à des questions de pure analise. Ce sont quelques essais
de ce genre d'application que nous nous proposons de présenter
ici, en employant successivement cette branche de calcul et au
développement des fonctions polynomiales en séries , et au problème
du retour des suites.

Développement en séries des fonctions polynomiales.

M. Paoli s'est déjà proposé de déduire des seuls principes du
calcul différentiel tout ce qui est nécessaire pour parvenir au déve-
loppement en séries des fonctions polynomiales : c'est du même
sujet que nous nous proposons de nous occuper ici. Notre méthode
étant un peu plus simple que celle de l'illustre Italien > nos résultats
doivent aussi êtie moins compliqués que les siens»

lom. X? n.° 11, i.er août 1819. . 5
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SoU u une fonction de y qu'il soit question de développer suivant

les puissances de x\ y étant donnée par l'équation

On aura d'abord cette suite d'équations

du du dy du .
àx ày dx dy l

du du dy du

da dy da . dy

du du dy du

d«i dy dat dy

du du dy ̂  % du > (^i)

da2 ~" dy da2 dy

du du dy

dans lesquelles a,aiyaz, aH sont traitées comme indépendantes.

Éliminant — entre chacune des équations ( i ) et la dernière, on
dy

trouve

du eu

du du
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m* du du du du
Mettant ensuae dans—les valeurs de— , x — , a2—% ..

dx "* dy dj dj *

onu^eb par les équations ( i ) , on troi:vr

du du du

Posons ; pour abréger ,

. du i dzu i d% i d;lt/

La première des équations (2) donne

d»—'«a , / dz/ \

dor«-«_ V àa J _ #

pourvu qu'après la différenliation on suppose #==()• Partant

-—— = 0 . (4)
dan

On tirerait de même de la dernière équation (2)

el enfin de l'équation (3)

équation qu'en vertu de l'équation de condition (5) qu'on peut
changer en celle-ci,
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H ; (7)

ou encore

u t f ^ , û^+2 Qû^4_5

L'équation (6) exprime suivant quelle loi chacune des quantités
Al , A2 , A T, ....... dérive de celle qui la précède immédiatement.

La formule (•}) , ne renfermant de difïérentiations que par rapport
à a , permet d'employer les valeurs particulières ou numériques
de at 9 a^ f a^ ,..•*,. , et de faire ainsi les réductions à mesure
qu'elles se présenteront ; ce qui > dans bien de cas , la rendra
préférable.

Enfin, la formule (8N donne le moyen de revenir de l'une quel-
conque des quantités A% , A% 7 AA , ..... à celle qui la précède. Elle
devient illusoire lorsque /2 = o ; ce qu'il n'était pas difficile de
prévoir.

Au moyen de la relation que l'équation (8) établit entre les divers
coefïiciens de x , dans le développement de u , on peut donner une
infinité de formes différentes à la formule (6). Nous avons rapporté
seulement le$ plus remarquables ; mais son emploi peut devenir
plus intéressant. En effet ; les équations (4) et (8) peuvent se con-
centrer en celle-ci

àan

de laquelle on tirera facilement

et, en général ,
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Maintenant, on a

M » dam z\ àan*
 x 3! âaîn ^""

pourvu qu'après les différenciations on fasse ^ n = o , dans les quantités

Am,—^ ? ~;~~^Î du second membre. L'on aura donc, en vertu
dan da>2

n

de l'équation (9)

moyennant les mêmes restrictions ; et comme , dans la dernière
équation , les différentiations ne sont plus relatives à an f on trouvera
la valeur de Am > dans la supposition de ^ q u e l c o n q u e , si l'on a
les valeurs de Am, ^ m _ ^ , ^ m ^ 2 « , , dans la supposition de

£7;î~o } sans que pour cela on soit obligé de recommencer les

calculs.
Par le moyen des formules précédentes 7 on pourra s'élever , de

proche en proche , à la valeur de Àn, en fonction de at, a% , a f , .„•, A ,
et des coefïiciens différentiels de cette dernière quantité ; mais
celte marche , d'ailleurs très-laborieuse % ne serait fondée que sur
l'analogie. Yoici , pour le môme objet , une méthode en même
terupvS plus expéditive et plus rigoureuse.

Si Ton fait , pour abréger ,

on aura
y = tf+/# 5 et

ou bien s en développant ?
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aa aï d#3 3!

On a d'ailleurs

(«—ij! 72I dai J

{»—2>! ~ n\ da^ ?

ainsi

si donc l'on suppose

on aura

©u t en renversant Tordre des termes,

i ( A"A àn-iA âBl à A d"-iBn . ,

" ~ ^ i [ da» "*" da«- J i^7 + ê # " + dT " àa^-i

Maïs , en suivant la marche qui nous a conduit aux formules
(6) et (7) 7 nous trouverions

Partant, $i l'on fait
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on aura

kCh^vz-—; \-*2at -—~—J-3âr4 ~ —1-.4«., ; ( ï 0 )
dai.aai da1.da2 da^da j

et

et par conséquent

La réunion de la formule (12) avec une des formules (10) et
( i l ) remplit l'objet proposé.

Voici enfin une méthode très-simple , pour construire tout d'un
coup l'entier développement de u. Soit fait

= i+Atx+hlx+ht*+ =H
l—~htx '

on aura alors

pourvu que, dans le second membre, on fasse ^ = 0 , après les
differentiattons. D'où Ton voit qu'étant donné le développement de
H, on aura très*facilement celui de z/. Supposons donc

on trouvera facilement l'équation
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En- h(afEH^-^a2 En.z+a, Enm, + +an* ; £,+*„) , (i 4)

pour déterminer chaque terme de H , en fonction de ceux qui

le précèdent.

Dans ce qui précède, nous avons supposé que u n'était fonction
que d'une seule quantité y , qui n'était elle-même fonction que de cc\
mais à présent supposons

y et y ' étant la somme de tous les termes de la forme amjtlx
mz* „

1>minx
mzn que Ton peut faire ? en prenant pour m } n tous les

nombres entiers positifs , zéro compris, pourront se mettre sous
cette forme

Cela posé , regardant comme entièrement indépendantes les diverses
quantités x , z , am^n ? hm^ f et diiférentiant dans cette vue , on
trouvera facilement

Au

a?
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au .
_ = S

daP,q ~
XZ ày ' W

En vertu de ces deux dernières c'quallons, on peut changer ( i )
et (2) en celles-ci

du _ ( / du
(5)

Mettant, dans lMquation (3) , / ?+^ et q+k 9 au lieu de p et ^ "
elle deviendra

qui ? comparé avec l'équation (3) , donne

du . , du
7=>XhZk

et on tirera de même de Inéquation (4)

du t , du
l^Tq * ( 8 )

Tom. X. Q
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Maintenant, représentons en général par Ar%s la valeur de

rb! dxrdzs '

lorsqù'après les différentiations on y suppose x et z nuls. On aura
d'abord

et ensuite, on tirera des équations (5), (6), (7) , (8) les formule»
suivantes

J ^ {

(9)

(11)

au moyen des relations données par les équations (11) , (12) on
pourra donner une infinité de formes différentes aux formules (9) ,
(10) : nous nous contenterons de rapporter les principales, qui sont

(ta)
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Dans €es trois dernières formules , le signe S / ne se rapporte qu'à
m; et nous avons fait ^ pour abréger,

~-^r^2,2Hl"^«"*T-"-T-^o,r 9

^ , J i + ^ - 2 , 2 + . — +

Quant à la manière d'y parvenir , voici pour cela une méthode

que je crois plus simple que l'emploi des formules (9) , (10) ,

( 1 1 ) , (12) .

Les équations (1) , (2) donnent

du z du \
dx ~ x àz

ou 5 en faisant m-\-n = i»,
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du f z au i z" / du . r du

ou

en

encore

du f z

mettant

du ^ /

respectivement

du

du du

a—1,0 * e — 1 , 0

Au
et .

dï/ dẑ  ,
à la place de #m w I — et ^ m w î — , ce qui est permis , en vertur dy df *
des équations (3) et (4); et le signe 2 / ne se rapportant qu'à «.
Enfin , on tirera de l'équation (20) une formule qui ne différera
de la formule (17) qu'en ce que * y sera au lieu de m- Cette
formule une fois trouvée, on en déduira futilement (18) et (19) ,
au moyen des relations (11) et (12).

Enfin , Ton sait que le développement de u est égal à une suito
d« termes de la forme

aOyb)m (y'—*o,o)»

faisant ensuite

on aura

pourru qu'après les dlfïérentîations Ton fasse h=:aQiO , k~l0 o dans
le développement de jfif. On déduira donc par là , du développement
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de H , tous les termes de celui de u , dans lesquels la somme des
exposans de x et z ne sera pas plu$ grande que p.

Soit encore

on aura
I $n+>n fj

pourvu que , dans le développement de H on suppose h et k nuls
après les diiïérentiatîons ; ce qui fournit une autre méthode pour
trouver le développement de u*

Nous pourrions donner , pour parvenir a ce même développement,
une infinité d'autres méthodes plus ou moins compliquées ; mais
nous nous sommes contentés de rapporter les plus simples. Nous
pourrions encore nous occuper du cas où u est fonction de plus
de deux fonctions y , y1 ; du cas ou y , y/,..... seraient elles-mêmes
fonctions de plus de deux variables indépendantes x, z ; niais ces
divers cas ne présenteront aucune difficulté sérieuse à ceux qui au-
ront bien saisi l'esprit de notre méthode. Au surplus , de quelque
nombre d'application que nos formules puissent être susceptibles ,
nous n'avons pas pensé qu'il dût être nécessaire d'en faire com-
prendre l'usage par des exemples qui n'auraient fait que donner à
ce mémoire un surcroît d'étendue que nous avons sur-tout cherché
à éviter. Nous terminerons sur ce sujet en observant que , bien
que nous ayons supposé que u était fonction de y , y/ , sans amn ,
bmul ? on peut cependant étendre notre méthode à ce cas, et cela,
par un artifice ingénieux du à l'illustre anîeur de la Mécanique
céleste-, il consiste à remplacer momentanément ces quantités par
d'autres , que Ton regardera comme constantes dans les di/Féren^
tiations. On peut faire une semblable remarque pour le cas où u
n'est fonction que de y seulement»
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Retour des suites.

Dans son Traite de calcul différentiel et intégral, (2. e édîf.;
tom. I , pag. 298 ) , M. LACROIX observe que 9 quelque élégant qne
soit Temploi du Théorème de Lagrange , dans l'opération du retour
des suites, il ne saurait être pourtant regardé comme indiquant la
loi des formules auxquelles il conduit.

Frappé de cette remarque , qui nous a paru très-fondée , nous
avons cherché une solution du problème qui ne fût pas sujette à
cet inconvénient; et là suivante nous paraît remplir le but. A la
vérité , elle sera jugée peut-être moins générale et moins élégante
que celle de Lagrange ; mais aussi est-il bien loin de noire pensée
de prétendre lutter contre cet illustre géomètre.

Soit l'équation

tf = tfIZ+tfa2*+tfî2
3+tf4£*-î- ( l)

et proposons-nous d'en tirer la valeur de z , ordonnée suivant les
puissances de a. Cette valeur , quelle qu'elle soit , est évidemment
une fonction des quantités a > ax^ ax , a^ , , que nous regarderons
comme indépendantes. Ainsi, différentiant successivement l'équation
(1) y par rapport à chacune de ces quantités, et posant, pour
abréger,

nous aurons
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7 â s

Jt-, 1 = 0 ,àa

47

« = o .

Eliminant Je entre la première des équations (2) et chacune des
suivantes , on trouve

dz àz
d^ àa

dz

(3)

D'ailleurs > en remettant pour k sa valeur dans la première de*
équations (2) , elle deviendra

âz ebr ebr dz

#ti bien , en vertu des équations (3) ,

dz . dz
(4)

Supposons
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en substituant cette valeur dans l'équation (4) » la comparaison
des termes semblables dans les deux membres donnera

dAt

àAz

formules qui indiquent suivant quelle loi le coefficient d'une puis-
sance quelconque de a dérive de celui de la puissance immédia-
tement inférieure.

L'équation (3) donne

•u ; en mettant potir z sa valeur r

d'ailleurs 2" est de la forme

partant
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= 0 ,

tant que k ne sera pas nul ; et

qui donnera facilement la valeur de zn, quand celle de z sera
connue.

Souvent on a

et alors c'est suivant les puissances de x qu'il faut ordonner le
développement de z. Dans ce cas on a

àz àz àa
àx àa dx

ou bien

On trouverait de même

àz

JE if
Ta

(6)

= x

partant
Tom. X.
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àz àz . . àz -, àz àz

dx da d̂ i d£2 d£5

àz

mettant > dans cette dernière équation , au lieu de — ,sa valeur tirée
àû

de l'équation (4) > et multipliant par al 7 on la changera en celle-ci
àz àz

4 3 1 ^ 5 —+. . . .

Supposant ensuite

et mettant cette valeur dans la formule précédente ; on trouvera
d'abord

et ensuite, en général,

dCn_i - , ^^"- I ^ 1

(7)

pour la loi qui lie les coeiîiciens de deux puissances quelconques
consécutives de % , dans le développement de z.

Si dans l'équation
àfzàa

zn=—n- ,
dan_i

on met pour àa sa valeur
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et pour z son développement ; on trouvera que le coefficient de
xm dans zn est

n
m àa

D'où Ton volt qu'étant donné le développement de z, on en déduira
facilement celui de zn.

STATIQUE.

Démonstration d'un cas d'équilibre ctun polyèdre
quelconque ;

Par M. GERGONNEI

1 1 est connu depuis long-temps que 9 si aux milieux des côtés dun
polygone plan quelconque > convexe ou non , on applique y dans
le plan même de ce polygone , des forces respectivement propor-
tionnelles aux longueurs de ces côtés , perpendiculaires à leurs
directions , et agissant toutes du dedans au dehors ou toutes du
dehors au dedans , le polygone demeurera en équilibre. On en
conclut qu'un fluide pesant et homogène intérieur ou extérieur à
un polygone dont le plan est parallèle à celui de la surface su-
périeure du fluide ne saurait y engendrer aucun mouvement , et
par suite que les pressions horizontales exercées par un fluide pe-
sant ; soit sur le vase qui le contient , soit sur un corps qui y
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est plongé f $e détruisent réciproquement (*). On en pourrait con-
clure également que , si Ton tend sur un polygone invariable une
membrane homogène tendante à se contracter ou à se dilater f

l'élasticité de cette membrane ne fera naître aucun mouvement dans
le polygone.

Le théorème analogue, dans la géométrie à trois dimensions ,
est le suivant :

THÉORÈME. Si aux centres de gravité des aires de toutes
les faces d'un polyèdre quelconque , non pesant, convexe ou non ,
on applique des puissances respectivement perpendiculaires aux
plans de ces faces} et proportionnelles à leur étendue, agissant
toutes du dedans au dehors ou toutes du dehors au dedans, le
polyèdre demeurera en équilibre.

Il n'est pas à ma connaissance que ce théorème soit démontré
nulle part ; et c'est à suppléée à cette omission que je consacre ce
que Ton va lire.

i. Il est d'abord facile de démontrer que, si, à un point quel-
conque de Vintèrieur d'un tétraèdre quelconque f on applique quatre
puissances respectivement perpendiculaires à ces faces et d'une
intensité proportionnelle à leur étendue, ces puissances se feront
équilibre.

Soient , en effet f f , f , ff , fnt les faces du tétraèdre , et
p , p1

 ? pn , plu les puissances qui leur sont respectivement
pendiculaires , nous aurons

x étant une constante -, nous aurons de plus

Cos.(/>, />0=-Cos.( / , / ; , Cos.(/>' , p») = — Cos.( f

(*) Voyez entre autres Y Hydrostatique de BEZOUT.
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La résultante r des trois puissances p, p/ , />" sera (*) donnée
par l'équation

el elle fera , avec les composantes, des angles é , #', ^ , données
par les formules

Cos.i= ~

— {^//+/?Cos.(/?^, p^p'Costp*, p")}

En substituant donc, ces formules deviendront

Cos.*= — {
r

W , f»)}

(*) Voyez la page 55 du précédent volume.
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mais , par le théorème de M. Camot {*) , on a

,f)-2ffCQS.{f, f

,f)=f'Cos.{/,f<0

instituant donc, il viendra

La résultante r des trois forces p 9 p/, pf/ est donc égale à p;//
 f

et dirigée suivant la même droite ; et comme il est d'ailleur évi-
dent qu'elle agit en sens contraire de r , il s'ensuit que les quatre
forces p, p/

 y pn , plu sont en équilibre.
On étendrait sans peine cette proposition et le calcul qui l'appuie

à un polyèdre quelconque ; mais ici la difficulté consiste en ce
que , en général, les perpendiculaires menées aux plans des faces

O Vojez les pages i39, i |o du ILe volume du piésent recueil»



DU P O L Y È D R E , 55
d'un tétraèdre, et à plus foi te "raison d'un polyèdre quelconque,
par les centres de gravité des aires de ces faces , ne passent pas
par un même point (*). Il faut donc prendre une autre voie pour
parvenir à notre but.

2. Considérons , en premier lieu , un tétraèdre dont le sommet
soit S, dont l'arête SC soit perpendiculaire au plan de la base
ÀCB y et où les côtés CA , CB de cette base , et conséquemment
les arêtes SA , SB soient de même longueur. Si , pour fixer les
idées , nous supposons horizontal le plan de la base ACB ; les faces
SCA , SCB seront des triangles égaux f rectangles en C , dont les
plans seront verticaux.

Sur SA , SB , SC soient pris, aux deux tiers de leurs longueurs f

des points A/ , B ; , C/ par lesquels soit conduit un plan ; ce plan
sera horizontal , comme le plan ACB. Soit joint le fnilieu M de
AB au sommet S par une droite coupant À'B' en M/ ; ce point
M/ sera le centre de gravité de Taire de la face ASB ; et sa pro-
jection N sur la base sera le centre de gravité de Taire de cette
base. Quant aux deux autres faces SCA , SCB, leurs centres de
gravité respectifs seront les milieux de C'A' , C'B'.

Concevons qu'à ces centres de gravité , et perpendiculairement
aux faces du tétraèdre f on applique quatre forces proportionnelles
aux aires de ces faces , et agissant toutes soit du dehors au dedans
soit du dedans au dehors; représentons par s, a, b , c les forces
respectivement opposées à S , A , B , C D'après ce qui vient d'être
observé ci-dessus les forces c et s , la première perpendiculaire à
la face ASB, et l'autre verticale ? concourront au même point M'.

Quant aux forces égales et horizontales a , h , appliquées aux
milieux des côtés C'A' , C'B' du triangle isocèle À'C'B' > leurs
directions concourront évidemment en quelque point de CM' , et

Ç} Yojrez la page i43 du ILe volume de ce recueil.
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elfes auront là une résultante suivant O M ' , que l'on pourra con-
sidérer comme appliquée en M7 et que Ton pourra décomposer ,
en ce point , en deux forces a , b , égales et parallèles aux
premières.

On aura donc ainsi f en un même point M / , quatre forces per-
pendiculaires aux faces d'un tétraèdre , et proportionnelles aux aires
respectives de ces faces ; ces forces seront donc en équilibre (f) ;
puis donc qu'elles forment un ensemble équivalent à celles du
système primitif , ces dernières doivent Fêtre aussi»

3, Soit , en second lieu , un tétraèdre SÀBC dont les arêtes
SA , SB , SG soient égales , et dans lequel conséquemment la pro-
jection S' du sommet sur le plan de la base soit le centre du
cercle circonscrit à cette base. Pour fixer les idées , supposons que
ce centre Sx soit intérieur au triangle ABC ; soient menées S7 A t

S'B , S/G ; par ces droites et par SV soient conduits trois plans :
ces plans diviseront le tétraèdre en trois antres , dont chacun sera
conditionné comme celui dont il vient d?étre question (2).

Concevons que l'on applique aux centres de gravité des faces >
et perpendiculairement à leurs plans ? des puissances proportionnelles
à l'étendue de ces faces ; et f pour fixer les idées , supposons que
ces puissances agissent du dehors au dedans. Celle qui sera appli-
quée à la base pourra , comme Ton sait , se décomposer en trois
autres f parallèles à sa direction , proportionnelles aux aires des
trois triangles AS'B , BS'C , CS'A , et appliquées à leurs cenirea
de gravité.

Concevons qu'aux centres de gravité de chacune des trois faces
SS'À , SS /B, SS /C, communes à nos trois tétraèdres ? pris deux
à deux , et dans des directions perpendiculaires à leurs plans , on
applique deux forces égales et contraires , proportionnelles à retendue
de ces faces. Ces forces étant d'elles-mêmes deux à deux en équi-
libre , elles ne changeront rien à l'état du système.

Mais , par suite de l'introduction de ces nouvelles forces , chacun
des trois tétraèdres partiels , se trouvant sollicité comme l'était le

tétraèdre
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tétraèdre unique que nous avions piectdominent considéré (3) , sera
de lui-même en équilibre ; le tétraèdre total le sera donc aussi 5 il
Tétait donc déjà avant l'introduction de ces nouvelles forces.

Si le centre du cercle circonscrit à la base du tétcrfèdre total lui
était extérieur , ce tétraèdre . au lieu d'être la somme des trois
tétraèdres partiels, serait la somme de deux d'entre eux diminuée
du troisième, ou l'un d'eux diminué de la somme d^s deux autres;
et il n'y aurait de différence dans le raisonnement qu'en ce que
les forces , sollicitant les tétraèdres pris soustractivement, devraient
être considérées comme agissant du dedans au dehors , du moins
si , comme nous Pavons supposé , les forces primitives agissaient
du dehors au dedans. Ce serait l'inverse dans le cas contraire,

4> Soit , en troisième lieu , un tétraèdre quelconque, ABCD
sollicité , aux centres de gravité des aires de ces faces , par des
forces perpendieulaires à leurs plans et proportionnelles à leur
étendue 7 que nous supposerons , £pour fixer les idées , agir toutes
du dehors au dedans.

Considérons le centre O de la sphère circonscrite comme le
sommet commun de quatre tétraèdres partiels OABC, OBCD, OCDA,
ODAB, ayant pour bases les faces ABC, BCD, CDA , DAB du
premier; si ̂  pour fixer encore les idées, nous supposons le point
O intérieur au tétraèdre proposé, ce tétraèdre sera la somme des
quatre tétraèdres partiels , dont chacun sera d'ailleurs conditionné ,
comme celui du cas précédent (3 \

Concevons qu'aux centres de gravité des aires des six faces AOB,
AOC , BOC , AOD , BOD , COD , communes à nos tétraèdres
partiels pris deux à deux , et perpendiculairement aux plans de
ces faces , on applique deux forces égales et contraires , propor-
tionnelles à leur étendue; ces forces, étant deux à deux en équi-
libre , ne changeront rien à l'état du système.

Mais ? par suite de l'introduction de ces mêmes forces, chacun
des tétraèdres partiels se trouvera exactement dans le même cas
que le tétraèdre unique du cas précédent {3) ; ce tétraèdre partiel

Tom. X. 8
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demeurera donc en équilibre ; le tétraèdre total y demeurera donc
aussi : il devait donc être déjà en équilibre antérieurement à l'intro-
duction de ces forces.

Si le centre O de la sphère circonscrite était extérieur au tétraèdre
total, alors ce tétraèdre , au lieu d'être la somme des quatre tétraèdres
partiels , pourrait être ou la somme de trois d'entre eux diminuée du
quatrième , ou la somme de deux d'entre eux diminuée de la somme
ées deux autres, ou encore l'un d'entre eux diminué de la somme
des trois autres ; et il n*y aurait de différence dans le raisonnement
qu'en ce que , dans les tétraèdres partiels pris soustractivement ,
il faudrait supposer que les forces agissent du dedans au dehors , si
du moins , comme nous l'avons admis ? les forces primitives agis-
taient du dehors au dedans. Ce serait l'inverse dans le cas contraire.

5» Dans la démonstration relative au tétraèdre , on pourrait
remplacer la considération du centre de la sphère circonscrite
par celle du centre de la sphère inscrite -, en suivant à peu
près le mode de décomposition indiqué à la page 346 du
Vl.* volume de ce recueil. Il se peut , au surplus , qu'il existe
quelque procédé plus simple encore pour parvenir au but , et
nous nous empresserions de le signaler s'il nous était offert.

6«4 Concevons un tétraèdre inscrit à un autre tétraèdre de telle
tnanièfe que les sommets du premier soient les centres de gravité
des aires des faces du second ; ces deux tétraèdres ayant les faces
homologues parallèles chacune à chacune seront semblables , et les
perpendiculaires élevées aux plans des faces de l'un , par les centres
de gravité des aires de ces faces , seront dans l'autre les perpen-
diculaires abaissées des sommets sur les plans des faces opposées.
De là , et de ce qui vient d'être démontré ci-dessus , on peut
conclure la proposition suivante :

Si Von applique aux quatre sommets d'un tétraèdre des forces
de directions perpendiculaires aux plans des faces opposées et
respectivement proportionnelles aux aires de ces faces } te tétraèdre
demeurera en équilibre.
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Par des considérations semblables , on s'assurera <îc la venté de
cette proposition analogue de géométrie plane:

Si on applique aux quatre sommets d'un triangle des forces
situées dans son plan , perpendiculaires aux directions des côtés
opposées , et proportionnelles aux longueurs respeciipes de ces
côtés ; le triangle demeurera en équilibre.

7. Soit présentement une pyramide quelconque aux centres de
gravité des aires des faces de laquelle soient appliquées , perpen-
diculairement à leurs directions , des forces proportionnelles à
l'étendue de ces faces , et agissant toutes également soit du dehors
au dedans soit du dedans au dehors.

Soit décomposée cette pyramide en tétraèdres, par des plans dia-
gonaux ; et soit en même temps remplacée la force qui agit au
centre de gravité de Taire de sa base en d'autres forces parallèles
à la direction de celle-là , ayant leurs points d'application aux
centres de gravité des aires des triangles résultant de la déeom *
position de cette base , et des intensités respectivement propor-
tionnelles aux aires de ces triangles, ce qui est permis.

Concevons de plus qu'au centre de gravité de Taire de chacun
des plans diagonaux qui divisent la pyramide en tétraèdre , ox\
applique , perpendiculairement à la direction de ce plan , deux
forces égales et contraires, proportionnelles à Fétendue de ce plan;
ces dernières forces se trouvant deux à doux en équilibre , leur
introduction ne changera absolument rien à l'état du système.

Mais alors , chacun des tétraèdres résultant de la décomposition
de la pyramide , se trouvant sollicité comme Tétait le tétraèdre
unique du cas précédent (4) , sera de lui-même en équilibre ;
la pyramide le sera donc aussi ; et conséquemment elle devait
Têtre déjà antérieurement à l'introduction des nouvelles forces.

8. Soit enfin un polyèdre quelconque aux centres de gravité
des aires des faces duquel soient appliquées perpendiculairement à
leurs directions , des forces proportionnelles h l'étendue de ce
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faces, et agissant toutes également soit du dehors au dedans soif
du dedans au dehors.

Soit décomposé ce polyèdre en pyramides ayant ses faces pour
bases , et pour sommet commun un point pris arbitrairement dans
son intérieur ; concevons qu'ensuite on applique au centre de gravité
de Taire de chacun des triangles qui servent de faces latérales
communes à deux pyramides consécutives , et perpendiculairement
au plan de ce triangle , deux forces égales et contraires, propor-
tionnelles à l'étendue de ce même triangle ; les forces, ainsi introduites ,
se trouvant en équilibre deux à deux , ne pourront rien changer
à l'état du système.

Mais alors, chacune des pyramides résultant de la décomposition
du polyèdre , se trouvant sollicitée comme la pyramide unique du
cas précédent (7), devra, pour cette raison, être elle-même en
équilibre ; le polyèdre formé de l'ensemble de ces pyramides sera
donc aussi en équilibre -, et conséquemment il devait l'être déjà
antérieurement à l'introduction des nouvelles forces ; le théorème
ënoncé au commencement de cet article, se trouve donc ainsi rigou-
reusement et complètement démontré.

On peut déduire de ce théorème , entre autres conséquences,
que si un polyèdre libre non pesant se trouve plongé dans un
fluide élastique indéfini sans pesanteur f ou que si un vase polyèdre
libre non pesant et exactement fermé , placé dans le vide , se troupe
rempli d'un fluide élastique sans pesanteur ; Vaction du fluide sur
la surface extérieure du polyèdre ou sur la surface intérieure du
?a$e ne pourra y faire naître aucune sorte de mouvement.



QUESTIONS RÉSOLUES,

QUESTIONS RESOLUES.

Développement de la théorie sur laquelle il a été
demandé des éclaircissemens à la page 291 du 1X.Q

volume de ce recueil ;

Par M- BÉRARD , professeur de mathématiques , membre
de plusieurs sociétés savantes,

J E rappelle renoncé du problème , parce que j'ai besoin de modifier
un peu le procédé qui y est expliqué.

Soit X = o une équation numérique en x , du degré m ; soit lo

la limite inférieure des racines positives de cette équation ; soit
changé , dans X=o , x en aHh/0 , ce qui donnera une transformée
X^o.

Soit /x la limite inférieure des racines positives de cette dernière
équation; en y changeante en x+l1, ou bien en changeant, dans
X~o, x en #+/«-h/i , ce qui revient au même, et ce qui est
préférable ^ comme on le verra tout-à-l'heure ; on obtiendra une
nouvelle transformée Xz~o.

Soit /2 la limite inférieure des racines positives de celle-ci ; en
changeant, dans Jf==o , x en ^"+/o"i"A"+"^i > o n obtiendra une
troisième transformée J f 5 =o.

En supposant que ce procédé ait été indéfiniment poursuivi de
la même nu îière , on propose ,

2.0 De démontrer que 7 si la proposée A^=o a une ou plusieurs
racines réelles positives, la série /0-}-/ ,+/,+..«. sera convergente,
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et aura pour limite de la somme de ses termes la plus petite de
ces racines ?

2.° D'expliquer ce que devient cette même série , dans le cas
où la proposée , n'ayant aucune racine réelle positive , offre néan-
moins une ou plusieurs variations ?

§• I. Première partie.

Soit la proposée

en y changeant x en #-{-/ ; et posant, pour abréger

- —
X 2

H r - ' .
1 2 O

m m—i m—2 m—3

7--T • — • — l

ce qui donne , comme Ton sait,

elle, deviendra
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En mettant donc dans les valeurs de A ? B , C ,......; les nom-
bres que représentent # , b-% c, ; il devient très-aisé de former
les différentes transformées ; car 11 suffit d'y substituer succes-
sivement pour / , les valeurs 19 , / o + / i * ^o^h^^x ? •
des sommes de limites obtenues au moyen des transformées qui
qui précèdent celles qu'on se propose d'obtenir.

La première recherche qui doit nous occuper ici est celle de la
marche que suivent les coeiïiciens des transformées successives.

Imaginons qye sur un axe indéfini OX , dont l'origine e$t en
O , on ait construit la courbe parabolique A=y , dont l'abscisse
variable est / , et qui sera évidemment la même que -X"=y ; et
qu'on ait placé les lettres Az , A2 , A, ,( . . • • . aux points où l'axe
coupe les branches de la courbe ; ces lettres seront .au nombre de
m , s i , comme nous le supposons d'abord , toutes les racines de
X~o sont réelles.

Soit construite sur le même axe la courbe B~yl ; et soient
placées les lettres 1^ > B 2 , B , , • • • • • • Bm«, aux points où celte
courbe est eoupée par l'acre.

Soit construite semblablement , et toujours sur le même axe i
la courbe C~y% \ et soient placées les lettres C, , Ç2 , Cj , . ? , .Çm w 2 ,
aux points d'intersection de cette coufbe avec l'axe.

En poursuivant ainsi, jusqu'au dernier des coeiïiciens À , B ,"
C , •...., lequel donnera une simple ligne droite ; on remarquera
facilement les diverses circonstances que voici ,

i.° Les points Bt 3 B 5 , B 3 , sont intermédiaires aux points
Aj ? A% , A, , ; les points Cx , C2 , C3 , . . . . le sont aux points
B, , B2 , B 3 ? ; et ainsi de suite.

2.0 Les points B, , B a 7 B ? , sont les pieds des ordonnées
maxima de la courbe A~y ; les points C! ? C 2 , C , ,,.... sont
les pieds des ordonnées maxima de la courbe B~yx -, et ainsi de suite.

3.° Le coefficient A est maximum , quand B~o ; le coefficient
B est maximum , quand C = o ; et ainsi de suite.

4«° Les coefïiciens A ; B , C , .... croissent 9 décroissent et chan-
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gent de signes respectivement et en même temps que les ordonnées

y y 3^ • Xi > ^ e s diverses courbes paraboliques.
5.° Enfin , toutes ces remarques suLsistent , quelle que soit la

"valeur de / ; puisque , dans la construction de ces courbes , / a
été regardé comme l'abscisse.

Maintenant, il faut faire attention que , quand on change suc-
cessivement, dans la proposée , # en aH-/ 0 , ^ + / 0 + / 2 , ̂ -f/0+A+^2 >•••;
on ne fait que déplacer l'origine des abscisses , en la transportant
de O en Ot , O2 9 O? , ..... Les ordonnées y , yl , y t. ? corres-
pondant aux origines successives O ; Ot 7 02 , ..... indiquent donc ,
tout à la fois, la grandeur et le signe des coefficient^, B , C 7 ..**
des transformées.

Par là , il devient très-aisé de se rendre compte de la marche
des coefficiens ; on peut assigner, pour chacun, le signe , l'accrois-
sement ou le décaissement, pour une position donnée de l'origine ̂
ces considérations peuvent même fournir une démonstration très-
simple de la Règle de Descarics ; car il suffit pour cela de placer
d'abord l'origine à gauche de toutes les branches , ce qui rend
tous les signes alternatifs; puis de remarquer que, quand l'origine
dépasse une branche , A change de signe , ce qui fait perdre une
variation à l'équation. En continuant à faire mouvoir l'origine de
gauche k droite , en se convaincra qu'il en est de même pour
chaque racine positive qu'on fait perdre à l'équation.

La considération des mêmes courbes peut encore démontrer facir

lement la cause du grand nombre de combinaisons de signes que
peut fournir une équation et expliquer la signification de chacune
d'elles. Prenons un exemple simple ; celui de l'équation du 3 , m e

degré.
I/axe OX portera les lettres OAxB.C,A2C32A5X. La lettre

C, n'est placée qu'en un seul point , pour une même équation -f

mais, comme elle peut se trouver à droite ou à gauche du point
A2 Î il a fallu Técrire deux fois , pour comprendre tous les cas
possibles. 11 en résulte 9 points qui comprennent entre eux 8 espaces

ou
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ou régions différentes. Chacune de ces régions correspond à une
combinaison différente de signes, dont le nombre est ici

Si Ton considère le nombre des variations ; on voit que , quand
l'origine est dans l'espace O A ^ il y a trois variations dans Fequa-
tion ; que, quand elle est dans l'espace A,A2 , il y a deux varia-
tions j qu'il y en a une seule , quand cette origine est dans l'es-
pace A^Aj ; qu'enfin il n'y en a aucune , quand elle est dans
lespâce A 3 X.

Pour le 4-me degré , le nombre des combinaisons de signes est
= 16 = 2*. En général, il est 2m. C'est la somme

m m m—I m TTÎ —I m—a .
M 1 — J — |-.,t.# des coefnciens du déve-

I I 2 I 2 3

loppement de

On sent bien que les racines imaginaires changent la figure des
courbes et la position de Taxe ; mais elles ne détruisent pas le$
conséquences que nous voulons en tirer.

Les équations A=o , J ? = o , C~o , peuvent avoir des racines
imaginaires, en sorte que quelques-unes des lettres A, , A a , .......
B, , B 2 ....... C, , C 2 , manquent ; ce qui diminue le nombre
des régions et par conséquent celui des combinaisons de signes
qu'admet la proposée par la transformation de l'origine. Par exemple ,
si , la proposée étant du 3.m e degré , les sommets sont réels ; et si
l'axe ne rencontre qu'une branche ; au lieu de y combinaisons de
signes, il n'y en aura plus que 5 seulement ; parce que les points
Ax , A , manqueront. Si les sommets ne sont pas réels, il n'y aura
plus que 3 combinaisons de signes; parce que les lettres A t , At 9

Bj , B 2 n'existeront plus.

Après avoir trouvé la loi des coefficiens À, B7 Cf< dans
les transformées successives , il reste à chercher celle de la série

On voit que cette loi doit dépendre , jusqu'à un certain point >

Tom. X. 9
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de la règle que Ton choisit pour déterminer la limite des x : pre-
nons la plus simple. On sait que V étant le plus grand coefficient

de signe contraire a celui du terme connu , on aura / = ; /

sera donc toujours une fraction , comprise entre o et i ? qui aug-
mentera ou diminuera d'une transformée à la suivante , selon que
A aura augmenté ou diminué lui-même dans un plus grand oir
dans un moindre rapport que V. En outre , quand il surviendra
un changement de signe dans l'équation , V qui représentait un
coefficient , B par exemple, en représentera un autre 7 qui entrera
à son tour comme- élément dans l'expression de / ; circonstance
qui changera nécessairement la marche de la série /o , l^ , /2 ,......

Il serait minutieux et sans doute pénible de signaler et de classer
toutes les anomalies qui peuvent avoir lieu ; il suffit de remarquer
que c'est le coefficient A qui joue le principal rôle et qui déter-
mine la série à être ascendante ou. descendante.

Le cas le plus simple est celui où l'origine est dans la région
OÀt et où toutes les racines sont réelles.

A àA A Aàl yàx
Quand on a / = —•—r ; a cause de / ?= -— on a — = — =
x A+B àl B àA dj

^sous-iangente^s 7 et '="-7—:*, or , s diminue , ainsi que y , depuis

le point O jusqu'au point Ai où Ils sont nuls ; donc aussi la série
est décroissante entre ces deux points. C'est ce qu'on voit pour
l'équation (x—\){x—2)(#—3) = o.

Quand l'origine est entre les points A, et Br , la série est d'abord
croissante, puis elle décroît jusqu'au point A2 , comme dans celte
équation Qv-{-i)(x—3) = o.

Lorsque la proposée a des racines imaginaires , la série suit encore
assez exactement les aecroissemens et les décroissemens du coeffi-
cient A~y. Ainsi , à mesure que l'origine s'approche de l'ordonnée
minima ; A diminue d'abord , sans pouvoir néanmoins devenir nul 5
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puis il augmente sans changer de signe. De même , la série décroît
pour croître ensuite et décroître de nouveau, outant de fois qu'il
y a d'ordonnées minima. L'équation .a-3— 6;r2~f-i îx—6;4=O est
dans ce cas ; la courbe est comme on la voit ici :

O-

On trouvera /O = o,37 , 4=0,016 , correspondant au sommet
convexe , /10r=o54 5 /n«=o,3 , correspondant au sommet concave ou
ordonnée maximum , / 1 2 = O ? Î 2 - , etc.

Cet exemple ofFre une singularité : c'est que le maximum de /
arrive avant l'ordonnée maximum , par l'effet du changement de

coefficient dans le dénominateur de •

Au reste , il serait oiseux de s'appesantir sur la loi des accrois-
semens et décroissemens de la série ; car cette circonstance est tout-»
à-fait indifférente au succès de la méthode. Peu importe la marche
de cette série ; l'essentiel est de savoir qu'elle finit toujours par
devenir décroissante , et par converger vers l'intersection la plus
proche à droite , or , cela est de toute évidence ; car ce n'est
que dans les points A i , A2 , • qu'on a A~o 9 et par con-
séquent / = o .

Mais, nous a demandé un géomètre , ne pourrait-il pas se trouver
à gauche de l'intersection dont on cherche à déterminer l'abscisse 7

un point que la série /0-H/j-WaHK»»» n e Pu* jamais dépasser ; ou 9
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en d'autres fermes , ne pourrait-il pas arriver f quelquefois dil
moins , que la somme des termes de cette série eût une limite
inférieure d'une quantité finie à la plus petite des racines positives?
Je réponds que non. Tant qu'il existe une variation dans la der-
nière transformée , rien n'empêche d'en faire de nouvelles qui trans-
portent l'origine sur la droite. Supposons , en effet, l'existence de
ce 4>oint vraiment singulier ; que k soit sa distance à l'origine ; en
mettant x+k*\~l pour x dans la proposée , l'origine se trouvera
transportée au-delà de ce point, et plus voisine que lui de Tinter-
section qu'il s'agit d'assigner ; mais toujours à sa gauche , si / est
suffisamment petit ; Péquation aura donc encore au moins une
variation ; et rien ne s'opposera à ce qu'on fasse de nouvelles trans-
formées ; d'où nous nous croyons fondés à conclure que le point
en question est tout-à-fait chimérique.

§. Iî . Deuxième partie.

Je réponds qu'après un certain nombre de transformées , la der-
nière n'aura'plus de variations. En effet, les valeurs de / ne peuvent
devenir nulles que lorsque A peut le devenir et A ne peut le devenir
dans l'hypothèse où l'équation n'a aucune racine réelle positive , puisque
l'axe ne rencontre aucune branche du côté des a? positifs. En appelant
L la limite supérieure positive ; il arrivera un point où Ton aura
/•+/iH-^+.—t = £ ou p>Z ; et alors la transformée n'aura plus
que des permanences.

On peut démontrer la même proposition , en observant que , dans
l'hypothèse dont il s'agit ? la proposée est de cette forme

et il est clair que la substitution de $-\-I0 , x*\-lo-\-L > pour x doit
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finir par rendre tous les termes positifs ; parce que les termes de
la série , au lieu de décroître, comme à la rencontre dune branche 3

croissent ici et décroissent alternativement , avec A x>w y* Ainsi , la
disparition des variations avertit bientôt qu'il n'y a point de racine»
réelles positives à chercher.

Après avoir dissipé les scrupules du géomètre auteur du pro-
blème , je vais ajouter quelques remarques propres à éclairer et
à simplifier l'usage de la méthode.

Remarque L Quelques auteurs ( LEGENDRE , Supplément à la
théorie des nombres ) disent qu'après avoir trouvé une racine ap-
prochée a, il faut diviser la proposée par #->-* > et chercher les
racines du quotient. Ce procédé est très-vicieux ; parce qu'en négli-
geant le reste de la division ? on altère le quotient qui n'est plus
exact. Son défaut d'exactitude peut changer des racines imaginaires
en racines réelles , égales ou inégales et vice' versa ; et Ton sent
que cela arrivera sur-tout quand Taxe de la courbe Xzzy passera
fort près d'un sommet. Soit par exemple l'équation

#3—3x—2,oooooor = o %

on trouvera de suite que 1 en est une racine très-approchee ; car f

en la mettant pour oc , l'équation devient -—0,0000001=0; or, si
Ton divise la proposée par x—2 , en négligeant le reste , on trouve
pour quotient #2+2.#+i = (#4-1 j*—0; d'où on serait conduit à conclure
que , outre la racine déjà trouvée , l'équation a deux autres racines
réelles, égales à — 1 ; tandis que ses deux autres racines sont ima^
ginaires , comme il est aisé de le vérifier,

Si la proposée était x3—x—i>9999999=o , en prenant # = 2
pour valeur approchée de Tune des racines, ce qui réduit le premier
membre à +0,0000001 , et opérant comme ci-dessus ; on trouverait
encore les deux autres racines égales à «—1 ; tandis que les trois
racines de cette e'quation sont inégales.

Il serait aisé de former d'autres équations plus élevées où le
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même procédé conduirait aux mêmes erreurs , en s'arrêtant, pour
la première racine , à un degré donné d'approximation

Notre méthode n'est pas sujette à ces inconveniens ; parce qu'après
avoir trouvé une première racine , c'est sur la proposée elle-même
qu'on opère pour déterminer les autres , en y exécutant seulement
un changement d'origine qui n'en altère aucunement les coefficiens.

Remarque IL Dans Ja pratique , îl est beaucoup plus avantageux
de mettre de suite #-j-/0*f-/I4/2+ pour x dans X~o9 que de
mettre successivement #-+-/o pour oc dans -X = o pour avoir X^o,
#"Ki pour oc dans Xî=o pour avoir X%~o, et ainsi de suite,
quoique d'ailleurs la chose soit indifférente en thtorie. En effet,
dans le dernier procédé , les lettres a , h 9 c , ...•. changent et ac-
quièrent un nombre de chiffres dodu aux toujours croissant -, ce qui
finit par rendre les calculs impraticables. E t , si , pour parer à cet
inconvénient , on prend le parti de négMger d^s décimales , on
retombe dans l'inconvénient beaucoup plus grave d'altérer les trans-
formées , et , par suite , de dénaturer les racines 9 comme on Ta
vu dans la remarque précédente.

Remarque 1IL Quand on a trouvé la plus petite racine positive
avec le degré d'exactitude dont on a besoin ; pour découvrir la
seconde racine positive y s'il y en a , il faut mettre dans la pro-
posée X^O r x^frh pour x y h étant un nombre un peu plas grand
que la racine trouvée, et tel que la transformée qui en résulte aie
xxne variation de moins que la dernière transfoimée. Un ou deux
tâtonnemens suffisent pour trouver un pareil nombre h \ et on est
alors assuré de n'avoir dépassé qu'une branche de la courbe , et
l'on forme de nouvelles transformées qui procurent une seconde
série /«+/1-l-/2L-i-...., au moyen de laquelle la seconde racine se
trouve exprimée par ^-|-/ç>-4-/I+/2+...•.». On procède de même à
la recherche des autres racines ; mais il faut remarquer pourtant
que tout c cî suppose qu'on a préalablement délivré l'équation de
toutes les racines égales qu'elle peut contenir • ce qu'auf surplus
oïi peut toujours faire»
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Pour avoir les racines négatives , on change A~x en —x dans la pro-

posée et on détermine les racines positives de la nouvelle équation > les-
quelles , prises avec le signe —, sont les racines négatives de la proposée.

Ainsi 7 voilà un procédé régulier uniforme et simple > qui n'exige
qu'un nombre m—i de tâtonnemens, au plus, pour déterminer, d'une
manière sure , toutes les racines réelles d'une équation quelconque.

Simplification de la méthode. En réfléchissant sur la précédente
méthode , on reconnaît bientôt qu'on peut diminuer considérable-
ment le nombre des transformées, en prenant pour / un nombre
plus grand que celui qui est fourni par la règle imparfaite des
limites* On avancera ainsi , à grands pas , le long de l'axe ;
et la diminution progressive du terme A avertira toujours qu'on
est près d'une branche ; que s'il arrive qu'on Tait dépassée , la racine
cherchée se trouvera par-là même renfermée entre deux limites qu'il
sera ensuite très-facile de resserrer , en prenant pour / la fraction

—, — y fournie par la dernière transformée. Ceci suppose, au surplus,

qu'on n'a dépassé qu'une branche 7 ce que l'on reconnaîtra par la
dernière transformée qui ne doit avoir perdu qu'une variation. S'il
arrivait qu'elle en eût perdu plus d'une , on reviendrait sur ses
pas , en prenant pour / un nombre plus petit.

Ce procédé a quelque ressemblance avec la méthode ordinaire
des substitutions , et avec celle de Newton ; mais il n'en a .
pas les inconvéniens. En effet , on sait que deux substitutions qui
donnent pour X des résultats de signes contraires peuvent inter-
cepter un nombre impair de racines réelles ou imaginaires ; or ,
par la méthode vulgaire des substitutions } on ne peut point dis-
cerner le nombre des racines interceptées , tandis que , par la nôtre, la
diminution de A , et les variations perdues, font toujours connaître le
nombre des branches dépassées par la translation de l'origine des
abscisses : c'est un fanal qui est là pour éclairer tous les écueils.

La circonstance de deux variations perdues mérite un examen
particulier; elle a lieu dans trois cas, savoir : i.° quand l'origine
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a dépassé deux branches ; 2.° quand elle a dépassé «ne ordonnée
rninima ; 3.° quand elle a dépassé deux racines égales. Le troisième
cas peut être évité , puisqu'on sait délivrer une équation de ses
racines égales. Dans ce cas , A et B , qui ont un diviseur commun ,.
tendent à s'anéantir ensemble , sans y parvenir. Au-delà de ce point f

A conserve son signe et B en change.
Le premier cas se distingue du second en ce que 7 dans le

premier , le terme À peut s'approcher de zéro autant qu'on le
veut, ce qui n'a pas lieu dans le second. Au reste , pour éviter
tout embarras , on regardera comme non avenue la dernière trans-
formée , qui aura perdu deux variations ; on en formera une nou-
velle d'après la méthode générale ; c'est-à-dire , en prenant pour
/ le nombre qui a servi à former la transformée .Xn_, = o ( Xn~o
étant celle qu'on abandonne!) ; et 7 en ajoutant à ce nombre la limite
inférieure de XWml = o. Alors, si la nouvelle transformée Jfn~o perd
encore deux variations , on sera assuré que les deux racines douteuses
sont imaginaires y et Ton poursuivra l'opération sans s'en inquiéter»

Les bornes de ce mémoire ne me permettent pas de faire le
parallèle des diverses méthodes imaginées jusqu'à ce jour ; ou
verrait que celle tirée de l'équation aux quarrés des différences de
l'illustre Lagrange est impraticable dans les degrés un peu élevés ,
et qu'elle peut exiger des milliers de substitutions dans certains
cas. Au surplus, ceux qui désireront; de plus amples détails sur
ee sujet pourront consulter mon ouvrage intitulé : Méthodes nou~
pelles pour déterminer les racines des équations (*)*

(*) Nous aurions beaucoup de reflexions à faire sur tout le contenu de l'article
qu'on vient de Kre ; et nous avions m£me préparé, dans cette vue y un grand:
nombre de notes ; mais y fauteur ne n^us ayant autorise' à le rendre public
que sous la condition expresse que nous nous abstiendrions de toutes remarques
critiques , nous nous trouvons contraints de pc;er nos lecteurs de vouloir bien ici
«uppléer à n^tre silence. Nous crojnns toutefois devoir d^larer , pour l'acquit de
»otre conscience mathe'matique, que nous sommes 'oin de regarder comme suffisant»

résolue 7 par ce qui précède, la question qui avait été piopoôée » J. D* G*
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Solution des problèmes de mathématiques proposes au
concours général des collèges royaux de Pans 9

en 1819 ;

Par M. FRAKCŒUR f professeur à la faculté des sciences
de Paris.

JLJES problèmes qu'on a proposés cette année au concours gene'ral
des collèges royaux de la Capitale m'ont semblé susceptibles de
solutions élégantes. Celui de mathématiques élémentaires, en par-
ticulier, m'ayant paru faiblement résolu par les concurrens ; ce qui
tient sans doute à la difficulté du sujet ; j'ai pensé que les géomètres
pourraient ne pas voir sans quelque intérêt les recherches auxquelles
je me suis livré sur ces divers problèmes ; et c'est ce qui me déter-
mine à les consigner ici.

Mathématiques élémentaires.

PROBLÈME UNIQUE. Par un point donné dans un angle , et
également distant de ses deux côtés 7 mener une droite, terminée
à ces mêmes côtés , de telle sorte que le point donné la divise en
deux segmens dont la somme des quarrés soit équivalente à un
qvarrè donné ?

lom. X, n.° 111, j . e r septembre 1819. i&
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Solution. Soient DAE l'angle donné { fig. i ) , et O le point donné,

également distant des côtés AD, AE-, soit DE la droite cherchée,
et soit b le côté du quarré auquel la somme des quarrés des seg-
mens OD, OE doit être équivalente.

Soient menées OB , OC respectivement parallèles à AE, AD ; la
figure BC sera un lozange donné, dont nous représenterons le côté
par a. Soient, en outre ; Ang.DAE=* , BD=# , CE=f.

Le triangle OBD donne OD* = a3-4-jra—

Le triangle OCE donne OÊt=^2+j3—2ayCo$.* ;

on a donc par la condition du problème

x^y*—2a(x-{+y)Cos.*-\-2a1t-l* . (i)

Les triangles semblables DBO , OCE donnent d*ailleurs

Bo = CE . cest-à-dire , - = - ;

ou encore

xyzza* . (2)

Voilà donc deux équations pour déterminer x et y ; et conséqijem-
ment le problème pourrait, en toute rigueur , être réputé résolu.

En mettant pour a2 , dans la première équation , sa valeur xy
donnée par la seconde, elle prend cette nouvelle forme

—32==o ; (3)

d'où on tire

On connaît donc présentement la somme et le produit des deux inconnues
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X , y ; ces deux inconnues sont donc racines d'une même équation
du second degré , et , puisque x-\-y* a déjà deux valeurs , le pro-
blème a quatre solutions. On voit ? au surplus , qu'à cause de la
symétrie de la ligure ? ces quatre solutions se réduisent réellement
à deux.

Soit abaissée du point B la perpendiculaire BI sur AC , et dé-
signons AI par c\ nous aurons

d'où

Prolongeons IB jusqu'en G , au-delà de B , de manière qu'on ait
IG=£ ; en menant AG , et en représentant par d la longueur de
cette droite , nous aurons

ce qui donnera

équation fort simple , qu'il faudra combiner avec (2) f pour avoir

* > y-
L'élimination de y entre ces d^ux équations donnera , comme

Ton sait ,

d'où

et l'on aurait semblablement

Si Ton porte AG sur AE, de part et d'autre du point A ; en H
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et H ' , on aura IH=J—c , iH ;=d4-£. Les moitiés de ces àeux
distances étant prises pour hypothénuses de deux triangles ayant
un des côtés de l'angle droit égal à a , Pautre côté de l'angle droit
de ̂ e^ triangle sera la valeur de notre radical ; et le reste de la
construction ne souffrira plus aucune difficulté.

Â cause que x , y entrent symétriquement dans les équations du
problème, on peut ne prendre que le signe supérieur du radical
dans les valeurs de x , y -, on obtiendra ainsi deux solutions du
problème desquelles on déduira facilement les deux auties en ob-
servant que les quatre droites qui le résolvent doivent être , deux
à deux , symétriquement situées par rapport à la droite AO.

A cause de d>c> on voit que, lorsque les quatre valeurs de
x , y seront réelles et inégales , il y en a toujours deux positives
et deux négatives ; ces dernières devant être portées en sens inverse
des premières , il s'ensuit qu'il y a alors deux solutions dans l'angle
DAE, tandis que les deux autres sont dans ses deux supplémens.
La ligure 2 représente l'ensemble de ces quatre solutions. Les
quatre droites cherchées sont D E , D /E /

> de, d/e/
? tellement situées

que l'on a AD / =AE, Kd/=^Ke; et l'on a en outre

Tant que a sera plus petit que \[d—c)i H sera , à plus forte
raï*cn , plus petit que ^(d+c) , et le problème admettra quatre
solutions distinctes. Si l'on a a'=-\{d—c), ou

ou , en chassant le radical

ou enfin
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les deux droites Qd'., Qdf se confondront dans la seule droite OA,
et le problème n'aura plus que trois solutions. Il n'en aura que
deux seulement , lesquelles tomberont toutes deux dans l'angle
BAC f lorsque a sera compris entre \ (d—c) et 7 d+c). Ces deux
solutions se réduiront en une seule lorsqu'on aura a~^{d-\-c) ^ on

ou , en chassant le radical ?

et les deux droites DE 9 D /E /se confondront alors dans une seul©
perpendiculaire menée k AO par le point O. Enfin , si Ton a
*>r(^-N0> les quatre valeurs de x, y seront imaginaires, et le
problème ne pourra plus être résolu.

Dans le cas où l'angle donné * est droit , le lozange ABOC de-
vient un quarré ( fig. 3 ) ; on a Cos.«=:o, ^ = o ; d~b } «t partant

les quatre racines sont à la fois réelles ou à la fois imaginaires?
suivant qu'on a h^ia ou J<2/z; -et , dans le premier cas, deux
sont positives et les deux autres négatives. Rien d'ailleurs n'est plus
facile alors que de construire le problème.

Si ^ en eiïet, du centre O, et d'un rayon égal à ; i on décrit
un arc , coupant AB en L et AG en L /

 7 et qu'ensuite des points
L , L/ et avec les rayons respectifs LO , L/G on décrive des demi-
cercles terminés, le premier sur AB en D' 9 d1

 ? et le second sur
AC en Etf; ; en menant par ces points et par le point O les droites
DE , D 'E ' , de , de* ; ces quatre droites résoudront le problème.

Au lieu d'éliminer y , entra les équations
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on peut en déduire les valeurs de x , y > Par l'intersection des lieux
géométriques de la manière suivante :

Si Ton prend l'angle donné pour angle des coordonnées positives ,
la première de ces deux équations sera celle d'une hvperbole passant
par le point O , et ayant pour asymptotes les deux côtés de cet
angle -9 hyperbole qui se trouve ainsi tout-à-fait déterminée. Quant
à l'autre, c'est celle d'une droite déterminant sur les axes, à partir
de l'origine , des segmens égaux entre eux et à c^d. En répétant donc
(fig. 4) la même construction que dans la figure i.re , et portant d'une
part IH' sur AG > vers C , i e . À en Q, et de L'autre iH sur la
même droite , en sens inverse , de A en qf ; si des points Q , q*
on abaisse sur AO les perpendiculaires QQ' , qq* , coupant cette
droite en R , r , les abscisses des intersections de ces droites avec?
l'hyperbole seront les quatre valeurs de x. Ainsi, par exemple *
dans le cas de la figure , le problème n'admettra que deux solu-
tions , parce que qq/ ne rencontre pas la courbe.

Mais on peut, dans cette construction, remplacer l'hyperbole par
le cercle. Si, en effet, du quarré de l'équation x^y^^c^jd on re-
tranche le produit de l'équation xyz^a* par 2(1—'Co$.*) = 4S|n*aî:**
il viendra

«fquation d'un cercle rapporté aux deux côtés de l'angle donné
comme axes , ayant son centre à l'origine , et son rayon -fi donné
par la formule

Ayant donc construit, comme ci-dessus, les deux droites QQ7,
(fig. S), nous aurons , comme alors AQ = £-}-£?, Kqf~c—d.S\, de plus ,
nous menons la diagonale BG du lozange 4 nou& auronsBC=2ûSin. »*;
tes deux, valeurs de R deviendront donc
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Soit donc k le centre du lozange. En prolongeant £B } au-delà de
B , d'une quantité B/=B£ ; du point / comme centre et de deux
rayons respectivement égaux k AQ , Kq/, on de'crira deux arcs
coupant AO en g, g* ; puis du centre A , et avec les rayons kg,
kg/

 y on décrira deux cercles , dont les intersections respectives avec
QQX, qqr auront pour abscisses les valeurs cherchées de x. On
voit donc qu'ici , comme dans la figure précédente , le problème
n'admettra que deux solutions.

Mathématiques spéciales*

PROBLÈME L Une droite se meut sur le plan d'un angle
donné , dont les côtés ont une longueur indéfinie 5 de manière à
former avec ces côtés un triangle dont taire soit constante et
donnée ; à quelle courbe appartient le centre de gravité de taire
de ce triangle , point déterminé par la condition que les droites
qui le joignent aux trois sommets du triangle partagent ce triangle
en trois parties équivalentes ?

Solution. Soit l'angle donné BAC=* (fig. 6 ) ; soit BC Tune
des positions de la droite mobile ; soit QG2 Taire constante du
triangle variable BAC ; £t soit enfin G la position du centre de
gravité qui répond à celle de BC.

Soient menées GA , GB , GC ; on devra avoir , par l'énoncé
AGB-BGC = CGA=^BAC = 3£a. Soit divisé AC en trois parties
égalas en K , L ; soient menés GK , GL , BK, et soit prolongée
BG jusqu'à la rencontre de AG en O,

Les triangles AkB , AGB sont équivalens , comme étant l'un et
Vautre le tiers de BAG ; d'où il suit que KG est parallèle à AB ;
GL est doue semblablernent parallèle à BG. Les triangles ABC,
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KGL sont donc semblables ; et , puisque KL est le tiers de ÀC ,"
GK et GL doivent être respectivement le tiers de B'À et BC ; donc
aussi OK , OL sont les tiers respectifs de OA , OC , ou les moitiés
de K A , L C ; danc le point O est le milieu de ÀC ; ce qui dé-
montre une propriété connue du centre de gravité r d'après la
définition admise dans l'énoncé du problème.

Soient pris les deux côtés de l'angle donné pour les axes des,
coordonnées^ et en conséquence , soient faits A K = # , G K = j ;
on aura ÀC=3# , AB = 3 j . Mais Taire BAC=£AB.AC.Sin.« *r on
aura donc , en substituant ,

ou Sin,«

La courbe cherchée est donc une hyperbole dont les asymptotes sont5

les côtés de l'angle donné 7 et dont la puissance esti¥a, constante
connue.

Pour construire cette courbe; on prendra AE=M ( fig. 7 ) ; om
formera le lozange AESD , dont le sommet S sera le sommet de*
Thy| erbole , ayant pour asymptotes les côtés AD , AE de l'angle
donné. La courbe sera donc complètement déterminée. Elle aura
dVilleurs, pour les longueurs de se* demi-diamètre» principaux^
L'S diagonales AS et P E du lozange dont il vient d'être cjuestion.

Dans le sens strict de l'énoncé du problème , l'autre branche*
d'hyperbole, comprise dans l'opposé au sommet de l'angle DAEf.
est inutile à sa solution ; mais cette branche, ainsi que les hyper-
boles conjuguées à la première que l'on construirait dans les deux,
supplémcns de l'angle DAE , devraient entrer en considération ,,
dans le cas où Ton donnerait au problème cet énoncé général :

Deux droites fixes d'Une longueur indéfinie se coupant sur un*
"plan sous un angle donné, et une autre droite , aussi indéfinie,,
étant mue sur ce plan , de manière à former, avec les deuxpre*
mières , un triangle dont Paire soit donnée et constante ; quel
tst le lieu du centre de gravité de l'aire de ce triangle ?

Souâ
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Sous cet énoncé général f la courbe , formée de quatxe branches

hyperboliques, aurait pour équation

PROBLÈME IL Un angle trièdre fixe étant donné dans Tes-
pace ; on suppose qu'un plan indéfini se meut de manière à former
avec les trois faces de cet .angle trièdre , un tétraèdre dont le
volume soit constant et donné ; et on demande quel sera le lieu du
centre de gravité du volume de ce tétraèdre ; point déterminé par
cette condition que les quatre tétraèdres qui > y ayant leurs som-
mets , auront pour bases les quatre faces du tétraèdre dont il
fient d'être question , devront être équivalens ?

Solution. Soient SAB , BAC , CAS ( fig. 8 ) les trois faces de
l'angle trièdre donné, dont le sommet est en A; soit BSC Tune
des positions du plan mobile ; soit G le centre de gravité qui lut
répond ; et soit enfin 64#3 le volume constant du tétraèdre SABG.

Soit menée SG prolongée jusqu'à la rencontre du plan BAC
en O; soit menée AO ; e t , par "le point G, soit menée, paral-
lèlement à Parète SA , une droite se terminant à AO en D. Soit
encore menée BD , prolongée jusqu'à la rencontre de AC en R ;
soient, en outre , menées DQ , DP , respectivement parallèles à
AB , ÀC , et se terminant à ces droites en Q , P. Menons enfin
D C

À cause de GD parallèle à AS , et conséquemment au plan de
la face CAS , les deux tétraèdres qui , ayant cette face pour
base commune auront leurs sommets en G et D , devront être
équivalens ; mais , puisque le premier doit être le quart du tctraèdre

total SABC , le dernier doit l'être aussi ; donc ADC est le quart
de ABC -y donc DR est le quart de BR., et conséquemment PA le
quart de BA. On prouverait semblabîement que QA est le quart
de CA ; d'où il serait fncile de déduire que O est le centre de
gravité de l'aire du triangle BAC , que GO est le quart de SO 9

Tom. X. n
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et d'obtenir ainsi toutes les propriétés connues du centre de gra-
vité du volume du tétraèdre , en partant de la définition comprise
dans Ténoncé du problème.

Soient prises les trois droites AB , AC , AS pour axes des coor-
données. Soient faits AP = x } PD = y , DG = z , nous aurons

AC =

soient, en outre , ê l'angle que fait AS avec sa projection ortho-
gonale sur la base BAC, et soit l'angle CAB=p;la hauteur du
tétraèdre total SABC sera évidemment SASin.l ; Taire de sa base
étant d'ailleurs ^AB.ACSin.ç -, son volume sera

SABC -|AB.AC.AS.Sin.?Sin.* ;

en substituant donc , nous aurons pour l'équation de la surface
cherchée ; lieu de tous les points G ,

surface du troisième ordre.
Pour en étudier la forme, nous remarquerons que, si l'on fait

z^=-a , on a XY~ConsL% équation d'une hyperbole entre ses asymp-
totes; et Ton pourrait faire la même remarque pour x et y. Ainsi
cette surface est telle que toutes ses sections parallèles à l'un quel-
conque des plans coordonnés sont des hyperboles ayant pour asymp-
totes les intersections des deux autres plans coordonnés par le même
plan ; et il n'en faut pas d'avantage pour apercevoir que la nappe
de cette surface , comprise dans l'angle trièdre proposé , s'étend à
l'infini et a pour plans asymptotiques les faces même de cet angle
îrièdre par lesquelles elle est d'ailleurs circonscrite.

Celte nappe seule résout le problème , dans le sens strict de son
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énoncé ; maïs s î , au Heu d'un angle irièdre , on considère trois
plans indéfinis passant par un même point, et formant 8 angles
trièdres autour de ce point , le problème pourra être indistincte-
ment résolu par toutes Jes nappes de cette surface , lesquelles sont
au nombre de quatre, et tellement disposées entre elles, que deux
ne se trouvent jamais situées dans deux angles opposés aux som-
mets. Les angles où elles se trouvent sont , i.° l'angle des x7y f

z positifs ; 2.0 les trois angles pour lesquels une seule des trois
coordonnées oc , y , z est positive.

On peut donner à l'équation de cette surface une forme symé-
trique , en y introduisant les angles * , £ que forme l'arête SA
avec les arêtes AB 7 AC ; il suffit pour cela de remarquer que f

suivant les notes de la Géométrie de M. LEGENDRE, on a

et dIntroduire cette valeur dans l'équation ci-dessus.

Autres solutions des mêmes problèmes

Par M. G E R G O N N E .

JLROBLÈME L Par un point donné dans un angle donné, et
également distant de ses deux côtés , mener une droite terminée
aux deux côtés de Vangle, de telle sorte que ce point la divise
en deux segmens dont la somme des quarrés soit équivalente à une
surface donnée ?

Solution* On voit d'abord que û la droite cherchée n'est poiiïC
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perpendiculaire à celle qui joint le point donné au sommet de
l'angle donné , il pourra y avoir deux solutions du problème
dans cet angle môme. De plus 7 si la surface donnée est plus
grande que le quarré construit sur la droite qui joint le point
donné au sommet de l'angle donné , il y aura encore une solution
dans chacun des deux supplémens de l'angle donné. Ainsi 9 le
problème peut avoir quatre solutions , et pas davantage.

Mais , comme , en menant une droite indéfinie par le point donné
et par le sommet de l'angle donné , tout se trouve symétrique par
rapport à cette droite ; il est facile de prévoir que , t>ien que du
4-e degré , ce problème ne doit présenter réellement que la difficulté
du second.

Soient XOY (fig. 9 ) l'angle donné -, P le point donné , également
distant de ses deux côtés ; AB une droite menée par P qui résout
le problème ; et b le côté d'un quarré constant auquel doit être
équivalente la somme PA*+PB* des quarrés des deux segmens
PA , PB.

Soit pris l'angle XOY pour angle des coordonnées positives ; r e -
présentons cet angle par y ; soient les deux coordonnées du point
P égales à a \ l'équation de la droite AB sera de la forme

y—a = M(x—à) ; ( i)

M étant un coefficient inconnu qu'il s'agît de déterminer confor-
mément à la condition du problème.

Si , dans cette équation , on fait successivement y et x égaux
à zéro , les valeurs qui en résumeront pour x et y seront celles
des segmens OA, OB 5 on trouvera ainsi

a ,

en conséquence , et d'après la formule qui donne le quarré de la
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distance entre deux points , dans le cas des coordonnées obliques ,
on trouvera facilement

puis donc qu'on doit avoir

P

l'équation qui devra déterminer M sera

ou bien

^(i+M^ii+iMCos.vl-M^frM* . (2)

Cette équation développée devient

+MCs.y+a2 = o ;

équation complète du quatrième degré ; mais qui , étant réciproque t

ne comporte que la difficulté du second. Rien ne serait plus facile
d'ailleurs que de se rendre raison de cette circonstance.

En divisant donc tous les termes de cette équation par M*
elle prendra cette forme

et ensuite celle - ci

Posant donc Jf-4- — = £ , nous aurons



86 P R 0 B L È M E S DU CONCOURS

—3*=O ;

où

En formant le lozange ODPE f abaissant la perpendiculaire EG
sur OD , prolongeant CE vers E f jusqu'en F , de manière que
CF=s£; faisant OC = £, O F ~ d , ou aura

et conséquemment

décrivant donc du point O comme centre, et avec OF pour rayo&
le demi-cercle GFG /> nous aurons

CQ^d—c , CG'-d+c ;

de sorte que les deux valeurs de z seront

, CG CG'
*» •— | y A* —« -,

î& l'équation Jtf-| = ^ » qui revient à

M2—
donne

substituant donc successivement ces deux valeurs , nous aurôrra
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f^CG±y/CG'—4a*

•I de là, a cause de OB=(i— Ji)a

OB=-(r

OB=+( Î

longueurs faciles à construire , et dont la détermination résout le
problème.

PROBLÈME IL Quel est le lieu des centres de gravité des
mres de tous les triangles qui ont une aire constante et un angle
constant donnés ?

Solution. Soît pris l'angle constant donné , que nous désignerons
par y pour angle des coordonnées positives ; soient X, Y les deux
côtés qui le comprennent, et soit T l'aire constante dont il s'agit ;
nous aurons, par un théorème connu ,

Mais , si nous désignons par x , y les coordonnées du centre de
gravité, nous aurons , par une propriété connue de ce centre »

substituant donc, l'équation du lieu cherché sera

équation d'une hyperbole facile à construire , et dont les axes des
coordonnées sont les asymptotes.

PROBLÈME III. Quel est le lieu des centres de graniè des
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volumes de tous les tétraèdres qui ont un volume constant et un
angle trièdre constant donnés ?

Solution. Soit pris l'angte trièdre constant donné pour angle des
coordonnées positives; désignons par * , £ , y ses trois angles plans,
et soient X, Y > Z les longueurs des arêtes respectivement opposées;
*oit enfin T le volume constant dont il s'agit -9 nous aurons , par
un théorème connu ,

.a*— Cos.20— Cos.2y+2Cos.«Cas./3€os.y = 6 T ,

TAa\s, si nous désignons par x, y, z les coordonnées du centre det
gravité f nous aurons t par une proprie'té connue de ce centre ^

Substituant donc , Téquation du lieu cherché sera

=6T

ëquatîon d'une surface du troisième ordre f ayant les plans coor-
donnés pour plans asymptotîques (*).

(*) Nous nous abusons peut-être ; mais le problème proposé aux élèves de
mathématiques élémentaires nous paraît y à lui seul, plus, difficile et plus sus-
ceptible de développemens et de détails, que ne le sont ensemble les deux
qui ont été proposés aux élèves de mathématiques spéciales. Il se peut , au
surplus, que les géomètres qui en ont fait le choix , aient aperçu quelque
manière simple de le résoudre f qui aura également échappé à M. Francœux
et à nous,

GÉOMÉTHIE
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GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

Construction de la tangente à une courbe à double
courbure ;

Par un À B O N N !

Au Rédacteur des Annales j

M O N S I E U R ,

U A N S le traite de Géométrie descriptive f récemment publié par
M. VALLÉE , l'auteur donne , d'après M. Hachette , la solution du
problème dont voici l'énoncé :

PROBLÈME. Une ligne courbe quelconque , à double courbure ;
soumise ou non à la loi de continuité , étant donnée, avec un de ses
points ; mener, par ce points une tangente à cette courbe?

Pour parvenir à son but , l'auteur , d'après M. Hachette a
recours à des surfaces gauches dont la courbe dont il s'agit est
l'intersection -, ce qui conduit à une solution si compliquée qu'elle
me paraît pouvoir passer pour impraticable. M. Vallée lui-même*
semble en porter le même jugement , puisqu'il dit ( pag. 268 )
que le procédé qu il vient de développer est d'un emploi pénible r

el que c'est seulement sous le rapport de la géométrie descriptive
que M. Hachette a rendu un grand service à la science.

J'ai essayé de résoudre le même problème d'une iïîaoière diffé-
Tom» Xv 12
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rente ; et voici ma solution qui me paraît assez simple pour mériter
d'être connue. J'observe d'abord que la rautbfi et ie peint pa?4#^
quel il est question de lui mener une tangente, étant donnés par
leurs projections horizontale et verticale , les projections Je la
tangente par le point donné ne seront autre chose que les tan-
gentes menées aux projections par les projections du même point;
dé sorte que tout le problème se réduit à savoir mener <wpÇ: f$#^
gente à une courbe plane , par un poipt donné de cette courbe \
ce que j'exécute ainsi qu'il suit :

Soir.-.. M / / /M / /M /PM /M / /M / / /..... ( fig. TO) la courbe plane pro-
posée ; et soit P le point par lequel on se propose de lui mener
tine tangente. Par ce point P soient menées à la courbe une suite
de sécantes arbitraires.,... M / /yP, M"P, M'P , M,P f M,/P , M/,,P , f

sur lesquelles soient piises , à partir de cette .même couibe et dans
le même sens , les longueurs égales et arbitraires M/"W/

91A//W%*
M',NV , M/N/, M//N//, M///N///, ..-.; par les points déterminés par ces
longueurs , soit fait passer une seconde courbe... N'^N^N'P ,
K/N^N/// , laquelle contiendra le point P comme la première.
Si alors de ce point P comme centre, et avec un rayon égal à
]a longueur constante et aib'\traire dont il vient d'être question, f
ou décrit un arc de cercle coupant cette .seconde courbe en T ; la
droite PT sera la tangente demandée.

Si , en effet , on représente en général par r la cîisîance.du point
P a un point quelconque de 1# première courbe , et par a la
longueur constante ; la distance du point P au point conre^pqndant
de la seconde courbe aura pour expression a-^^r ; mais , .lorsque
la sécante devient tangente, on a r= :O f donc pour ia .tangente
en P , on doit a^oir PT = ^,

On conçoit qne , dan,s la pratique , il convient :^e pendre la
longueur constante aussi grande que l'e§pâçe (dont pn peut disposer
peut le permettre , afin d'écarter le .point T le pins ppçsible du
point P. Il conviendra aussi de multiplier t)avanfage le nombre
des sécantes dans le voisinage t4e la .tangente , afip d'être plus sûr



A DOUBLE COURBURE. gt

de la courbure de la seconde courbe en cet endroit. Enfin , on
pourra se ménager urt moyen de vérification ? en portant aussi la
longueur constante en sens inverse ; ce qui déterminera une nouvelle
courbe auxiliaire , et conséquenittient un nouveau point T à Top-
posite du premier.

Lorsque l'un des points M w , M " , W, M / , M,, , M,//,.... ,
pris sur la courbe primitive , est très-voisin du point P , comme
il arrive , par exempte , dans le cas actuel pour le point M, , la
direction de la sécante M/N/ peut être douteuse ; alors , pour la
déterminer plus surejnervt , on peut recourir au procédé que voici 9

et qui porte avec lui sa démonstration.

Des points P et M/ comme centres , et avec un même rayon
quelconque, plus grand cependant, que la moitié de PM/ , soient
décrits quatre arcs se coupant en G , H ; puis de ces deux points
comme centres et avec un autre rayon arbitraire , plus grand ce-
pendant que la moitié de l'intervalle GH , soient décrits deux nou-
veaux arcs se coupant en K ; alors la droite PK sera la sécante
demandée.

Nous devons remarquer encore que nos deux courbes sont auxi-
liaires Tune de l'autre , d'où il suit que , si du point P comme
centre, et avec PT pour rayon, on décrit un arc de cercle cou-
pant la courbe primitive en U , la droite PU sera une tangente
en P à son auxiliaire.

Il est presque superflu d'observer qu'en enseignant à mener gra-
phiquement une tangente à une courbe plane , par un quelconque
de ses points , nous avons aussi enseigné implicitement à lui mener
une normale par le même point.

Quoique cette solution semble plu£ simple et non moins exacte
que celle de M. Hachette , il restera toujours à ce géomètre le
jîiérite d'avoir le premier résolu la question. Ce qui peut néanmoins
paraître extraordinaire , c'est qu'il ait eu recours à des surfaces
courbes, lorsque toutes les quantités données et la quantité cherchée
se trouvent situées dans un même plan. Je ne serais pas éloigné
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de croire , au surplus , que la solution de M. Hachette , feîeit
analîsée , se trouverait retenir à celle qui vient d'être exposée.

Agréez , etc.
Marseille, le 16 de septembre 1819,

HYDRODYNAMIQUE.

Sur le principe dhydrodynamique relatif à la force
d'impulsion des Jluides ;

Par M. NARJOL.

Au Rédacteur des Annales.

MONSIEUR ,

U N E erreur ? il me le semble du moins , s'est glissée dans
l'introduction que "M. Girard a mise en tête de sa traduction de
l'ouvrage de SMEATON , intitulé : Becherches expérimentales sur
Veau et les tents , etc.

Pour donner une idée de la question , j'extrais le passage suivant
du livre de 1VL Girard.

« Que Ton conçoive percé d'an orifice le fond d'un vase rempli
d'eau, le fluide s'en échappera et exercera , à sa sortie du vase ,
une certaine pression contre un plan opposé perpendiculairement à
sa direction, »

« Suivant l'opinion de Newton le poids capable de faire équi-
libre à la pression exercée par un courant d'eau à sa sortie d'un
vase entretenu constamment plein doit être égal au poids d'un
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prisme d*eau de même base que l'orifice, et d'une hauteur double
de celle du fluide dans le vase ; e t , comme la vitesse d'dcoule-
ment des fluides pesans est proportionnelle a la racine quarrée de
leur hauteur au-dessus de l'orifice par lequel ils s'écoulent , il s'en-
suit j de la. théorie de INewton, que l'impulsion d'une veine fluide
sur un plan est proportionnelle au quarré de la vitesse dont elle
est animée perpendiculairement à ce plan.

« Admettons cette proposition. Parent remarqua le
premier que f lorsqu'une roue à palettes est mise en mouvement
par l'action d'un courant , la vitesse avec laquelle les paleties sont
choquées est la différence de la vitesse du courant et de celle de
la circonférence , de sorte que c'est au quarré de cette différence
que l'impulsion est proportionnelle. »

» Cela posé , Parent chercha Pexpressiori générale de l'effet de ia
machine, c'est-à-dire, le produit du poids qu'elle élève par la vitesse de
ce poids ; il trouva que cette pression est un maximum , lorsque
la vitesse du centre d'impression des aubes est égale au tiers de
la vitesse du courant. »

« MM. Pitot, Bélidor , Maclauvin , Léonard et Albert Euler t

*t généralement tous les mécaniciens avaient adopté la règle de
Parent , relative au maximum d'effet des machines hydrauliques,
lorsqu'en 1767 le chevalier de Borda publia un mémoire dans l e -
quel il établit que le mouvement d'une roue hydraulique quel-
conque étant parvenu à l'uniformité , il est nécessaire que l'action
instantanée du fluide sur les palettes soit égale à l'action de la
pesanteur sur le poids élevé par la roue. La formule à laquelle il
parvient , étant traitée par la méthode ordinaire de maximis et
minimis , il en conclut que l'effet de la machine est le plus grand
possible , lorsque la vitesse de la roue est égale à la moitié de la
Titesse du courant; résultat que l'on obtient en supposant le choc
proportionnel à la vitesse simple du fluide. »

» Ainsi, la théorie des premiers géomètres, qui supposaient l'impul-
sion de l'eau contre les aube* de la roue proportionnelle au quarré d*
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sa vitesse relative , se trouvait contredite par celle de Borda $ qui
supposait cette impulsion proportionnelle à la simple vitesse relative
du fluide. »

Je me propose de faire voir,
i.° Que Borda n'a point supposé le choc du fluide proportionnel

à sa vitesse, et qu'il n'a changé en rien , sur ce point, la théorie
de T^ewton ^

2.° Que Parent s'est trompé.
Soit ÀB ( fig. io ) une surface plane immobile, recevant perpen-

diculairement le choc d'un fluide qui s'échappe de l'orifice DE ,
s ipposé très-petit, avec une vitesse de V unités dje longueur par
seccnJes de temps, due à une hauteur CD = ^.

Peur que cette surface ne prenne aucun mouvement, il faut que
le poids P qui la retient t et auquel elle est supposée attachée par
lin fil inextensible Vpppm , passant sur les poulies p , p , p , fasse
équTibre au choc continuel du fluide.

Newton suppose que chaque molécule de fluide , en choquanl
le p!an AB , perd toute sa vitesse et disparait ensuite ; de sorte
qu'il n'est plus nécessaire de la considérer.

Désignant par A la grandeur de Porifice D E et par / l e temps >
AV&t est le volume d'eau qui s'écoule pendant le temps &t , et
dont le plan AB reçoit le choc. Donc , la densité de l'eau étant
prise pour unité , AV*d/ est la quantité de mouvement infiniment
petite que Je fluide vient perdre contre le plan , pendant le temps
d/ , et à laquelle doit faire équilibre celle que le poids P tend à,
communiquer au même plan dans le même temps. O r , cette der-
n'ère est Vgài, ^ désignant la vitesse qu'acquiert un corps pesant,
au bout d'une seconde de chute ; donc

ou Fg

ou bien encore , à cause que V%^=-2gh ,
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P=iAh j

équation qui contint le principe de Newton cite par M. Girard.
Soit E la dépense d'eau par seconde, E—AV et P~EF : c'est

la formule de Borda ( Mémoires de t académie des sciences, pour 1767).
Considérons actuellement le cas où le plan AB a une vitesse

uniforme F7.
Puisque le plan a une vitesse uniforme , il faut nécessairement

que les deux forces qui le sollicitent se fassent équilibre; mais leurs
valeurs ne sont plus les mêmes que dans le cas précédent. En
effet, le fluide ne perd pas alors toute sa vitesse par le choc ; mais
seulement l'excès de sa vitesse sur celle du plan , c'est-à-dire , V—Vf \
îa quantité de mouvement perdue pendant le temps àt par le fluide
est donc AV(V— Vf)ùt.

La quantité de mouvement que le poids P tend à imprimer au
plan est Pgàt ; donc

c'est la formule de BorJa , qui conséquemment n'a pornt supposé
le choc du fluide proportionnel à la vitesse simple.

Le poids P , multiplié par la hauteur à laquelle il est élevé pen-
dant une seconde, est ce qu'on nomme l'effet de la machine; o r ,
<rette hauteur est égale k V* ; par conséquent l'effet est

FF

il varie donc avec Vf. Pour avoir .sa valeur maximum , il faut
AVV(V— V)

différentier par rapport à F 7 , et égaler le résultat à

zéro. On a par là V'~\V -, toile est donc la valeur de V/ qui
donne le maximum d'effet.

Examioons présentement la formule de Parent.
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Suivant lui , lorsque le plan AB a une vitesse uniforme V* *

il faut, dans l'équation
Pg=AF> f

changer V en V*—V' ; ce quî donne

l'effet serait alors égal à

6

expression dont le maximum a effectivement lîeu lorsque F / =^/
D'après la formule

le plan AB recevrait le même choc qu« dans le cas où il serait
immobile et où le fluide n'aurait qu'une vitesse V—Vf due à une
hauteur h1 qui serait donnée par l'équation (F—V/)* = 2gh/.

Or , ce principe , qui est vrai lorsque l'on considère le choc de
chaque molécule fluide isolément r cesse de l'êtce, quand on prend
la somme de tous les chocs particuliers.

En effet r lorsque le fluide a une vitesse Vg , et le plan une
vitesse F7 , la dépense d'eau par seconde est égale à AV \ mais r

quand le fluide n'a qu'une vitesse V—Vf , la dépense n'est plus
que A(V—F;). Donc si , dans ce dernier cas , la quantité de mou—
vement perdu par le fluide pendant le temps àt est ^4(F—
elle sera dans le premier

et Ton aura

c'est la formule que nous avons trouvée plus haut. Je crois done
avoîr complètement prouvé ce que j'avais avancé.

Agréez , etc.
Toulouse , Le 16 de septembre 181g-

CATOPTMQUE,
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CATOPTRIQUE.

Recherche du foyer des miroirs sphériques concaçes
et convexes ;

Par M. GERGONNE,

N trouve , dans la plupart des traites d'optique , des formules
qui donnent la position du foyer des miroirs sphériques concaves
et convexes , pour toutes les situations que peut avoir le point
lumineux sur Taxe du miroir; et ces formules ne laissent sans doute
rien à désirer , soit sous le rapport de l'exactitude , soit sous celui
de la simplicité des considérations qui y conduisent.

Mais j 'ai remarqué depuis long temps que Ton pouvait aussi
parvenir à ces mômes formules d'une manière très-élémentaire,
par la considération des propriétés des sections coniques ; e t , comme
je n'ai rencontré aucun traité d'optique où la question ait été en-
visagée sous ce point de vue 7 j'ai pensé qu'on ne verrait pas sans
quelque intérêt ce nouveau genre d'application de la théorie de ces
sortes de courbes; persuadé , comme je le suis, que l'un des plus
grands charmes attachés à la culture des sciences exactes naît de
Ja parfaite identité entre des résultats obtenus par des méthode*
qui , au premier abord f semblent totalement différentes.

LE MME. Trouver le rayon de courbure de l'ellipse et de
lhyperbole à l'un de ses sommets ?

Tom. X i3
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Solution. En prenant l'un des sommets pour origine des coor-

données rectangulaires , Taxe et la tangente à son extrémité pour
axes des x et des y, respectivement ; représentant de plus l'axe
par za et le paramètre par p ; l'équation commune à l'ellipse et
à rhyperbole sera , comme l'on sait,

le signe supérieur répondant â l'ellipse , et l'inférieur à l'hyperbole.'
On trouvera de plus , pour l'équation de la normale à la courbe

par le point x1, y/
 9

en y faisant y = o , on trouvera que cette normale rencontre Taxé
des x en un point pour lequel on a

Ta

Cela posé , si l'on mène a la courbe une normale par un point
très-voisin du sommet , Tare de la courbe compris entre ce point et le
sommet pourra évidemment être considéré sensiblement comme un arc
de cercle .ayant son cenîre à l'intersection de cette normale avec celle
<lu sommet , c'est-à dire , avec l'axe des x , et cette approximation
deviendra un résultat tout-à-fait rigoureux, lorsque les deux nor-
males en viendront enfin à coïncider ; donc , la courbe a, à son
sommet , une courbure égale a celle du cercle dont le rayon serait ce
que devient la valeur de x trouvée en dernier lieu > en y faisant x'zzo,
c'est-à-dire ,

ainsi , dans les deux courbes , le rayon de courbure au sommet
est égal au demi-paramètre*
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PROBLÊME L Trouver le foyer d'un miroir sphêrigut con-
cave y pour une position donnée du point lumineux sur taxe du
miroir ?

Solution. Soît r le rayon du miroir et soit d la distance de sa
surface au point lumineux. Considérons ce miroir, que nous sup-
posons une Irès-petite portion de la sphère dont il fait partie t

comme un miroir elliptique ; le paramètre de l'ellipse génératrice
sera 2r9 et la distance de son sommet à l'un de ses foyers que,
pour fixer les idées, nous supposons être le plus éloigné, sera d -,
en désignant donc par x la distance du même sommet à l'autre
foyer, qui est évidemment le foyer cherché , on aura , par le*
propriétés connues de la courbe

d'où

et ensuite
d=2a—x ;

éliminant donc a, entre ces deux équations, il viendra

— râ — ^râ
X"~7d^r~~ d-\r '

formule qui résout le problème.

PROBLÈME IL Trouver le foyer d'un miroir jphèrique convexe ;
pour une position donnée du point lumineux sur l'axe du miroir ?

Solution. Soit r le rayon du miroir, et soit d la distance de sa
surface au point lumineux. Considérons ce miroir, que nous sup-
posons une très-petite portion de la sphère dont il fait partie f

comme un miroir hyperbolique ; le paramètre de l'hyperbole géné-
ratrice sera s.r > et la distance de son sommet au foyer de l'hy-
perbole opposée sera d\ en désignant donc par x la distance du
même sommet à l'autre foyer , quî est le foyer cherché , on aura,
par les propriétés connues de la courbe ,
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zax+x*

d'oi
\

et ensuite

éliminant a , entre ces deux équations, il viendra

râ \rd

formule qui résout le problème.
Corollaire. On peut, d'après cela , comprendre les deux formules

dans la formule unique

le signe supérieur étant relatif au miroir concave, et le signe in-
férieur au miroir convexe.

Nous renvoyons aux traités d'opîïque pour les nombreuses con-
séquences qu'on peut déduire de ces formules.

QUESTIONS PROPOSEES.
Théorème de Géométrie.

XJE lieu des milieux des cordes menées à une section conique
quelconque , par un même point quelconque de son plan P est
une autre section conique.

Problème de Géométrie.

Quel est le lieu des milieux des cordes d'une section conique
donnée quelconque , tangentes à une autre section conique aussi
donnée et quelconque ?
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ANALISE INDÉTERMINÉE.

Extension du problème de FERMÂT , sur les doubles
égalités ;

Par M. L. M. P. COSTE ? lieutenant au corps royal
d'artillerie, ancien élève de l'école polytechnique.

JLJORSQU'ÀYÀKT une fonction algébrique rationnelle d'une ou de
plusieurs variables , on demande de trouver des valeurs numériques
rationnelles de ces variables dont la substitution dans la fonction
la fasse devenir soit une puissance parfaite d'un degré donné, soit
un nombre figure d'un ordre donné, soit, plus généralement, un
nombre d'une forme assignée quelconque , cela s'appelle , dans le
langage de Fanalise indéterminée , résoudre une égalité simple»

Mais , lorsqu'ayant plusieurs fonctions algébriques rationnelles des
mêmes variables , on se propose de trouver un système de valeurs-
rationnelles de ces variables qui fasse devenir chacune de ces fonc •
tions un nombre d'une forme déterminée , cela s'appelle résoudre
une double égalité , une tripla égalité , etc. , suivant le nombre
des conditions auxquelles il s'agit de satisfaire , ou, ce qui revient
au même , suivant le nombre des fonctions proposées;

Qu'on demande, par exemple , une valeur qui, mise à la place1

de l'indéterminée z ; dans les fonctions

Tarn. X, n.° IF, i .c r octobre 1819. 14
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les fasse devenir , toutes deux , des nombres triangulaires ; on pro-

""posera un problème dépendant des doublas égalités ;~*it -comme ,
en faisant z = 3 , ces fonctions deviennent respectivement

on dira que le ftombre 3 estimée ceux qui résolvent le problème.
Ces sortes de questions ont été un des objets des nombreux

travaux de Fermât sur Tanalise indéterminée ; mais vu l'extrême
difficulté de la matière , cet illustre géomètre s'est borné au cas
où il s'agit de rendre les fonctions proposées des quarrés parfaits;
et encore îVa-t-il considéré que des fonctions entières d'une variable
unique , n'excédant pns le second ou tout au plus le quatrième
degré. Nous ne nous proposons point ici d'étendre ses méthodes à
des tondions plus nombreuses , ou dune forme plus compliquée ;
mais nous voulons faire voir que le cas où l'on exige que deux
fonctions algébriques entières d'une seule variable deviennent, par
une détermination convenable de celte variable 5 deux nombres poly-
gones d'uue môme espèce donnée quelconque 9 ou même des
nombres d'une forme un. peu plus générale, et comprenant ceux-
là , comme cas particuliers , se ramène très-facilement au cas où
les deux fonctions proposées doivent - être des quairés.

i. Soient, en premier lieu v les doux fonction^ du second degré

dent les derniers termes sont déjà des nombres triangulaires ; dont
les racines respectives sont 12 et 3 ?, puisque

et proposons-nous de faire devenir ces fonctions elles-mêmes des
nombres triangulaires t par une même valeur de z} différente de
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zéro. Pour y parvenir , nous représenterons les racines respectives
des deux nombres cherchés par*

et ? en exprimant que les, deux * conditions du problème sont sa-
tisfaites , nous aurons les deux équations

En chassant les dénominateurs 5 développant , réduîsanl et divisant
z , ces- deux» équations» deviendront

équations d'où on tire

et , comme il faut que * et £ soient rationnels , on voit que tout
se réduit , ainsi que nous Pavions annoncé , à trouver une valeur
de z qui rende à la fois des quarrés les deux fonctions

Ces fonctions deviennent toutes deux des quarrés 7 savoir ; 3g*
et 25* en faisant £—4; o n trouve alors

ou

et les racines des nombres triangulaires deviennent sinsï
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+ 19 , +12 ;

ou biea

—20 , —ï3 ;

ce qoi donne, pour les nombres triangulaires eux-mêmes

10.20 —20. —iq 12.i3 —13. ~-i2 n

- = ^=190 , = =78 ;
2. 2 1* a

c'est , en effet , à quoi se réduisent les fonctions proposées lors

qu*on y fait z r r^ .
Si , au lieu de résoudre les deux équations par rapport à

el à £ , on les résout par rapport à z , il viendra

^iW-16 7/3—4

d'où
2.5a—16 7/3—4

rebtion qui devra constamment exister entre les indéterminées * > £
quelque valeur qu'on leur assigne d'ailleurs.

Cette équation de relation , p^r l'application des méthodes connues,
pourra donc servir à trouvor une infinité de systèmes de valeurs
rationnelles de « et £ , desquelles on pourra conclure les valeurs
correspondantes de z. Celles d'entre ces valeurs qui rendront *z
et j3z entiers résoudront le problème ; car elles rendront également
entiers les nombres *z-4-i2 et pz~\-3 , racines des nombres triangu-
laires auxquels se réduiront les deux polynômes proposés , par la
substitution de la valeur de z.

2>. Soient, en second lieu , les deux fonctions
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syant, Fune et l'autre, pour coefficient de leur premier terme, le
double d'un quarré ; et prcposons-nous encore de trouver une
valeur de z qui les fasse devenir toutes deux des nombres trian-
gulaires. Ici , nous pourrons supposer que les racines de ces nombres
«ont respectivement -de la forme

ce qui donnera les équations de condition

i8z*4-7 2-4-7=

lesquelles deviendront, en chassant les dénominateurs % transposant
et réduisant ,

_ — ̂  Ï 2 2+1 ) ± s/

tout se réduit donc ici, comme tout-à-l'heure , à trouver une -valeur
de z qui rende à la fois des quarrés les deux fonctions

On trouve, par exemple, qu'on remplit ce but en posant 2 =
il an résulte

ou bien
*=:—38 , P——3.6 ;

^e qui donne, pour les racines des nombres triangulaires demandés
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ou bien

—20 —14 **

et conséquemment , pour ces nombres , eux-mêmes

19. >o ^ — 2 0 . - 1 9 I 3 . I 4 —14«—-i3

-— a — 1 9 ° » a — 2 — 9 1 ;

c'est , en elTet ? ce que deviennent respectivement nos deux fonc-
tions 7 lorsqu'on y suppose £ — 3.

Si f au lieu de résoudre nos deux équations par rapport à «
et £ , on les résout par rapport à z} il viendra

'où
3—S

6i—4 4/3—3 ;

équation de relation' qui fera connaître tant dé systènfies de valeurs
rationnelles de * , p', et conséquemuient tant de valeurs de z qu'on
voudra.

3. S'il arrivait à la fo'rs que , dans Tune et l'autre des deux
fonctions proposées , le coefficient du premier terme fût le double
dan quarré , et Je dernier tèrrné un nombre triangulaire , ori
pourrait indistinctement employer l'une ou l'autre des deux mé-
thodes dont nous venons de donner des exemples , et Ton réduirai!
toujours la question à trouver un nombre qui, substitué à la place
de la variable , dans deux fonctions proposées, les fit devenir des
quarrés.

4- Si les doubles des deux fonctions proposées étaient , Tun et
l'autre , dccomposablës en deux facteurs ne différant que d'une
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unité , il est évident que , quelque valeur enûore qu'on attribuât
à la variable , ces^deiax fonctions demeureraient toujours des nom-
bres triangulaires.

5. Les deux fonctions, toujours decomposables on deux facîeurs,
ne se trouvant pas dans le,cas dpnt il vient d'être question , on
peut quelquefois , d'une manière fort simple , obtenir une solution
et même plusieurs solutions du problème. Soient , par exemple ,
les deux fonctions

on écrira les équations

À cause des doubles signes des seconds membres , les équations
de chaque colonne équivalent à quatre ; en les résolvant succès-

, on Uouve

* = 8 ,

£= io ;

les valeurs S et \ communes aux deux colonnes résolvent évidem-
ment le problème. En faisant, en effet, z = 8 , les deux fonction»
deviennent

et en faisant ^ = 7, elles deviennent
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mais la dernière valeur, comme fractionnaire, doit être rejetee-
A cause du facteur 3 qui affecte la seconde fonction elle peul

encore être décomposée de cette autre manière

ce qui fournira les nouvelles équations-

d'où

mais aucune de ces valeurs ne coïncidant avec celles qui répondent
à la première fonction , il en résulte que cet autre mode de dé-
composition ne donne lieu à aucune solution nouvelle.

6. Ce dernier procédé peut être généralisé ainsi qu'il suit. Ou:
peut écrire

et ensuite

d'où on tire

8et2 «—- I I2/32—-£— 3

îl s'agira donc de trouver, pour « et ^ des valeurs telles qihil.

en
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en résulte pouf z uneemême valeur entière telle que 3^+i et 3^+3
soient respectivement divisibles par «et fi. On remplit, en particulier,
ces conditions, en posant « =—i , /s=:~}-i ; il en résulte z = 8 et

3r-f t _ „ 3H-3

Tous les autres systèmes de râleurs de « et £ qui peuvent résoudre
ïe problème sont renfermes dens l'équation indéterminée

.2*2

Si , au lieu de résoudre les deux équations par rapport à z
on les résout par rapport à * et £ , il viendra

et, comme « et fi doivent être rationnels , il s'agira de trouver
une valeur de z qui rende à la fois des quarrés les deux fonctions

C'est ce qui arrive , par exemple , en posant z=8 , ce qui fait
devenir ces deux fonctions

49» , 55' ,

il en résulte
_ i±49 _ T±:55

* ~ ~ ' fi-~rt~ •

y. Supposons enfin que les derniers termes des deux fonctions
ne soient pas des nombres figurés , que leurs premiers termes n'aient
pas pour coefficiens les doubles de deux quarrés , et qu'en outre

lern. X. i5
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ces fonctions ne soient pas décomposables en facteurs rationnels #
et soient, pour exemple > ces deux fonctions

qui sont dans ce cas. Si , par quelque moyen que ce soif, on
connaît déjà une solution du problème , rien ne sera plus facile >
au moyen de cette solution , que de le ramener au premier des
cas précédens.

Dans le cas actuel , par exemple , on résout le problème en
posant £= i , puisqu'alors les deux fonctions deviennent

or, en posant z~v-\~i t et substituant, elles deviennent

23^4-63^+45 , 19

fonctions qui se rapportent au premier cas. On supposera donc,
comme alors , que les tacines des deux nombres triangulaires
cherchés sont

cela donnera les équations

lesquelles donneront, toutes réductions faîtes,

ou, en remettant pour 9 sa valeur z—i,

d'où
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et , comme # et É doivent être rationnels , on yoit que le problème
est ramené à trouver une valeur de z qui.fasse devenir des quarrés
les deux fonctions

184^+36^+4.1 , 152^+56^+17 •

8. Ainsi, en résumé, lorsqu'il n'y a que deux fonctions données
seulement, que ces fonctions ne renferment qu'une seule variable ,
qu'elles sont rationnelles et entières , et qu'enfin elles n'excèdent
pas le second degré, nous savons résoudre le problème , i.° lors-
que les derniers termes de nos deux fonctions sont des nombres
triangulaires ; a.* lorsque les eoefficiens de leurs premiers termes
sont les doubles de deux quarrés ; 3.° lorsque cbacune de ces
fonctions est déeomposable en deux facteurs rationnels du premier
degré ; 4«° enfin , lorsque nous connaissons déjà une solution du
problème ; et l'un voit de plus que , dans tous les cas , ce problème
se ramène toujours à trouver une valeur de la variable qui rende
a la fois quarrées deux fonctions rationnelles et entières du second
degré de cett© variable.

9. Il ne nous reste plus présentement qu'a généraliser nos mé-
thodes et nos formuler; mais, au lieu de supposer qu'il s'agit de
nombres triangulaires , nous supposerons qu'il s'agit de nombres de
la lorme

oïi p et q sont deux nombres donnés , formule qui renferme les
nombres polygones et beaucoup d'autres > et dont, par analogie 7

t sera dit la racine.
îo« Soient, en premier lieu, les deux formules



ni DOUBLES

qu'il faille faire venir des nombres de cette forme ; par une dé
termination convenable de z. Posons, four leurs racines,

nous aurons les équations de condition

lesquelles donneront , en chassant les dénominateurs , réduisant
et divisant par z,

d'où, on tire
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e t , Comme « et fi doivent être rationnels , la question sera réduite
a trouver une valeur de z qui rende à la fois quanees les deux
fonctions

S i , au lieu de résoudre les deux équations par rapport à * et
fi , on les résout par rapport à z, il viendra

d'où

équation indéterminée qui renferme tous les systèmes de valeurs
de « et fi qui peuvent résoudre le problème,

i i . Soient, en second Heu, les deux fonctions

il faille rendre de la formequ

par u»e détermination convenable de ç. En posant , pour le*
racines respectives,



4
nous aurons les équations de condition

ea chassant les dénominateurs et réduisant a
f

d'oà on tire

2/ î

up

puis donc que *> , ^ doivent être rationnels, il s^ensuît que la
question se trouve réduite à trouver une valeur de [ qui rende à
la fois des quarrés les deux fonctions

S i , aru Keu de résoudre les deux équations par rapport à « et
on les résout par rapport à \ , il viendra

—B) ;
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zpae

équation indéterminée qui renferme tous les systèmes de valeurs
de « et j3 qui peuvent résoudre le problème.

12. Soient, en troisième lieu ; les deux fonctions

qu'il faille rendre de la forme

par une détermination convenable de j , e f t remarquant d'une pari
que ces deux fonctions sont la même chose que

et que d'une autre pt*-\-çt est le produit des deux jFaçteur^
et / , tels que le premier moins p fois le second est égal à a ,
nous pourrons poser les deux conditions

lesquelles reviennent à
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donnent

m-

et , comme « et £ doivent être rationnels , il s'ensuit que tout se
réduit à trouver une valeur de £ qui rende des quarrés les deux
fonctions

Sï , au lîeu de rdsoifdré fês deOx équations par rapport à * et fi f

On les résout par rapport à z r on aura

et par suite

ïqualion indéterminée qui renferme tous les systèmes de valeurs
âe • et £ qui peuvent résoudre le problème,

ï 3 . Soient enfin les deux fonctions
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qu'il faille rendre de la forme

pt'+gt

par une détermination convenable de z ; et supposons que l'on/
connaisse uniquement une valeur z=^c remplissant cette condition,
de telle sorte qu'on ait

en posant zrrp+tf , substituant et ayant ëgard a ces relations,
îl viendra

opérant donc comme nous l'avons fait dans le n.° 10, la question
se trouvera réduite à trouver une valeur de 9 qui rende quarrées
les deux fonctions

Tom. X. 16
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remettant alors pour ç sa valeur %—c, et pour

leurs valeurs respectives

, Bf+B'c+B»

la question se trouvera ultérieurement réduite à trouver une valeur
de £ qui rende quarrées les deux fonctions

i4* Ainsi , en supposant toujours les fonctions rationnelles et
entières à une seule variable , et n'excédant pas le second degré ?

nous savons trouver les valeurs de la variable qui rendent les
deux fonctions de la forme

i.° lorsqu'elles ont, Tune et l'autre, leur dernier terme de cette
forme ; 2.° lorsque le coefficient du premier terme de Tune et
de l'autre est également le double d'un quarré multiplié par p ;
3.° lorsque les deux fonctions sont décomposables en deux facteurs
rationnels du premier degré; 4»° enfin, lorsque Ton connaît déjà
une valeur de la variable qui résout le problème*

i5. Dans tous ces divers cas 7 le problème se trouve toujours
ramené à trouver une valeur de la variable qui rende quarrées
deux nouvelles fonctions de cette variable y lesquelles sont , comme
les premières , des fonctions rationnelles et entières du second de-
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gré seulement; et , ce qui est digne de remarque , c'est que ces
nouvelles fonctions sont constamment les produits des premières
par Bp 7 auxquels on a ajouté q1. Ainsi, par exemple , dans le cas
des nombres triangulaires, où l'on a p — qz=i i , ces nouvelles fonc-
tions surpassent d'une unité les produits des premières par 8 , comme
on le voit par les exemples numériques que nous avons d'abord
donnés.

Ï 6 . C'est là , au surplus , un fait qui pouvait être prévu , et dont
il est très-aisé de se rendre raison. Soit , en effet, Z une fonction
quelconque de \ ; si elle est de la forme dont il s'agit % on pourra poser

étant une nouvelle fonction de ^; o r , de là , on tire

è'xÈh Ton voit qu'alors 8pZ+g% est nécessairement un quarré.
17» Et réciproquement , si 8pZ+g* est tin quarré ; si , pa?

exemple , on a

on en tirera

est

viendra > en substituant et réduisant y

posant alors ^ = 2/?/-f-^, ce qui est permis et donne / = 7 il

c'est-à-dire , qu'alors Z se trouvera de la forme demandée*
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18. Ces considérations, fort simples d'ailleurs, nous permettent

d'étendre notre théorie à un nombre quelconque de fonctions quel-
conques , renfermant un nombre quelconque de variables. Soient f

par exemple ,

3

p't*+qrt

V'(s,y,*t

et supposons qu'on demande un système de valeurs de $ , y , % 7 •...
qui , substituées dans les fonctions de la première colonne , les
fassent devenir des nombres de la forme de ceux qui leur corres-
pondent dans la seconde -, on voit que tout se réduira à trouver
un système de valeurs de x, y, \ , ••••. dont la substitution
devenir d^s quarrés toutes les fonctions

S

problème que malheureusement on sait ne résoudre que dans des eau
très-limités. On voit , au surplus , que , si les premières fonctions
sont rationnelles et entières , les dernières le seront également fc e%
du même degré qu'elles.

19. Soient, par exemple, les trois fouctions
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et supposons qu'on demande un système de valeurs de x ef y
qui rende la première un nombre triangulaire f la seconde un nombre
quarré, et la troisième un nombre pentagone ; comme ces trois
aortes de nombres sont respectivement des trois formes

auxquelles répondent

p = i , g =

tout ŝ  réduira a trouver un système de valeur de a? et y
râaâe quarrées les trois fonctions

7) =

et , comme on y parvient en posant j = 2 , y = 3 , qui les font
respectivement devenir 19* t 24*1 35*, il s'enfuît que ces valeurs
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de x et y résolvent la question proposée. Leur substitution dans nos
trois fonctions donne, en effet , 4 5 = ^ , 36 = 6% 5 i = *^\6~ '>,
nombres de la forme demandée,

2Q. Ceci peut donner des ouvertures pour traiter d'autres questions
du même genre, mais d'un ordre plus élevé (*)•

ANALISE ALGÉBRIQUE,

Dissertation sur* un cas singulier que présente Vapproxi*
jnation des racines des équations numériques ;

Par M. GERGOKNE»

JLJORSQUE f par un moyen quelconque , on est parvenu à îa Valeur
approchée de Tune des racines réelles d'une équation numérique f

il est d'usage de diviser son premier membre par le facteur binôme
qui répond à cette racine» En négligeant le reste } qui est d'autant

<*) En nous adressant le présent mémoire » M. Coste nous prie de relever
une inexactitude qu'il a commise à la page 262 du VIII.e volume de ce recueil,
laquelle consiste à avoir attribué à Pascal la découverte de la propriété de
l'hexagone circonscrit à une section Jconique , qui est réellement due à M.
Brianchon. Pascal n'a découvert que la propriété de l'hexagone inscrit. A la
vérité , il est aujourd'hui très-aisé de passer de chacun de ces deux théorèmes
h l'autre ,• mais , au temps de Pascal f où, la théorie des pôles n'était pas con-
nue , ce n'était point une chose aussi facile qu'elle peut ie paraître présentement»

J. D. G.
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plus petit que la racine dont II s'agît est plus approchée , le quotient,
égalé à zéro , est l'équation qui doit faire connaître les autres racines
de la proposée.

Soit, par exemple, l'équation du troisième degré.

ar—-29=0 ,

dont on trouve , pour Tune des racines , la valeur approehe'e
3 = i,753 ; en divisant son premier membre t mis , pour plus de
commodité , sous cette forme

ooooo:r—29,000000000 f

par le binôme #-—1,753 , négligeant le petit reste 0,000105223,
et égalant le quotient à zéro , on aura , pour déterminer approxi-
mativement les deux autres racines , l'équation du second degré

a?*—8,247^4-Ï6,543009 = 0 ,

laquelle , étant résolue , donnera en outre

Soit, plus généralement, pour le troisième degré, l'équation

de laquelle on ait déduit x=a , pour une des valeurs approchées
de x , en divisant son premier membre par x—a., le reste de
là division sera , comme Ton sait,
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or j dire que a est une valeur c-pprochée de x , c'est dîre y en
d'autres termes, que a^ substituée dans le premier membre, le
réduit presque à zéro, ou encore que le résultat de sa substitution
dans le premier membre est un nombre fort approchant de zéro ;
puis donc que ce résultat est précisément le reste de notre division ,
il en faut conclure que ce reste est presque nul , que conséquem-
ment le quotient est presque exact, et qu'ainsi, égalé à zéro, il
fera sensiblement connaître les autres racines de l'équation. On a>
de cette manière , l'équation du second degré

laquelle donne, pour les valeurs approchées des deux autres racines r

Ce que nous venons de dire du troisième degré s'étend, comme
Ton sait , à tous les autres ; avec cette seule différence qu'on n'y
trouve plus les mêmes facilités pour résoudre l'équation privée de
la racine déjà obtenue. Mais, dans tous les cas , ce procédé a
l'avantage de réduire d'une unité le degré de l'équation à résoudre ;
et , si Ton considère combien s'accroît la difficulté de la résolution
d'une équation à mesure que son degré s'élève , on sentira que cet
avantage n'est point du tout à dédaigner. Aussi , le procédé que
nous venons d'indiquer est-il presque universellement indiqué par
tous ceux qui ont écrit sur cette matière. Cependant , dans un
article récent du présent volume , un de nos collaborateurs a cru
pouvoir élever des doutes sur la légitimité de cette opération dans
certains cas ; et , comme les motifs qu'il allègue , à l'appui de son
opinion , ont quelque chose de spécieux , nous avons pensé qu'il
Xie serait point hors de propos de prendre la plume pour dissiper

ses
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ses scrupules et détourner peut-être quelques uns de nos lecteurs
de la tentation de tas partager.

. Soit l'équation du troisième degré

= 0

dont une des racines est sensiblement égale à l'unité , puisque la
substitution de cette valeur dans le premier membre, à la place de
x , réduit ce premier membre 7 *sinon à zéro , du moins au très-petit
nombre 0,000001. Divisons donc , suivant le procédé admis , le
premier membre de notre équation par le binôme x—1 , en né-
gligeant le reste et égalant le quotient à zéro , nous aurons, pour
déterminer approximativement les deux autres racines , l'équation

de sorte que ces deux racines sembleraient être -+-r et—2 ; tandis
qu'il est patent , par l'inspection de l'équation proposée , qu'elle
ne saurait avoir qu'une racine réelle seulement.

La même chose arriverait encore , si l'on partait do la racine
approchée —2 ; en divisant ; en effet , par x-{-2 f négligeant le
reste et égalant le quotient à zéro > on tomberait , pour la déter-
mination des deux autres racines ; sur l'équation

qui les ferait paraître réelles et égales.

On sent qu'à l'inverse , il ne serait pas difficile de former une
équation du troisième degré qui , ayant ses trois racines réelles ,
donnerait néanmoins , en divisant son premier membre par le fac-
teur binôme qui répond à la valeur approchée de l'une d'entre elles 7

Tom. X. ij
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et négligeant le reste , un quotient du second degré qui , ëgalé à
zéro, ferait paraître imaginaires les deux autres racines de cette
équation ; et il n'est pas besoin de dire qu'il en serait de même ,
à plus forte raison , dans les degrés plus élevés. Que doit-on donc
penser d'après cela , ajoute-t-on, d'un procédé qui tend à confondre
et à faire prendre les uns pour les autres des êtres aussi essentiel-
lement hétérogènes que le sont les quantités réelles et les quantités
imaginaires , et à faire paraître possible un problème qui ne Test
pas et vice versa ? Tout cela est fort spécieux , nous l'avouerons
si Ton veut ; mais nous espérons que Ton demeurera tout-à-l'heure
bien convaincu qu'il n'y a là qu'une pure illusion.

Qu'est-ce , en effet ? que résoudre rigoureusement une équation ,
ou , plus généralement , un nombre quelconque d'équations , entre
tant d'inconnues qu'on le voudra ? Tout le monde tombera d'accord
que c'est trouver , pour les inconnues que ces équations renferment,
un ou plusieurs systèmes de valeurs qui , mises pour ces inconnues
dans ces mêmes équations , rendent les deux membres de chacune
d'elles rigoureusement égaux , et réduisent conséquemment leurs
premiers membres à zéro , si > comme nous le supposons , les seconds
le sont déjà. Que ces valeurs soient réelles ou imaginaires , égales
ou inégales, c'est ce qui importe fort peu, a considérer les choses
sous un point de vue purement analitique et abstrait. Il arrivera
seulement que le problème qui aura conduit à ces équations sera
tantôt possible et tantôt impossible , aura tantôt un plus grand et
tantôt un moindre nombre de solutions.

Qu'est-ce ensuite que résoudre ces mêmes équations par appro-
ximation ? On conviendra encore que c'est trouver des systèmes de
valeurs des inconnues qui , sans réduire leurs premiers membres à
zéro, les rendent du moins très-petits ; et plus ils les rendront
petits et plus aussi ces valeurs seront approchées ; elles pourront
d'ailleurs, comme dans le premier cas , èlre indistinctement réelles
ou imaginaires , égales ou inégales.

Mais il y a ; entre ce cas et le précédent, cette différence essen-
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tielle que , tandis que, dans le premier , le nombre et la nature
des systèmes de valeurs des inconnues se trouvent tout-à-faît limités
et déterminés , ici, au contraire ? un système de valeur peut fort
bien être remplacé par un autre , qu'on pourra regarder comme
lui étant équivalent ? en ce sens qu'il aura comme lui la propriété
de faire devenir les premiers membres très-petits , par sa substi-
tution à la place des inconnues ; or , il pourra fort bien se faire
que telle inconnue qui était réelle dans le premier système ? soit
au contraire imaginaire dans le second, et vice versa , sans que
pour cela l'un ou l'autre de ces deux systèmes cesse d'être admis-
sible.

Ainsi, pour ne pas sortir du second degré , s'il n'est question
seulement que de résoudre , d'une manière approximative y l'équation

on le pourra également soit en donnant à $ ces deux valeurs
réelles et inégales

#=1,001 , #=0,999 ;

soît , en admettant ces deux valeurs imaginaires

rar , si les unes et les autres ne réduisent pas le premier membre
à zéro, elles le rendent du moins très-petit»

II faut donc nécessairement conclure de tout ceci qu'un pro-
cédé approximatif ne saurait être réputé vicieux par cela seul
qu'il présentera , sous forme réelle f des valeurs qui f rigou-
reusement parlant , sont imaginaires , on, sous forme imaginaire ;
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des valeurs proprement réelles; l'essentiel, dans tout ceci, est que
soit les unes soit les autres valeurs rendent sensiblement égaux à
zéro les premiers membres des équations qu'elles seront des-
tinées à résoudre d'une manière approximative.

Mais , dira-t-on , s'il s?agit de faire l'application de ces résultats
à des problèmes de géométrie , les mutations dont il vient d'être
question ne deviendront-elles pas tout-a-fait intolérables ? Peut-on
admettre qu'un problème , lors même qu'il est question seulement
de le résoudre par approximation , soit possible ou impossible ? à
volonté , et soit susceptible aussi à volonté , tantôt d'un plus grand
et tantôt d'un moindre nombre de solutions? Que si , au contraire,
ces considérations ne sont recevables que sous un point de vue pu-
rement théorique et abstrait , de quelle utilité peuvent-elles être ,
puisqu'en dernière analise la théorie n'a raisonnablement de prix
que comme servant de guide de la pratique ?

Nous répondrons à ces objections en faisant voir qu'au contraire
rien n'est plus propre que les considérations géométriques à con-
firmer et à mettre dans tout son jour la doctrine que nous venons
d'établir ; et cela est même si vrai, que ce sont précisément des
considérations géométriques qui nous ont mentalement dirigés dans

* tout ce qui précède.

Pour prendre un exerfiple fort simple, considérons le problème
où il s'agit de mener , par un point donné , une tangente a un
cercle 5 chacun sait que ce problème présente trois cas ; qu'il a
deux solutions lorsque le point donné est extérieur au cercle ;
que ces deux solutions se réduisent à une seule , lorsque ce point
est sur la circonférence ; et qu'enfin il devient impossible lorsque
ce même point lui est intérieur.

Voilà pour ce qui concerne une théorie rigoureuse et abstraite ;
niais supposons que , sur le terrain, un praticien ait à mener, par
un point doiané , une tangente à un cercle ; et supposons de plus
que le point donné soit si voisin de la circonférence qu'il soit permis
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de douter s'il est en dedans ou en dehors , ou s'il est précisément
sur elle. Notre praticien hésitera-t-il de joindre le point donné au
centre du cercle par une droite y de mener par le même point
une perpendiculaire à cette droite , et de réputer tangente cette
perpendiculaire qui pourtant sera peut-être une sécante ou une
droite étrangère au cercle ? et serait-on recevable à lui objectée
que peut-être sa prétendue tangente n'existe pas 9 ou qu'au lieu
d'une tangente il en existe deux par le point donné ? À la vérité ,
il pourrait en être ainsi pour qui y regarderait de plus près ; mais
cela se réduit à dire que des racines qui , pour un certain degré
d'approximation, peuvent, sans inconvénient , être réputées égales,
peuvent ? pour un degré d'approximation plus parfait , devenir iné-
gales ou imaginaires-? et c'est justement ce que nous nous sommes
proposés d'établir.

Il en ira à peu près de même , lorsqu'il sera question de mener
a un cercle une tangente parallèle à une droite donnée ; et à moins
d'une précision à laquelle la pratique ne saurait jamais se promettre
d'atteindre , il arrivera le plus souvent qu'au lieu d'un seul point
commun avec le cercle ; on en aura deux réels au deux imaginaires-
mais , pour cela , le problème n'en sera pas moins réputé résolu.

On voit par là que , dans l'approximation pratique des racines
des équations numériques , on peut fort bien se dispenser du re-
cours à l'équation aux quarrés des difTérences de ces racines. Toutes
K»s fois , en effet , que , par dus substitutions successives , on sera
parvenu à une valeur de x qui , mise à la place de cette inconnue >
dans le premier membre de la proposée , rendra ce premier membre
très-petit ; quand bien même le résultat obtenu ne se trouverait
environné que d'autres résultats de mêmes signes que lui, on n'en
sera pas moins autorisé , et cela sans craindre d'erreur sensible ? à
admettre dans l'équation deux racines égales au nombre substitué ,
quoiqu'en rigueur ces deux racines puissent fort bien être ^inégales
ou même imaginaires. Cela revient , en effet , à supposer qu'une
courbe parabolique qui a l'un de ses sommets très-voisin de l'axe
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des x, a cette droite pour tangente à ce sommet , ce qui est in-
contestablement permis , lorsqu'il n'est question que de procédés
purement approximatifs.

Une conséquence forcée de tout ceci c'est que les imaginaires ne
sont pas des êtres aussi essentiellement différens des quantités réelles
qu'on est généralement dans l'usage de le supposer ; que les uns
et les autres sont comparables à certains égards ; et qu'on peut ,
sans pécher contre la rigueur du langage mathématique, dire , d'une
quantité Imaginaire , qu'elle diffère plus ou moins d'une quantité
réelle , tout comme on le dirait de deux quantités réelles que l'on
comparerait l'une à l'autre ; c'est sans doute ce qu'avait déjà voulu
insinuer M. le professeur de Maizières à la page 870 du I.er

volume de ce recueil; et c'est ce que confirme encore la nouvelle
théorie des imaginaires exposée par MM. Français et Argand 7 aux
pages 61 , i33 , 222 et 364 du IV.e volume des dnnales ; et si,
dans ce qui précède, nous avons préféré les considérations les plus
communes aux secours qu'aurait pu nous fournir une théorie encore
contestée ; il n'en est pas moins vrai que les conclusions auxquelles
nous sommes parvenus, pourraient, à leur tour , venir à l'appui de
cette théorie ; et lui donner une nouvelle sanction.
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QUESTIONS PROPOSÉES

Problème dAnalise.

sait q u e , pour qu'une équation du second degré axt\*hx-\-c~o
ait ses racines rationnelles , il faut et il suffit que ses coefficiens
a , b , c satisfassent à la condition unique #a — /\ac—l*, / étant un
nombre rationnel quelconque.

Mais, il doit exister des conditions analogues pour la rationnalité
des racines dans les degrés supérieurs ; conditions de la recherche
desquelles aucun géomètre ne parait s'être encore occupé.

En conséquence , on propose d'assigner la condition ou les con-
ditions de rationnalité des racines de l'équation du troisième degré

Problèmes de situation*

I. Peut-on disposer circulairement m nombres consécutifs de la
suite naturelle , à commencer par un quelconque , de telle manière
que, dans l'arrangement circulaire résultant , la différence de deux
termes consécutifs ne soit jamais plus grande ou Lien ne soit
jamais moindre qu'un nombre donné n ? et , si cela est possible,
de combien de manières différentes peut-on l'exécuter ?

IL Etant donnés m groupes de lettres différentes entre elle*
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d'une même couleur dans chaque groupe et de couleur différente
et les mêmes d'un groupe à l'autre ; et les lettres étant dans chaque
groupe au nombre de n ; est-il possible de disposer toutes ces
lettres circulairement de telle sorte qu'en aucun point de l'arrangement
on ne rencontre consécutivement ni deux lettres de même sorte
ni deux lettres de même couleur ? et , si cela est possible , de
combien de manières différentes peut-on l'exécuter ?

Problèmes de Géométrie.

I. Un point étant donné dans un angle droit trièdre, et égale-
ment distant de ses trois faces ; on propose de conduire par ce
point un plan tellement dirigé que sa partie interceptée dans l'angle
trièdre dont il s'agit ; soit un triangle semblable à un triangle
donné ?

II. Construire graphiquement ? pour l'un quelconque des points
d'une courbe plane donnée , soumise ou non à la loi de continuité ,
le centre de courbure de cette courbe ?
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STATIQUE.

Essai sur quelques cas particuliers ^attraction ;

Par M. G E R G o N N E.

v_/N trouve a la fin du second volume de la traduction du livre
dos PRINCIPES, par Madame du Chatelet , une suite de recherches
relatives à l'attraction exercée , dans diverses hypothèses , par des
corps symétriques, sur un point symétriquement situé par rapport
au corps attirant.

Tout récemment , dans un mémoire présenté h l'académie de
Turin , M. le professeur Plana a traité, dans le même genre, des
questions plus générales et plus difficiles, et dont la solution exige
toutes les ressources de la haute analise.

Maïs personne ne paraît s'être encore occupé jusqu'ici d'un autre
genre de questions qui ont quelque analogie avec celles-là , et qui
ne semblent pas moins dignes d'intérêt : ce sont celles où il s'agit
de déterminer l'intensité et la direction de l'action totale exercée
par un angle polyèdre solide , homogène et indéfini , sur un point
situé à son sommet. Ce problème comprend évidemment , comme
cas particulier, celui où Ton demanderait d'assigner l'intensité et
la direction de l'action totale exercée par un angle dièdre % solide y

homogène et indéfini, sur l'un quelconque des points de son arête.
Il comprend donc également celui où il s'agirait de l'attraction
exercée par un corps homogène terminé d'une part par une sur-
face plane indéfinie , et lui-même d'une étendue indéfinie au-delà

Tom. X? ra.° Vf i.tr novembre 1819* x8
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de cette surface , sur l'un quelconque des points de celte même
surface.

Ces divers cas d'attraction ont cela de particulier et de très-
remarquable qu'ils permettent d'assigner la directkn et même l'in-
tensité relative de l'action totale exercée par le corps attirant sur
le point attiré, indépendamment de la loi d'attraction ; c'est-à-dire ,
sans qu'on ait préalablement besoin de statuer sur la fonction de
la distance qui mesure cette force ? ni même de songer , en au-
cune sorte , à la nature de cette fonction. Que l'on conçoive , en
effet , l'angle polyèdre attirant partagé en une infinité d'autres in-
finiment petits , de même sommet que lui et équivalens en capacité ;
c'est-à-dire , de nature à intercepter des portions équivalentes d'une
sphère d'un rayon quelconque , ayant son centre à leur sommet
commun. Ces angles polyèdres partiels exerceront sur le point
attiré, et chacun d'eux suivant sa direction, une infinité d'actions
infiniment petites, d'une même intensité; la direction de la résul-
tante ne dépendra donc uniquement que des directions des compo-
santes, c'est-à-dire, de la figure de l'angle polyèdre total; et son
intensité sera simplement proportionnelle à celle de chacune de ces
composantes.

On peut remarquer, au surplus, que ce cas est exactement le
même que celui où tous les points de diverses portions d'une même
surface sphérique exerceraient des actions égales sur son centre.
Il est clair , en effet, que Faction totale de chacune de ces por-
tions de surface sphérique ne dépendrait nullement , quant à . sa
direction , de l'action commune exercée par chacun de ses points ;
et que le rapport d'intensité des actions totales de deux de ces
portions n'en dépendrait pas davantage.

Et par là on voit aussi que , dans le cas où l'intensité de la
force attractive dépendrait de la masse des molécules attirantes,
il n'y aurait encore rien de changé si le corps attirant, au lieu d'être
homogène , était d'une densité variable , pourvu seulement que sa
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densité fût constante , pour chacune des couches sphériques concen-
triques y avant le point attiré pour centre commun.

Tout se passerait donc encore de la même manière , si Faction
exercée par l'angle polyèdre ? solide et indéfini était de ces actions
dont l'étude de la nature nous offre sans cesse des exemples , et
dont le caractère propre est de cesser d'être sensibles à une distance
sensible du contact. Le seul changement qui surviendrait alors est
que la condition d'une étendue indéfinie cesserait d'être de rigueur
pour l'angle polyèdre qui pourrait , dans ce cas , être limité, du
côté opposé à son sommet par une surface quelconque ; pourvu
seulement que les arêtes concourant à ce sommet fussent toutes
d'une longueur sensible.

On voit donc que 7 dans cette dernière hypothèse } si l'on conçoit
un polyèdre fini et homogène , de figure quelconque ; i.° l'action
de ce polyèdre sur un point situé dans l'intérieur de Tune quel-
conque de ses faces sera la même que si cette face se prolongeait
indéfiniment , et que le solide fût d'une épaisseur indéfinie : cette
action sera donc la même pour foutes les faces , du moins tant
que le point attiré demeurera à une distance sensible des arêtes
du polyèdre

2 ° L'action de ce polyèdre sur un point de Tune quelconque
de ses arêtes sera la même que si les faces de l'angle dièdre ,
auquel cette arête se trouve appartenir , étaient indéfiniment pro-
longées ; pourvu toutefois que le point attiré demeure à une dis-
tance sensible des sommets du polyèdre ; mais ici l'intensité de la
force attractive variera ? suivant le plus ou le moins d'ouverture
de l'angle dièdre; de sorte qu'elle ne sera généralement la môme
que pour des arêtes appartenant à des angles dièdres égiux*.

3.° Enfin , Tacûon exercée par ce polyèdre sur l'un quelconque
de ses sommets sera la même que si toutes les faces concourant à
ce sommet , et conséquemmeut toutes les arêtes qui s'y terminent 9
s'étendaient indéfiniment du côté opposé ; mais encore ici l'action
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l'- l'VT'r^r c!? sornm.t à autre, suivant la figure et le plus ou
le m Ins d'uvciiun1 de chaque angle polyèdre.

Ni* <• avais i!on<1 ici à mvis occuper principalement , i.° de
l'ai truc riou e \ ' i i \ e par un rorps tumo-cne , indéfini d'une part et
termine de la'i^e p<<r une surface plane indéfinie , sur un point
de cetie stnf.cu ; 2.0 de l'attraction exercée par un angle dièdre
solide, houHgt-ne et indéfini, sur un point de son arête ; 3.° enfin ,
di l'a traction exercée pir un an^le polyèdre solide , homogène et
indéfini , sur son sommet ; ou , ce qui revient au même , nous
avons à nous occuper de la recherche de l'intensité et de la di-
rection de l'attraction exercée par un hémisphère , un fuseau ou
un pohgone spherique sur le centre de la sphère.

Mais , afin de rendre notre travail plus complet , nous nous
occuperons d'abord, 1.° de l'attraction exercée par un plan homo-
gène , indéfini d'une part , et terminé de l'autre par une droite
indéfinie , sur l'un des points de cette droite ; 2.0 de l'attraction
exercée par un angle plan , homogène et indéfini, sur son sommet;
ou ce qui revient au même , nous chercherons l'intensité et la di-
rection de l'attraction exercée par une demi-circonférence ou par
un arc quelconque de grand cercle ? sur le centre de la sphère.

LE M ME / . Déterminer V intensité et la direction de V action
exercée sur le centre d'une sphère , par le trapèze sphèrique isocèle
compris entre deux méridiens quelconques et deux parallèles quel-
conques à Vèquateur ?

Solution* Soit pris le rayon de la sphère pour unité de longueur.
Soit a l'arc de l'équateur compris entre les deux méridiens qui
terminent le trapèze , et dont nous adoptons les plus a gauche pour pre-
mier méridien ; soient b , bf les distances polaires des deux parallèles.
Soit R l'intensité inconnue de l'attraction exercée par Taire du
trapèze sur le centre de la sphère ; cette force sera évidemment
dirigée dans le plan d'un méridien également distant de ceux qui
terminent le trapèze; c'est-à-dire, que sa longitude sera \a \\l n%
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s'agira donc plus , pour en connaître la direction , que d'en assigner
la distance polaire, que nous désignerons par L

Cela pose , concevons cette force R décomposée , dans le plan
de son méridien , en deux autres ; l'une P dirigée vers le pôle ,
et l'autre Q dirigée dans le plan de l'équateur • d après les première*
notions de statique , nous aurons

P = RCQ$J , Q=RS\nJ .

La force Q , se dirigeant au milieu de Tare de l'équateur intercepté
entre les deux méridiens qui terminent le trapèze pourra ultérieu-
rement être décomposée , dans l'équateur , en deux forces égales p

passant par les extrémités de cet arc \ e t , en appelant S Tune de
ces forces , on aura

=()-Sin. £ a

Eliminant Q entre ces trois équations, on en tire

zSCos.-a
Jî=V/p*+46X:os.4a f Tang. l= -

àe sorte que tout se réduit a trouver P et 5.

Pour y parvenir , considérons, sur notre trapèze sphérîque , un
élément m , dont la longitude soit x , et la distance polaire y.
Supposons que cet élément soit lui-même un trapèze sphérique
isocèle , compris entre deux méridiens interceptant entre eux un
arc àx de l'équateur, et entre deux parallèles Interceptant entre
eux un arc <)y du premier méridien ; la surface de la zone infi-
niment étroite dont l'élément m fait partie , ayant pour expression
2vdyS\n.y -? il s'ensuit que la surlace même de cet élément sera

— . 2»-dySin.y; c'est-à-dire , d^dj-Sin.^ ; et l'attraction exercée par

se même élément sur le centre de la sphère , suivant la direction
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du rayon qui lin répond 7 sera kdxdyS\n.y ; h étant une constante
qui dépendra de l'intensité de la force attractive.

Décomposons cette attraction , que nous pouvons représenter par
d%R 7 en deux autres, Tune d*P dirigée vers le pôle , et l'autre
à*Q dirigée vers le point de Téquateur dont la longitude est x \
par le principe de la composition des forces > nous trouverons f

pour les deux composantes f

Décomposons cette dernière , dans le plan de l'equatcur , en deux
autres passant par les points de ce cercle dont les longitudes sont
0 et a ^ en désignant cette dernière pat d2S 7 nous aurons

Intégrant une première fois ? par rapport à x r entre ^ = o et

*=.a , nous aurons

dP=zfradySln.yCos.y , d5 = £d/Sin.s/Tang \a .

Intégrant une seconde, fois , par rapport à y , entre y~l* ety =

il viendra

= \ £Tang. \ a. {(6—b')—Smtf—l

Substituant enfin ces valeurs dans celles de R et Tang.0, trouvées
ci-dessus , nous aurons

y > (I)

Tang.#= - ^ - . sî
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Et telles sont les deux formules fondamentales desquelles nous allons
déduire successivement tous les cas particuliers.

PROBLÈME I. Déterminer ¥ intensité et la direction de la
force attractive exercée par un arc de petit cercle sur le centre
de la sphère ?

Solution* Soit supposé l'arc de petit cerxle <kmt il s'agit paral-
lèle à l'équateur , et soit a l'arc de cet équateur compris entre les
^méridiens qui le terminent. Soit f en autre , b la distance polaire
de cet are. On obtiendra la solution du problème en faisant , dans
les formules (I, II) , bfz=.b — àb 7 et observant que Sin.d^ = d 3 ; et
que Cos.d^=i. Il viendra ainsi

Sin. ~a

Il est d'ailleurs érident que cette force sera dirigée dans le plan
du méridien qui divise en deux parties égales Tare dont il s'agit.

Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de
l'action exercée par une portion de surface conique droite homo-
gène ? soit indéfinie3 soit à base circulaire , comprise entre deux arêtes
ou génératrices rectilignes , sur un point placé à son sommet, en
supposant que l'angle générateur est b , et que les plans conduits
par Taxe et par les deux génératrices extrêmes forment entre eux
un angle dièdre égal à a*

Remarque, de l'expression de Tang.l on conclut

a : Cord.tf : i Tang.£ ; Tangj j

mais, si Ton suppose le rayon de la sphère infini ] les arcs de
grands cercles se confondront avec leurs tangentes j de sorte que
l'on aura alors
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a : Corduz : : b : # ;

maïs, d'un autre côté, les actions exercées par les dîfFérens points
de Tare seront égales et parallèles ; d'où 11 suit que le p«>L;t où
la force R rencontrera la suiface sphérique devenue plane, sera le
centre de gravité de Tare dont il s'agit; on a donc cette proportion:
Un arc est à sa corde comme son rayon est à la distance de
son centre de figure à son centre de gravité ; ce qui est conforme
aux théories connues*

PROBLÈME IL Déterminer Vintensitè et la direction de la
force attractive exercée par la circonférence d'un petit cercle sur
le centre de la sphère ?

Solution. En désignant par b la distance polaire de ce petit cercle 7

îl suffira , pour résoudre le problème , de supposer a=2'& , dans
les formules du problème précédent, ce qui donnera

R=z2vkàb&in.bCos.b~wkdb&in.ab , Tang ê—o .

Àînsî, cette attraction, dirigée vers le pôle , est proportionnelle an
sinus du double de la distance polaire, ou, si Ton veut , au sinus
du diamètre sphérlque du pelît cercle dont il s'agit; elle est donc,
toutes choses égales d'ailleurs f la plus grande possible pour le
parallèle moyen.

Corollaire. Telle est donc aussi l'attraction exercée par une surface
conique de révolution , soit indéfinie soit à base circulaire , sur un
point placé à son sommet ; elle est donc la plus grande possible
pour une surface eonique dont l'angle générateur est demi-droit*

PROBLÈME III. Déterminer l'intensité et la direction de la
force attractive exercée par un arc de grand cercle sur le centre
de la sphère £

Solution*
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Sofut'on, II ne s'agît p.uir c<-hi qmj de faire b—\w, dans les
formules du Problème / , ii&quelies deviendront ainsi

R^=-2.kàb.V\ïi.\ a • T. ng.l.= oo .

Ainsi, cette attraction, dirigée vers le milieu de l'arc, est pro-
portionnelle au sinus de sa moitié , ou à la moitié de sa corde ,
et conséquemment à sa corde même ; elle est donc la même pour
un arc que pour son complément à la circonférence, ce qui est
d'ailleurs évident, puisqu'elle doit être nulle pour la circonférence
entière ; elle est donc la plus grande possible pour une deaii-
circonference.

Corollaire. Telle sera donc aussi la loi d'attraction du plan d'un
angle indéfini ou d'un secteur de cercle , sur un point situé à son
sommet ou centre.

Rt marque. Si Ton prend pour unité d'attraction celle qui est
exercée soit par un quait de circonférence on par un quart de
cercle, soit par le plan d'un angle droit indéfini , sur son centre
ou sommet , on aura

: j / 5 , d'oi

au moyen de quoi la valeur de R deviendra

\a .

C'est sous cette forme que nous eaîploîrons R dans le problème
suivant.

PROBLÈME IV. Déterminer Viniensitè et la direction de la
force attractive exercée par le périmètre d'un triangle sphèriaue
quelconque sur le centre de la sphère ?

Solution* Soient A> B , C les trois angles du triangle , et a 7

b > c les côtes respectivement opposés» D'après ce qui précède >

l'orn. X. 29
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tout se réduira à déterminer l'intensité ei la direction de. la résul-
tante R de trois forces X > Y , Z ? dirigées suivant les rayons
qui passent par les milieux des côtés a , h , £ , du triangle , et
ayant respectivement pour expressions

X=v/â.Sin.ia , r=v/a.Sia.f* , Z=v/7.Sin.fr • (0

Désignons respectivement par « , £ , y les arcs de grands cerH^s
qui joignent les milieux consécutifs d^s côtes du tuangle , « ciatit
opposé à ^7, /3 à i el v à ^-, soient de plus x , y , z h .s arcs
de grands cercles menés des mômes milieux au point inconnu où
la sphère est percée par la résultante, x partant du milieu de a,
y du milieu de b et z du milieu de c ; nous aurons , par les
théories connues (*),

«+-XCos.y , > (3)

Cela posé , considérons le triangle dont les trois côtés sont
v > \ a * \b > e* dans lequel conséquemment l'angle opposé à y est
C; ce triangle donnera, comme Ton sait,

mais le triangle proposé donne

(*) Voyez la pag. 55 du précédent volume»
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iû.tfSin ^Cos.C — Cos.c—Cos.aCos.b

ou bien

divisant donc cette dernière par la première , aiin d'éliminer Cos.C ,
nous auroiio

4-Cos. r rtfCos. - b ~ --— ,- — • - r ;

€u , en chassant le dénominateur et transposant ,

niais on a

substituant donc , réduisant et formant les équations analogues pour
les deux autres triangles dont « et fi sont des côtés , nous aurons

.|iCos.7 . « = 1 -J-Cos.

(4)

On peut donc, à l'aide de ces dernières formules, calculer Cos.*,

Coâ.£ 7 Cos.y , en fonction de a , b, £• Les premières donneront

ensuite R f oc f y , 2 , en fonction de ces mêmes quantités.

Par des principes connus } on a



CAS DIVERS

.^=aCos.a | a+zCos. ;

ou , en développant et réduisant ,

ou , en transformant les sinus en fonctions de cosinus et réduisant 9

ou enfin

.c= 2 {Cos.a 7 3+Cos.a | c—Sin.s ^

substituant dans la première des équations (4) 7 et exécutant sur
les deux autres une transformation analogue , nous aurons

(5)

Présentement , en vertu d«s formules (1) , on a

a+ra+Za=2(Sin.21 a+Sïn. I £-fSin.21 ̂  .

on a ensuite , en vertu des mômes formules et des formules (5) ,
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Sin.^Sjn^cCCos.^ii+Cos^ic—Sin.'fa)

sSin.îcSin.ffl

Cos. ~ &C0S.7

(Co,= fc+Cos.=
Cos. —cGos. — et

i (Co,*fa+Co,:

c

43-Sin.4O
1 C0s.7aC0s.j-6

ou , en réduisant au même dénominateur,

( YZCos.«+ZXCos./3+XFCos.y)Cos. f aCos.| SCos. f c

=Sin. faCos.a i a(Sin. 7 3Cos. f c+Cos.T3Sin. f c)—Sin.2 7 aCos. 7 aSin. 7 èSin. ~ c

+Sin.7bCos,* f 3(Sin. 7cCos. f a+Cos.7^Sin. 7a)—Sin.»7ôCos.rbSin. ?cSin.ia

-f-Sin. ~cCos#a 7 c(Sin. f aCos. 7 J+Cos. JûSin. ~ 5)—Sin. J-cCos, ~ cSin. 7 aSio.~b ;

ou encore

• 7 ^

= Sin. ^ C o s . s itfSin. r (b+c)—Sin.3 |ÛCOS. ^ S i n . i£Sin. I c

+Sin. f^Cos.3 Î^Sin. \ (c+a)—Sin.* I bÇos. ̂ Sin. f^Sin. J a

4-Sin. J ̂ Gos.3 J *Sin. f (^+3)—Sin.31 ̂ Gos. } cSin. f ^Sin. J b 5

ou enfin
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szSitï^ûCQs.^a { Cos.'-aSin.l J+c)—Sin.^Sin. ^Sin. \c }

4-Sin. 75Cos. 7 /, { Cos. i iSin. : (*4 *)—Sin. 7 *Sin. ;rSîn. f * }

in.^ ^Cos. ̂  c {Cos.^Sîa.; (Û-J-3)—^Sin.^;Sin t; ^Sin. ^ ̂  }

maïs, de la valeur de X*-\-Y2+Z* trouvée cl - dessus , ca peut

conclure

f in. ; ^)Cos. \ aCos. ± Z^Cos. i c ;

ajoutant à cette expression le double de la précédente , et ayant
égaid à Téquation (2) , il viendra

H3Cos. 7 flCos. | bCos. ~£

[ =«Sin.4aCos. 1 a{Cos.ia$in.± (b+c)+Sin. {acCos.{£Cos.{c—Sin.^Sin.^c) }

+2Sîn. 4bCos. 4 ̂  { Cos. {bS'm. 4 (c+a)+Sin. 1 £(Cos. | cCos. | a—Sia.4 cSin. 4 a)}

4-aSin.4 cCos.4 c { Cos. 4cSin. 4 (a+b)+Sin. | c(Cos. 4 aCos. 4 6—Sin. 4 aSin. 4 à}

ou encore

JS*Cos. 7 aCos. 7 ^Cos. 7 c

=Sin.â{Cos. 7 jSin.{ (b+^+Sln.7 *Cos. 7
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Sln.c {Cos. \ cSin. \ >-f /^4-Sin. \cCos. \ (a+b) )

ou enfin

aCos, *7aCos.'-iCos.;r=;Sîn.

"y y/(Sin.fl+Siti.34-Sin.^)Siii. 7 'a+b+c)
fr Cos. ^-aCos. ̂ èCos.^c

Telle est donc l'inîensîté de l'actton exercée par le périmètre du
triangle sphériqoe sur le centre de la sphère , du moins en prenant
pour unité l'action exercée par le quart d'un grand cercle. Voyons
actuellement quelle en sera la direction.

Cette direction perce la surface de la sphère en unt point dont
les distances aux trois sommets du triangle sphérique ayant pour
ses cotés « , £ , y sont x, y f z. Cherchons Tare de grand cercle
abaissé perpendiculairement de ce même point sur l'un quelconque
des cotés de ce triangle , sur y par exemple. Cet arc de grand
cercle n'est évidemment autre chose que l'arc abaissé perpendicu-
lairement sur le côté y , du sommet opposé f dans le triangle sphé-
rique dont les trois côtés sont y , -x , y. Représentons par f Tare
cherché, et soient G , H les angles du triangle respectivement
opposés à x f y \ dans le triangle sphérique rectangle dont l'hy-
pothénuse est x et l'un des côtés de l'angle droit f, nous aurons

ou

ou encore
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Sin V = S:n.ajr 1—CJS.*H)

mais, par les formules connues,

Cos.y—
Cos.ii — .

Din

d'où

X—

(x—Cos *y)(i— Cos.?x)—(Cosr—Cos.-yCos.rc)»

—Cos.*y—"Cos.2x—Cos

Substituant cette valeur dans celle de Sin.*/» , elle deviendra

d'où encore

valeur que Ton peut encore écrire sous cette forme

En substituant dans cette expression pour /JCOS.J? et RCo$,y leur
valeur
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valeurs données par les équations X3) , elle deviendra, en réduisant

et ayant égard à 1 équation ^2),

(1—Cos.2#—Cos.3^—Cos.

d'oà

Or , R est connu , par ce qui pre'cède ; * , js , y , sont donnés f

soit par les équations (4) , soit par les équations (5) -, enfin , par

les eq allons (1 ) on a i£* = 2Sin.* f £ ; on a donc tout ce qui est

nécessaire pour déterminer Parc de grand cercle ^ abaissé du point

cherche sur le côté y du triangle sphérique dont les côtés sont

m j p , y ; on pourra donc , de la même manière , obtenir les arcs

de grands cercles abaissés du même point perpendiculairement sur

les deux autres ; on connaîtra donc ainsi les arcs de grands cercles

abaisses perpendiculairement du point cherché sur les trois côtés

d'un triangle sphérique donné de grandeur et de situation ; ce

point peut donc <4re considéré comme étant complètement déterminé.

Corollaire Nous aums doue aussi résolu le problème où il s'agi-

rait Ait déterminer 1* .Uj-sire et la direction de l'action totale de

la sui face d'un ;*ng^e tri-dre , soit indéfini , &>it terminé par des

arcs d'un même rayon u/u'it onque , ayant leur centre commun à

son sommei ? sur un point M ue à ce sommet.

Remarque I. On se conduirait dfune manière analogue s'il était

question de déterminer l'intensité et la direction de Faction totale

exercée par le périmètre d'un polvgone sphérique quelconque sur

le centre de la sphère , ou s'il était question de déterminer l'in-

tensité et la direction de l'action totale exercée par la surface d'un

angle polyèdre quelconque, soit indéfini, soit terminé par des art*

d'un même rayon quelconque ? ayant son sommet pour centre com-

Tom. X. 20
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mun , sur un point situé à ce sommet -, mais il paraît que les
formules seraient d'une extrême complication.

Remarque IL Si le rayon de la sphère devient infini t le triangle
dont les côtés sont a , b9 c devient un triangle recliligne ; et le
triangle dont les côtés sont <* , £ ? y, devient également un triangle
rectiligne inscrit au premier , ayant ses côtés parallèles aux siens et
conséquemment d'une longueur moitié de celle de leur homologue
dans celui-là; on a donc, dans ce cas, y~\c , d'où

et par suite

f est donc alors une fonction tout-à-fait symétrique ; le point où
la résultante coupe le plan des deux triangles , lequel est alors
évidemment le centre de gravité du périmètre du triangle dont les
côtés sont a , b , c, est donc également distant des trois côtés
«f £, y, de l'autre; il est donc le centre du cercle inscrit à ce
dernier ; ainsi , le centre de gravité du périmètre d'un triangle
rectiligne quelconque est le centre du cercle inscrit au triangle rec-
tiligne dont les sommets seraient les milieux des côtés de celui-là ;
c'est le théorème derM. Poinsot. ( Voyez sa Statique. )

PROBLÈME V. Déterminer l'intensité et la direction de la
force attractive exercée par une zone sphérique quelconque , à bases
parallèles y sur le centre de la sphère ?

Solution. Supposons que le pôle commun des deux bases de la
zone soit le pôle même de la sphère f et soient b } b1 les distances
polaires des circonférences de ces deux bases; il ne s'agira évidem-
ment, pour résoudre le problème, que de supposer a=zrrt dans
les formules ( l } II ) ; elles deviendront ainsi
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$\n.(b~-V) , Tang.#==o .

Corollaire. Telles seront done aussi l'Intensité et la direction d^
lfact on exercée par un corps compris entre deux surfaces coniques
âe môme axe et de même sommet , dont les angles générateurs
sont b , bl

 y sur un point situé à ce sommet , soit que ce corps
soit indéfini , soit qu'on le suppose terminé , du côlé opposé à son
sommet , par une surface spherique de rayon quelconque , ayant
ce sommet pour centre.

PROBLÈME VL Déterminer l'intensité et la direction de
ïattraction exercée sur le centre de la sphère , par la surface du
triangle sphénque mi a ti ligne isocèle compris entre deux grands
cercles et le petit cercle ayant leur intersection pour pôle?

Solution. Supposons que les deux grands cercles dont il s'agît
soient deux méridiens formant entre eux un angle a , et soit b
la distante polaire du petit cercle ; il suffira évidemment , pour
résoudre le problème proposé , de supposer 3 / = oA dans les for-?
mules ( I , H ) , lesquelles deviendront ainsi

_ Sin.fa
5

{a

Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de
l'action totale exercée par un angle solide trièdre indéfini , termine
par deux plans et par une portion de surface conique de révolution
ayant son axe dans l'intersection des deux plans , sur un point
situé à son sommet, soit que cet angle solide soit indéfini, soit
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qu'on le suppose terminé, du côté opposé à son sommet, par une
surface sphérique de rayon quelconque, ayant C£ sommet pour
centre.

PROBLÈME VIL Déterminer Vintensitè et la direction de
t attraction exercée par la surface d'un triangle sphérique bi~rec-
tan^le quelconque sur le centre de la sphère ?

Solution. En supposant que les deux côtés égaux du triangle
dont il s'agit sont deux méridiens formant entre eux un angle #;
il ne s'agira , pour résoudre le présent problème , que de supposer
£=7«-, dans les formules du précédent; elles deviendront ainsi

m^

On voit par là que Tang.é tend sans cesse a devenir \sr} ou que
ê tend sans cesse à devenir 8o°.5^/.25// à peu près , à mesure
que' a diminue.

Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de
Faction totale exercée par un angle solide trièdre bi-rectangle sur
son sommet , soit que cet angle solide soit indéfini , soit qu'on le
suppose terminé , du côté opposé au sommet , par une surface
sphérique de rayon quelconque , ayant ce sommet pour centre , de
manière à former une pyramide sphérique bi~rectang!e.

PROBLÈME VIII. Déterminer l'intensité et la direction de
Vattraction exercée sur le centre de la sphère par la surface d'un
triangle sphérique tri-rectangle ?

Solution. Il ne s'agit évidemment pour cela que de supposer
£ = 7*-f dans les formules du précédent problème, lesquelles de-
viendront ainsi
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Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de

l'action totale exercée 5 soit par un angle solide trièdre tri-rectangle
indéfini,, soit par une pyramide triangulaire sphérique solide tri-
rectangle, sur un point ..situé à son sommet.

Remarque* De même que nous avons pris pour unité d'attraction
des angles plans , celle qui est exercée par l'angle droit plan ; il
pamit naturel de prendre , pour unité d'attraction des angles solides
polyèdres , celle qui,est exercée par l'angle solide trièdre tri-
rectangle • on a ainsi

d'où * = ^

C'est sous cette forme que nous emploîrons à l'avenir la valeur
de k.

PROBLÈME IX. Déterminer ï intensité et la direction de Vat-
traction exercée par une calotte sphérique sur le centre de la
sphère ?

Solution. En désignant par h la distance polaire du petit cercle
qui termine la calotte dont il s'agit , on parviendra également à la
solution de ce problème , soit en faisant bf~o f dans les formules
du Problème V % soit en faisant 5 = 2«r , dans les formules du
Problème VI. Par Tune ou par l'autre voie , on trouvera également,
en ayant égard à la valeur de k déterminée ci-dessus ,

Cette force , dirigée vers le pôle , est donc proportionnelle au quarré
du sinus de la distance polaire du petit cercle qui termine la calotte,
ou ce qui revient au même , au quarré du rayon de cette base ,
et par conséquent à Taire même de cette base -, elle est donc la
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même pour les deux calottes qui complètent la surface
ce qui est d'ailleurs évident , puisqu'elle doit être nulle pour la
sphère entière. On peut remarquer encbre i que; pour les distance^
polaires de 3o°, 4^° ; 6o° , 90* , les intensités; Suivent le rapport
des nombres 1 , 2 , 3 , 4*

Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de
l'action totale d'un cône de révolution solide homogène et indéfini
ou d'un secteur sphérique sur un point situé à son sommet ; cette*
action sera donc la plus grande possible , soit poiir' un corps in-J

défini terminé d'une part par un plan indéfini , soit pour un hémis-
phère solide et homogène.

Remarque, En rappro< liant de la solution de ce problème celle
cjue nous* avons obtenue pour le Problème III, on en voit res-
sortir une analogie très-remarquable entre Tune ef l'autre. Le p-an
du cercle qui sert de base à une calotte sphérique est en effet ,
par rapport à cette calotte ,. ce-qu'est la corde d'un arc par rapport
à cet arc morne ; et , de même que l'attraction exercée par l'are v

se trouve proportionnelle à sa corde , celle qu'exerce la calotte sphc-
rique se trouve*, semblablement, proportionnelle à l'aire de sa base.

PROBLÈME X. Déterminer Vintensité la direction de l'attraction
exercée par un fuseau sphérique sur le centre de la sphère ?

Solution. En désignant par a l'angle des plans des deux grands
cercles qui terminent le fuseau , il suffira évidemment de supposer
î = t , dans les formules du Problème VI , ce qui donnera, eu
ayant d'ailleurs égard à la valeur alignée à k ,

4Sin. ja
iï = ,~ , Tang.é== co .

Cette force , dirigée vers le milieu de l'arc de l'équatenr intercepté
entre les d^ux méridiens qui bornent le fuseau 7 est donc propor-
tionnel^ à la corde de cet arc ; elle est donc la même pour v»
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fuseau quelconque que pour son complément à la sphère, ainsi que
eela doit être ; elle est donc la plus grande possible pour la surface
de l'hémisphère* On peut encore remarquer que, pour les fuseaux
de 6o° , Qoa, i8o°, les forces seront entre elles comme les nombres
i , l /â , 2.

Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de
Faction totale exercée soit par un angle solide dièdre homogène
Gt indéfini sur un point de son arête , soit par un onglet sphé-,
rique homogène , compris entre les plans de deux grands cercle*
sur le milieu de son arête rectiligne.

Remarque I. La comparaison des résultats que nous venons d'ob-
tenir avec celui où nous a conduit le Problème 111 donne lieu à
un rapprochement très-remarquable : il consiste en ce que l'attrac-
tion exercée par un angle solide dièdre homogène et indéfini sur
un point de son arête croît et décroît exactement comme celle
qu'exercerait sur le même point le plan de la section faite perpen-
diculairement à l'angle solide par le même point ; de sorte qu'il
n'y a absolument entre l'une et l'autre forces qu'une simple diffé-
rence d'intensité.

Remarque IL Si Ton demandait quelle doit être la grandeur de
l'angle dièdre pour que son action sur un point de son arête fût
double de celle qu'exercerait sur ce même point un angle trièdre
tri-rectangle dont il serait le sommet, il suffirait de faire Rzz.% ,
ce qui donnerait

Sin^a^j^l , d'oi T a n g . f * = / 3 ;

cela donne \a~6o° et #=12O°. Ainsi, un point placé sur Parète
d'un angle dièdre solide homogène et indéfini de 120* , en est deux
fois plus attiré , toutes choses égales d'ailleurs, qu'il ne le serait
par un angle trièdre solide tri-rectangle indéfini au sommet duquel
il se trouverait situé.
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LEVîME IL Déterminer l'intensité et la direction de Tattrac-

tion exircèe par une portion de fuseau spherique infiniment étroit
sur le centre de la sphère ?

Solution En supposant que les arcs de grands cercles qui bornent
le fuseau soient des arcs de méridiens , dune longueur commune
ég>Ie à b , et formant entre eux un angle égal à àa , il suffira
évidemment, pour parvenir au but , de changer a en àa , dans les
formules du Problème FI -, observant qu'alors Sin ^ àa = ~d#, il viendra

PROBLÊME XL Déterminer l'intensité et la direction de l'at-
traction exercée par la surface d'un triangle spherique quelconque
sur le centre de ta sphère ?

Solution. Le triangle sphérique dont il s'agit étant donné , ses
angles et SQS cotes doivent l'être aussi» Soient donc a , b , c ses
trois côtes et A r B , C les angles respectivement opposés. Sup-
posons-le tellement situé sur la sphère que son côté a se confonde
avec le premier méridien et le sommet de son angle C avec le pôle.

Considérons sur ce triangle une portion de fuseau intiuiment
étroite ayant son sommet en C et se terminant au cote opposé c \
soit X l'angle que forme l'un des deux méridiens qui borne cette
portion de fuseau avec le premier méridien ; soit dX l'angle des
deux méridiens qui le terminent , et soit enfin y ' e u r longueur
commune jusqu'au côté c ( car , à cause de l'angle infiniment petit
qu'ils comprennent , il ê t permis de les supposer égaux ). Si nous
désignons par dP l'action exercée par cet élément sur le centre
de la sphvre et par ê l'angle que fait sa direction avec le rayon
qui va 3u pôle , nous aurons , par le Lemme II t

5

e t ,
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et , d'nprès les principes connus M.r 1rs tr.angles «pWrejres , les

variables, X et y se trouveront lices cuire elles par la relation

Cos tfCos.X = Sîn^Cot.y—Sin.À"Col.5 , (i)

de laquelle on tire , par diflerentialion ,

djr.Sîn.^r=dÀ*.^Cos.^Sin.X—Cot.ZïCos.A) . (2)

Considérant , dans ces deux équations , Sin.X et Cos.X comme
deux inconnues , nous en tirerons

(Cos a*z+Cot.aJ?;Sin Jfc=Sin./z ^Cot.i?Cot.y+ ^ C o s a ) >

t . j ~ ^ C o t . 5 J ;

ajoutant ensemble les quatrés de ces deux e'quations , nous aurons,
en réduisant ,

.35)=^Sin.^ J Cot.sy+ Ç -^ Y | •

d'oà

dySin.jr

y (Cos.

substituant cette valeur de d-X dans celle de àP, elle deviendra

d P = ^kS'm.a.

. X.
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Cherchons présentement à décomposer cette force en trois autres

d / ) , dE , àF , passant par les sommets A , B, C , ou plutôt
cherchons seulement la composante d F passant par le sommet A ;
attendu que de celle-là il sera facile de conclure les deux autres.
Pour y parvenir, remarquons que , par les principes de la statique ,
on a

::Sin.y:Siu.(y—ê);

d'où

mais ; d'après l'expression de TangJ , on trouve ,

y—Sin .vCos .y

= .., . . m =_ ;
y y*—2j*x>in.yCos.t)'-J-5iu.ay>

d'où résulte

Sin.y—yCos.y
Sin.(y—^)z=SlD.

et par conséquent

Sin.j—

mettant enfin pour dP la dernière valeur trouvée ci-dessus , nous
aurons

4/ (CO5»2#
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Voîcî donc finalement à quoi se réduit la question. Il faudra

intégrer àF ? entre X = o et X=C9 c'est-à-dire, entre

_ Cos.c+Cot.B Cos.cCos.C+Cot.BSîn.C
Cot.y= et Cot.rn >— $

oin.a J Sm.a

on obtiendra ainsi une expression de F que Ton pourra toujours

amener à n'être uniquement fonction que des trois côtés du triangle

proposé , et de laquelle, par une simple permutation de lettres, on

conclura les valeurs de D , E ; on connaîtra donc les intensités et

les directions de trois composantes D , E , F , passant respective-

ment par les points A , B , C ; d'où il sera facile de conclure

rintensité et la direction de leur résultante R.

Dans un article supplémentaire , nous tenterons d'intégrer l'ex-

pression de àF , et de compléter ainsi la solution de notre

problème.
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QUESTIONS,., PROPOSÉES,

Problèmes de Géométrie..

lf JL/ÉTERMïNFJl la surface <Tun quadrrlfarèrc raeîiligrie circonscrit!
au cercle , en fonctions dé ses quatre cotés ?

I/Ii Partager l'aîne d'un quadrilatère rectiligne quelconque eh quatre
parties équivalantes, par d^ux. drfoUes pôrpe.n4icuLaires entre elles f-
&e> coupapt- dan^ s^a. u)|jéf*ieujr.?.

IlàL l>étertw«e^ l^îre^ <ÏI1 q-u^dteitaièret sphjériqu^, inscrit à uth
petit cercle , en fonction de ses quaire côtés et du rayani da ïm
sphère ?

I V . Déterminer Taire du quadrilatère spheViqne circonscrit à
un petit cercle , en fonctions de ses quatre cotés et du rayon de

sphrre ?

V. Partager Taire dJun quadrilatère sphérique quelconque en
quaire parties équivalentes , par deux arcs de grands cercles se
coupant perpendiculairement dans son intérieur?
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE

Sur remploi de Valgorithme des Jonctions 9 dans /<
démonstration des théorèmes de géométrie ;

Par un ÀBONKE.

Au Rédacteur des Annales j

M O N S I E U R ,

J E viens de lire dans la Bibliothèque universelle, ( octobre 181$) f*
un article t signe des initiales F. M. , dans lequel l'auteur se propose de
défendre, contre les attaques de M. le professeur Leslie , et de quelques
autres géomètres de la Grande Bretagne , la démonstration donnée
par M. Legendre delà 3a.me proposition d'Euclide , dans la note II
de ses É lé mens de géométrie.

En examinant cet écrit avec attention , il m'a paru que d'une
part le célèbre physicien d'Edimbourg n'avait point complètement
épuisé la série des objections qu'on peut opposer au tour de dé-
monstration dont il prétend infirmer la validité, et que d'une autre ê

•on adversaire n'avait peut-être point usé contre lui de toute la
plénitude de ses avantages.

Or , comme la matière n'est pas moins importante qu'elle eit
Tom. X, «.• Fl7 i.€T décembre 18J^ sa
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délicate , attendu la multitude des occasions où le tour de raison-
nement employé par M. Legendre pourrait être appliqué f si ce
tour de raisonnement était une fois reconnu concluant -, j'ai pensé
qu'en attendant que quelqu'autre , plus habile que moi ? nous dise
clairement à quoi nous devons nous eh tenir sur ce sujet, Vouls
ne dédaigneriez peut-être pas , Monsieur y quelques réflexions pré*
p..ratoires que je vous livre avec d'autant plus de confiance qu'elles
sont en quelque sorte votre ouvrage , n'étant , pour ainsi dire , que
le développement des doctrines que vous avez vous-même cons-
tamment professées en maints endroits de votre estimable recueil.

Rappelons d'abord sommairement le raisonnement de M L»egendre ,
en lui donnant encore , s il est possible , plus de force qu'il n'en

a dans son ouvrage.
Soient a , b, c les trois côtés d'un triangle effectif , et soient

A, B, C les angles respectivement opposés. On prouve rigoureu-
sement , par la superposition , qtie , connaissant uniquement le côté
c et les deux angles adjacents A , B , le triangle est complètement
déterminé , de telle sorte qu'on en peut construire un autre qui lui
soit égal ; donc aussi , avec ces seules données , on peut parvenir
à la connaissance des trois autres parties du triangle , qui consé*
querriment sont dés fonctions de tout ou partie de ces troîs-là ;
donc , eh particulier , le troisième angle C est au plus une fonction
4es d«?Ux autres H , B et du côté 'c auquel ils sont adjacents.
On peut donc écrire

C=F(At B , c) ;

F désignant une fonction d'une forme inconnue, si Ton veut, maïs
néanmoins complètement déterminée et unique , ne pouvant fa
composer d'aucun élénient étranger à A , B , (€ ; mais pouvant fori
bien d'ailleurs ne pas se-composer de la totalité de ces élémens. *

Or , s'il était possible que le côté c entrât dans la composition
4e cette fonction , on poimail toujorn-s » quelle j^ue fût d i U
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la forme de l'équation symbolique que nous venons d'établir , con-
cevoir cette équation résolue par rapport à c -, ce qui conduirait
à une autre équation de la furme

dans laquelle f désignerait une nouvelle fonction qui pourrait
bien, à la vérité, être susceptible de plusieurs formes , mais qui
serait néanmoins complètement déterminée comme la première ; et
dont la forme ou les formes diverses ne dépendraient uniquement
que de la forme de celle-ci.

O r , cette dernière équation est évidemment absurde; car elle
exprime qu'un calcul fait uniquement sur des angles peut donner
pour résultat final une longueur déterminée. Si quelqu'un pré-
tendait admettre la possibilité d'une semblable équation , on serait
naturellement fondé a lui demander en quelle sorte d'unités elle
donnera la longueur c ? si ce sera en toises ou en mètres , ou en
toute autre sorte de mesures linéaires ? et l'évidente impossibilité
de répondre à cette question , prouve suffisamment l'absurdité de
l'équation qui y donnerait lieu.

Puis donc que cette équation absurde est une conséquence ri-
goureuse de la supposition que nous avions faite que c pouvait
entrer dans la composition dé la fonction F ; il s'ensuit que cette
supposition est élle-môrnë absurde, et qu'ainsi on doit avoir sim-
plement

C=F(J ,£).;.

d'où il suit que deux tritogles qui ont deux angles égaux chacun
à chacun, ont aussi le troisième angle égal. En partant de là on
parvient facilement f sans rien emprunter de la théorie des paral-
lèles , et par ,un raisonnement dont personne n'a jamais songé à

, la rigueur , k dénaoïttrti que , dans tout. triangle , }*
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somme des trois angles vaut deux angles droits -, et la théorie det
parallèles ne présente plus dès-lors aucune difficulté.

Voici présentement les principales objections que M. le professeur
Leslîe et ses correspondans opposent à ce raisonnement ; je tâcherai
également de les présenter dans toute leur force.

I. Suivant M. Leslîe , il n'est pns généralement vrai qn'une
grandeur ne puisse résulter de la combinaison d'autres grandeurs
tout a fait hétérogènes avec celles-là; et la mécanique, en par-
ticulier , offre plus d'un exemple de ces sortes de résultats. La
raison en est que le calcul ne considère pas proprement les grandeurs
concrètes", mais seulement les rapports de ces grandeurs avec leurs
unités respectives , c'est-à-dire, dès nombres purement abstraits ; d'où
M. Leàlie se croit fondé à conclure que le raisonnement par lequel
M. Legendre prétend prouver que le côté c ne saurait entrer dans
Son équation tombe de lui-même.

IL Tout en convenant que les angles et les longueurs sont des
grandeurs absolument hétérogènes , M. Leslie pense qu'il n'existe
entre elles d'autre différence <jue çellç qui existe en général entrç
deux grandeurs hétérogènes quelconques , les longueurs et les
temps , par exemple. En vain , suivant lui , voudrait-on se prévaloir
de ce que les angles trouvent (Jan$ l'prçgle droit mie mesure na-
turelle. L'angle droit, ajoute-t-il n'est pas plus la mesura naturelle
des angles que le quart du ipéridien "terrestre n'est la mesure na~
turelle des longueurs t ou la rotation diurne de U ferre U mesur§
naturelle des temps ; de manière que toute distinction qu'on voudrait
établir en faveur des angles serait tout-à-fait illusoire,

III. Dans la vue de montrer tout le faible de la démonstration
de M. Legendre , M. Leslie en présente une sorte de parodie qui
conduit à une conclusion évidemment âbsurdô. 4 - >

Soient, dit-ii , a , b , c les trois côtés d'un t r iante effectif', et
«oient A, B p C les angle-s qui leur sont respectivement opposer.
On prouve rigoureusement, parla supêrpositïoa ,*t}ue , connaissant
uniquement l'angle C et les deux eûtes 411 h qui 1$ comprennent,
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Je triangle est complètement déterminé , de telle sorte qu*on ea
peut construire un autre qui lui soit égal ; donc aussi f avec cet
seules données, on peut parvenir à la connaissance des trois autres
parties du triangle , qui , conséquemment , sont des fonctions de
toute ou partie de ces trois-là ; donc , en particulier , le troisième
coté c est , tout au plus, une fonetîon des deux autres a , b, et
de l'angle compris C. On peut donc écrire

c-¥[a , b , C) ;

F désignant une fonction d'une forme inconnue , si Ton veut, maîi
néanmoins entièrement déterminée et unique % ne pouvant se corn*
poser d'aucun élément étranger k a, b, C , mais pouvant fort biea
d'ailleurs ne pas se composer de la totalité de ces élémeps*

Or, s'il était po&sibte que l'angle C entrât dans la composition de cette
fonction, on pourrait toujours» quelle que fût d'ailleurs la forme de l'équa-
tion symbolique que nous venons d'établir, concevoir cette équation
résolue par rapport à Ç ; ce qui conduirait à une autre équation
de la forme

c=rç* , b t c),

dans laquelle f désignerait une nouvelle fonction quî pourrait bien 9

à la vérité , être susceptible de plusieurs formes » mais qui serait
néanmoins complètement déterminée, comme la première f et dont
la forme ou les formes diverses ne dépendraient uniquement <jue
de la forme de celle-ci.

Or f cette dernière équation est évidemment absurde ; car elle
exprime qu'ua calcuL fait uaiqu^ment sur des longueurs peut
donner pour résultat final un angle d'une grandeur déterminée. Si
quelqu'un prétendait admettra la possibilité d'une semblable équa-
tion , on serait naturellement fondé à lui demander en quelle sorte
d'unités elle donnera l'angle G? si ce sera en degrés nonagésimsux

i ou en toute U
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et l'évidente impossibilité de répondre à cette question prouve suffi-
samment l'absurdité de l'équation qui y donnerait lieu,*
• Puis donc que cette équation absurde est une conséquence ri-
goureuse de la supposition que nous avions faite que C pouvait
entrer dans la composition de la fonction F ; il s'ensuit que cette
supposition est elle-même absurde ; et qu'ainsi on doit avoir sim-
plement

c-Y{a , b) ;

d'où il suit que deux trlaigles qui ont deux côtés égaux chacun
à chacun, ont aussi le troisième côté égal; conclusion absurde qui
prouve tout le vide du raisonnement qui y a conduit , et consd-
quemtnent aussi tout le vide du raisonnement de M. Legendre qui
lui est semblable eh tous points.

IV. On 'objecta' encore à M. Legendre que son raisonnement est
"une sorte de pétition de principe ou de cercle vicieux , en ce qu'il
implique le fameux Postulatum i3 d'Euclide , qu'il devrait , au
Contraire , tendre à démontrer. Ce raisonnement suppose, en effet,
que, quelle que soit la longueur du côté r , les deux autres côtes
a y b se rencontreront nécessairement en quelque point} pour former
l'angle opposé C. Il n'est donc pas surprenant, ajoute-t-on 5 qu'ad-
mettant (te qu'Ëticlide admet , M. Legendre parvienne à établir sa
32.TO* proposition • mais 1» manière de précéder dû  géomètre frian<-
çâ'is Se trouve âiftsi n'avoir , dtt c^té d^ k rigueur*^ «aucun avàn-
tsfge Véd Sût të\\ê èii gët^mètre d'Alexandrie»>ni ^' «f •• .«>• -'

V. On demande enfin à M. Legendre pourquoi ,*" si .son•• raison*-
îiément symbolique ^tait rigoureux- , il ne pourrait pas être traduit
<en un raisonnement géométrique de la foroae ©rrdkiairê ? et *quel
privilège siè^ulier et "vraimerit itiexplccable aurait f mr* cet* e»droit,
4*l*notâtibri fonttidnnèlle ëtir'le Jaugaga volgalrej.* '>.-'] KO i

À l'exemple êk M. F. M . , àvatit de discute* €t dlappjféciec ces
diverses objections t j'établirai4 d'«abonl mes fmacipes } qui d'ailléUPS
différeront f j e em§ ,̂  4rà€?^u dë£ siens*
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Comme vous l'avez fort bien observé vous-même , Monsieur #

( Annales , tom. Yiil , pirg, 366 et suiv* ) on ne peut être con-
duit à une grandeur concrète rpour résultat dfun calcul, qu'autant
que ce calcul peut être réduit h la multiplication d'une autre gran^-
deur concrète de même nature que celle-là par . un nombre abs-
trait ; de telle sorte que X et A représentant des grandeurs con*
crêtes homogènes , et n un nombre absolument abstrait quelconque %

la valeur de X doit être réductible à la forme

n pouvant d'ailleurs être une fonction de tant de grandeurs concrètes
qu'on voudra, soit de même nature que A et X , soit d'une na-
ture totalement ^différente (*)•

La première conséquence qui résulte de là , c'est qu'un raison-
nement exact ne saurait conduire à une équation dans laquelle
une grandeur concrète se trouverait seule de son espèce , et que
conséquemment une équaiion de cette forme est une équation tout-
à-fait absurde. On voit , en effet , qu'en résolvant une semblable
équation par rapport à la grandeur concrète dont il s'agit, il serait
impossible d'en trouver la valenT ëgale à une autre grandeur concrète
de môme espère qu'elle , multipliée par un nombre abstrait. Ainsi
a, b , c désignant les trois côtés d*un triangle , et A , B , C les
angles respectivement opposés , nult doute .que des équations de
la forme

, B , C , 0=o , ç(a , b

e t , par suite , des équations de la forme

(*) Je rie dîs rien du cas où $C serait «gai à A divisée par u«
tooaibre abstrait 9 parce que ce cas rentre dant celui ou n ferait lui- mtme us
«ombre abstrait îiactionnaire»
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B , C) , C=zî(a t b , c ) ,

ne soient des équations tout-l-faït. absurdes ; du moins tant qu'il
n'y aura rien de sous-entendu sous le signe de fonction.

Mais si t pour qu'une équation entre grandeurs concrètes ne soït point
absurde , il faut qu'elle renferme, tout au moins, deux grandeurs con-
crètes de chaque sorte : cette condition , toujours rigoureusement néces-
saire , n'est pas néanmoins suffianïe. Pour que celle d'entie ces
grandeurs concrètes par rapport à laquelle on veut résoudre lYqu tinn
se trouve être égale à une autre grandeur eonciète de méiiie espèce
qu'elle multipliée par un nombte abstrait y il est déplus nécessaire
que cette équation soit séparément homogène par rapport à chacune
des soi tes ue grandeurs concrètes dont elle se compose-, car ? soit
par exemple l'équation

2tnetres >< ' heures x 1 2 m ^ t r c f = 2 &eure l X 4 m ^

qu'un esprit peu attentif serait d'abord tenté de croire identique ;
on peut Técrire ainsi

— 2h c u r € l X 3 X 2 =

équation dont Tabsurdité est manifeste, puisqu'elle exprime finale-
ment que 12 mètres sont égaux à 12 heures.

En vain prétendrait-on objecter qu'on peut toujours r dans une
équation , diviser chaque sorte de grandeur abstraite par son unité
de mesure , et réduire ainsi l'équation à n'avoir simplement lieu
qu'entre des nombres abstraits f et qu'ainsi si cette dernière est
rrate , celle d'où on l'aura déduite ne pourra être réputée absurde.
Observons, en effet , que t lorsqu'un dit que Yunitè ne multiplie
ni ne divise , cette proposition «e peut et ne doit s'entendre que
«U l'unité abstraite -, l'unité concrète est , eu effet , tout-à-

fait
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à-fait arbitraire , et il n'est aucune grandeur concrète finie qui ne
puisse être prise pour telle ; d'où il suit que vouloir eteiu re « et?e
proposition aux grandeurs concrètes reviendrait à prétendre qu'on
peut impunément, et sans lui faire subir aucun changement, mul-
tiplier ou diviser une quantité donnée par tout ce qu'on voudra 5
et qu'on peut écrire , par exemple ,

gtoises cubes p toises cubes 5 t 0" e s cubes
gtoises cubes sz :—..- . - = : = : r— ,

0 ^ toise linéaire j toise quarree A toise cube *

c'est-à-dire ,

5toiies cubeir-Stoises quarréef = Stoises linéaires^ 5unités abstraites .

ou encore qu'on peut écrire

5Hvre$ 51ivre$ ^livres ^livres

j livre = =
 1once | gros j^deiier j grain *

c'est-à-dire ,

Lors donc que , dans la vue de re'duire une e'quation a n'exister
qu'entre des nombres abstraits , on divise chacun des élémens concrets
dont elle se compose par son unité de mesure , pour que cette
opération soit permise , il faut qu'elle revienne à diviser tous les
termes de l'équation par une même quantité; ce qui ne peut évi-
demment avoir lieu qu'autant qne, comme nous l'avons déjà dit,
celte équation sera séparément homogène par rapport à chacune

Tom. X 23
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des sortes de grandeurs concrètes dont elle se composera. O r , toute
équation qui présente un sens raisonnable doit être réductible à une
équation entre des nombres abstraits ; car , comme nous l'avons
vu cî-dessus , toute équation qui présente un sens raisonnable est
réductible à la forme X~nA » dans laquelle n est un nombre
abstrait et A el X des grandeurs concrètes d'une même nature
quelconque ; or , en écrivant cette équation sous cette forme

X

on voit qu'en effet elle se réduit à une équation entre deux nom-
bres abstraits ; puis donc que , d'un autre côté , une équation ne
saurait , par des procédés légitimes , être amenée à ne contenir que
des nombres abstraits , qu'autant qu'elle est homogène par rapport
à chacune des grandeurs concrètes dont elle se compose en par-
ticulier ; il s'ensuit qu'une équation qui ne satisfait pas à cette
dernière condition est une équation tout-à-fait absurde, à moins
cependant que l'égalité n'ait lieu séparément entre diverses de ses
parties prises séparément , et satisfaisant à cette même condition ;
auquel cas ce ne serait plus proprement une équation unique , mais
le système de plusieurs équations réunies dans une seule ex-
pression.

Je ne dirai donc pas , avec l'estimable antagoniste de M. Leslie,
qu'on n'a jamais vu , dans les questions de mathématiques , les
inconnues être autre chose que des nombres abstraits ; et je me
bornerai simplement à convenir qu'on peut toujours, si l'on veut,
faire en sorte que ces inconnues ne soient pas autre chose ; mais
je conçois fort bien une équation entre grandeurs concrètes ? de
tant d'espèces différentes qu'on voudra , sous les conditions énoncées
ci-dessus , et vous avez vous-même , Monsieur , donné plusieurs
exemples de ces sortes d'équations, en l'endroit déjà cité. Je conçois
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donc fort bien aussi que la solution d'un problème puisse donner ,
pour la grandeur concrète inconnue , une grandeur concrète de la
même nature , multipliée par une fonction d'autres grandeurs con-
crètes de nature quelconque , pouvant finalement se réduire à un
nombre abstrait.

Je ne dirai pas non plus , avec M. F . M. , que l'art de l'analiste
consiste à savoir écrire les questions de telle sorte que les inconnues
soient des nombres abstraits parce que , d'une part , comme je
crois l'avoir prouvé , cela n'est point du tout nécessaire , et que
d'une autre , cela est toujours possible , lorsqu'il ne s'est glissé au-
cune erreur, soit dans le raisonnement , soit dans le calcul. La
condition de pouvoir réduire les inconnues à devenir des nombres
abstraits n'est donc au fond que la condition de bien raisonner ,
laquelle n'est pas plus particulière aux recherches mathématiques
qu'a celles de toute autre nature. Mais je pense , comme vous ,
Monsieur, qu'il peut être utile de ne pas dépouiller les élémens
d'une équation de leur qualité concrète; puisque c'est là un moyen
aussi sûr que facile de découvrir , à la seule inspection , les erreurs
de raisonnemens ou de calcul qui auraient pu se glisser dans la
solution d'un problème ; et c'est ainsi , par exemple , que nous
avons ci-dessus reconnu l'absurdité d'une équation qui , en dépouillant
les nombres de leur qualité concrète } nous aurait , au contraire ,
semblé identique.

Je ne pense pas que la doctrine que je viens d'établir, et qui
ne saurait jamais souffrir d'exception , puisse présenter aucune diffi-
culté , tant qu'on n'en voudra faire l'application qu'à des grandeurs
simples , telles que des longueurs , des surfaces , des volumes ? des
temps , des angles , etc. ; mais il est des cas ou elle semble , au
premier aspect , être en défaut » et ce sont ceux où Ton veut
1 appliquer à certaines grandeurs complexes , fonctions de grandeurs
simples, telles, par exemple, que des vitesses, des densités, des
forces motrices ? etc. Il semble, en effet, que les équations
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que Ton rencontre en mécanique soient en opposition formelle avec
ce qui précède -, puîque non seulement elles ne sont pas homogènes
par rapport à chacune des grandeurs concrètes entre lesquelles elles
établissent des relations, mais que de plus chacune d'elles n'entre qu'une
fois dans l'équation où elle se trouve. Mais toute difficulté disparaît
en considérant que les mots vitesse , densité , force motrice,
etc., ne sont que des dénominations introduites par abréviation dans
.la science , et auxquelles il faut toujours mentalement substituer
les fonctions de grandeurs simples dont elles sont le symbole. Ainsi,
par exemple , ce qu'on appelle vitesse , dans le mouvement uni-
forme , n'est au fond que le quotient de la division d'un espace
parcouru par le temps employé à le parcourir; désignant donc par
e et / cet espace et ce temps , nous aurons

qui , substituée dans la première des équations ci dessus , la change
en celle-ci

qui rentre complètement dans notre règle , puisqu'elle donne un
espace égal à un autre espace multiplié par le quotient de la division
de deux temps , c'est-à-dire , par un nombre abstrait ; et il en
•erait de mèrue pour les deux autres équations. Il est si vrai que les
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vitesses , les densités et les forces motrices ne sont point proprement
des grandeurs, mais seulement des combinaisons de grandeurs , que
tandis qu'on est clairement entendu lorsqu'on dit une longueur de
3 mètres , une durée de 5 heures , un poids de 8 livres , on cesse
au contraire de l'être lorsqu'on dit une vitesse de 3 mèlres , une
densité ou une force motrice de 8 Uvres , et que ? pour rendre ces
locutions intelligibles , il est indispensable d'ajouter à quel temps .
répond cette vitesse, à quel volume répond cette densité et à quelle
vitesse répond cette force motrice.

Je dois presque m'excuser , Monsieur , auprès de vos lecteurs ,
pour les avoir arrêtés aussi long-temps sur des notions aussi élé-
mentaires , je dirais presque aussi triviales ; mais ce n'est pas ma
faute si les traités élémentaires gardent tous le silence sur des choses
qu'ils devraient tous contenir , et si, suivant l'expression de d'Alembert,
on a beaucoup plus songé jusqu'ici à ajouter à l'édifice qu'à en
éclairer l'entrée. Je me hâte de passer à l'objet principal de cette
lettre, en reprenant, dans leur ordre, les objections opposées à la
démonstration de M. Legendre.

I. Je crois avoir victorieusement établi , contre M. Leslie , que
jamais aucune grandeur concrète ne saurait résulter d'un calcul
exécuté sur d'autres grandeurs concrètes toutes d'une nature diffé-
rente de la sienne ; et je crois avoir prouvé en même temps que
les équations de la mécanique , dont le physicien d'Edinbourg pensait
pouvoir tirer avantage contre M. Legendre , ne dérogent aucune-
ment à cette loi. Ainsi , point de doute d'abord que M. Legcndre
ne soit très-fondé à rejeter comme absurde l'équation c~ï{At B, C)
ou son équivalente C=F(A , B, c).

II. Quoique je sois très-loin de prétendre , avec M. Legendre ,
que tout angle est un nombre abstrait; je n'en suis pas moins dans
l'intime persuasion que M. Leslie est complètement dans l'erreur ,
lorsqu'il admet une exacte parité entre les angles et toutes les
auttes sortes de grandeurs concrètes. L'angle est, en effet, la seul*
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grandeur dont on puisse se former une idée absolue , une idée
communieable par des mots , sans le secours d'aucune comparaison
à d'autres grandeurs de la même nature ; c'est aussi la seule gran-
deur qui soit nécessairement limitée dans ses accroissemens ; car ,
bien que le calcul puisse souvent conduire à considérer des angles
plus grands que quatre angles droits , il n'en demeure pas moins
certain que l'usage que l'on fait des angles en géométrie n'exige
jamais qu'on en emploie aucun qui excède cette limite. Que l'univers
croisse ou décroisse dans une proportion constante quelconque, tout
croîtra ou décroîtra suivant cette même proportion .• les angles seuls
demeureront invariables ; et c'est même là le fondement de la
similitude. En un motv, il n'y a , pour les angles , ni microscope
ni télescope ni illusion optique ; et le plus ou le moins d'inter-
valle qui nous en sépare ne change absolument rien à leur aspect.
Lors donc qu'on dit que toutes nos connaissances roulent unique-
ment sur les rapports que les choses ont entre elles , cette pro-
position ne peut être admise que sous la condition de faire , à
l'égard des angles , une exception formelle.

La parité que l'on voudrait établir entre l'angle droit > considéré
comme mesure naturelle des angles , et le quart du méridien ter-
restre , considéré comme mesure naturelle des longueurs , ou encore
la durée de la rotation diurne de notre terre , considérée comme
mesure naturelle du temps , me paraît reposer* sur une équivoque
palpable , et ne saurait être sérieusement soutenue. Que veut-on
dire, en effet, lorsqu'on dit que le quart du méridien terrc-Mre et
ses sous-multiples sont des unités de longueur prises dans la na-
ture ? Sinon que ce sont des unités qui ne sont pas plus parti-
culières à une contrée de notre globe qu'à toute autre ; que ce
sont des unités que tous ceux qui l'habitent peuvent également
regarder comme les leurs , parce qu'ils se trouvent tous en même
situation par rapport à elles. Ce sont des unités prises dans notre
nature humaine et terrestre ; mais qui ne sont pas plus natui elles
pour les habitans de Saturne ou de Jupiter que ne le serait pour
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nous la longueur du quart du méridien de Jupiter ou de
Saturne. Que , par un événement qu'on ne peut prévoir , les dï*
mensions de notre globe viennent à éprouver quelque changement ?
et dès-lors notre mesure naturelle des longueurs cessera de l'être ,
parce que dès-lors nous vivrons sous l'empire d'une nature différente ;
et tout ce que je dis ici du quart du méridien terrestre , considéré
comme mesure naturelle des longueurs , peut être rigoureusement
appliqué, mutatis mutandis , à la durée du jour et de ses parties,
considérée comme mesure naturelle du temps.

La vérité est qu'au lieu de considérer l'angle droit comme la
mesure naturelle des angles , il serait peut-être mieux, pour évîut
toute équivoque , de dire que l'angle droit est une mesure des an-
gles prise hors de la nature matérielle. Que Ton conçoive , en
effet, tout l'univers anéanti, nos mesures prétendues naturelles des
longueurs et des temps le seront avec lui ; mais pourvu qu'il reste ,
dans cet univers détruit, un plan fixe*et indéfini et un être intel-
ligent , cet être pourra encore se former une idée nette de l'angle
droit, et créer même la géométrie rationnelle toute entière.

En un mot, si les angles ne présentent aucune différence in-
trinsèque avec toutes les autres sortes de grandeurs simples , qu'on
essaye donc de découvrir dans l'étendue linéaire ou dans la durée
indéfinie quelque nombre absolu , analogue au nombre «• , que
l'on déduit si naturellement de la considération des angles ?

III. Je passe à l'objection la plus grave peut-être. Comment, dit-on,
si le raisonnement de M. Legendre était concluant , un raisonne-
ment en tout pareil au sien, pourrait-il conduire à une conclusion
évidemment absurde ? Examinons donc ce raisonnement qu'on pré-
tend opposer à celui de M. Legendre,

On dit communément que l'on peut 7 par des formules analitiques ,
obtenir un angle d'un triangle en fonction de ses trois côtés ; mais,
en s'énonçant ainsi , s'exprime-Uon d'une manière correcte ? je ne
le pense pas. La formule connue
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zab

ou tonte autre équivalente , ne donne pas l'angle , mais bien son
cosinus , en fonction des tiois cotés. Ce cosinus est-il tabulaire ? c'est
un nombre purement abstrait ; et nous n'avons jamais prétendu nier
qu'on ne pût déduire un tel nombre d'un calcul exécuté sur trois
longueurs données. S'agit-il , au contraire , d'un cosinus graphique?
dès-lors il y a un rajon R sous-entendu ; et , en le restituant,
la formule devient

zab

c'est-à-dîre qu'elle donne une longueur égale à une autre longueur
multipliée par un nombre abstrait , ce quî rentre exactement dans
les principes que nous avons d'abord exposés.

Mais , dira-t-on, n'a-t-on pas

n'a-t-on pas d'un autre côté

rp ^ Q T^V/2b2c*-+-ic2a2-b-:ia2ù2—a*—b1*—c*
o . — _ _ _ _ _ .

n'en résulte-t-il pas
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Mi—c*

et ne yoUà - t - II pas un angle du triangle exprimé uniquement
en fonction de ses trois côtés ? ou encore ne voilà t-il pas un angle
égal à un nombre abstrait, suivant la doctrine de M. Legcrdre ?

Ce raisonnement tombe de lui-même , en remarquant qu'on ne
parvient à la formule

qu'en admettant, formellement ou tacitement, que l'angle tel que Tare
compris entre se* côtes et décrit de son sommet comme centre est égal
au rayon qui a servi à le décrire a été pris pour unité ; et cela est
si vrai que, lorsqu'on est parvenu, par cette formule , à la valeur
numérique et abstraite de l'angle C, on est indispensablemenî forcé
d'avoir égard à cette convention , pour parvenir à la grandeur
graphique de cet angle. En désignant donc par & l'angle unité , sî
toutefois on veut que C soit un angle , notre formule sera véri-
tablement

C __ l6\/nbic

Tom> X.
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q a rentre exactement dans les principes précédemment établis.

Je n'hésiterais donc pas à défier tous les géomètres de l'Europe,
sans en excepter môme M. Wronski, qui possède tant de merveil-
leux secrets en analise , de nous montrer une formule analitiqu^ ,
déduite d'un raisonnement rigoureux , dans laquelle un angle pro-
prement dit soit seul dans un membre , et dont l'autre soit une
pure fonction de tant de droites qu'on voudra; à moins cependant
que, comme dans la formule que je viens de discuter 5 on n'ait
fait > soit implicitement , soit expliciteraient , quelque angle égal à
l'unité. Un angle n'est donc pas et ne saurait être un nombre abs-
trait ; il ne saurait se présenter sous cette forme qu'après qu'oli a
fait choix de l'angle unité -, mais alors il n'a rien , en cela qui lui soit
plus particulier qu'aux longueurs et aux temps , qui se présentent
aussi sous la forme de nombres abstraits , dès qu'on a fait choix
de leurs unités respectives. Que l'angle qui intercepte entre ses
côtés un arc égal au rayon soit d'ailleurs, plus ou moins que l'angle
droit, une mesure naturelle des angles-, c'est là un point que je ne
prétends nullement décider , et que je n'entreprendrai pas mêmç
discuter , attendu que cette question est tout à-fait étrangère à
mon sujet.

Nous voilà donc invinciblement ramenés à considérer comme
absurde l'équation

C=!(a , b , c) ;

du moins lorsqu'on n'y supposera rien de sous-entendu, et qu'on
y considérera C comme un angle proprement dit ; et cela pour les
mêmes raisons qui ont fait rejeter, par M. Legendre > l'équation
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«t , s'il en est ainsi, il nous faudra également rejeter l'équation

de laqu Ile celle-là peut toujours être censée déduite; mais faudra-
t-il en conclure qu'on doit simplement avoir

c=F(a , h) ?

C'est là vraiment , ce ine semble 7 que réside toute la difficulté
de là question.

Dans la vue de l'éclairoir , distinguons bien deux sortes de dé-
terminations ; savoir : des déterminations graphiques et des détermi-
nations arithmétiques. Connaissant uniquement les trois côtés d'un
triangle , nous pouvons en conclure graphiquement les trois angles
du même triangle ; cela est incontestable ; mais arithmétiquement
il nous est absolument impossible d'en déterminer un seul. A parler
môme exactement , ce n'est pas nous qui déterminons les angles
d'un triangle , au moyen de ses trois côtés ; et , quoique ces angles
résultent bien véritablement de nos opérations sur les côtes du triangle;
ils se déterminent en quelque sorte , d'eux-mêmes , et sans que nous
avons aucunement besoin de nous en occuper»

Nous pouvons dire aussi qne nous ne faisons jamais graphique-
ment un angle ë^al à un angle donné ; car , quelque procède qu'on
emploie pour résoudre ce problème , il se réduit toujours finalement
à faire en sorte que l'angle donné appartienne à un certain triangle,
et à construire ensuite, au moyen de certaines longueurs, un autre
triangle qui soit égal à celui-là»

En y réfléchissant donc sérieusement ? on parviendra à se con-
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vaincre que nos opérations graphiques ont uniquement des longueurs,

mais jamais des angles pour objet. On peut remarquer aussi que ,

tandis- que l'on peut graphiquement conclure certaines longueurs

d'autres longueurs données , certains angles d'autres angles donnés

et même certains angles de certaines longueurs données -, il est tout-

à fait impossible, même graphiquement, de conclure de tant d'an-

gîcs donnes qu'on voudra , une seule longueur qui ne soit pas tout-

à-fait arbitraire et indéterminée -7 nouvelle preuve qu'il n'y a pas

entre les angles et les longueurs cette parité que M. Leslie a cru

pouvoir admettre.

D'un autre côté 7 tandis qu'une longueur donnée et unique ne

saurait jamais donner naissance à un nombre abstrait , déterminé

pour chaque longueur , en particulier , et variant d'une longueur

à l'autre ; un angle unique , au contraire , donne de lui-même

naissance à une multitude de tels nombres , tels que les sinus , les

cosinus , les rapports des arcs, de leurs cordes ou Hèches au rayon ,

etc. ; et cela sans qu'on ait aucunement besoin de statuer préala-

blement sur l'uniié de mesure de ces angles -, et de même que ces

nombres abstraits sont donnés par les angles auxquels ils répondent,

ces mêmes angles peuvent à leur tour en être conclus. Ce n'est

même qu'au mo^en de ces nombres que nous opérons sur les

angles ; car , par exemple , lorsque 7 dans la vue de faire

un angle égal à un angle donné , nous construisons un triangle

dont l'angle cherché faŝ e parlie , et qui soit égal à un autre

triangle , auquel l'angle donné se trouve appartenir , nous ne

nous occupons pas proprement de la longueur absolue des côtés

de ces deux, triangles 9 mais seulement des rapports abstraits entre

ces côtés.

Et c'est précisément dans ces considérations , comme l'observe

fort bien M. F. M. , qu'on trouvera la solution de la difficulté

qui nous occupe. Quelle est donc la différence essentielle entre

les deux équations
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tB,c)i e=F(a , t, C)

C'est que , si la première pouvait dépendre de c, ce côté c devrait
y figurer en personne, s'il est permis de s'exprimer ainsi ; de sorte
qu'elle conduirait à la conclusion absurde

, C) ;

tandis que , dans l'autre , au contraire , l'angle C peut fort bien
ne figurer que par quelqu'un des nombres abstraits ses représentans f

et n'y peut même figurer que de cette manière , puisque nous ne
faisons jamais des angles qu'avec des rapports de longueurs, c'est-
à-dire , des nombres abstraits. Appelant donc n le nombre abstrait
par lequel figure l'angle C dans la seconde équation ; cette
équation reviendra à

—¥{a ,b ,n) , d'où n~i{a , l P c) ;

qui n'implique aucune absurdité.

Mais ces considérations , en admettant même qu'elles dissipent
complètement l'espèce de paradoxe qui fait le sujet de la troisième
objection de M. Leslie , ne sont-elles pas prises en dehors de la
question qui nous occupe ? Cette constance , pour un môme angle ,
des divers nombres abstraits par lesquels les angles peuvent être
représentés , n'est-elle pas une conséquence du principe de la simi-
litude ? et ce principe lui-même ne présuppose-t il pas ? a son
tour y celui que M. Legendre se propose d'établir ? Eu un mot,
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n'y a-t-îl pas Ici quelque cercle vicieux ? C'est là une difficulté

assez grave a laquelle l'estimable i:eomêtFe de Genève ne paraît

pas avoir sorr£é , et que je me contenterai d'abandonner à ses

réflexions et à celle du lecteur.
IV. J'Insisterai peu sur l'objetion qui consiste à savoir si les deux

cotés a, b concourront réellement on un point , quelle que soit
la longueur du troisième coté c. M. F. Al, a très-bien observé
que cettt* objection y recevable si les d^ux angles A 5 B étaient
piis au hasard > cesse de l'être dès qu'on suppose qu'ils appar-
tiennent à un triangle e fient: L

V. Onant à li dernière objection f j'avoue qu'elle m'crnbarrnsseraît
ppu :/il ne me restait aucun scrupule sur la démonstration de M*
Legendre. C'est sans doute 7 sous le point de vue philosophique ,
une question d'un grand Intérêt que celle de savoir pourquoi on
ne peut quelquefois , par certaines méthodes , atteindre à àcs
vérités qui se montrent au contraire facilement accessibles à d'autres
manières de raisonner ; mais enlin , lorsque ces dernières conduisent
sûrement au but , la vérité n'en est pas moins solidement établie.
Avant Lagrange , on ne voyait pas trop clairement d'où naissait
l'immense avant«ge des notations différentielles sur les procédés de
l'ancienne géométrie, et rependant on n'en axait pas moins admis
sans contestation les résultats nombreux et nouveaux , pour la plu-
part , auxquels l'emploi de ces notaiions avait conduit. Il est peut-
être même aujourd'hui très-*peu de géomètres qui ne soient pas
dans le même cas à l'égard des procèdes du calcul dos variations,
et on n'en trouverait pas sans doute un grand nombre qui sauraient
traduire les méthodes de ce calcul en piocédes pi,rement geomé-
triq es : ce <{ui nempèche pa^ cependant que tous ne s'abandonnent
à ces procèdes s;*ns la moindre hésitation > sans le moindre scru-
pule ; parce qi e tous ceux qui en iont usage sont bien certains
de la rigueur des principes qm l*»nr >ervent de base.

VI. 11 est encore une objection que pers »nne n'a jamais songé
a opposer a M» Legendre , et qui pourtant n'est pas moins sérieuse
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que les autres, On n'est point encore parvenu à démontrer nelte-
mmt jusqu'ici qu'une c^uaticm al^ébxl^ue-, à uae ŝ ule- me-a^aî e,,
dont le premier membre est une fonction rationnelle et entière , soit
toujours résoluble par rapport 5 cette inconnue , et cependant la
démonstration de- 1\L Legendre admet qu'une équation dont la
forme même est supposée inconnue , et qui peut conjéqucmment
renfermer des transcendantes dont nous n'avons jamais rencontré
de modèles, est néanmoins indistinctement résoluble par rapport k
l'un quelconque des elémens dont elle se compose.

La conclusion que je crois pouvoir tirer de tout ceci ? c'est que
quand même on parviendrait à prouver que la démonstration de
M, Legendre est tout-a-fait rigoureuse f ce que je me garderais
bien de garantir , et ce qui , tout au moins, reste encore à faire ; cette
démonstration reposerait sur des principes trop délicats, et serait
sujette à des objections trop graves et trop nombreuses pour pouvoir
être regardée autrement que comme un objet â e puce curiqsifeé.
Je pense donc qu'il vaut encore mieux en revenir aux idées, de
Bertrand sur la nature de l'angle , et démontrer le théorème dont
il s'agit , comme vous l'avez fait vous-même , Monsieur 3 à la page
35G de votre troisième volume.

En m'expriment ainsi , je suis loin , au surplus , de pre'temîçe
proscrire absolument l'usage de la notation fonctionnelle dans la
démonstration des théorèmes de géométrie ; mais j'inclinerais du
moins a penser qu'il convient de ne l'employer qu'avec beaucoup
de circonspection , toutes les fois que les raisonnernens doivent
avoir des angles pour objet.

Agréez ; etc,

Lyon 9 le i5 de novembre 1819.
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QUESTIONS RÉSOLUES.

Démonstration de la fausseté du théorème énoncé à
la page 32o du IXs volume de ce recueil ;

Par M. FRÉDÉRIC SARRUS.

JLJE théorème dont il s'agit consiste en ce que tout nombre impair
2/2-4-1 serait ou ne serait pas premier, suivant que Tun des deux
nombres .2"—1 , 2"+i serait ou ne serait pas divisible par

Kn cherchant à démontrer cette proposition f je l'ai trouvée e»
défaut pour le nombre 34i.

On a, en effet ,

a 5 — I = 3 I , 2 5 + i = 3 3 ; d'où 2 1 0 — I = 3 I . 3 3 = 3 4 I . 3 ;

donc

et par suite

SI
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si Ton développe le second membre de cette équation , tous les
termes de son développement excepté le dernier i seront divisibles
par 34i ; de sorte qu'on peut écrire

k désignant un nombre entier ; or, de là résulte

ainsi, 2I7°-—1 est divisible par Z^i , bien que ce nombre ne soit
pas premier.

Il est donc certain que Tune des deux formules 2*—1 et a"+ i
peut être divisible parle nombre impair 2/2+1 . sans que ce nombre
soit premier -, mais il n'en demeure pas moins certain que , lorsque
ce nombre est premier, il divise nécessairement Tune ou Vautre de
ces deux formules; ce qu'on peut prouver assez simplement comme
il suit.

Soit p un nombre premier quelconque , on aura

d'où

p „ p_ l_p p—1-, pp—1 p—a t -
l i a 1 2 3

p p—i p—i p p—1 p „

Tom, X
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Tous les termes <îu second membre de cette équation sont, comme
Ton sait de* nombres entiers. De plus , ils sont tous divisible*
par p, qui ne saurait se trouver au dénominateur d'aucun d'eux,
donc i.° lorsque p est premier

est un nombre entier.
Supposons présentement que le nombre premier p soit un nom-

bre Impair de la forme 2 « + i , en substituant dans la formule elle
deviendra

—Q

or , 2 ne pouvant être divisible par le nonVbre premier impair
2/2+1 y 11 faut que ce soit le produit ( a "—0( 2 M~0? e t P a r suite
l'un ou l'autre de ses facteurs 2n— i , 27I-+-i qui soit divisible par
ce diviseur.

N'aurons-nous donc rien de plus simple que le théorème de
"Wllson , pour juger , à priori> si un nombre donné est ou n'est
pss premier ? Il nous paraît du moins que son procédé est susceptibfe
d'abréviations notables. Dabord comme tout nombre composé a
toujours au moins un diviseur premier moindre que la racine du quarré
le plus approchant en plus ; on voit que N étant un nombre donné ,
et g , // deux nombres premiers consécutifs , tels que g* < N et //* > N ;
si Ton fait le produit P= i .2.0.5.7.11.... g des nombres premiers,
jusqu'à g inclusivement -, suivant que P et N auront ou n'auront
pas un commun diviseur , N sera composé au premier : on peut
même ? dans ce produit , supprimer les facteurs 2.3.5 , attendu que
ces facteurs se reconnaissent dans un nombre à la première ins-
pection.
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Ainsi, par exemple > puisque 4<>o est le quatre de ao , il suffira,

pour reconnaître si un nombre inférieur à 4°° o u niême à 44 l

est composé ou premier f de chercher s'il a ou n'a pas un diviseur

commun avec 3232J = 7.î1.13.17.ig«

À la vérité , ceci suppose qu'on a une table des nombres pre-

miers qui s'étend au moins jusqu'à \/"R ; mais si Ton était privé

d'une pareille table , on en serait seulement réduit à substituer au

produit des nombres premiers le produit 7.1 I . I 3 . I 7.19 23.25.2g.3 1.35.

37 des nombres de la forme 6/2.4I1 qui , comme Ton sait ,

comprend tous les nombres premiers (*)•

(*) Nous nous sommes assurés que la loi dont M. Sarrus vient de démontrer
la fausseté se soutient pour les 70 premiers nombies naturels 1 peut-être même
se soutient-elle beaucoup au-delà ; et c'en est assez pour montrer quel fond
on doit faire sur Vinduction , même en mathématiques.

Il serait curieux de savoir quel est le plus petit nombre compose' pour lequel
elle est en défaut ; et quelle est la forme générale des nombres pour laquelle
elle esl fausse.

Nous sa'sissDns cette occasion pour observer que , dans l'impression du
mémoire de M. Sarrus, inséré à la pag. 33 de ce volume , il s'est glissé diverse*
erreurs , dont une très-grave et de nature à le rendre inintelligible ; en voici
la correction.

Page ôj , ligne 6, pour +aM -.— 5 lisez : •+#„ —— .

ligne 7 5 pour 1*, lisez : iu.
Page 48 f lignes _J-, 5 , 6 , 8 ; les premiers membres qui sont ai , 2at , 3 ^ ,

nai , doivent être aYAi , o.axA% , ZaxA^ , naxAn%

Page 49» ligne 3 , au dernier terme ; n-f-a , Usez : n-4-2.
J- P. G.
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QUESTIONS PROPOSÉES

Théorèmes ctanalise.

V/N propose de démontrer les deux formules que voici -y

3.5 V i W + 3.5.7

Arc.(T an g .=,)=,- J

^ S 7 5.7-9

^Problème de probabilité»

On a mal compté /* fols consécutivement les écus qui se trou-
vaient contenus dans un sac ; et Ton a obtenu les nombres at %
a%-> &i , ••.« #„• On demande, i.° quelle est la probabilité que le
nombre de ces écus est a ? 2.° quel est le plus probablement le
nombre des écus de ce sac ? 3.° quelle est enfin la probabilité qu«
ee nombre d'écus le plus probable est le véritable ?
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Essai sur le cle'veloppoment , en ftactions continues »

d^s tacifies des équations du troisième r/V^/e, rt àiir

V approximation graphique du problème delà trisection

de l'angle.

Par M. FRÉDÉRIC SARRUS.

I. INous allons prouver, en premier lieu , qne la résolution d'une
équation quelconque du tioisîèuie de^é peut toujours être ramenée
à celle d'une autre équation de la forme

où a est un nombre positif.
En effet , la proposée ne saurait être , après l'évanouissement du

second terme , que de Tune ou de l'autre de ces deux formes

y1—

où ïl est permis de supposer que p et q sont des nombres entiers ;

et où q est un nombre essentiellement positif.
Si c'est la première forme qui a lieu f il suffira de poser

le signe supérieur ou ]« signe inférieur ayant lieu suivant que q
Tom. X, n." VU, i.er janvier 1830. 26
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est négatif ou positif. En substituant et divisant ensuite par

H- — ~E/ ]L , il viendra , en effet ; en transposant ,
— â y o

4/P

qui ? en faisant g/ ^Ç ~a , devient, en effet,

Si l'équation est de la seconde forme ; on posera d'abord

ce qui donnera > en substituant et divisant toujours par + — i/ - |

posant ensuite , dans celle-ci

ce qui revient p au surplus, à faire immédiatement

elle deviendra

ou , en quarrant

ou, en développant
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ou enfin , en transposant et extrayant la racine quarrée des deux
membres»

équation qui , en posant , g/^ l^liîl -=za f revient encore à
r 4P5

II n'y aurait donc d'exception que pour le seul cas où la pro-
posée aurait ses trois racines égales. Alors, en effet, p', qui entre
comme dénominateur dans nos formules , se trouve nul ? ce qui y
introduit des grandeurs infinies.

Soit 7 par exemple , l'équation

qui se rapporte à la première forme , en posant

elle deviendra

Soit encore l'équation

y3-\-y—10 = 0 s

qui se rapporte à la seconde forme ; en posant
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elle deviendra

ou a =

II. Nous allons prouver présentement que Ton peut faire dépendre
la résolution de l'équation 4#3—5x=a de celle d'une équation de
la même forme , dans laquelle le second membre sera si voisin de
l'unité qu'on voudra. Posons , en effet f

en substituant dans

elle deviendra

de aorte qu'en posant ; pour abréger ,

et extrayant la racine quarrée , Téquation à résoudre sera

équation exactement de même forme que la proposée. Or} de Téquatlon

on tîro ; en quarrant, chassant le dénominateur et transposant
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ou

d'où
Ci — I T

a—i ~~ aCat-fi) 5

et par conséquent

^—^ <7 ou ^x —1<^(^—i) ,

la difFërence de #, avec l'unité sera donc moindre que la moitié de
la différence de a avec l'unité.

Donc 9 si Ton pose successivement

on aura, (Jlicl que soit d'ailleurs l'indice n ,

el la série a, o1}ati an sera telle que la différence de
chacun de ses termes avec l'unité sera moindre que la moitié de
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la différence avec celle même unité du terme qui le précédera
immédiatement.

Il n'est pas nu*me difficile de voir que } passé le premier terme
dans la série, des différences a—I , ax—i? #2—i , . . on— i ,
chaque terme sera réellement moindre qup le tiers de celui qui le
précédera immédiatement, lin effet , il re-ulte des relations ci-dessus
qu'aucun des ter nea ax y nz , a 5 ,«...-«/7n ne saurait être intérieur
à \ et qu'ils seront même loujours plus grands que cette fraction;
on a donc

'o i

et

donc

mais on a , CÛ général , par ce qui précède P

donc , à fortiori >

— <f , ou an—i<\fan^—\)

comme nous l'avions annonce»
Cette circonstance facilite singulièrement le calcul des quantités

&i * ̂ 2 > #? . . . . . . . ^,r On sait , en rfl^t . que , lorsque / est une
trrs-peiite fraction t on a sens!b!enient \/ i _: i'• — i J l î7 ; d'où Ton
yoit que, lorsqu'on sera parvenu à des termes tres-peu différent
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de l'unité, on pourra poursuivre en remplaçant l'extraction delà
racine de la quantité sous le radical par la réduction à moitié de
sa différence avec l'unité.

Il résulte de là que dans la série tf— i ? /?,'—• r , #2— i >••*•• %_i ?
chaque terme , que nous venons déjà de démontrer être moindre
que le tiers de celui qui le précède immédiatement , tend sans cesse
à n'en être plus que le quart. Soit, en effet, an_x— i + / , /étant
une tris-petite fraction , nous aurons

ce qui donnera sensiblement # „ = i-f- \i % on aura dond 9 aussi

sensiblement,

ainsi , parvenue à ce point , la série tf—•*i , ax—i , tf2-— i , ,.,..tf,;rr-i
sera facHe à continuer, et on en conclura ensuite les termes cor-
respondans a la série a, o19 a% ? a^ ,••».».@n%

On peut remarquer présentement que ; si Ton avait rigçmreusement

on en conclurait, en transposant et décomposant,

(2*,,+1 )•(*„—i)==o -,

d'où Ton voit que , tandis que Tune des racines des diverses trans-i
formées converge sans cesse vers -l'imité \ les deux autres conver-
gent en même temps vers 1$ fraction — { . On pourra donc , passé un
certain terme , tirer un parti avantageux de la méthode d'approxi-
mation de Newton , pour résoudre la dernière transformée , et w -
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monter ensuite a la valeur de x , au moyen des relations établies
ci-dessus entre j r , .r, , .ra , .*, , .....arM.

III. À l'aide de ces relations, la \a]eurde x peut être dévelop-
pée en fraction continue d'une forme fort élégante. L'équation
£#u

3—3;r,,~tfH donne, en transposant,

mais l'équation xn_ml~2%n
%—i , donne aussi, en transposant,

divisant donc la première par la seconde , il viendra

ou > en chassant le dénominateur, réduisant et transposant

d'où on tire

on aura donc cette suite d équations

' 5

d'où on conclura facilement
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sa,

fraction continue qui tendra continuellement à se résoudre dans la
fraction périodique

que Ton trouve être égale à 2 -, de sorte qu'en poussant le déve-
loppement assez loin, on peut, sans erreur sensible, écrire

1 + ,

IV. Le problème de la trisection de l'angle se réduisant , comme
Ton sait , à la résolution d'une équation du troisième degré , dans
le cas irréductible ; les formules que nous venons d'obtenir sem-
bleraient pouvoir en o/Trir une solution approchée ; maïs elle ne
saurait être d'aucune utilité dans l'application aux arts. Heureuse-
ment on peut obtenir de ce problème une solution graphique à la
fois très-simple et très-convergente.

On a , en effet , par les théorèmes connus f

ou bien , en transposant ,
Tom. X
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S\n.a(zCos.a+Cos.3a) — Cos.aSin.3a ,

d"oà

Sin.3aCos.a Sin.3o
2C0s.a-J-Cos.oa . Cos.Ja

Cosux

Cela posé, considérons la formule

S in.3a

' = €os.3a ' (a)
a"*" Gos.or

on en tirera , en prenant les différentielles logarithmiques

si.,,,

ou en mettant pour 2 + - -^— sa valeur donnée par l'équation (1),
V J O S X

et tirant la valeur de —l- 7
^ dx

Cos.3a

d x S i n . 3 a C o i

mais , en comparant les équations ( 1 , 2 ) , on voit que , lorsque

xz=za , on a # , = # : = # • donc , dans ce même cas , la valeur de
à*i j .
•;— devient
àx

Tang.3 a

Tang.3a

Donc si , dans la formule (t) , on fait x=a-{-g et xx~a—h , g
étant un très-petit arc , on aura sensiblement
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j Tang.3 a

Cette expression devenant également nulle , soit que oa soit nul ,
soit qu'il soit égal à l'angle droit ; elle doit être susceptible d'un
maximum entre ces deux limites. Si , dans la vue de le déter-

Tânfir.âÊ

miner, on éçnle à zéro la différentielle de '— , il viendra , en
Tang.3a '

supprimant le dénominateur et divisant par S\n.*aGos.*a ,

(Cos.oaCos.a—Sin.3tfSin.#

ou bien

ou simplement

puisque Sin.2^ = o répondrait au minimum. On aura donc , dans
le cas du maximum ,

= 7 » t d'où Cos.2tf=Cos.~ w=—= ;

de là

d'où

on aura d'ailleurs, dans ce cas ,
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donc finalement on aura , dans le cas du maximum i

c'est à-dire

*<â'
d*où II suit que , dans la formule (2) , en mettant pour x une
valeur qui diffère peu de a 9 la valeur qui en résultera pour xt

ne différera de a que d'une quantité au moins 33 fois plus pe-
tite -, de sorte qu'en remettant cette nouvelle valeur pour x dans
la même formule , et poursuivant toujours ainsi , on obtiendra une
suite de valeurs x , xx , xt , xt , convergente vers a , telles
que , dans le cas même le plus défavorable , la différence de
chacune avec a sera plus de 33 fois moindre que la différence avec
le môme >are de celle qui la précédera immédiatement,

II n'est donc plus question que de trouver une construction qui
réponde à ces indications, et représente la formule (a) \ or, c'est
là une chose extrêmement facile. Soit, en effet, ASB ( fig. 1 ) un
angle donné égal à Sa, qu'il soit question de diviser en trois par-
ties égales. De son sommet S comme centre , et avec un rayon
arbitraire , soit décrit , entre ses côtés , un arc MN. Par le même
sommet , soit élevée à l'un quelconque SA de ses côtés , et dans
le sens de l'autre, la perpendiculaire SC , sur laquelle soit prise,
à partir du point S une partie SD à peu près égale à la corde
des deux tiers de l'arc MN ; aux deux tiers de sa corde , par
exemple. Du point D comme centre , et avec un rayon double
de S M = SJN" , soit décrit un arc coupant en E le prolongement
de SA; et soit menée NE, coupant SC en D, -, alois SD, sera
une valeur plus approchée de la corde des deux tiers de Tare MN ;
substituant donc le point Di au point D, on obtiendra , par un
semblable procédé . un nouveau point D% , tel que SD^ sera uni
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valeur beaucoup plus approchée encore ; en poursuivant donc tou-
jours ainsi j, un parviendra très-rapidement à une valeur extrême-
ment approchée de la corde des deux tiers de MN.

Cette construction est extrêmement facile à justifier ; soit , en
effet , mené le sinus INP , et soit pris pour unité de longueur le
rayon SM = SN ; d où DE = 2-, en nommant 2.x e t a i , les arcs qui
répondent aux cordes dont les longueurs sont SD et SDt , on
aura

SE _. _ SE
S i 3PE SE+Cos.3a

mais on a

$!onc , en substituant et réduisant ,

qui est précisément notre formule (a)
Dans cette trisection ? qui est plus simple f en quelque sorte}

qu'une bissection , on pent, sans inconvénient, placer , dès l'abord f

le point D d'une manière tout-à-fait arbitraire , et conséquemment
le placer en S , ce qui est plus simple ; et dès la seconde opéra-
tion ; Terreur sera déjà pea sensible. On voit par là que , si Ton
s'était trompé dans quelque opération , l'opération qui suivrait cor*-
rîgerait aussitôt ce que celle-là aurait donné de défectueux ; ainsi
qu'il arrive dans la mélhode d'approximation de Newton pour le&
racines incommensurables des équations numériques.
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Démonstration dun théorème de géométrie ;

Par M. VEGTEN , licencie es sciences , ancien professeur
de mathématiques spéciales.

X HEORÊME. Soit ABC ( fig. 2 ) un triangle quelconque dans
lequel soient menées les droites divisant les angles en deux parties
égales, que Ton sait se couper en un même point O , et que nous
supposons se terminer aux cotés respectivement opposés en D ,
K , F. Par les sommets soient menées des perpendiculaires à ces
droites , rencontrant les prolon^emens des côtés respectivement op-
posés en G , H , K. Sur D G , E H , FK comme diamètres soient
décrits des cercles , dont les centres soient respectivement L ,
M , N.

i,° Les trois points G , H , K , seront en ligne droite ; 2.0 les
trois cercles passeront par les deux mêmes points P , Q ; d'où il
suit 3.° que leurs trois centres L , M , N seront également en
ligne droite.

Démonstration. Si Ton conçoit trois droites E F , F D , D E , que
nous ne menons pas , pour ne point compliquer la figure , il est
connu (*) qu'elles concourront avec les prolongerions des côtés BC,
CÀ , AB , en trois points G , H , K , qui appartiendront à une
même ligne droite, et Ton aura

(0 Voyez la page 396 de ce volume.



D E G É O M É T R I E . a o 3

BD : CD : : BG : CG ,

CE : AE : : CH : AH ,

AF : BF : : AK - BK .

Mais si , sur DG comme diamètre , on décrit une circonférence ,
on sait que cette ligne est le lieu des sommets de tous les triangles
qui ont pour base BG et qui sont tels que , si l'on tire du som-
met de l'angle opposé à BG une droite au point D situé sur ce
côté , cette ligne divisera l'angle d'où elle part en deux parties
égales ; donc la circonférence décrite sur DG passera par le point
À ; d'où il suit qu'en menant ÀG , cette ligne sera perpendiculaire
sur AD. On démontrerait de même que les circonférences décrites
sur E H , FK passent respectivement par les sommets B , G , et
que les droites BH , Cri sont respectivement perpendiculaires sur
BE , CF. Or , nous avons rappelé plus haut que les trois points
G , H , K sont en ligne droite ; la première partie du théorème
se trouve donc ainsi démontrée.

Pour démontrer la seconde , nous allons d'abord supposer qu'on
a décrit les deux circonférences DAG , EBH7 se coupant en P ,
Q , et faire voir que la troisième FCK passe par ces deux mêmes
points.

En e/Tet, si Ton conçoit des droites PA , PB , PC , que nous
sous-entendons , pour ne point trop compliquer la figure -, à cause
que le point P est à la fois sur les deux circonférences DAG >
EBH , on aura /

B D : D C : : B P : P C , AE : EC : : AP ; PC ,

d'oà

AExDC:ECxBD; AP::BP ;
mais on a
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AExDCxBF=CExBDxAF ,

ce qui revient à

AExDC : CExBD : : AF : BF ;

donc, à cause du rapport commun ,

A F : B F : : AP:BP ;

ce qui démontre que le point P est sur la troisième circonférence ;
et on en dirait autant du point Q. La seconde partie du théorème
se trouve donc également démontrée»

La droite qui joindrait les points P , Q serait donc une corde
commune aux trois cercles ; la perpendiculaire sur son milieu con-
tiendrait donc leurs centres; ces centres sont donc en lî^ne droite,
comme l'annonce la troisième partie du théorème.

GÉOMÉTRIE ANALITIQUE

Solution et construction géométrique du
problème de /'arithmétique universelle de NEJVTON ;

Par M. G E R G O N N E .

AJE premier des trois problèmes de mathématiques proposés cette
année au concours général des collèges royaux de la Capitale , m'a
rappelé que j'avais résolu et construit depuis long-temps , d'une
manière qui me parait assez simple le XX1V.C problème de

X Arithmétique
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XArithmétique universelle de NETTTON , sur lequel les auteurs
d'elemens sont si souvent revenus , et qui a quelque analogie avec
celui-là. Je vais exposer ici la solution que j'ai obtenue de ce pro-
blème, telle que je la donne chaque année dans mes cours j après
en avoir, toutefois, un peu généralisé renoncé.

PROBLÈME. Deux droites indéfinies , se coupant sous un angle
quelconque, étant données de position sur un plan , et un point
du même plan étant donné de position par rapport à ces droites-,
on propose de mener 7 par le point donné , une droite indéfinie de
telle sorte que sa partie interceptée entre les deux droites données
soit égale à une longueur donnée ?

Thèse. X X / , YY/ ( fig. 3 ) , se coupant sous un angle quel-
conque en O, sont les deux droites indéfinies données de position;
P est le point donné de position par rapport à ces droites , dans
l'angle XOY ; et par lequel il s'agit de mener une droite de telle
manière que s$ partie AB , comprise entre les deux droites données,
«oit égale à une longueur donnée c.

Discussion. Avant d'entreprendre de résoudre un problème de
géométrie 9 il est souvent utile d'en examiner attentivement les
diverses circonstances f de manière à s'assurer à l'avance du ré-
sultat qu'on doit s'en promettre. Livrons-nous donc à cette discussion
pour le présent problème.

On voit d'abord qu'il est impossible de mener par le point P ,
une droite qui ait une partie finie interceptée entre les côtés de
l'angle X ^ Y 7 ; ainsi le problème ne saurait avoir de solution dans
l'opposé au sommet de l'angle qui contient le point donné.

S i , par le point P , on mène deux droites, l'une passant par
O et l'autre parallèle à XX7 j leurs parties interceptées entre les
côtés de l'ongle YOX ; seront nulle peur la première et infinie
pour l'autre. Si donc on conçoit que la première tourne autour du
point P en se rapprochant sans cesse de la seconde, 5a partie in-
terceptée entre les côtés de l'angle YOXX croîtra par degrés in-

Tom. X 28
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sensibles depuis ze'ro jusqu'à l'infini -, d'où il suit que , quelle que
puisse être la longueur donnée c , il y aura toujours une position
intermédiaire de cette droite mobile pour laquelle la partie inter-
ceptée sera égale à cette longueur ; et , comme on pourrait évidem-
ment dire les mêmes choses de l'angle XOY' \ il en faut conclure
que le problème a toujours nécessairement une solution effective
dans chacun des deux supplémens de l'angle qui contient le point
P ; reste donc à savoir ce qui se passera dans cet angle même.

Remarquons d'ôboid qu'on ne saurait , par lé poini P , mener
une droite dont la partie interceptée entre les côtés de l'angle XOY
fut nulle , ni môme d'une petitesse donnée ; c'est-à-dire , que cette
parlie interceptée esl ici suscepiible d'un minimum. Supposons donc ,
pour un moment , que ce minimum réponde à la position AB »
dans quelque sens que Ton fasse tourner cette droite AB autour
du point P , sa partie interceptée dans l'angle XOY croîtra , dans
l'un et l'autre cas , par degrés insensibles , jusqu'à pouvoir devenir
infinie ; d'où il suit que , dans l'angle XAY , il y dtora deux so-
lutions , tant que )a longueur donnée c surpassera celle qui convient
au minimum -, une seule , lorsqu'elle lui sera précisément égale ;
et aucune lorsqu'elle lui sera inférieure ; c'est-à-dire , qu'en général
il peut indistinctement y avoir deux solutions effectives, une seule
ou aucune , dans l'angle même qui contient le point donné , suivant
la grandeur de cet angle , la situation du point donné par rapport
à ses côtés et la longueur donnée.*

Ainsi, en résumé, le prohlcme ne saurait jamais avoir ni plus
de quatre ni moins de deux solutions effectives ; c'est-à-dire , qu'il
doit conduire à une équation <lu quatrième degré , ayant nécessai-
rement deux de ses racines réelles , tandis que les deux autres pourront
être indistinctement rc'elles et inégales , égales ou imaginaires ,
suivant le rapport de grandeur des données.

Les quatre solutions sont rrpréesentees dans la figure 4 > °ù AB ,
A 'B ' , A"B" , \"fW" sont les parties interceptées.

Solution. Soit pris l'angle qui contient le point donné pour angle
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des coordonnées positives f désignons-le par y , et soient a , h les
coordonnées du point donné. Une droite quelconque passant par
ce point aura une équation de la forme

et la question se trouvera réduite à assigner la valeur de M qui
rend égale à c la partie interceptée entre les axes des coor-
données.

Si , faisant successivement y et x égaux à zéro , dans cette équa-
tion^, on la résout ensuite par rapport à x et y, respectivement,
on en tirera

ce sont donc là les segmens interceptés par notre droite sur les
deux axes, h partir de l'origine ; ou , en d'autres termes, ce sont
deux des côtés d'un triangle dont le troibième doit être c et dont
l'angle opposé doit être y ; ce qui donne

b—Ma

J Jt2
J

c'est-à-dire, en simplifiant,

ou , en développant et ordonnant,

M 3 ( ^ C M + S (i)

Telle est donc l'équation qui résout le problème.
L.'>r*qu'on a ainsi obtenu une équation renfermant une inconnue

que'poncjue , rien n'est plus aisé que d'assigner réquation qui ré-
sulterait du choix de toute autre inconnue j il suffit pour cela de
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chercher une relation entre l'inconnue primitive et celle qu'on s
dessein de lui substituer , et de se servir de cette relation pour éli-
miner la première des deux, inconnues de l'équation déjà obtenue.

Supposons , par exemple f qu'à l'inconnue M on veuille subs-
tituer le segment intercepté par la droite cherchée , à partir de
l'origine, soit sur Taxe des x , soit sur celui des y ; en représentant
respectivement ces deux segmens par x et par y , nous aurons,
comme ci-dessus ,

b—Ma
M

y= b-Ma ;
d'où

x—a

substituant successivement ces valeurs dans l'équation ( i) ? elU
deviendra , toutes réductions faites,

(a?—s t—3Cos.y)(, (x—a)»

y; (y -

ou encore

(3)

On se comporterait de la même manière à l'égard de toute auîts
inconnue qu'on voudrait choibir.

L'équation ( i) n'est point , en général , susceptible d'abaissement,
et ne peut conséquemrnent fournir une construction graphique r i -
goureuse , exécutée avec la règle et le compas seulement ; mcis
si U relation entre les données était telle que le problème n'eut
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que trois solutions , ou , ce qui revient au même , que cette équa-
tion eût deux racines égales , le problème pourrait fort b en se
résoudre alors géométriquement. En effet , la dérivée de cette
équation qui est

devrait avoir lieu en même temps qu'elle. Eliminant donc M entre
Tune et l'autre, l'équation résultante en a , b f c , Cos.y exprimerait
la relation , entre les données , qui convient à ce cas. De plus , on
obtiendrait, chemin faisant, une équation en M du premier degré,
ou tout au plus du second , dont la résolution conduirait à celle
du problème proposé.

Si Ton suppose que les droites données sont perpendiculaires
entre elles, on aura Cos.y=o ; et l'équation (i) deviendra

les équations (2) deviendront, dans le même cas ,

ou bbn

et il n'en résultera aucune simplification notable dans la solution
du problème.

Il n'en sera pas de même , si l'on suppose que le point donné
C5t situé sur la droite qui divise en deux parties égales l'angle
i?ans lequel il se trouve situé j on aura alors, en effet, b=a, et
l'équation (1) deviendra
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oM.;•_-ia*'. i — Cos.y)iM i4-[4«\i — Cos.y)

équation réciproque q-uî conséquemment ne présente que la difficulté
du second degré.

Rien n'est plus aisé que de se rendre compte de cette circons-
tance , et elle pouvait môme être facilement prévue à l'avance.
M est, en gênerai , le rapport des sinus des angles que fait la
droite cherchée avec les axes des x et des y ; or , dans le cas
particulier dont il s'agit ici , tout doit être symétrique par rapport
à une droite indéfinie passant par l'origine ei par le point donné;
d'où il suit que , ôi l'on plie la figure suivant cette droite , deux
des droites qui rc'solvenl le problème viendront se confondre avec
les deux autres, tandis que les axes des x et des y coïncideront.
Les angles formés p r Tune dp ces droites avec les axes des x et
des y sont donc respectivement égaux avec ceux que forme sa
correspondante avec les axes des y et des x 7 d'où il suit qu'en

changeant M en -— l'équation ne doit pas changer , et qu'ainsi

ellç doit être réciproque.
Les mêmes considérations prouvent que f dans ce cas , la plus

courte lii;ne qu'on puisse mener par le point P , dans l'angle qui
le contient est la perpendiculaire à celle qui joint ce point à
l'origine ; car . en pi tant- la figure comme il vienl d*e*re dit , cette
perpendiculaire î»é confondra avec elle-même. On voit parla que,
dans le même cas, le problème aun quatre , trois ou deux so-
lutions , suivant que la longueur donnée sera plus ^rand^ que cette
perpendiculaire-, égale à cotte pcip- ndiculaire ou mcirulre qu'elle.

Notre équation réciproque en M peut être écrite ainsi qu'il suit :
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divisant tons ses termes par M* , et rassemblant deux à deux ceux
qui se trouvent à égale distance des extrêmes, il viendra

ou encore

posant donc

M+±.=z, d'où Jlf =

cette équation deviendra

a*z%—4^Sin.2 { y.z+[8^Sin.*7 y—(

et donnera

d'où

et

substituant donc dans la valeur de M , elle deviendra

valeur que nous ne nous arrêterons pas à construire , attendu que
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nous pouvons parvenir à quelque chose de beaucoup plus simple;

Parmi les divers préceptes qui ont été donnés sur le choix de

l'inconnue , dans les problèmes de géométrie , il en est de très-

vagues et d'un succès fort incertain ; mais il en est un aussi qui

mérite une attention particulière , parce que son utilité est de toute

évidence : c'est ce qui prescrit de choisir de préférence pour in—

connue , dans les problèmes susceptibles de plusieurs solutions f'

parmi toutes les quantités dont la détermination peut conduire à

la résolution du problème, cetle qui, dans les diverses solutions

dont il est susceptible , subit le moindre nombre de variations.

Ce principe offre ici une application toute naturelle. Que Ton

conçoive , en effet, des perpendiculaires abaissées de l'origine sur

les quatre droites qui résolvent le problème , il est clair que lors-

que , comme nous le supposons ici , la droite menée de cette

origine au point donné divisera en deux parties égales l'angle dans

lequel ce point se trouve situé , ces perpendiculaires seront égales,

deux à deux ; de telle sorte qu'en prenant Tune d'elles pour in-

connue , le problème ne sera plus que du second degré (*j. D'un

autre côté , cette perpendiculaire une fois connue , rien ne sera

plus facile que d'achever la construction du problème -, puisqu'il ne

s'agira plus, pour cela, que de mener, par le point donné, des

tangentes au cercle qui aurait l'origine pour centre et cette même

perpendiculaire pour rayon.

Mais cherchons d'abord l'équation d'où dépend cette perpendi-

culaire , dans le cas le plus général , c'est-à-dire , dans le cas où

elle est susceptible de quatre valeurs différentes.

Dans le cas des coordonnées obliques , en représentant par r la

perpendiculaire abaissée de l'origine sur la droite dont l'équation est

(*) Newton a bien aussi ramené le problème au second degré ; mais c'est
d'une manière si détournée et si peu nalurelle qu'aucun auteur d'cle'mens n'a cru
devoir en faire mentioa.

y-b
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y—b = M'Kx~c) ,
on aura

(h—Ma)S\n.y

OU

*1 ne s'agira donc plus, pour avoir Péqnntîon en r , que d'éliminer
Jf entre cette équation et lY(jujtK>n précédemment obtenue

En prenant sucressivemont les racines quarreos de leur produit el
du quotient de leur division , on parvient aux. équations plus simples

entre lesquelles rélîmînation de M conduirait , en général, a une
équation en r du quatrième degré.

Mais lorsque , comme nous le supposons Ici f b=^a la dernière
équation devient simplement

a\i—M)%Sin.r =z
d'où

crM

OU
cr-{-ia*Sin y

M;

d'où
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sub^ituant cette valeur dans l'aube équation, et divisant par M?

il viendra enfin , en chassant le dénominateur , transposant , ré-

duisant et ordonnant,

équation qui n'est plus que du second degré seulement.

Si , sortant de ces généralités , nous prenons le problème tel

que Newton se Test proposé; c'est-à-dire, si nous supposons que

les droites données se coupent perpendiculairement , nous aurons

Sin.y=i ? Cos.v=o , et cette équation deviendra simplement

d'où on tire

Rien n'est plus facile à construire que ces valeurs. Soient menées

les deux coordonnées l'G = PH = j du point P ( fig. 5 ) , de manière

à former un quarré PO ; soit portée la longueur donnée c sur OY ,

de O en D ; soit menée DG, et par le point H la parallèle HK

à celte droite , se terminant en K à OX -, soit portée KH sur XX /

de K en M et de K en M' ; décrivant alors du centre commun

O et des rayons OM , OM' deux cercles concentriques, ces cercles

seront ceux dont les tangentes , par le point P , résoudront le

problème , qui , conscqueminent , dans le es de la figure , n'aura

que deux solutions y puisque le point P est intérieur à l'un des

cercles.
On a f en effet,

OM = 0K+KM= 0K+KH= O G . ^

+GD.
OD ' OD

c'est-à-dire, en substituant,
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~— — 4-ay/i

c c

valeurs qui ne diffèrent de celles de r qne par le signe de la
dirni^re, qui n'est ici d'aucune considération.

On se convaincra facilement que le point P ne saurait , dans
aucun cas , être intérieur au plus petit des deux cercles ni même
au quarré circonscrit dont les côtés seraient parallèles aux deux
droites données. Si ce point se trouvait sur la circonférence du
grand, le problème n'admettrait que trois solutions.

On conviendra qu'il serait difficile de découvrir une construction
géométrique du problème plus simple que celle que nous venons
d'indiquer. Ce problème peut , au surplus , dans le cas même le
plus général, être très-aisément construit par un procédé mécanique;
il ne s'agit , en effet, pour cela, que de marquer sur l'arête d'une
règle deux points dont la distance soit égale à la longueur donnée ;
de promener cette règle sur le plan des droites données, de ma-
nière que les deux points marqués sur son arête soient invariable-
ment sur ces deux droites. En l'arrêtant dans les deux , trois ou
quatre positions où elle passe par le point P et menant des droites;
ces droites seront les solutions du problème (*).

Ceci peut fournir , au surplus, une manière assez commode de
construire les racines d'une équation du quatrième degré qui n'en
a que deux imaginaires au plus. Reprenons en efFet l'équation dont
les racines sont les quatre segrnens que les droites cherchées dé-

(*) En d'autres termes, le problème revient amener, par un point extérieur,
une tangente à la courbe dont il a «té question à la page n 3 du précédent
volume.
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terminent sur l'axe des x% pour le cas où Tangle est droît et le
point dooné quelconque ; celte équation est

Si Von fait disparaître son second terme , en posant x~z-\- *- a s

elle deviendra

Supposons donc qu'on ait à construire l'équation , sans second terme ,

on supposera qu'elle est la même que celle ci -dessus, ce qui donnera

d'où on tirera facilement

~ iT V

Traçant donc deux droites indéfinies , perpendiculaires Tune à l'autre,
considérées comme axes des coordonnées ; prenant dans l'angle des
coordonnées positives un point P , dont les coordonnées soient les
valeurs de a , b , prises sur une échelle de parties égales ; résolvant
mécaniquement notre problème pour ces droites et ce point et pour
la longueur c , prise sur la même échelle ; les segmens déterminés
sur Taxe des # t à partir de l'origine, pris avec leurs signes, réduits
en nombres , au moyen de l'échelle , et diminués de \a seront les
valeurs de z.
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ANALISE TRANSCENDANTE,

Recherche de diverses séries ;

Par M. FRÉDÉRIC SARRUS ? professeur de mathématiques
au collège de Pczcnas ;

I. JLJN multipliant membre a membre les formules connues

on trouve

Cos.2z = CosAz—SinAz = CosAz(i~ Tang.4z) • (i)

de laquelle on déduira

Log.Cos.2z=Log.Cos.4£+Log.(i—

c'est-à-dire >

ou bien encore , en considérant i— Tang.4z sous la forme §—

( Tan s.Jz
L0g.C0s.2z = 4Log.Cos.z— a j!f \ ——

+ j Î
, A , 72.° F / / / ; i.erfévrier 1820. 3o
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formules dans lesquelles M est le module des tables ; et qui sont
très-convergentes , principalement la dernibre t toutes les fois que
l'angle z est moindre qu'un demi-droit.

IL S i , dans la formule (i) , on change successivement z en

\z , \z , Ï^5 » on trouvera

Cos. z =

En multipliant ces diverses équations membre a membre , on ob-
tiendra , par la suppression des facteurs communs ,

'où

^ r n , ~ f COS.»;
L»0S.-2U0S -ZLOS -Z..».,=l" " '" J1 ,

tubstituant cette valeur dans la formule connue

on aura

jzCos.^r

aérie tout aussi régulière et beaucoup plus convergente.
III. Prenons encore les formules connues
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CoS.2— î

dans lesquelles on a , comme l'on sait

L'on en déduira

auquel on peut substituer

i €os . r4V^T

ou encore
i i—Sin.ar+^^7

ou enfin

I— Sin.r(Sîn.r—y/ZZZl

et par conséquent

Faisons présentement

d'oii
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mettant ces valeurs dans l'équation (3) 9 elle deviendra

En dévelcppant le second membre de cette équation en deux séries
et réunissant les termes correspondans , on tombe précisément sur
la formule donnée par M. Kramp > à la page 29 de ce volume,
€t qui se trouve ainsi établie sans induction.

Désignons l'angle droit par q , et faisons , dans l'équation (3) >

= ^ — u f nous trouverons

£n=z^==[Log.[i-Cos.u(Cos.M-\/^riSin.î/)]-Log.[t*-Cos.w

développant le second membre , et observant que

7/—\ ' ZZT

nous aurons, en changeant u en z ,

Cos.i:

série très-régulière.
IV. En intégrant par parties , on trouve

/

^x^àx ^ xn-h* 2.n f*xn-h
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et ccrr,me , lorsque x désigne la tangente de l'angle z, on a

on conclut de cette formule

6f ** Y

dont les termes sont tous positifs.
On a encore

d'où Ton tire

I X2

KJ i+^a

ce qui donne , en vertu de la formule (4) ,"*

Lja valeur de ,z , déduite de la formule précédente , était constam-
ment trop petite ; celle qu'on déduira de celle-ci sera constamment
trop grande • de sorte que , par leur emploi simultané , on ob-
tiendra une limite de l'erreur résultant de l'usage de chacune d'elles ;
condition que l'on doit toujours s'imposer dans tout procédé approxi-
matif. Ces formules sont précisément celles qu'on a proposé de
démontrer à la page 188 de ce volume.

On tire de notre dernière série
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en supposant z~q , on aura x= co , — = o et ^ = i -, substi-

tuant donc , il viendra , en transposant,

1 / I * * i • 4 I a < 4 • 6 , 1 • 4>' 6 • 8 I \

multipliant celle ci par 3 , transposant et réduisant f nous aurons.

* I > « 4 * 1 / 4 6 | ï ' 4 ' 6 - 8 I t . 4 ' 6 8 - ï O f
a -T-» — -4— — - ~4— -4— <-4— -4— . . . . . »
"^ î I $ 7 ' J - 7 ' 9 • S < 7 « 9 i t I j ' 7 ' 9 - " ' J î • • ' • » • •

multipliant cette dernière pur f , transposant et réduisant, on aura

4 —-* 4 - l - i . 1-11 „!.., 4 < 6" 8 1 4 6 . 8 • i o |

Un procédé semblable pouvant êlre répété indéfiniment , on aura >
en général,

m 2.n 27Î+*2' %n 272+»2 :

272+3 271+3 272+5 272+3 272+5 :

résultat remarquable, qu'il serait peut-être difficile d'obtenir à priori
et qui peut faciliter les réductions dans certains calculs (*).

V» Soit représenté , en général, par ( / , ri) une fonction telle que

i—1 z—2, 1 -~n

I 2 3 1+71 *

on aura

d'oi on tire , par intégration %

C) II serait curieux de savoir si cette formule aurait également lieu pour
une valeur fractioipaaire ou négatire de n,

J. D. G.
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en posant donc , pour abréger ,

/ ( / , k)iâ£
Sli9k)dx

telte équation deviendra

Si l'on prend les intégrales depuis / = o jusqu'à / = i , la fonction
u sera positive et moindre que l'unité ; d'où l'on voit qu'entre ces
limites y^', A+i)d/ est moindre que f(i, h)dî , et de signe contraire.
Il est même facile de s'assurer que ? si Ton représente par (—i)*-^t >
l'intégrale J\i y k)ài , prise entre ces limites, tous les nombres AQ ,
Ax , Àz , . . . . • . A k seront positifs.

VI. Cela posé, si y représente une fonction déterminée de ce >

et qu'on désigne par yi la valeur que prend y , lorsqu'on change
a en # + / ; Ton aura, comme Ton sait, en posant Aa?=:i

multiplant par ai, et intégrant entre les limites o et i ; on trou-
vera , en vertu de ce qui précède ,

Afyàx=y+JQAy—JAy+42&y--4A*y+'"* 5 (6)

en observant qu'entre ces limites y^-d/rr A/yd#. Intégrant la formule
(6) par rapport à A , on aura

; (7)

d/où , en transposant et changeant de constante
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, l>. (8)

Cette dernière formule nous paraît de beaucoup préférable a la
formule ordinaire ; attendu que les nombres de Bernoulli qu'on y
introduit, deviennent bientôt excessivement .divergens-, tandis qu'au
contraire nos Ào , Àx , - ^ 2 , , , Ak, convergent constamment,
comme nous l'avons fait remarquer plus haut.

Pour donner une application de nos formules , soit

y—'— , d'où fyàx-=\x

= r — i l* .

alors la formule (6) donnera

I

X

'oÀ ou conclum

en général ?

Formule plus régulière , plus convergente et plus commode que
toutes celles qui ont été proposées jusqu'ici ? pour le calcul des
difFérences logarithmiques.

Vu
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On pourrait faire une infinité d'applications des séries ( 6 , 7 , 8 ) .

ma i s , comme elles ne sauraient offrir de difficulté, "nous ne nous

y arrêterons pas. Nous nous contenterons d'observer que la for-

mule (6) est comprise , comme cas particulier , dans la suivante

qui s'en déduit avec la plus grande facilité.
VIII. On peut employer aussi ; dans un grand nombre de cas 3

la formule suiranle

d'où on conclut

£ +Const.

nous nous contenterons d'en faire les deux applications suivante*.

Solty = — , d'où -p = l- ; on aura

l — — Const - - l- -

jscrie tout à la fois régulière et convergente.

Soit encore y=/J9 ri)Ai, Ton aura — =V ; n) 7 X -^- ={1

et A*/ = A*/r(/, /2)d/~yd/A^/ 9n)\ partant , en obseivunt que

nous aurons
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(—D"

Sî , clans cette dernière formulé , on prend les intégrales depuis
/P=O jusqu'à / = i , en mettant pour fj, n)ài , f[i^ n—i)d/ , .... •
prises entre ces limites , les nombres qui les représentent et que
nous avons appelés (—n)ndn, (— \)n~lAn-.l ,*..... on trouvera

On tire de là

ou encore, en observant que AQ—\,

+ a ) V * ~3 h 4 5 ^ + n J '

formule qui servira à déduire les uns des autres les nombres Ax ,
Ax , A^ ...... An que nous avons substitués, dans nos formules,
aux aombres de Bernoulli. En observant que Al'=^-~, on trouvera

•^o— r =o?5ooooooo ,
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= '£- =o.o-638888 ,

— rU =0,01873000 ,

= ï!-::, =0,01426918 ,

Or , ces nombres étant tous positifs , ainsi que nous l'avons ddjà
observé, et étant en outre perpétuellement convergens , il s'ensuit
que

d'où on tire

ce qui montre , mieux que nous ne l'avions fait ci-dessus , la con-
vergence toujours croissante de ces nombres.
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OPTIQUE.

Sur le nombre et la nature des couleurs primitives ;

Par un A B O N K É .

JUSQU'À l'époque où Newlon parut, nous n'avions guère sur la
nature des couleurs qne des idées vagues , incertaines et tout-à-fait
indignes d'une saine philosophie ; et on a même quelque sujet de
s'étonner qu'avec un tel système d'idées on Vit pu pénétrer, aussi
avant qu'on l'avait déjà fait à cette époque dans le mécanisme du
phénomène de l'arc-en-ciel.

Le philosophe anglais , armé du prisme , nous apprit enfin à
interroger la nature par des expériences bien conduites , et à subs-
tituer ses réponses aux rêves de notre imagination ; il nous montra
le premier, par des faits incontestables , que la lumière blanche,
qui émane soit du soleil , soit de tout autre corps lumineux , soit
enfin d'un corps simplement éclairé n'es! point une substance simp'e ,
mais qu'elle résulte du mélange ou de la combinaison de d»vcrbes
autres substances jouissant de diiïcrens d-.-gréî» de refrangibiiite.

J'ai dit du mélange ou de la combinaison ; car il faut avoupr
qu'ici les propriétés du composé difièrent d'une manu re trop inar-
quée de celles de ses diveis composans , pour qu'on se résigne
"volontiers à voir dans le plunorncne quelque chose de moins qu'une
rentable combinaison , analogue aux combinaisons chimiques. Du
moins est-il vrai qu'il faut ^\oir une foi un peu robuste pourvoir,
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sok dans la rotation rapide d'un carton chargé des couleurs du
prisme ? soit duns les mélanges de poudres ou d'encres colorées ,
soit dans tout autre moyen grossiers, employés par nos professeurs
de physique dans leurs cours > pour la recomposition de la lumière
blanche , autre chose que la production d'un gris fort sale. Il n'y
a que la concentration du spectre au foyer d'une lentille qui pro-
duise véritablement du blanc.

Il n'eût donc pas été aussi facile de deviner, à priori, ce ré-
sultat particulier des expériences de Newton qu'il l'avait été de
découvrir que le noir est la privation ou l'absence de toute lumicre
et conséqueinment de toule couleur. Mais , ce qu'on n'aurait pas
deviné davantage , c'est qu'il y eût d'autres couleurs primitives que
le rouge , le jaune et le bleu -, car les peintres savaient très-bien ,
depuis long temps, qu'en joignant seulement à ces trois couleurs
le noir et le blanc, on pouvait, parleur seul mélange, produire
toutes les nuances imaginables , et qu'en particulier on formait
Yoranger , le vert et le violet , en mêlant deux à deux les trois
couleurs de la première sorte ; tandis qu'au contraire il est abso-
lument impossible de produire aucune de celles-ci par le mélange
de telles des autres qu'on voudra.

Il parait que Newton lui-même ne fut pas peu surpris des ré-
sultats auxquels il parvint -, et l'on en peut juger par la multitude
d<is expériences qu'il tenta , dans la vue sans doute de confirmer
ou de détruire les conséquences paradoxales que ces résultais pa-
raissaient entraîner.

Une expérience constante nous a appris , en effet , que toutes
les fois que nous sommes assez heureux pour arracher à la nature
quelqu'un de ses nombreux secrets, nous la voyons toujours par-
venir à son but par les voies les plus simples ; d'où nous sommes
fondes a croire que , lorsque nous lui supposons quelque mode
d'action tant soit peu compliqué , c'est que nous ne l'avons pas
encore devinée. Comment donc serait-* elle ici au-dessous dâ l'art
même le plus grossier ?
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Je sais bien qu'on m'objectera que Y oranger f le vert et le violet

que nous formons par le mélange de deux des trois couleurs bleue
rouge et jaune, ne ressemble pas parfaitement aux couleurs de
même nom que présente le spectre ; mais je demanderai à mon tour
$i notre bleu , notre rouge ou notre jaune ressemblent davantage
à celui qu'on obtient par le prisme ? et s'il est bien surprenant
que l'art ne parvienne à imiter la nature que d'une manière im-
parfaite ? Que si l'on insiste , et si l'on dit que, par exemple, le
vert formé par le mélange du bleu et du jaune du spectre ne
ressemble pas non plus parfaitement au vert immédiat de ce spectre;
je demanderai si Ton est bien certain de connaître dans quelle
proportion 11 faut mêler ces deux couleurs pour approcher du moins
le plus près du but ?

Il est d'ailleurs une multitude d'autres considérations qui tendent
à faire envisager le rouge , le jaune et le bleu comme des couleurs
essentiellement simples; et à faire regarder , au contraire , le vert ,
le violet et Yoranger comme autaut de composes binaires (*). Que
Ton propose, par exemple, à quelqu'un f de disposer, les uns à
côté des autres, sur une surface plane , suivant l'analogie de leur
couleur, trois rubans, le premier rosé, le second jaune-paille et
le troisième bleu de ciel\ il se trouvera très-certainement embarrassé >
et ne verra aucune raison de préférence dans le choix de celui de
ces trois rubans qui doit occuper le milieu ; parce qu'en effet le
jaune n'est pas plus l'intermédiaire du rouge et du bleu que cha-
cune de ces deux dernières couleurs n'est l'intermédiaire des deux

(*) Dans tout ceci , je fais abstraction de Vindigo qui doit être du violet
S'il n'est pas du bleu f et qui pourrait bien n'avoir été introduit dans le spectre
que pour porter le nombre des couleurs à sept ; car il est Lien difficile que
l'homme ne se décèle pas par quelque endroit. Ainsi ïlin^îuns , après la dé-
couverte du premier satellite de Saturne> négligea de chercher les autres; ne
présumant pas que le. nombre total de ces sortes d'astres pût excéder sept*
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autres; attendu que chacune d'elles a un caractère qui lui est tout-
à-fait propre. On ne pourrait donc arranger ces trois rubans d'une
manière convenable que sur la sinface d'un cylindre et parallèle-
ment à son axe , en choisissant ce cylindre de minière que les
rubans en occupascent l'entière largeur. Chaque couleur se trou-
verait alors en effet intermédiaire aux deux autres.

Mais supposons que , le cylindre étant d'un rayon assez grand
pour que les trois rubans appliqués sur sa surface laissent entre
eux des intervalles égaux à leur largeur commune , on propose
de remplir ces intervalles par trois autres rubans , le premier sovei ,
le second vert-pomme et le troisième lilas , de manière que les
nuances se succèdent de la manière la plus uniforme. Celui à qui
on fera cette proposition ne sera-t-il pas conduit , tout naturelle-
ment , à placer le ruban souci entre le ruban rouge et le ruban
jaune; le ruban vert entre ce dernier et le ruban bleu*, et eafin
le ruban lilas entre le ruban lieu et le ruban rosé (*).

(*) Je suppose , et je dois supposer dani tout ceci , que celui que l'on charge
do cet arrangement a le sens à% ia vue parfaitement organisé. On a rencontré ,
en effet , des individus qui , par suite de quelque vice de l'organe, ne dis-
tinguaient dans les couleurs que du clair et du foncé * et qui ne concevaient
pas, par exemple, qu'il pût être plus facile d'apercevoir des cerises sur un
cerisier que des olives sur un olivier. Il est évident que des êtres ainsi orga-
nisés ne conviendraient aucunement pour l'expérience que je propose. On ren-
contre aussi des gens qui ne distinguent dans les sons que le fort et le faible;
et Ton conçoit que ceux-ci seraient également impropre» à disposer des vases
sonores , les uns à la suite des autres , dans l'ordre des sons qu'ils rendent , du
gra^e à l'aigu.

On pourrait facilement, d'après ce que Je viens de dire, disposer systéma-
tiquement » sur la surface d'un cylindre , toutes les couleurs et toutes les
nuances de couleurs simples et binaires. Supposons , par exemple , que le cy-
lindre soit divisé longitudïnalement , par des parallèles , en 36 bandes égales.
On appliquerait sur Tune d'elles ici parties de rouge pur , sur la suivante ï i
parties de rouge mêlées avec une de jaune ; sur la troisième 10 parties de rouge
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On donne communément comme caractère disiînclîf des idées

simples qu'on ne peut les acquérir , lorsque ce sont des idées sen-
sibles ç que par la sensation même ; et qu'elles sont absolument
incommunicables par le secours des mots ; tandis qu'au contraire
l'imagination , en combinant a son gré des idées simples , peut
former une multitude d'idées complexes , n'ayant aucun modèle
extérieur , lesquelles pourront être communiquées par le discours à
tous ceux à qui les idées simples dont elles seront l'assemblage seront
familières. Or , s'il en est ainsi , comme on ne saurait guère en
douter, il faut dès-lors convenir que les idées du rouge, du jaune
et du bleu ont tous les caractères des idées simples , tandis qu'au
contraire celles de Y oranger , du çert et du violet semblent incon-
testablement être complexes ; d'où il paraît naturel d'inférer que
les couleurs de la première série sont des couleurs simples , tandis
qu'au contraire celles de la seconde sont des couleurs binaires.

Supposons , en effet , qu'il n'y ait , dans la nature , que du
rouge et du jaune et toutes les nuances qui peuvent résulter du
mélange de ces deux couleurs, dans diverses proportions; on ne
conçoit pas mieux comment, dans cet état de choses, nous pour-
rions nous former l'idée du bleu, que Ton ne conçoit comment

et deux de jaune y et ainsi de suite , jusqu'à la septième qui , étant couverte
de parties égales de rouge et de jaune , offrirait Yoranger pur* La huitième
offrirait un mélange de 5 parlies de rouge et 7 de jaune , et Ton arriverait
ainsi , par des nuances presque insensibles , à la treizième , qui offriiait le jaune
pur. On passerait , par de semblables degrés , du jaune au vert, du vert au
bleu, du bleu au violet % et enfin du violet au rouge.

On pourrait d'ailleurs, en supposant originairement 4e cjlindrc blanc , aflaibbr
graduellement les teintes des différentes bandes depuis son milieu jusqu'à l'une
de ses extrémités, où. se trouverait ainsi une zone entièrement Hanche \ e t , a
partir du même milieu , appliquer sur l'autre moitié de ces bandes du noir
de plus en plus intense , de telle sorte qu'à l'autre extrémité , le noir ne
pissât plus percer la couleur sur laquelle on l'aurait appliqué. Le cjiindre se
Irouverait ainsi termine' , à cette extrémité, par une zone entièrement noire.

nous-mêmes ,
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nous-mêmes 5 dans Tordre présent , nous pourrions imaginer une
couleur primitive , essentiellement distincte de toutes celles que
nous connaissons ; et si , dans cette hypothèse , quelque habitant
d'un autre univers, ayant éprouvé la sensation du bleu , tentait de
BOUS communiquer l'idée qu'il en a , la chose lui serait tout-à-
fait impossible. En un mot, nous serions exactement, par rapport
au bleu, ce que sont les aveugles par rapport à toutes les couleurs ;
et ce que je dis ici du bleu, comparé au rouge et au jaune , on pourrait
également le dire de chacune de ces deux couleurs comparées aux
deux autres et à leurs divers mélanges.

Mais , si Ton suppose t au contraire , que quelqu'un n'a jamais
ru que du rouge, an jaune et du bleu dans toute leur pureté,
lui sera t-il impossible de se former l'idée des diverses nuances de
ces trois couleurs (*) ; et, en particulier , de Yoranger , du vert
et du piolet ? Et sera-t-il du moins impossible à celui qui connaîtra
les couleurs de cette dernière série , de lui en faire naître l'idée ?
je ne le pense pas. Ne pourra-t-il pas lui dire , en effet ? que
toranger est un rouge tirant sur le jaune , ou un jaune tirant sur
le rouge ; que le vert est un jaune tirant sur le bleu ou un bleu
tirant sur le jaune ; et qu'enfin le violet est un bleu tirant sur le
rouge ou un rouge tirant sur le bleu ? À ne considérer donc que
des raisons de pure convenance ; et en supposant qu'aucun fait
connu n'y fasse obstacle , tout semblerait concourir à faire regarder
le rouge , le jaune et le bleu comme des couleurs simples , et h
faire admettre au contraire Voranger , le vert et le violet comme
des couleurs essentiellement composées*.

(*) Je prie le lecteur de remarquer que je dis impossible et non pas difficile*
le sais trop bien » en effet, que de tous les moyens d'acquérir des idées sen-
sibles , la sensation est de beaucoup le plus efficace ; et c'est là ce qui établit
la supériorité de la langue du dessin sur la langue articulée , lorsqu'il s'agit d©
description.

Tom. X, 3 a
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Mais que peuvent, me dira-t-on, toutes ces Idées de convenance contre

des expériences décisives ; contre des faits avérés qu'aujourd'hui personne
n'oserait sérieusement contester ? N'est-ce pas seulement depuis que la
philosophie naturelle a cessé d'être purement spéculative et conjecturale,
et qu'elle a pris l'expérience pour base , qu'elle a fait de véritables
progrès ou , pour mieux dire , qu'elle est devenue une véritable
science ? et , si les anciens nous ont légué en physique une si
grande multitude d'erreurs , i/est-ce pas précisément par6e qu'au lieu
d'observer la nature, parce qu'au lieu de lui arracher ses secrets
par la voie de l'expérience ? ils ont xnieux aime chercher à la
deviner ? Or , ne sait-on pas qu'en faisant passer un quelconque
des ra\ons du spectre à travers un second prisme , il ne subit
aucune décomposition , et en faut-il davantage pour se convaincre
que chacun de ces rayons est bien réellement indécomposable ?

Certes , il est bien loin de ma pensée de chercher à établir une
doctrine que des expériences bien décisives tendraient à repousser ;
mais celles qu'on m'oppose ici sont-elles de nature à ne laisser le
moindre accès à un doute raisonnable ? je ne le pense pas. Et
j'observe d'abord que les expériences dont il s'agit ici sont extrême-
ment délicates et difficiles à exécuter ; qu'elles ne peuvent guère
être faites d'une manière convenable qu'à l'aide de PHéliostat , c'est-
a dire , d'un instrument qui n'est entre les mains que d'un très-
petit nombre de physiciens. Je crois très-fermement au théorème
de Pythagore sur le triangle rectangle , parce que des milliers de
géomètres , qui en ont examiné plus d'une fois la démonstration ,
l'ont constamment trouvée exacte ; parce que moi-même je l'ai
répété peut être cent fois et varié d'un grand nombre de manières ,
sans jamais trouver le raisonnement en défaut -, parce qu'enfin je
puis la répéter encore tout aus^i souvent qu'il me plaira ^ mais
les expériences de Newton sur les couleurs m'offrent-elles une aussi
solide garantie ? c'est ce dont le lecteur pourra juger , par les détails
dans lesquels je vais entrer.

J'observe d'abord que , selon Newton .et tous les 'physiciens
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qui ont suivi sa doctrine , le spectre ne présente pas proprement
sept couleurs , mais bien une infinité de couleurs différemment
réfrangibles et parmi lesquelles on remarque seulement sept nuances
principales. Quelques précautions donc que Ton prenne pour isoler
le plus possible ces nuances les unes des autres y toujours le rayon que
l'on fera passer à travers un second prisme sera tm rayon plus ou moins
composé , qui conséquemment devra subir quelque dilatation , dans
le sens perpendiculaire à la longueur de ce piisme> contrairement
à ce qu'avancent la plupart des physiciens.

Mais puisqu'enfin ces expériences ne sont pas à la portée de
tout le monde ; examinons en détail par qui elles ont été faites ,
et avec quel genre de succès.

Je rencontre d'abord Mariotte , expérimentateur très - habile ,
qui manqua totalement ces expériences , et qui établit > d'après
les résultats qu'il en obtint, une théorie toute diii^rente de celle
de Newton ( Eloges des académiciens > par Condorcet , tom, 1 ,
pag. 85 ).

Smith dit bien qu'un rayon homogène présenté à un second prisme
s'y réfracte d'une manière uniforme , sans se dilater plus dans un
sens que dans l'autre ( d u moins autant que l'œil en peut juger) ;
mais il n'explique pas s'il a répété l'expérience sur chacun des
rayons en particulier ( Cours complet d'optique, traduction de Pe-
zenas , tom. I , pag. ig4)«

'SGravesande convient que l'expérience est très-difficile , et qu'il
n'est p^s surprenant que Mariotte Tait manquée ; et il donne ses 4

conjectures sur les causes qui peuvent souvent l'empêcher de réussir
(JÈlémëns de physique , traduction de Joncourt, tom. I I , pag. 2g3).

Musschenbroek dit seulement que , plus un rayon aura été rompu
par le prisme , plus aussi il le sera par le second ; ce que per-
sonne n'a jamais songé à contester ( Essai de physique , traduction
de Massuet, tom. I I , pag, 538 )»
. Nollet dit bien qu'aucun des sept rayons du spectre ne se de'-

composera à travers un second prisme -7 mais c'est le rayon rouge "
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qiTil prescrit de choisir pour sujet des expériences ; il insiste bail-
leurs arec force sur la difficulté de l'opération -, mais il ajoute qu'un
esprit non prévenu sera toujours disposé à rejeter sur la défectuosité
des primes ce qu'elle pourra offrir de douteux dans son résultat
II nous paraît i^x1 esprit docile aurait été le mot. ( Leçons de physique
expérimentale 7 quatrième édition , tom. V , pag. 37g et suiv. )

Paulian dit à peu près la même chose , mais c'est toujours le
rayon rouge qu'il prend pour sujet de ses expériences ( Dictionnaire
de physique portatifs édition de 1769, tom. I , pag. 2 Î 5 ).

Para parle bien également du rayon rouge et du rayon violet ?

mais tout ce qu'il dit à ce sujet ne saurait être d'aucun poids 9

attendu que , loin qu'il paraisse avoir lait lui-même les expériences,
il s'appuye uniquement de ce qu'elles ont réussi à Newton et à
ISollft ( Théorie des êtres sensibles ? tom. I I I , pag. 126 ).

C'est encore le rayon rouge que Sigaud-de-La font prend pour
sujet de ses expériences , et ii ne dit pas même qu'il en doive
autant arriver aux autres ( Elérncns de physique , tom. IV, pag* 20G).

Brisson indique le rayon rouge et le rayon violet comme ceux
sur lesquels l'épreuve doit le mieux réussir , attendu , dit-il qu'ils
se trouvent aux deux extrémités du spectre ; mais il se détermine
finalement pour le premier ( Traité élémentaire de physique * qua-
trième édition, tom. I I , pag. 3o3 ).

lïaïïy mentionne l'expérience sans désignation de couleur ; mai*
jeVst toujours Newton qu'ii prend pour garant, sans rien dire qui
puisse faire croire quvil a vérifié lui-même *, avec tout le soin et
toute la sévérité requise , les résultats obtenus par \% philosophe
anglais ( Traité élémentaire de physique, deuxième édition 7 tom. IL,

IJbes n'a point mentionné l'expérience dont il s'agit ( Traité com-
plet et élémentaire de physique , deuxième édition, torn. III )•

M. Beudan s'est fort peu étendu sur ce sujet dans son Essai
a un cours élémentaire des sciences physiques -, et quant à M-
Biot , il $'ast constamment montré K^wtonie*! trop prononcé pour



PRIMITIVES. a37
qne ce qnTi avance à cet égard entraîne une conuoUon com-
plète.

Il ne dît pas d'ailleurs , ni -dans son grand traité 7 ni dans
l'abrégé qu'il en a donné postérieurement , qu'il ait fait lui-même
toutes les expériences ; ^t il se contente d'en indiquer les résultats
comme ayant été obtenus par Newton et par les autres physiciens*

En voilà plus qu'il n'en faut , je pense , pour prouver que , si
je voulais entreprendre de révoquer en doute l'expciience par laquelle
Newton prétend prouver indistinctement l'inaltérabilité des diverses
couleurs du spectre, je ne me trouverais pas sur un Verra in trop
îmuvais , sur-tout si je voulais faire entrer en considération l'in-
fluence que peuvent exercer des doctrines qui ont obtenu une grande
vogue , et qu'on cherche plus à confirmer qu'a contredire , sur la
manière de voir des expérimentateurs. Toujours sera-î-ii vrai de
d^re que, si chaque sorte d<e rayon jouit d'une réfraction cons-
tante , il devrait être possible d'isoler complètement les unes des
autres les couleurs du spectre f ce à quoi on n'a pu pourtant
parvenir jusqu'ici ; et que si , au contraire % chaque couleur est
composée de rayons diversement réfrangibles , en lui faisant traverser
u'n second prisme , elle doit se dilater un peu dans le sens per-
pendiculaire à la longueur de ce dernier .(*)*

(*) Je suis encore à comprendre pourquoi on s'est toajours obstiné à em-
ployer, pour ces expériences , un faisceau lumineux de forme conique , dont
intensité est nécessairement d'autant moindre qu'on l'emploie plus loin du
sommet du cône ; et dont la divergence des filets vient d'ailleurs se compliquer
avec celle qui s'opère par la dispersion dans le prisme. Rien ne serait pourtant
plus facile que de se procurer un faisceau cylindrique extrêmement intense, et
consëquemment beaucoup plus propre aux expériences ; il ne s'agirait , en elfet,
pour cela, que de recevoir la lumière solaire sur ime lentille convexe de grande*
dimensions , placée au volet de la chambre obscure , et de changer ensuite
la convergence en parallélisme, au moyen d'une lentille <^>avenableiacnt cou-

, placée un peu en-de-^à du
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Doit-on être surpris d'après cela que la doctrine de Newton ait

trouvé et trouve même encore aujourd'hui des sceptiques ? et , ai
parmi ses adversaires elle a compté des Rizzetti ? des Regnaud f

des Pardies , des Buniers , des Gordon , des Gautier et des Marat,
on y rencontre aussi des Marioiie , des Dufay , des Lecat 7 des
Prieur et des Wunsch ; et quel fond peut-on faire sur des expé-
riences qu'il n'est donné de répéter avec succès qu'à un petit
nombre de physiciens privilégiés ?

J'admets cependant , sans restriction aucune , toutes les expé-
riences consignées dans l'optique de Newton ; j'accorde avec lui
que ; non seulement les rayons rouge , jaune et bleu du spectre f

mais même les rayons oranger , vert et violet , reçus séparément
sur un second prisme , et même sur tant d'autres qu'on voudra ,
n?y subissent pas la moindre décomposition , tandis qu'au contraire
ce second prisme résout de suite en leurs élémens les mêmes trois
dernières nuauces , formées artificiellement par le mélange des trois
premières deux à deux j et je prétends prouver qu'il n'en résulte
pas nécessairement que toutes les couleurs du spectre soient des
couleurs primitives et simples.

Je prie auparavant le lecteur de bien considérer que je n'ai
aucunement ici le dessein de faire un système ; que j'envisage la
chose sous un point de vue purement logique j que , n'ayant opposé
à la doctrine généralement admise que des doutes et des raisons
de convenance, j'accorde qu'il se pourrait, en toute rigueur , quil
y eût sept couleurs primitives , dans toute l'étendue de l'acception
de ce mot ; ce que je me propose seulement d'établir , c'est que
l'existence- de ces sept couleurs ne résulte pas nécessairement des
expériences desquelles on prétend s'appuyer pour l'établir ; et qu'en
particulier ces expériences pourraient fort bien se concilier avec
l'opinion , très-plausible d'ailleurs, de ceux qui n'admettraient, pour
couleurs primitives proprement - dites ; que le rouge, le jaune et
le bleu,

Dans l'état actuel de la science , on peut distinguer , dans les
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rayons du spectre solaire , six qualités principales ; savoir : leur
coloration , leur rèfrangibilitè , leur force d'illumination , leur
faculté calorifique , leur influence chimique et leur propriété
magnétique.

D'un autre côié , bien que la nature des molécules de la lu-
mière nous soit absolument inconnue , on conçoit que deux de
ces molécules ? comparées Tune à l'autre , peuvent différer entre
elles ou par leur figure ? ou par leur volume, ou par leur densité ,
ou par leur vitesse , ou enfin par plusieurs de ces choses à la fois ;
ce qui ? au besoin 7 pourrait offrir quinze classes distinctes de
molécules.

Maib* comme je n9ai seulement ici en vue que la coloration
et la rèfrangibilitè y je supposerai que toutes les molécules de la
lumière ont rigoureusement la même densité et la même vitesse ;
et qu'elles ne différent conséquemment les unes des autres que par
la figure et par la masse.

Admettons que la réfrangîbilité, indépendante de la figure , soit
plus grande pour les molécules qui ont moins de niasse et moindre
pour celles qui en ont davantage.

Admettons encore que la coloration , ou l'impression sur l'organe,
*out-à-fait indépendante de la masse ? ne soit produite que par la
figure seule ; et que les molécules de la lumière n'affectent que
trois formes différentes. Pour fixer les idées , supposons que ces
formes soient le tétraèdre, l'octaèdre et Yicosaèdre réguliers • que le
tétraèdre produise la sensation du rouge , Xoctaèdre celle* du jaune f

et Yicosaèdre celle du bleu.

Admettons enfin que les molécules de chaque couleur ? et , p^r
conséquent , de chaque figure , ne soient point toutes égales en
grosseur , ni conséquemment en masse ; que ces masses décroissent
par degrés insensibles; mais de manière pourtant 7 i.° que les plus
grosses molécules rouges aient plus de masse que toutes les autres ;
J2,° que les plus grosses molécules jaunes -aient plus de masse que
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les pîas petites molécules rouges ; 3.° que les plus grosses mofte-
cul^s bleues aient plus de masse que les plus petites molécules
faunes- : 4.0 qu'enfin , outre une première série de molécules rouges,
dont la plupart sont d'une masse égale à quelques molécules faunes,
mais toujours supérieure à celle des plus grosses molécules bleues f

il existe une seconde série de ces molécules rouges , dont les mo-
lécules aient une masse inférieure à celle des plus grosses molécules
lieues , mais non inférieure à celle des plus petites.

Ces suppositions admises, et elles n'ont , certes , rien qui ré-
pugne , toutes les expériences auxquelles on voudra soumettre un
rayon solaire donneront évidemment des résultats identiques avec
ceux qui se trouvent consignés dans l'optique de Newton. Ainsi t

leur passage par le prisme donnera naissance à un spectre coloré
présentant ? du rouge ^u violet , une infinité de nuances parmi
lesquelles on en remarquera six ou sept principales; et chaque cou-
leur en. particulier, en traversant tant d'autres prismes qu'on voudra
ne pourra plus subir de décomposition ultérieure.

"Dans cette hypottaèse, Voranger 7 le vert et le violet seront bien
véritablement des couleurs binaires ; mais il en pourra exister de
deux sortes , dans chaque espèce 5 savoir : des couleurs binaires dont
les molécules présenteront deux sortes de figures et deux sortes
de masses ; et celles-ci se décomposeront facilement en traversant
un prisme ; et des couleurs binaires dont les molécules présenteront
également deux sortes de figures Y mais des masses égales -r or
bien que la sensation produite sur l'œil par ces dernières soit en
tout pareille à celle qu'il reçoit dn choc des autres r elles résisteront
néanmoins à tous les moyens de décomposition dont nous pouvons
disposer ; elles ne seront pas indécomposables y mais elles demeu-
reront indécomposées, tout aussi long-temps qu'on n'aura pas dé-
couvert des moyens d'agir sur elLes difïérens de ceux qui nous
sont présentement connus»

Je ne pense pas ? au surplus , que rien de ce que je viens d'avancer

aU
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ait été désavoué par Newton lui-même. Plus réservé ; e t , pour ainsi

d i r e , moins Newtonien que la plupart de ceux qui l'ont pris pour

guide , il dit , dès les premières pages de son ouvrage : Lumen,

eu jus omnes radii surU œque refrangihiles, id ego simplex , homo—
geneum , et similarc appcllo Non quod id plane et omnimode
homogeneum esse , ajfirmare velim ; sed quod radii qui pari sunt
refrangibiliiate ? iidem in istis saliem omnibus , de quibus in hoc
libro disserendum erit, proprietatibus inter se conveniunt. ( Opiice
traduct, latine de Sam.^Clarke , Lausanne, 1740, png. 4 )•

Et ailleurs ( pag. 17 ) : Observandum est autem > ex hisce ex-
perimentis non id continuo ejjîei , ut illud omne lumen ? quo e cliarta
cœrulea Jluit, magis refrangibilc putandum sit 9 quam id omne
quod Jluat e rubra : utrurnque enim istorum luminum ex radiis
diverse refrangibilibus compositum est ; adeo ut in isto rubro la-
mine nonnulli sint radii nihilo minus refrangibiles quam radii in
cœruleo et in isto cœruleo lumine nonnulli sint radii nihilo magis
refrangibiles quam radii in rubro.

L y o n , le i o d e janvier 1820.

Tom. X- 33
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GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

Construction graphique approchée du problème de la
duplication du cube ;

Par M. GERGONNE,

%J \\ montré , à la page 204 du précédent volume , 'comment , au
moyen d'une parabole et de sa développée ? exactement tracées à
l'avance et une fois pour toutes , sur une feuille de cuivre ou de
carton , on pouvait aisément parvenir à déterminer graphiquement,
d'une manière approchée , les racines de toute équation donnée
et numérique du troisième degré , et obtenir conséquemment une
solution graphique approchée du problème de la Trisection de
l angle.

J'ai remarqué postérieurement que la même figure pouvait aussi
très-simplement fournir une construction graphique approchée du
problcme de la Duplication du cube. La manière de l'employer à
ce nouvel usage peut être comprise sous l'énoncé que voici , et
qui me paraît n'être peint dépourvu d'une certaine élégance.

Cherchez le point de la parabole dont l'ordonnée est égale à
larête du cube donné • menez la normale de ce point, laquelle
sera en même temps tangente à la développée en un certain point \
cherchez le point de la développée dont l'ordonnée est double de
celle de celui-là ; par ce nouveau point y menez à la développée
une tangente , qui sera en même temps normale à la parabole ea
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un second point ; Tordonnée de ce dernier point sera ! arête du
cube cherche, double en volume du cube donné*

Soit, çn effet , l'équation de la .parabole

l'équation d'une normale sera

OU

Si l'on veut que le point (x, y) £oit un point de la développée,
il faudra qu'en difFérentiant cette dernière équation par rapport à
a-1

 y y / , les coordonnées x , y demeurent constantes, ce qui donnera

mais !a diiTérenticlle de l'équation de la parabole est

àyf

éliminant donc entre ces deux équations, il viendra

ac[(x—x')<-+ 2c~\=:y/s ;

éliminant enfin x—xf entre cette dernière équation et celle de la
normale , on aura

ce qui nous apprend que les ordonnées des divers points de la
développée sont proportionnelles aux cubes des ordonnées des points
correspondons de la parabole, et justifie ainsi Aa ^construction in-
diquée plus haut.

On voit en même temps qu'une construction tout-à-fait analogue
résoudrait le problème > plus1 général 7 où kl s'agirait de déter-
miner ï arête d'un eub& dont ie volume fut à celui dvn autre cube
dont Varête est donnée dans un rapport donné?
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Si ia parabole avait une étendue trop bornée pour qu'on pût

l'employer à la solution immédiate da problème , on substituerait
à Tarète du cube donné, sa moitié , son tiers , son quart, ou tout
autre de ses sous-multiples, e t , opérant comme nous l'avons prescrit
ci - dessus , on parviendrait au même sous-multiple de l'arête
cherchée.

QUESTIONS PROPOSÉES.

Problème dAnalise indéterminée.

\JuELLES sont les valeurs entières les plus générales de x et y

qui rendent entière la fonction ?

Problème de Combinaison.

Démontrer , à priori , l'identité entre les formules qui résolvent
les deux problèmes .suivans :

I . De combien de manières peut-on choisir n choses parmi m
choses toutes différentes les unes des autres-, ou, ce qui revient au
môme , combien de termes peut avoir , au plus f un polynôme
homogène de n dimensions, formé avec m lettres dont aucune n'est
répétée plusieurs fois dans un même terme ?

II. De combien de manières peut-on choisir n choses parmi
m—rt-J-i sortes de choses, en nombre indéfini de chaque sorte ,
avec la faculté de prendre tant ou si peu de choses de chaque
sorte qu'on voudra-, QH , en d'autres termes, combien de termes doit
avoir un-polynôme homogène complet de n dimensions, fonction-
cb m — /H- i lettres ?
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ANALISE TRANSCENDANTE,

Recherches cPanalise , relatives au développement des
Jonctions ;

Par M. FRÉDÉRIC SARRUS , professeur de mathématiques
au collège de Pezenas ;

l'équation

et soient U , V des fonctions entièrement arbitraires de x sans
a, b ; on aura

dV dV dx

da dx da

. (0
àU dV dx
db dx db

dx dU

da dx

db db

et en égalant ces deux valeurs

Tom. X, n.° IX, i.er mars 1820.

dV
"dT

d r
d£

mer

dx
Ta
"dl
dû

dV
~dx"

dV

par

dx

dx

âb •

diyisic

dV
"dô"
d ^ f

db
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éU
do dô "~ àb da '

L'en a encore

d

d.

.F—
da __y <

db ' r d

rdl7

Ab _ y i
da ' ^

i-da •" db

hU dV

\adb ^ da

AU

dU

d^ '

mais, en vertu de l'ëquation (3) ,

d>U _ d*U dV dU dV dV

dadb dbda ' G t HT d 7 """' da db

donc finalement

i.r S.
d

—aï s

et Ton aurait semblablement

dF

da
" dé da

Si Ton avait

et que U , K fussent des fonctions quelconques de x , # , , sans
a 7 b 7 ax p bl , on trouverait, comme dans ce qui précède ,
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dU dV
da db

dU dV

'dd dP"

d'où on déduirait

da
db

d û

du

Q {_/

= dF

à.F-
da

dV

dV

àa

dV

dU
HT

dU

(5)

db' da1

(6)

et aussi

<•»£ <•*£
db da

d.U
dV

d.U
dV

âb' da'

Les équations (4 > 6) peuvent être utilement employées au déve-
loppement de certaines fonctions. Soit, par exemple, J7à développer
suivant les puissances de b , lorsque x est donnée par l'équation

*=f(«+3z) ; (7)

z désignant une fonction quelconque de x \ sans a ni b. Nous
déduirons d'abord de l'équation (7)

£
P désignant ici la fonction prime de f 5 cela donnera
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âx {'(a+bz) ^

on troUYeralt de la même manière

âx zî^a+bz)

La comparaison de ces deux valeurs donne

d ^ _ d *

comparant ensuite ce résultat avec les équations ( i ) , II viendra

âU dU

ir=zir ! w
ce qui fera devenir l'équation (4)

d a - d° ; (9)
db do

changeant ensuite F en z" , on aura, pour ce cas particulier,

L'équation (8) donnera donc , en vertu de cette dernière p

àU , dU
.Z -— d.2* -—

da _ da
d3* d^ da

d'où, on conclura , de la même manière,
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d L T A* 3 ~

et de celle-là

3 6V dU
u u da da
db^ dazdb da i

et ainsi de suite ; de manière qu'on aura 9 en général

dU

Une fois parvenu à la formule ( n ) , le développement de V t

suivant les puissances de b ne présente plus de difficulté*
Soit encore

z, Zj étant des fonctions quelconques de x , #, sans a , b , <7I , ht. On
trouvera , par la difFérentiation ,

àx

da \ djc da dxl da /

dr,

17 =V'
En posant , pour abréger ,

h 4? f/.(^.+*.*.)

]a dernière de ces équations donna
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dxt dx
d7 = dJ 5

d'oui on conclut } au moyen de la première ,

dx

On trouvera semblablement

HT

dx itmm
zPia+bz)

•-*(=+*£K*»;) '
Ces équations t comparées aux pre'cédentes, donnent

dx

(12)
db Z àa y

dxx do:,

"ir ~z ir

En suivant la marche qui a conduit à celles-ci , nous trouverons
iemblablement

dx dx
dbi l dat *

En observant donc que
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au _ jm ax au a**
d# "" dx "dT "• d^7 "da '

dU _ dt7 dx , dï7 dxr

dTJ _ dU d^ dt/ dxf

dax d^ da£ dxt dat

aU_ _ dtJ d# dU d r̂,
J7, " " " j _ _ J l • J_. JA

nous aurons

dtJ _ dU
I F "̂ ^ "dT"

dU ^ dU

Enfin, en suivant la marche qui nous a conduit des équations
(4 , 8) à la formule ( n ) > nous parviendrons aux suivantes f

dmU

d ô O T

d m 'U

d ^ "

dU

dam" *

au
do*

( .5)

Pour compléter cette recherche , il faut parvenir à l'expression de

Pour cela , soit
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z = + f (l6)
da db da ' v J

p, q étant des fonctions de x , # , > satisfaisant , pour l/* f aux
équations ( i5) , du moins en ce qui concerne /?. Avec cette res-
triction , Ton trouvera , en développant

dp f àq \ . dU

e t , comme i l suffit de satisfaire à cette equatioh, nous poserons

da da

dïfférentiant la seconde par rapport à a , elle se réduira , en vertu
de la première, à

p—-=:772zmMI -— > d'où p=mzm~l;
da da

mettant cette valeur de p dans la seconde des équations précé-
dentes ; on trouvera pour q

et Péquation (16) deviendra

dU dam~*
~-—m——
da dp

d'oà on conclura
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maîs ? en vertu des équations ( i 5 ) , on a

et encore

ainsi Ton aura

âU d.z/

àa _ V db K J dT

en observant que la quantité dans les parenthèses peut être mise
sous cette forme

àU d.zl
mi âU

da di/i

il viendra finalement

dax da

mais on a
dV

partant
ïbm. X
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m+" +m

^ —.(17)

Une fois parvenus a la formule (17) , le développement de U9

suivant les puissances et produits des puissances de b9 bx ne saurait
plus offrir aucune difficulté.

Il est aisé de voir , d'après ce qui précède, ce qu'on aurait â
faire , si , ayant les trois équations

s = f (a +b z ) f

où 2 , z ! , ; 2 sont supposés des fonctions quelconques de x , xx f

xt , sans a, h 7 ax , bl , a^ , ^ t , il s'agissait de développer £/,
suivant les puissances €t produits de puissances de b , bl , ^2 ; U
ctant lui-même une fonction de x , #, , xx , sans ûf , 3 , tf, , ^j f
ût y bî 9 c t il e n serait de même pour un plus grand nombre
d'équations entre un pareil nombre de fonctions.

INous terminerons par observer que M. Laplace était depuis long-
temps parvenu à la formule (17) et à ses analogues; mais seule-
ment dans la supposition où b , bY devaient , après les différentia-
tions , être faits égaux à zéro ; ce n'est même qu'en admettant cette
hypothèse , que M. Lacroix est parvenu aux équations (14) ; voyez son
'lraitè dû calcul différentiel et de calcul intégral, deuxième édi-
t ion, tom. I , pag. 281.
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ANALISE ALGEBRIQUE.

Du développement des fractions rationnelles composées
en fractions partielles ;

Par M. ***

i. VJETTE matière a été traitée, avec beaucoup de soin et d'étendue ,.
dans Xlnlroductio in analisin iufinitorum d'EuLER , et ensuite dans
les Instilutiones calculi dijfèientialis du nu me auteur. Cependant ?

je ne crois pas que les méthodes consignées dans ces excellens
ouvrages soient à la fois les plus faciles et les plus expéditives.
Je rais en exposer une qui, à plusieurs égards, me parait mériter
la préféienee..

Problème L

2. Etant donné la fraction ~ dans laquelle î-

est le produit des deux facteurs inégaux i—px , i—pfx , on propose*
de la décomposer en cette suite de fractions partielles

( i — p x ) m ( i — / ,

A' m B' O

3e fais
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i—px— , _ ^ ^

et par conséquent

en posant, pour abréger 9

tf= — — , 0 = — .

Donc la fraction proposée

(i—*

Maïs , en ordonnant la suite qui résulte de cette fraction par rapport à

— , comme il conviendrait dans l'hypothèse de « infiniment petit ,

il est clair que les m premiers termes de la suite ainsi ordonnée seraient
A B C Z . . , , ,

1 ^ K..Hf ; puisque le développement des autres

parues A + , ne peut donner aucune
r (i+/?'*>•»» {i+p'x)mm* r

puissance négative de 9 • donc les m tertnes

A t B , C , „ JZ

sont précisément les m premiers termes <jue fournira le développe-

ment de l'expression •

Biais on a
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* __ i_ f m b m 772+1 b2
 a m m-f-i m-f^ è̂

donc

3 fli •

jusqu'à ce qu'on ait 772 de ces quantités.

En opérant semblablement sur l'autre facteur 1—p;x9 et faisant.

fraction — se trouvera décomposée en ces deux suites
(ï— «HB+ito2)111 r(ï )

m b

(I—px)m~l 1 2 o1 (1—

i

a?m l (x—ptx)1* 7 7 (1—pfjc)m~l I â^ (1—

dont chacune doit avoir 772 termes.
Puisque «c=/?+/? / et fi=pp/, les quantités # , £ , a! ^b' peuvent

^exprimer par le moyen de p et pf seulement; ainsi on aura

11L /]^^
— = P

p * a p—p' ' p1 ? af pf~p

3. Si Ton suppose que le développement de la fraction

donne la suite récurrente

pour en avoir le terme g^;4éral ^îù , on fera ? pour abréger,
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72-4-1 7l-f-2 71-4-3 Tt~\-mmmmt

i 2. 3 m—L

n+i n+a 7i+3 ^ n+m—2 __ _ f

t. a 3 m—^

• • • • • • • • * • • • • • • • • • $

le terme général demandé sera

am l x a 1 2.

4«. Si les facteurs de 1-—«far-f*̂ *1 sont imaginaires , on les re-
présentera par 1—/(Cos,?Hhv/—ïSin.<p)# et 1—/(Cos.p—^/ZT^Sin.^ ;
e t , comme on peut prendre /== 1 sans q̂ ue le calcuL en soit moins
général, on aura

p =

mais, alors *=2Cos.?> , /3=i ; donc

aura semblablementp at r h*\ en changeant le signe de \/^ti
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donc , la suite qui vient du développement de la fraction

;—-— a pour terme général

-n—i>e—(m+O.900]

724-m—3 m m-fi Co
6 " * * m—3 i ô~"

3 w—4 i 2 3

en continuant ainsi jusqu'à ce qu'on ait m termes.
5. On peut simplifier cette formule , en réduisant des termes

an même dénominateur 5 alors elle devient f après plusieurs
réductions

1

772 — 1

I

772 — 1

I

772—1

1

m—a

2

77? 2

a

M n+m
3

72+7724-3

3

777«—»3 72

3

6

+3

M

•+m.

4

4

+4

4

*+4
{ *"

4

n-zm-x Sin.(n+3)<)

n-am-i Sin.(n+5)*

72—2m—I Sin,(72+7)<^
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Euler a démontré cette formule pour quelques eas particuliers;
dan* son Introduction*

Problème. IL

6. Décomposer la fraction -— en cette suite de

fractions simples

+ + + +
(i—px)m (i—px)m-i (I—pa;)"1** f 1—px.

A> + g l + c/ + + ^+ + + + +
-* ( I — ^ ) m (1—fx)m~l (i—pfx)m~* i—prx

A» B» C" Z»

{i~-p"x)m (t—p

en supposant que 1—j?# , i—p*% ^ \—pnx sont les trois facteurs
inégaux de f —

Soit i ~~p&ïzz « , d'où ^ = ; en posant pour abréger*
tf

7

1̂  quantité î—• *x-\-firi%—yx% deviendra a«-|-3»a-4"*"f« ^ ^ > e n

tieuarJant m romme infiniment petit , les seuls termes infinis qui
ïjéiultenL de la imelion proposée sont
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^n + ~7

Ces mêmes termes se tireront de l'expression — • de-

teloppée jusqu'au m.mt terme, et par conséquent on aura

égalité vraie , en développant le premier membre jusqu'à la puls-
SÛ::«.C ?2 — i de « seulement,

; . On aura donc

"2 y7? + ï ^ À m C À
\ -x a* \ a '

m

D ' a i l l e u r s , l e t e r m e g é n ë r a l d e s q u a n t i t é s A , B , C , D , % ^ t
^ R /̂

assignable; car , au lieu de la suite _ + — T + _ 7 +#i#;-f so îc

pris, pour plus de simplicité , — (i — T'*+T""*—T'"**+ ) ;

et on aura T(k), c'est-à-dire , le terme qu'on voudra , dans la
suite T y Ttf j T/;/

 ; ...... exprimé de cette manière ?

Tom, X. 36
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i a 3 * * fc— i i

I 2 3 * * * k—2. l 2 tf*~

m m+i m+2 m+ft—4 *—3 ^—4 ft-5 3*-«
1 2 3 h—3 i ^ 3 ah—

Si , relativement aux autres racines p; , pn
 9 on fait les mêmes

opérations , et que les quantités analogues à 1 (fe) soient S(k) et
V®* % la fraction proposée se changera en ces trois suites de frac-
tions simples

+ 4; i^^^ ( i ^ m . i + (i_^)m.i--ci^}+....

a"
— / _ JL . : ., _ • +

Au lieu de déduire les quantités V, T ; / , 7 y / / , et leurs

analogues de la loi générale exposée ci-dessus , on pourra , sî Ton veut ,

les tirer du développement de la fraction *p r ? qUJ &0\t

V a a J
donner i—T'*+If/**—P'7*^ , jusqu'au /?2.nie terme inelusU
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rement; de sorte que , dans ce développement ; on pc-urra né-
gliger *m et les puissances superieuies de #.

8. Si la quantité i — *x~\-px*—yxl avait deux facteurs égaux
i—px } i—pfx , la quantité a serait zéro; et en faisant toujours

i—px=* f on aurait à développer ^ —- } ce qui donnerait

I / I 772 C I 772 772-^-1 T a i X

bnl \«z™ i b v~tn~l i 2 b2 û » 2 7 2 - a "~" • • • • • • • ! i

et il faudrait prendre a/72 termes de cette suite*
Quant au troisième facteur i—pf/x , on pourrait opérer comme

dans le cas général ; mais , comme alors a/t-\-bf/**'\'Cff*% ne peut
manquer d'être un quarré, le résultat doit être for* simple.

Pour y parvenir directement, je considère la quantité

ou, plus généralement, n ^—- . Je fais 1 - / # = * , elle devient

fm

' > d'où résulte la suite

dont il faut prendre /2 termes.
Supposons ensuite i—gx=z$ ; on aura une pareille suite pour

l'autre facteur , et l'expression proposée se partagera

en ces deux suites

, *

la première devant avoir ^ termes et la seconde 777.
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Problème III.

9. En général, soit la fraction rationnelle — , dans laquelle

le plus grand exposant de x dans le dénominateur soit plus grand
que dans le numérateur. Soit (1—p*)m un facteur de Q\ on de~
mande les fractions partielles qui en résultent ?

En représentant ces fractions par

+
( I — p x ) m % ( I —

p

je ferai, a Tordinaiie ; 1—px=z», et la fraction — deviendra de cette

forme

je développerai en série la fraction

qui me donnera

en sorte que je n'aurai besoin que des 772 premiers termes de cette
suite , et que je pourrai négliger , dans mon calcul, les «m > *rB~+"1

 ; . . . . . ,
II mesure qu'ils se présenteront.

Je ferai un calcul semblable sur les autres facteurs du déno-
minateur Q 7 et ma fraction sera décomposée avec le moins de
travail possible.

10. Exemple L Soit proposé de décomposer la fraction
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i.° Relativement au facteur a:3, 11 n'est pas nécessaire de faire

#=r* . on peut développer , jusqu'aux x% înclusivc-

ment ; en rejetant les xl , son dénominateur se réduit à i-\/\x+x% ,
%t Ton a

tn se bornant à trois termes ; donc les fractions partielles qui
résultent du facteur xl sont

i 6 , 26

2.* Soît !—#=:% ou # = i — * , la fraction - 3 — j étant cal-

culée en rejetant les *,a donnera

donc les fractions partielles qui résultent du facteur (1— ai)* sont

2 1 ^ a 1

57 (1— #) 2 9 1— x

3.° SI l'on fait enfin i-f-2#c=", d'où #:=— 1 ; la fraction
2 z

—• deyiendra, en rejetant les *3

donc le facttur (i+2^r)3 donnera les fractions partielles
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9 (l+2*)> 27 (1+2*)* 9

Rassemblant donc ces trois résultats f on aura

1 lX-\-OX2 I G 2.6 2, 1 2. l
- — ^ ^ ""-"̂  ~*^ ~~~ —|— ~vm'~m~m • " i ""̂  * '

8S 1 728 1 464 1

9 (i-fax)* 27 ( I + ^ J : ) 1 27 1+2X

Exemple 2» Soit proposé de décomposer en fractions partielles
la fraction

(Voyez cet exemple à la fin du Calcul différentiel d'Ek
Si Ton appelle w Tare de 1800 , et qu'on [renne

k étant un entier ; un facteur quelconque du dénominateur sera
1—ax^Cos.ç^^^ïSin.ç)). Soit donc

ou

x ~ • •••'•*^—*—• (Co5»<p—-•!/ — i S i n . ^ ) i
a fl y

comme il n'y a point de facteurs égaux y il suffira d'avoir , dans
le numérateur , le terme constant , et dans le dénominateur celui
qui est affecté de * au premier degré'. On aura donc
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Mai*, a cause de Co$9n<p~CosJ jet Sin.#<p = + S i n , é , cette expres-
sion devient

I — \fH7Cos.(m—7?-—1)£—Sîn Cm— n—i)£

C'est la fraction partielle demandée. Elle ne peut manquer d'être
accompagnée de la fraction

i -\-\JZ^Ï{Co$.(m—n—i)<p—Sîn.(m—72—i

S

la somme des deux donnera la fraction réelle

Sîn, (m—72 •—1

quant au signe ambigu ; il est relatif à celui de ê dans la valeur

Si Ton donne à k les valeurs successives o , i , 2 , . . , . . , jusqu'à
ce qu'on ait n de ces fractions , leur somme sera égale à la
fraction proposée.

Problème. IF.

Ï 2 . Soit (r—*jr-j-£#2)K un facteur du dénominateur de la fraction
p

rationnelle — ; on propose de trouver directement les fractions

partielles

A+Bx A^Bx A+Bx
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sans être obligé de se servir des facteurs réels ou imaginaires de

Je ferai i—«*+/**&*:=:* ? ou ^ a=: • Eliminant ; au

moyen de cette équation , toutes les puissances de x supérieures
a la première y j'aurai

P __

Q ~

dans laquelle M f N 0 F , G ne contiendront point àfx* On éli-
minera x absolument du dénominateur ; en multipliant les deux
termes de la fraction par ^ + ^ ? et prenant

on aura
P __ JM'+K'x

T
Faisant ensuite

m!

on aura les coeiBcîens cherchés A , B, Af
 7 B

/, .^.,B

x3. Exemple / . Il s'agit de décomposer la fraction

i.° Soit i+^*=4» j la fraction devient

Ponr
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Pour chasser fout-à-fait les x du dénominateur de , je multiplie

les deux termes par *-$-x , et j'ai

*+x . . *+*
— ou simplement ,
j — 44-** r 1—«

parce que «3 est inutile. Or , en rejetant toujours les *a ,

donc le facteur ( i + ^ a ) * donne les fractions partielles

x t*+l

)* *

a.0 Soit 1—#+#*=* , ou a:a=«—i+^r ; la fraction proposée

deviendra ••" • ou simplement . Maintenant =

= — x : donc la fraction partielle qui résulte du facteur 1—

—- " et par conséquent
1— x+x* 7 r ^

x

r4- Exemple IL Décomposer l'expression • en fractions
(1+4x4)3

partielles ?
Les facteurs de i + 4 * 4 sont i+2X+2x% et 1—2X±axs. Soit

i^ix^x* — " ? on aura •-—- — --—L-— . Maintenant si, dans
(1+4^4)3 û/3(â/+4aO3 7

dans la quantité ~ —- on rejette les *3
 P et qu'on élimine les

* (#—*4rJ
puissances de or supérieures à la première , on aura

Tom. X. 3 7
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Pour chasser les x du dénominatenr , je trouve qu'il faut multiplier
les deux termes par(84-2O*4-3*3).z>f22â;+94'ï ; alors cette fraction devient

donc le facteur (i-+"2#4""2#*)3 <ïonne les fractions partielles

x x
16 (i+2*+2**)3

L'autre facteur donnera pareillement, en changeant le sî^.-•: c> : ^

l a ; i i — I 6 J ? . zi—2;,;

64(i—2a+-a;a ' 64^1— ̂ - f '16 (i-2#

et ces six fractions équivaudront a la fraction propo?k. ,

Remarque. Si f après avo'r décomposé la fraction —, dont

le numérateur est 1 ? on proposait une fiaciion i>embiabie

— ? dont le numérateur fût à volonté j on pourrait , sans

recommencer le calcul , multiplier les parties trouvées par la valeur
du numérateur. Ainsi ; on trouverait pour i + 8 ^ 6 l'expression

par laquelle inulîîpliaot ce que nous avons déjà trouve

le produit serait
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donc la fraction proposée — équivaut a la somme de celles-ci

J
2)3 32(l

r.
O2(l 2X-{-2.X2)3 32(l— 2X+2X*)* 32(1 2X

ANALISE INDETERMINEE.

Sur une nouvelle classe de problèmes indéterminés
avec application à la décomposition des fractions j

Par M. GERGONNE.

XJES seuls problèmes indéterminés qu'on se soit proposés et qu'on
ait cherché à résoudre jusqu'ici , sont ceux où , étant données des
équations numériques, en moindre nombre que les inconnues x,
y y zy qu'elles renferment, il s'agit de satisfaire à ces équa-

(*) On trouve , à la page 279 du IIÏ.e volume de ce recueil , un mémoire
sur le même sujet , par M. de Slainviîie qui l'a reproduit , avec quelques mo-
difications , à la page 55& de ses Mélanges d'analise et de géométrie. ( In-8.° ,
Paris, veuve Courcier > I 8 I 5 . )

J. D. G.
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(ions , par des valeurs des inconnues qui soient entières f si les e'quations
ne passent pas le premier degré , ou tout au moins rationnelles ;

si elles sont de degrés plus élevés.
Mais l'analise indéterminée peut être envisage'e d'une manière

beaucoup plus générale. Au lieu de supposer, en eflet ? que les
données qui entrent dans les équations qu'il s'agit de résoudre sont
de simples quantités numériques, on peut supposer que ce sont des
fonctions d'une ou de plusieurs variables / , u , v , ; et au lieu
de demander de satisfaire à ces équations par des valeurs numériques
entières ou rationnelles de x , y , z, , on peut se proposer
de les résoudre par des valeurs de ces inconnues fonctions entières
ou t©ut au moins rationnelles des mêmes variables / , u , t> ,

Qu'on ait, par exemple , entre les trois inconnues %, y 9 z ,
les deux équations

si Ton demande quelles sont les valeurs les plus générales de x,
y)zi fonctions entières de / qui y satisfassent, on trouvera

/' —(2— 5/— 3

où T désigne une fonction entière de / tout-à-fait arbitraire. On
doit remarquer, au surplus, qu'ici les coeiliciens numériques peuvent
être fractionnaires, sans que les fonctions cessent pour cela d'être
réputées entières. Une fonction entière des variables / , u, *>,
est simplement , en effet ? une fonction où ces variables n'entrent
point au dénominateur.

Soit encore, entre les deux inconnues x, y , l'équation
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(i—3/4-5/ l)ar'4-(54-2/-8/1)>' ï=29-f69/+2i8;J-i83 i
3—i8o/«;

et supposons qu'on demande d'y satisfaire de la manière la plus
générale par des valeurs de x , y fonctions rationnelles de / ; on
trouvera pour ces valeurs

—(3-

+ ( 2 — / — 5 * 2 + 2.S/3) — 2 ( 3 — > t i t + 21^3

où T représente encore une fonction rationnelle de / tout-à-fait
arbitraire, loi les coefficiens numériques pourraient être radicaux,
sar.s que pour cela les fonctions cessassent d'être réputées ratïon-

îieiicb-, une fonction rationnelle des variables / , « , 9, étant
simplement une fonction qui ne renferme pas ces variables sous
des radicaux.

Nous ne nous occuperons uniquement , dans ce qui va suivre ,
que de la résolution des équations du premier degré h deux in-
connues, et même dans le seul cas où les données et les incon-
nues sont et doivent être simplement fonctions d'une seule variable /.
Nous ferons voir ensuite que le problème de la décomposition des
fractions n'est qu'un cas particulier de celui qui nous aura occupés.

Soijt proposée l'équation

dans laquelle a , h , c sont supposés des nombres entiers , et à
laquelle on se propose de satisfaire par des valeurs entières de x,
y; il est connu, i.° que le problème n'est possible qu'autant que
le plus grand commun diviseur de a et b se trouve être diviseur
de c ; 2.0 que le problème se résout immédiatement lorsque lç
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plus petit des eoefficîens a, b est l'unité; 3.° enfin, que par des
transformations plus ou moins nombreuses, on ramène facilement
à ce cas celui oà ce plus petit coefficient est différent de l'unité.

Ainsi , si l'équation proposée est

on aura , de suite j

et en prenant pour x un nombre entier quelconque, on aura aussi
un nombre entier pour la valeur correspondante de y.

Si, au contraire , l'équation à résoudre est

on Técnra d'abord ainsi

posant

4 — 7 = / ?

elle deviendra

91^+290;=: 58 ;

f[u'on pourra écrire ainsi

posait encore

elle deviendra

297+4/? = 0 ;

ou

posant enfin
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nous atfrons

4+=o
d'où, en remontant,

Voilà donc des valeurs entières de x , y fonctions d'un nombre
entier n tout-â-fait arbitraire.

Les équations indéterminées dans lesquelles les données et les
inconnues sont et doivent être des fonctions entières d'une variable / t*
se traitent à peu près de la morne m-mure. Soit en effet , en
général , entre x et y , une équation de la larme

dans laquelle a , b, c , af, P , cf, aN , lu , cu\ sont supposés
des nombres donnés quelconques , et à laquelle il faille satisfaire
par des valeurs de x et y fonctions entières de / ; il est facile de
yoir? i.° que le problème ne sera possible qu'autant que le plus grand
commun diviseur des coefficîens de x et y sera en même temps
diviseur de la fonction de / qui forme le second membre ; 2.0 que
l'équation sera immédiatement résoluble , si l'un des eoefRciens est
une quantité purement numérique ; 3.° enfin que , par des trans-
formations plus ou moins nombreuses, on pourra toujours ramené?
à ce cas celui où les deux coefHciens seront l'un et l'autre des
fonctions de A

Soit, en premier lieu ; l'équation
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^+7/=!3— 5/—i3*'—t

elle donnera immédiatement

i3—5f—i3f>—*3—(2

r=
formule oii , en prenant pour # une fonction entière tout-à-fait
arbitraire de / , on aura aussi pour y une fonction entière de /.

Soit, en second Heu , Téquation

en la multipliant par 9 , quarré du coefficient 3 de la plus haute
puissance de t dans le coefficient le moins élevé ; on pourra la
mettre sous cette forme

—(38/—57/
a)}—(43

=45—i

en posant

elle deviendra

—(43—1

Multipliant celle-cî par 17956, quarré du coefficient i34 de la plus
haute puissance de /, dans le coefficient le moins élevé, on pourra
ensuite la mettre sous cette forme

posant ensuite
(809
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(809—4oa/)p—17606*—(

elle deviendra

(43—i

et de là , en remontant,

ua3(3 —a/)—(2— -

1125

I I 2 D

voilà donQ des valeurs de œ% y qui , en prenant pour Tune fonction
entière quelconque d e / , seront aussi det> fonctions entières de cette
variable; en y changeant T en 1120 T, ce qui est permis* elles
deviennent

[—2.t—Ô

où T est toujours une fonotion entière quelconque de /.

Venons présentement aux applications que nous avons annoncées.
Soit d'abord la fraction numérique -**- qu'il faille décomposer en
deux autres dont les dénominateurs soient respectivement 125 et
a 5 \ En désignant les numérateurs par oc et j ? on aura

OU

d'où
#=89--5y ,

où l'on peut donner a y une valeur entière quelconque.

Tom. X 3 8



*78 A N A L I S E
SI Ton veut que x soit plus petit que 5 7 racine du cîomînafeurj

11 faudra prendre y = i 7 e t l'on aura ainsi

-s ° ~— 4 _ t * *

Par une semblable méthode , on décomposerait ultérieurement
~ en deux autres fractions dont les numérateurs seraient l'un et
l'autre moindres que 5. On trouverait ainsi

T77 777 i 77 • T •

h

Ainsi , en général , toute fraction numérique ~ peut être consi-

dérée comme la somme algébrique d'une suite d'autres

h' b" h"'

dans lesquelles les numérateurs hf
 7 h11, b/f/ >.... sont tous moindres

que #.
Soit, en second lieu, la fraction ~ à décomposer en deux autres

dont les dénominateurs soient les deux facteurs premiers entre eux
24 et a5 de son dénominateur? En désignant par x, y les numé-
rateurs respectifs de ces deux fractions , on aura

cela donne

4 •
SI Ton veut que les numérateurs soient plus petits que les dénonjî
nateurs, on pourra prendre # = 0 ; cela donnera

On pourrait , par le même procédé, décomposer ultérieurement ~9- en
deux fractions ayant 3 et 8 pour dénominateurs ; et des numérateurs
plus petits que ces nombres# On trouverait ainsi
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17* — 1 4 - 1 -i

et nous venons de voir tout-à-l'heure comment se décomposaient
les fractions de la dernière sorte.

k

Si , en général , on a la fraction numérique -^-3- : > dans la-

quelle les nombres a } b, c , soient premiers entre eux , on
pourra la décomposer en

dans laquelle les numérateurs seront moindres que les dénominateurs.
Cette application de l'anal'ise indéterminée ordinaire a déjà été

indiquée par M. Legendre ( 'Ihéorie des nombres , dernière édition ,
pog. 26 ) . La décomposition des fractions littérales, fonctions d'une
variable , est une applicaiion toute semblable de la nouvelle analise
indéterminée dont il vient d être question ci-dessus.

Soit , en premier lieu , la fraction

qu'il faille décomposer en deux autres dont les dénominateurs soient
( i+5/—2/*) 3 et (i+5/—2t*)% ; en désignant les numérateurs par
x , y , on aura

x y _ 4+f—5^+38/3—i 9/4+2/5

ou

en résolvant cette équation comme ci-dessus, on trouve

Si Von veut que x soit d'un degré inférieur au second , et y d'un
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degré inférieur au quatrième , il ne s'agira que de faire 3T=o f

ce qui donnera

_ 3—2*

~~ 0+^—2/=}* %

On décomposerait , par un semblable procédé } la dernière fraction
en deux autres 5 ayant pour dénominateurs (i-f-5/— 2/*/ et i+5/—s/3 ?
et des numérateurs du premier degré au plus.

Soit, en second l ieu, la fraction

io—87/+25/3—295'H-S7^+53/*—52/6

qu'il faille décomposer en deux autres , ayant pour dénominateurs
(2—'3/)3 et (1—2/+5/*)1 ; en appelant x et y leurs numérateurs >
nous aurons

(2—3O3 (i—11+ony
af—295/34-87/4+53^—5

ou bien
(1— 2/4-5/2)2^+(2—oify

—10—87/+257/2—

cela donne

— ( 1 — 2

Si Ton veut que les numérateurs soient d'un moindre degré que
les dénominateurs, il suffira de poser T = o , et l'on aura



SYSTÈME REPRÉSENTATIF. ^ 8 r
Nous sommes loin de prétendre, au surplus, qne cette méthode

soit préférable aux autres méthodes connues , et notamment à celle
qui se trouve indiquée dans le précédent mémoire ; et nous avons
eu simplement l'intention de faire voir comment le problème de
la décomposition des fractions littérales se rattache à la nouvelle
branche d'analise indéterminée que nous avons signalée.

ARITHMETIQUE POLITIQUE,
Sur les élections et le système représentatif ±

Par M. GERGONNE.

XTLU commencement du VI.e volume de ce recueil, j'ai présente,
sur les élections et les assemblées délibérantes , des réflexions ten-
dant à signaler un très-grave défaut du système représentatif , le-
quel consiste en ce que , dans le cas môme des élections directes ,
et en admettant que chaque député est religieusement fidèle à l'opinion
de ceux qui l'ont élu , il peut très-bien se faire que le vœu de
ia majorité de la chambre représentative soit formellement contraire
je ne dis pas seulement à celui de la nation, mais même à celui
de la très-grande majorité des citoyens qui ont concouru à leur
élection. J'ai montré que ce danger devenait beaucoup plus grave
et plus imminent encore lorsque les élections , au lieu (Titre diicctcs,
étaient faites par des électeurs , élus eux-rneir.es par un plus grand
nombre de citoyens; et je n'ai pas dû être [jeu Mirpns, envoyant
que, dans la discussion solennelle qui précéda, il y a trois an 4 ,
l'adoption de la loi des élections, aucun des ad\e;salies des élections
a plusieurs degrés n'avait songé à faire valoir contre elles un argument
à la fois si palpable et si péremptoire.

J'avais cru , jusqu'à ces derniers temps , que l'inconvénient dent
il vient d'être question était tellement inhéient à la forme de nos
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gouvernemens modernes, qu'il était absolument Impossible de les en
délivrer, et j'avouerai même que cette pensée avait singulièrement
attiédi mon affection pour le système représentatif. La lecture d'un
petit écrit sur ce sujet , publié récemment par M. Flaugergues , m'a
tout-à-faît désillé les yeux ; et quoique je sois fort loin d'adopter
la plupart des idées de l'auteur ? j'ai pourtant puisé dans son ou-
vrage une ressource qui me semble tout-à-fait propre à remédier à
un mal qui d'abord m'avait paru absolument irrémédiable.

C'est une très-excellente chose sans doute que la liberté ; maî$
la justice est peut-être une chose plus excellente encore \ et c'est
précisément parce que cette liberté est un bien précieux , qu'il ne
faut pas que la jouissance en soit exclusivement résenée à une
classe quelconque de citoyens. Qu'on nous vante tant qu'on
Toudra les republiques de Sparte , d'Athènes et de Rome.
Je n'aime pas moi cette liberté du petit nombre qui est fondée
sur l'esclavage de tout le reste. S'il ne s'agissait que d'aimer pas-
sionnément la liberté pour être digne d'estime , je ne connaîtrai*
personne qui méritât mieux nos hommages que le dey d'Alger, le
roi de Perse et l'empereur de Constantinople , tous gens si jaloux
de leur liberté qu'on paye chez eux de sa tête la seule pensée
d'y mettre la plus légère entrave.

Or , comme l'observe fort bien M. Flaugergues , dans le système
électoral en usage depuis trois ans , tous les contribuables au-dessous
de 3oo fr. , c'est-à-dire , environ les quarante-quatre quarante-
cinquièmes des citoyens ayant un élat , un domicile et môme quelques
propriétés, se trouvent, de droit , exclus de toute influence sur
îa nomination des députés qui doivent discuter leurs intérêts ; et
cette môme influence se trouve enlevée de fait aux contribuables
au-dessus de 5 à Coo fr. , toujours en minorité dans nos collèges
électoraux , et qui , lassés de n'y paraître que pour sanctionner par
leur présence des choix que souvent ils réprouvent, finiraient bientôt
par s'en exclure volontairement ; si Ton n'apportait quelque chan-
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geïïient clans leur situation. L'élection de la totalité des députes
de la France se trouve donc livrée à la discrétion d'environ soixante
mille petits marchands ou petits propriétaires , sans éducation , sans
dignité personnelle, et totalement dépourvus , pour la plupait, de
toute vue politique un peu élevée et lointaine.

C'est à ce vice radical de notre système électoral que M. Flau-
gergues se propose d'indiquer un remède. Celui qu'il choisit con-
siste à remplacer le collège électoral unique de chaque département
par plusieurs autres , dont chacun élirait un certain nombre de
députes , et d'organiser ces collèges de telle sorte que l'on soit à
peu près certain que les choix y seront faits a l'unanimité. Homo-
généité d'Intérêts parmi les électeurs d'un même collège ; diversité
d'intérêts parmi les députés élus ; tel est en peu de mois le prin-
cipe de M. Flaugergues. Ce principe est très-bon sans doute; nu*is
voyons comment l'auteur prétend l'appliquer.

M. Flaugergues, considérant le rôle des contributions comme le
tarif présumé des opinions politiques des diverses classes de citoyens,
crée, dans chaque département, trois collèges respectivement formés
des grands 7 moyens et petits propriétaires ; mais croit-il de bonne-
foi que , dans de tels collèges, les choix soient toujours faits, je ne dis
pas à l'unanimité , mais même à une grande majorité ? Manque-t-il
en France de porte-faîx qui se piquent de penser comme des marquis ?
et , à l'inverse , dans le cours de notre révolution , n ' a - t - o n
pas vu plus d'un grand seigneur s'attacher au char des Chabot et
des Marat? On ne saurait disconvenir néanmoins de l'extrême droi-
ture de Fintention première de M. Flaugergues. Voyons donc s'il
ne serait pas possible d'en tirer un parti plus heureux.

Je comparerais volontiers des ministres, en présence d'une chambre
de députés des départemens , à un général qui , la veille d'une opé-
ration militaire, examine avec soin la carte topographique du terrain
<ur lequel il doit manœuvrer ; e t , pour suivre le parallèle jusqu'au
bout, je comparerais les soins que se donnent ces ministres pour
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influencer les élections , à ceux que prendrait le même général pour

se procurer des cartes inexactes , sur lesquelles les distances seraient

abîvg^s , les montagnes abaissées et les sentiers élargis. Je crois

do'*c vpi*, pl»»s encore dans l'intérêt du gouvernement que dans

celui d<s g:ri/'-îri:és 7 c'est une condition de rigueur que la chambre

dite d^s ri (5j vserilans soit , en eiTet, une représentation autant fidèle

que j»nvj!o c1 «le la nation pour laquelle elle doit consentir des lois ;

q*i Ï l:e e:i s*.ît , s'il est permis de s'exprimer ainsi , une sorte de

m; r i u-o . P( { j U e les ministres se trouvent là , à peu près, comme

dans ta Infnn «tes petites républiques d<; l'antiquité.

Si donc il existe encore au milieu de nous des hommes assez

fous pour ne r}ver que dîmes , intolérance, châteaux et justices

seigneuriales ; s'il en est d'assez niais pour aspirer à donner un

gouvernement républicain , c'est-à-dire , un gouvernement tout d'ab-

négation et de sacrifices, à de vieux égoïstes, à de vieux sybarites

comme nous, s'il en est pour qui des fers dorés, tous couveits de

lauriers , puissent encore avoir quelque charme • !>'il en est enfin qui ,

pir une antipathie aveugle et obstinée contre la dynastie régnante ,

lui préféreraient tout gouverne ruent quelconque autre que le sien ^ il

faut que le ministère le sache-, il faut qu'il connusse exaetemeut,

ou du moins à très-peu pies , dans quelle proportion sont ces

diverses classes d'individus , tant entre elles qn'avec. la usasse de

la nation , qui ne demande qne l'entière conservation de ce qui

existe • il faut , en un mot , pour qui» res gons-là no songent pas

à con^p'rcr dins l'ombre , pour qu'ils puissent rougir eux-mêmes

de l'intériorité de leur nombre , il faut , dis-je , qu'ils iùent des

or^anos dans la chambre représentative • il faut aussi q»i'iU puissent

élire leurs représentais.

Mais, dirn-i-on , ne se pourrait-il pas que la îir'jorilé de la

nation (Vit infatuée de doctrines subversives de lonir*? social ? et

alors quelle chambre de députes pourrait - on en a.»v:ulrt» > si If1 s

élections n'étaient pas habilement m.utnsees et diriges ? A ce-'* ,

je réponds que d'abord ceux qui feraient cette objection, calom-

nieuse
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eîeuse pour la nation , n'y croiraient pas eux-mêmes sérieusement»
J'observe, en second lieu, que, si réellement telle était notre po-
sition , je n'y verrais que de deux remèdes l'un : ou bien se résigner
à partir de la nation telle qu'elle serait pour l'amener par de^ns
insensibles à ce qu'on désirerait qu'elle devint : ou bien briser violem-
ment sa volonté, en l'a,csujeitissant à un joug de 1er; r t , dans ce
cas, je ne verrais rien de mieux que de rappeler le prisonnier de Ste«-
Heiène.

Je persiste donc à croire que la chambre élective ne saurait oiTrîr
une représentation trop fidèle des sentimens et opinions diverses qui
partagent la nation; cette condition , qui serait de ligueur dans une
démocratie pure , où la chambre des représentans ferait seule les
lois , ne peut avoir d'ailleurs un grave danger chez nous , où cette
ehambre n'a , en dernière analise , qu'un simple droit de veto.

Si j'étais partisan du système qui consiste à distingue dans la Charte
des articles fondamentaux et des articles régitmentaiie> ; je seiais fort
tenté de ranger, au nombre de ces derniers, les dispositions qui
fixent la cote de contribution nécessaire pour être électeur ou éligible ;
je penserais que , sur-tout à la suite dune longue révolution , où il
a été si facile aux gens peu scrupuleux de faire de très-t;ros gainsf

on pourrait peut-être trouver une garantie plus sure du discernement
et de l'iijdcpendance des uns et des lumières de la droiture des
autres , que la somme qu'ils payent annuellement au fisc ; je pen-
serais en un mot , qu'il est peut-être bien temps enfin que l'argent re-
descende à sa çaleur, et aue f honneur remonte à la sitnne ; mais
attendu que les argumens du Moniteur de cette année n'ont pu
encore coiiiplètement détruire dans mon esprit l'impression qu'y
av lient produite ceux du Moniteur de 1817; je veux , d**ns iimn
utop'e , respecter en tous points tous les articles de la Charte , sans
distinction , du moins ceux d'entre eux qui présentent un hens bien
précis ; car pour ce qui concerne Je nombre des mrmbres de la
chambre, je pense , avec beaucoup d hornm< s d'état , que les dis-
positions de la Chaite ne sont ni assez précises ni absez iiup. raiivi-s

lorn* X» 3g
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qu'on ne puisse les interpréter d'une manière un peu plus largï
qu'on ne l'a fait jusqu'ici.

Ces choses ainsi posées , je renferme mon projet de loi électorale
dans les deux seuls articL-s que voici :

I. Sera électeur dun département , tout citoyen qui y y ayanè
son domicile de fa*t depuis plus d'un an, payera trois cens francs
de contributions diuctes , depuis le même temps.

II. Sera , pour cinq années 9 député d'un département à la chambre
élective , tout citoyen qui , ayant son domicile de droit dans ce
département depuis plus d'un an , et payant au moins mille jrancs
de contributions directes , depuis le même temps , sera porteur d'un
mandat de deux cens électeurs au moins 7 du même département , lui
conférant ce titre y et ne Vayant conféré à aucun autre depuis les
précédentes élections.
• On voit que , dans ce système 9 qui porterait probablement le
nombre des députes à environ cinq cens, les assemblées électorales
et les pénibles dcplaeemens qu'elles nécessitent ; et qui ne décou-
ragent que trop souvent les électeurs , seraient tout-à-fait inutiles. À
l'époque des élections , ceux-ci se i^rouperaint spontanément, suivant la
nature de leurs opinions, de leurs intérêts ou de leurs vœux. Et il n'y
aurait , au plus, que ceux qui ne trouveraient pas à se réunir chez eux
en nombre suffisant, et ne voudraient pas voter avec leur entourage y qui
seraient obligés de se transporter ailleurs , pour émettre un vœu utile*

11 faudrait , sans doute , prendre des mesures sévères tant pour
constater les titres des électeurs et des éligibles , que pour s'assurer
de l'authenticité des signatures et se garantir des votes multiples
des mêmes électeurs-, mais tout cela serait l'alïaire d'un règlement
d'admfnihlration facile a rédiger.

En aduptant ce système , chaque député se trouverait le véritable
représentant de la totalité de ses eommettans, et le vote de la majorité
de la chambre serait toujours l'expression fidèle si non de l'opinion
de la majorité des Français ? du moins de la majorité de ceux
d'entre eux qui uni le droit d'élire.
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Je ne fais ici , au surplus, que régulariser le système des scis-

sions, fort -en vogue sous le directoire ; avec cette différence que
chaque fraction du collège électoral exerce ici un droit effectif,
proportionné à sa masse ; tandis qu'au temps du directoire , chaque
fraction prétendait faire à elle seule les députés de tout le département ;
et que ce n'éîa;.t pas toujours la fraction la plus nombreuse dont
les choix étaient préférés.

Un des grands avantages de ce système, c'est qu'il peut se prêter
à tant de degrés d'élection qu'on voudra introduire, sans offrir aucun
des inconvéniens que j'ai signalés dans l'article cité. SI, par exemple,
on voulait faire concourir aux élections tous les citoyens payant cin-
quante francs au moins de contributions, il suffirait de statuer que
vingt de ceux-ci pourront , par un mandat signé d'eux , et délivré
à un citosen payant trois cens francs au moins de contributions
directes , le constituer électeur» Dans ce cas, comme dans l'autre,
l'csptit général de la majorité de la chambre serait exactement con-
forme à celui de la majorité des citoyens qui auraient concouru aux
élections.

Je pense , par ce qui précède , avoir plus sûrement résolu que M.
Flaugcrgues lui-même le problème que cet estimable écrivain s'était
proposé -r savoir , d'obtenir l'identité d'intérêts chez ceux qui élisent
et la diversité d'intérêts chez ceux qui sont élus. Si le système que
je propose pouvait essuyer des contradictions et des critiques , ce
ne pourrait guère être qu'au sein des ces majorités de toutes les
couleurs qui , dans les diverses phases de notre révolution et "sur
les divers points de la France f ont tour-à-tour essayé de soumettre
les minorités à leur joug despotique; mais je leur répéterai encore ca
que j'ai déjà dit plus hau t , que , pour mériter d'être libre, il faut
d'abord consentir à être juste.

Au surplus, persuadé comme je le suis, que dans notre situation
actuelle, nros institutions ont beaucoup plus besoin encore de fixité
que de perfection , je renoncerais très - volontiers à mes idées ,
si Ton voulait nous conserver un système électoral qui 9 avec toutes
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ses imperfections ? était peut-être encore le inoins mauvais de tous
ceux qu'on nous avait donnés jusqu'ici.

Par hs m :mes considérations , je tiens extreo^ement au renou-
vellement partiel de la chambre , parce que je pense quo , dans le
jeu de5 g-luvcrneniens, comme dans celui des machines } tout chan-
gp^nent biuMjje ne peut être produit sans consommer des forces en
pure perte ; *M que le inonde moral doit , autant que possible , comme
le monde physique , être assujetti à la loi de continuité.

QUESTIONS PROPOSEES

Problèmes d'optique.

I. V J N demande quelle est la courbe, image d'une ligne droite vue
à travers un prisme de cristal disposé d'une manière quelconque
par rapport à celte droite , en faisant d'ailleurs abstraction de la
dispersion ?

II. On demnnde quelle est la courbe > image d'une ligne droite
entièrement plongée dans l'eau ; et vue hors de l'eau ?
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GEOMETRIE MIXTE.

Solution nouille du problème où il Jagit d'inscrire
à un triangle donne quelconque trois cercles tels
que chacun d'eux touche les deux autres et deuoo
côtés du triangle ;

Par M. LECHMUTZ , docteur en philosophie à Berlin.

Au Rédacteur des Annales,

MONSIEUR ,

tf donnant , dans votre estimable recueil (*) , l'historque du
curieux problème dont je \ais avoir l'honneur de vous fiitrelenir,
et en faisant connaître la solution extrêmement simple qui en a été
donnée par un célèbre géomètre italien ; \ous avez témoigne le
regret qu'on en fût réduit à justifier à posteriori I<J ionnule lin;i]a
de Mallatti , en prouvant qu'elle satisfait aux équation!» qu'il s'agit
de résoudre ; sans qu'on aperçoive < ornmrnt , à l'aide de ces seules
équations , on pourrait parvenir à cette même formule , si elle
était inconnue , ou du moins à toute autre équivalente et d'une
facile construetkn.

(*) Voyez tom. I , pag. 34-3 ; tora. II , pag. 60 Ci i65.
lom. X, /i.° X? x.ei avril ib-:o.
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Cette considération m'ayant de'terminé à revenir de nouveau et

tout récemment sur ce singulier problème -, j'ai été nsscz heureux
pour en obtenir une solution que sa simplicité et son élégance vous
feront peut-être juger de nature à ne point déparer votre recueil ;
et qu'en conséquence je vais exposer brièvement.

Soient A , B , C les trois sommets d'un triangle quelconque ;
soit O le centre du cercle inscrit , dont nous prenons le rayon pour
unité. De ce centre , soient abaissées respectivement , sur les côtés
BC , CA , AB , les perpendiculaires OA / =OB / = O C / = i ; et soient
de plus menées du même point aux sommets les droites OA ,
OB , OC.

Soient faits

nous auront

OB^Sec.j ,

OC=Sec.y .

Nous aurons de plus , parce que 3*-+a£-4-2y vaut quatre anglei
droits ,

•u bien , es chassant le dénominateur et transposant
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Tang.#+Tang./3-+ Tang.y=Tang,*Tang,/sTang y .

Il s'agît donc d'inscrire à ce triangle trois cercles tels que chacun
d'eux touche les deux autres et deux côtés du triangle ; el il est
d abord clair que les centres de ces cercles devront être situés sur
les droites OA, OB , OC qm divisent ces angles en deux parties
égales. Soient respectivement X , Y, Z f ces centres , et oc, y, z}

les rayons qui leur correspondent.
Si l'on projette orthogonalement les centres X 9 Y sur le côte

AB=AC /-|-BC / = Tang.*-|~Tang.^ , leurs projections diviseront ce
côté en trois segmens dont les extrêmes seront évidemment jrTang* f

yTang fi. Quant au segment intermédiaire , il ne sera autre chose
que la projection de la distance des centres XY=#-f-y f et sera
conséquernment

égalant donc la somme de ces trois parties à la première expres-
sion du côlé AB , on aura

arTang. «+2 \/ 1^+yTang.fi = Tang.a+Tang./î .

La considération des deux autres côtés donnera des équations
analogues, de sorte qu'en faisant, pour abréger,

tout se trouvera réduit à résoudre, par rapport à s % y t z% les trois
équations



arec

E

mais

d'où

INSCRIP

6X-\r2\/

cz-\-2.y

la condition

a+b-

n multipliant en

(b-\-c)(ax-\~.

l'équation (4)

l+c

TION

U~*bc .

croix les

V«)-(
donne

ab—i

DE TROIS

-a+i,

b-\-c t

équations (2 , 3)

o+b
06—1 '

CERCLES

(0

w
(3)

(4)

et réduisant ,on a

~c(a—b)z ;

lubstiluant donc ? et supprimant le dénominateur commun , on aura

ou encore

ou , en transposant ,

ou encore

ou, en extrayant les racines et divisant,
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Nous ne donnons pas de double signe au second membre de cette
équation , parce qu'ici nous n'avons simplement en vue que les
cercles intérieurs au triangle, se touchant extérieurement.

Par une simple permutation de lettres, on conclura de là

ajoutant ces deux dernières membre à membre , z disparaîtra,
et il viendra

mais , à cause de

<z£—» ï

on a

substituant donc , et chassant les dénominateursf il viendra

Les coefEciens des deux membres peuvent d'abord être écris ainsi

(ï—tf

en considérant ensuite
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ils prendront cette nouvelle forme

c'est-à-dire , qu'ils ont un facteur commun ; en supprimant donc ce
facteur, l'équation deviendra simplement

( i —

En posant donc ; pour abréger f

on tirera de là , par une simple permutation de lettres,

d'où

-— c - - - c -

Retournons présentemcut a nos équations primitives ; si de la

Somme des équations (2 ; 3) nous retranchons l 'éjuation {i)f eu
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supprimant le facteur 2 , CJU mun à tous les ternies d̂  lYquatiun
résultante ; elle deviendra

nietlant dans celle-ci pour sjx et y/j leurs valeurs (5) , elle deviendra

€ C O \

y
ou

{cÀB+C(A+B—Cyz=cJB • (6)

Or, on a, d'après les valeurs de A , B , C

cAB-c{ 1—a) ( i—£/-H( 1 —b) v/T+^+^( 1 —<0 y/

ou bien f en remplaçant v/(i+aî)(i+^2) Pa r s o n

On a ensuite

d'où , «n multipliant par C=i—^+v/i-f^ , eL remplaçant respective

ment V/(I+Û2)(I+C2) et

donc , en ajoutant et réduisant,

tAB±C(A\B~C)=c—

En remplaçant abc par son équivalent a+b-^c, cela deviendra
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substituant donc celte valeur dans l'équation (G) , et supprimant le

facteur c, commun aux deux membres, elle deviendra simplement

Par une simple permutation de lettres , on obtiendra les équations

en x} y -7 de sorte qu'on a finalement

BC CA

Cela posé , soient prolongés AO , BO , CO , jusqu'à ce qu'Us

rencontrent de nouveau la circonférence du cercle insciit en À/y ,

Wf
 t C/7 ; puis des sommets A , B , C , pris respectivement po ir

centres, et avec les rayons* AB / = AC / , BC = RAS , C A ' = C B ' ,

soient décrits des arcs coupant respectivement AO ; BO , CO en

A / ; / , B / / y , C/// ; nous aurons ainsi

—AB/=OA//—AB^AOn: i_Tang

Ĉ  C" =CO+OC / '—CA' = OC"-- g

Les trois longueurs A > B , C étant ainsi déterminées , on en

pourra conclure , par une construction unique , les trois rayons

cherchés x , y 9 z. Pour cela , on c mstruira un triangle Dl^F ,

dont les trois côtés EF , FD , D E , soient respectivement égaux à

ces trois longueurs; par les sommets D , E , F , on meneia des

droites se terminant aux côtés opposés en D / , E / , F / , e t tellement

dirigées qu'on ait

Aig.
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Jng.EFF'= Ang.D ;

alors , en vertu de la proportionnalité des côtés homologues des
triangles semblables, les longueurs D D ' , E E ' , FF 7 seront ks dia-
mitres des cercles cherchés , ayant respccti\ement leurs centres
en X , Y , Z.

Ces expressions des rayons des cercles une fois trouvées ? rren
de plus facile que de leur substituer telles autres inconnues qu'on
voudra. En prenant , par exemple , pour inconnues les distances
des sommets auxquelles les cercles cherches touchent les cotés du
triangle , ces inconnues seront 4rTai)g.4=#4; , yTang./S^^y ,

= £z , et Ton aura

afiC _ bCA cAB

Or , d'après les valeurs trouvées ci-dessus pour cAB et C(A~\-B-—C) f

on a

cJB=C{2c~(J+B— C)) -
donc

ou encore

cz-\ AB^BG^—CA'-OO+OC—OA—OB)
Torn. X,
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ce qui revient exactement à la construction de Malfalti, ( Voyez

l'art.cle cifé , lom. I , pag. 3 4 7 ) ,
Si Ton voulait prendre pour inconnues les distances À X , BY t

CZ des sommets aux centres correspondais , ces inconnues seraient
respectivement a\/ 7+â* , y s/ i+i>», xy/i-^-c2 \ et Ton trouverait ,
par exemple, d'après ce qui précède ,

Si enfin on voulait prendre pour inconnues les distances OX ,

OY , OZ , ces inconnues seraient respectivement ( i—x \Ji-\-a* 9

> ( l—^)VX+C* » e<- ^ o n trouverait, par exemple ,

En variant les signes des radicaux d'une manière convenable , et en
substituant au cercle inscrit, proprement dit , chacun des trois autres
cercles qui peuvent toucher à la fois les trois côtés du triangle ,
on obtiendra toutes les solutions dont le problème peut être
susceptible (*).

Berlin , le ^3 janvier 1820.

(*) La simplicité de cette solution engagera peut-être quelqu'un à tenter celle
au problème analogue pour le , tétraèdre j cjui a été. proposé k la page 287
du l l , c volume de ce recueil.

J. D. G.



PROBLÈME DES ENGRENAGES.

ANALISE APPLIQUÉE.

Problème général des engrenages à axes fixes ;

Par M. FRÉDÉRIC SARRUS*

J E me propose de montrer Ici comment le problème des engrenages
à axes fixes peut être facilement Tamené aux procédés généraux de
Finalise mathématique. Je pourrais aborder immédiatement le caa
le plus général de ce problème ; mais, pour en rendre la solution
plus facile à saisir, je pense qu'il ne sera pas hors de propos de
traiter d'abord un cas beaucoup plus simple : c'esi celui où l'axe
du pignon ou de la lanterne étant parallèle à celui de la roue 9

toutes les sections faites dans l'un et 1 autre corps par des plans
perpendiculaires à la direction commune de leurs axes sont des
courbes égales , semblablement situées , et ayant pour points homo-
logues les points où leurs plans sont rencontrés par leurs axes ;
c'est-à-dire , en d'autres termes , le cas où la roue et le pignon ou
lanterne sont des surfaces cylindriques , ayant leurs élémens rec-
tilignes parallèles à la direction commune de leurs axes. Tout 5©
réduit alors , en effet , à remplir les conditions qui doivent être
satisfaites , pour l'un quelconque des plans perpendiculaires aux
axes ; et on a alors à résoudre simplement un problème de géométrie
plane qui peut être énoncé comme il suit:

PROBLÈME, Deux surjoces planes S , S/, situées dons un
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même plan , où elles doivent demeurer constamment, ne peuvent
prendre dauire mouvement qu'un mouvement de rotation autour
de deux points fi s es P , P / du plan où elles sont situées. La
courbe qui termine la surface S' étant donnée y on demande par
quelle courbe doit être terminée la surface S , pour que } ces deux
courbes y tournant librement autour de leurs centres de rotation
respectifs, avec des vitesses données quelconques , constantes ou
variables , les combes qui les terminent se trouvent continuellement
tangentes Vunc à Vautre ?

Solution, De quelque manière que soient mus les différons corps
d'un système, lorsqu'on n'a à s'occuper que de leur mouvement
relatif, il est toujours permis de supposer l'un deux immobile,
pourvu que l'on transporte aux autres son mouvement en sens
contraire. On peut , en efïet , imaginer tout le système renfeimd
dans un espace clos que l'on fait mouvoir dans l'espace in de fiai ,
de telle sorte que le corps que l'on veut supposer immobile le
soit en effet , dans ce dernier espace ; droù Ton voit qu'alors les
autres corps du système , outre le mouvement qu'on avait d'abord
attribué à chacun d'eux, auront encore un mouvement commun,
égal à celui de l'espace clos , et par conséquent contraire au mou-
vement effectif du corps que Ton suppose immobile.

Pour appliquer ces considérations au problème qui nous occupe ,
supposons que la suiface S soit immobile ; il nous faudra , pour
légitimer cette supposition , attribuer au point P / un mouvement
circulaire autour du point P ; et alors notre problème se trouvera
siaipiement réduit au suivant :

Pendant qu'une surface plane S' , terminée par une courbe donnée 9

tourne sur un plan , autour de tun quelconque P ' de ses points,
avec une vitesse donnée quelconque , constante ou variable f le point ¥/

décrit , dans le même plan , une circonférence d'un rayon donné,
ayant pour centre un autre point P de ce plan , avec une vitesse
constante ou variable , également donnée et quelconque j on demande
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quelle est la courbe S à laquelle , dans ce mouvement, la courbe
S / est continuellement tangente ?

O r , le problème, ainsi envisagé, n'est qu'un cas particulier du
problème des enveloppes planes , et peut être facilement résolu
comme il suit.

Soit a la distance constante entre les deux points P , P ; . Soit
rapportée la courbe fixe cherchée S à des coordonnées rectangulaires
x, y , fixes sur le plan des deux courbes , et dont , pour plus
de simplicité , nous supposerons l'origine en P.

Soit rapportée la courbe mobile donnée S/ à des coordonnées
x , y > fixes sur cette courbe, mais mobiles avec elle sur le plan
des doux surfaces , tant autour du point P / qu'autour du point P ;
en prenant encore , pour plus de simplicité , le point P ' pour origine.

Soit} pour une époque quelconque , / l'angle variable que fait
la droite mobile P P 7 ^ ^ avec l'axe des x ; les équations du point
V/, par rapport au premier système de coordonnées , seront ainsi;
pour ia même époque ,

x=aCosJ } y=tfSin / •

Si , dans la vue d'obtenir la courbe ? lieu du point P y , dans toutes
ses positions autour du point P , on élimine t entre ces deux
équations 9 il viendra

équation d'un cercle , comme on pouvait bien s'y attendre.
A la morne époque , l'axe des xf , qui varie sans cesse de

position , fera , avec la droite mobile a , un angle fonction de
l'angle / , dont la grandeur dépendra du rapport des vitesses de
rotation des deux surfaces; nous représenterons cet angle par T ;
d'où l'on voit que l'angle des axes des xf et des x sera 2-f-/.

Par les formules connues à l'aide desquelles on passe , sur un
plan , d'un système rectangulaire à ua ^utre système qui Test
également , on aura
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*'=+(*—oCos.t)Cos.(I+i)+(y—<

ou , en développant et réduisant ,

y/=—xS\n.(T+l)+yCo$.(T+i)+aSin.T .

Cela posé, soit

l'équation de la courbe S/ , rapportée à ses propres axes ? et q
Ton suppose donnée , dans renoncé du problème , en y substituant
pour 3Lf , y/ les valeurs que nous venons de trouver en x , y »
l'équation résultante, de la forme

aéra celle de cette même courbe 5 / , dans toutes les positions
qu'elle peut prendre par rapport a la courbe S ; ou , ce qui revient
même 7 cette équation sera l'équation commune à une infinité de
courbes , dont chacune sera une des positions de la rourbe o/ par
rapport à la courbe 5 , et qu'on en déduirait en faisant varier la
valeur du paramètre /. Puis donc que, dans toutes ces positions,
la courbe S' doit continuellement être tangente à la courbe 5 , cette
dernière ne sera autre chose que l'enveloppe de l*(\sj>ace parcouru
par la première. En conséquence , et d'après la théorie connue des
enveloppes (*), si Ton élimine / entre cotte dernière équation et

(*) Vojrez, entre autres, la pa^e 36i du UI.fc volume du présent recueH,
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sa différentielle prise par rapport à ce paramètre } l'équation ré-
sultante , de la forme

sera l'équation demandée de la courbe inconnue S. Venons pré-
sentement à quelques applications.

Supposons , en premier lieu , que la courbe donnée S/ soit un
cercle ayant le point P / pour centre et un rayon égal a r ) son
équation , par rapport à ses propres axes ; sera

en y substituant pour xf, yi leurs valeurs en x , y, elle deviendra

%—2<*yisîn.(r+/)Cos.r—

i u , plus simplement,

ar^-J-y*—zaxCosJ—a^ySîn./=rf—a1 ;

équatîon qu'on peut encore mettre sous celte forme

II ne s*agît donc plus présentement que d*éliminer / entre cetu
équation et sa différentielle , prise uniquement par rapport à çetjp
lettre j or, cette différentielle est

ou | plus simplement t
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combinant cette équation avec Sin.*/-4-Gos.*/=i , il viendra

Sin./=: V- ,

ce qui donnera, en substituant dans l'équation , chassant les déno-
minateurs et réduisant ,

«Toi

transposant et quarrant,

équation commune à deux eerrles concentriques , ayant îe point P
pour centre commun, et ayant peur rayons la divfame W/ = a ,
augmentée ou diminuée du ra\on r du cercle dont le centre est
P ' • et cela quelque fonction d'ailleurs que T soit de /. C'est , au
surplus , un résultat qu'il était facile de prévoir . il justifie com-
plètement l'exactitude de notre procédé.

Pour second exemple , admettons que S/ soit une droite telle que
les coordonnées du pied de la perpendiculaire abaissée sur elle de
roriyinc soient g et // ; son équation sera

e n y m e t t a n t p o u r x ! , y ' l e u r s v a l e u r s e n x , y , e l l e d e v i e n d r a
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(gy—Ax)S\n.[T+t)+ahS\n.T )

Supposons présentement que le rapport des vitesses de rotation
soit tel qu'en supposant celle de S uniforme , celle de S/ le soit
aussi, niais n fois plus rapide ; nous aurons alors T-^-i'zznt , d'où
2=:(n—j)/; notre équation deviendra donc

—agCos/sn— 1

sa diiïérentielle , par rapport à / , sera

J=o;
—-n(j][x-\-hy)$\rk.nt*\-{n—i )agS\n9(n—i)/ }

en joignant ces deux équations , les équations

on en déduira les valeurs de Sin.nt, Cos.^/ ? Sin.(/2—i)/t Cos*(/2—i)/;
et par suite celles de Tang./*/if Tang.(/z—-i)/. En supposant donc
qu'on trouve

Tang,rc/=^ , Tang.(/2—i)t=*A',

ou en conclura

d'où , en multipliant en croix

(n—



3o6 PROBLÊME
Ce calcul ne présente rien de difficile , maïs il conduit \ des for-
mules finales extrêmement compliquées.

Pour troisième exemple , supposons que la courbe S/ soit un
cercle , ayant g% h pour les coordonnées de son centre; en
posant toujours l'origine en P' , son équation sera

en y mettant pour x* % yf leurs valeurs en s , y, elle deviendra

Faisant, dans cet exemple , comme dans le précédent
elle deviendra

x) S\n.nt+2ah Sin.(n—xy+iay Sin.f

La différentielle de cette équation , par rapport à / , sera

= 0,

II s'agira donc d'éliminer / entre cette équaiion et la précédente.
Pour cela , on en éliminera d'abord Sin.(/2—i)/ et C O S ( / Ï — I ) / , au
moyen des formules

./ t

Cos.^/z—i]/=:Cos,72/4"Sin.w/Gos ;Sîn./ ;

« s équations ne renfermant plus alors que Sin./j/t Co$Mt 9 SiaJ
CQU f en leur joignant les deux équation*
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SIn.*/+Gos.2/=i , Sîn

on parviendra aux valeurs de ces quatre quantités , et Ton achèvera
comme il a été dit ci-dessus.

Passons présentement au problème général , que nous pouvons
énoncer comme il suit.

PROBLÈME. Deux corps S > S', ne pouvant prendre dautre mou-
vement qu'un mouvement de rotation autour de deux axes respectifs P ,
P' , fixes dans chacun d'eux , ainsi que dans l'espace , et situés ou non
dans un même plan ; on suppose que la surface de S/ est donnée, et on
demande quelle doit être la surface de S, pour que 9 ces deux corps
tournant librement autour de leurs axes respectifs, avec des vitesses
angulaires données quelconques , constantes ou variables , leurs sur-

Jaces soient continuellement tangentes l'une à l'autre ?
Solution, Ici encore f comme dans le premier problème , il nous

sera permis de supposer que le corps S est immobile , pourvu que
nous transportions au corps Sf, dont Taxe est supposé invariable—.
méat lie au sien , un mouvement de rotation autour de ce dernier
axe , égal et contraire à celui du corps S autour de ce même axe#

Le problème se trouvera ainsi réduit au suivant :
Pendant qu'un corps S' , terminé par une surface donnée ,

tourne autour d'un axe V , fi je dans ce corps , mais mobile dans
Vespace > avec une vitesse donnée quelconque , constante ou variable,
cet axe P ; lui-même tourne autour d'un autre aae P , absolument
fixe dans Vespace , situé ou non dons le même plan avec lui , et
auquel on le suppose invariablement lié , avec une autre vitesse donnée
quelconque, également constante ou variable ; on demande quelle
est la surface S à laquelle , dans ce double mouvement, la sur-
face y sera continuellement tangente ?

Or, le problème, ainsi envisagé, n'est plus qu'un cas particulier
du problème général des surfaces enveloppes $ et peut se traiter
comme il suit.
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Soit a la longueur de la perpendiculaire commune aux deux

axes P , P/
 y et soient O , O/ , respectivement , les points de ces

axes où elle se termine. Soit 5 de plus ? # l'angle des deux axes»
Rapportons la surface fixe cherchée S à des coordonnées rectan-

gulaires , x , y , z y immobiles dans l'espace ; en prenant, jour
plus de simplicité ; Taxe P pour Taxe des z , et le point O pour
origine • sans rien statuer d'ailleurs sur la direction des deux autres
axes.

Dans le mouvement de Taxe V/ autour de Taxe P , Je point
O / décrira , sur le plan des a?y , un cercle ayant l'origine O pour
centre et la longueur a pour rayon. Il percera constamment le
plan des xy en quelque point de cette circonférence ; et si l'on
désigne par / l'angle que fait avec l'axe des % la perpendiculaire
commune a pour une époque quelconque , les équations du point
O / seront, pour cette époque ,

Quant à Taxe V , puisqu'il passe par ce point, qu'il est constam-
ment perpendiculaire à a , et qu'il fait continuellement un angle «
avec Taxe P ou l'axe des z7 ses - équations , pour la mêtne époque,
feront >

x — aCos.t—zTang.«Sin./ ,

Sï , dans la vue d'obtenir la surface courbe , lieu de l^xe Px ,
dans toutes ses positions autour de l'axe ï* , on élimine / entre
ces deux équations , il viendra

équation d'une hyperboloïde de révolution à une nappe f clnsi
cela doit être.
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Rapportons présentement la surface donnée 5J à un aufre sysKme
de coordonnées rectangulaires s/ , yf , z/, fixes dans cette suifnce,
mais mobiles avec elle dans l'espace , tant autour de son axe propre
P7 qu'autour de Taxe fixe P ; ruais encore ici , pour plus de sim-
plicité , prenons Taxe de révolution P ' lui-même pour axe des zf

et le point i)/ pour origine. Le plan des a'yf coupera constamment
celui des jry suivant la droite mobile a , et fera avec lui un angle
constamment égal à «. Quant à Taxe des ocf , l'angle qu'il fera avec
cette droite a sera un angle variable , fonction de / , dont la relation
avec cet autre angle dépendra de la nature des deux mouvemens
de rotation. Nous représenterons cet angle par T\ d'après quoi Taxe
des x/ fera avec les x un angle pour lequel on aura

Cos.(s , ^ = Cos,/Cos.r— Sin./Sin.TCos.* .

Ces choses ainsi entendues, supposons que l'on veuille amener
le système des xf, yf , z9 à coïncider avec celui des x , y , z\
on pourra y procéder par degrés, ainsi qu'il suit-, i.* on fera d'abord
tourner le système autour de l'axe des zl de la quantité angulaire
—'T\ soient alors p , q , r les dénominations respectives des nou-
velles coordonnées; Taxe des p se trouvera coïncider avec la droite
a ; 3.* on fera ensuite tourner le second système autour de Taxe
des p f de la quantité angulaire —« ; soient alors p* , gf , rf les
dénominations respectives des nouvelles coordonnées ; alors le plan
des p'q9 coïncidera avec celui des ay ; de sorte que , pour compléter
la coïncidence , il ne sera plus question , 3.° que de faire tourner
ce dernier système autour de Taxe des rf de la quantité angulaire
—/ , et de transporter ensuite l'origine de O7 en O.

Donc y par les formules à l'aide desquelles on passe f sur un
plan, d'un système rectangulaire, à un autre qui l'est également,
o» aura successivement
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jr'=—pSln.T+çCos.T , ç^—r'

'=z+(x—aCos.t]CosJ-+-(y—

f~—[x—tfCos./Sîn.M-(y—

substituant donc les valeurs de p f , ç'9 rf dans celles dep , y , r ,
et ensuite celles-ci dans celle de x;

 7 yf
 % z* on aura

.T— Cos.«Sin./Sîn.T)

( S in . /Cos . ï+Cos .nGos . /S in . ï )

—^Sîn./Sin.T— Cos.«Cos./Cos.r)

xt=i—#Sîn,*Sin./+ySin.«Gos./+zCos.

'Cela posé , soit

l'équation de la surface 5 ' , rapportée à ses propres axes , et que
l'on suppose donnée dans l'énoncé du problème ; en y substituant
pour xf » y/, z/ les valeurs que nous venons de trouver, en x % y, z,

, de la forme
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z j /) =

iera celle de cette môme surface 5 / , dans toutes les positions
qu'elle peut prendre , par rapport à la surface cherchée S ; ou , ce
qui revient au même, cette équation sera l'équation commune à
une infinité de surfaces, dont chacune sera une des positions de
la surface 5 / par rapport à la surface 5 , et qu'on en déduirait en
faisant varier la valeur du paramètre /. Puis donc que , dans toutes
ces positions , la surface 5' doit être continuellement tangenie à la
surface S , cette dernière ne sera autre chos»e que l'enveloppe de
l'espace parcouru par la première. En conséquence , et d'après la
ihéorie connue des surfaces enveloppes (*), si Ton élimine / entre
cette dernière équation et sa différentielle prise par rapport à ce
paramètre, l'équation résultante , de la forme

êera l'équation demandée de la surface inconnue «5.
Avant de paîiser aux applications , considérons, en particulier # le

cas où les deux axes P , P' sont parallèles; on a alors Sin««=O#

s . * ^ ! , et nos formules deviennent

formules qui coïncident parfaitement avec celle du premier
blême , ainsi qu'il doit en effet arriver dans ce cas.

Pour premier exemple , suppons que la surface S/ soit une sphère
dont le centre soit i»ur Taxe Px , son équation sera de la forme

i*) Voyez l'endroit de ce xecueil déjà ciU,
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en y mettant pour xl, yf , z/ leurs valeurs en x, y}z f elle de
viendra, toutes réductions faites,

La différentielle de cette équation , prise par rapport à / est

./—£Sin.*Sin./} \ y—(aSi

i î , dans ces deux éqnations , on considère aCos.t—^Sin.«*Sin,/ et

aSin./+^Sin.«Gos./ comme deux inconnues , on en tirera

Y\fa2+C*S\lL2ee.

prenant la somme des quarrés de ces deux équations > t dispa-»
raîtra de lui-même , et , en réduisant, on obtiendra , pour l'équation
de la surface cherchée ,

pu, en chassant les dénominateurs et développant
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équation que l'on reconnaîtra aisément pour être celle d'un canal
eirculo-cylindtiqne incliné au plan des %y.

Si l'on suppose le centre de la sphère au point O/, on aura
£=o f et l'équation deviendra

équation d'un canal circulo - cylindrique de révolution autour de
l'axe des z quel que soit d'ailleurs l'angle *.

Soit, en général , la surface S' une surface de révolution autour
de Taxe des z/ ; son équation sera de la forme

ce qui donnera , en substituant f

«Sin./—2

équation indépendante de Ty comme on pouvait bien s'y attendre.
Si la surface S/ est un cylindre # cous auroos simplement

f'^zf)~ra , et réquation sera
lom, X, 43
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în.3«+tfa— r*) — Sin.*«>Sin./—j Cos./)

s,*'.arSin / — yCosJ)—2û(

sa différentielle , par rapport à / , sera

-{-#(,£ Sin,/—yCos./)

Il ne s'agira donc plus que d'éliminer Sin./ et Cos./ entre ces
deux équations et l'équation Sin.a/-f-Cos.2/= I.

Ces applications n'ont , comme l'on voit , d'autre difficulté que
la longueur et la complication des calculs ; et , pour cette
rais >n 9 nous ne les étendrons pas davantage. Nous terminerons donc
en observant que , communément , Je mouvement des pignons et
lanternes étant beaucoup plus rapide que celui des roues ; la
moindre défectuosité dans la construction de leurs ailes ou fuseaux
peut entraîner de graves irrégularités dans la marche des machines-,
c'est donc principalement sur la parfaite exécution de ces ailes ou
fuseaux que l'attention de l'artiste doit se porter ; puis donc que,
d'après la théorie qui vient d'être développée , leur forme est ar-
bitraire y nous conseillerons de tailler les ailes des pignons en
triangles isocèles , ou pour mieux dire en prismes triangulaires
isocèles 7 et de faire les fuseaux des lanternes cylindriques ; attendu
que, ces formes étant d'une exécution facile 7 ce doit être aussi
celles qu'on peut se promettre d'exécuter avee le plus de
perfection.
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QUESTIONS PROPOSÉES.
Problème de géométrie.

solution qui vient d'être donnée par M. Sarrus . dr.ns le précèdent
mémoire } du problème des engrenages à axes fixes , ne bisse
sans doute rien à désirer , à ne l'envisager simplement que sous
le point de vuo géométrique • mais en serait - il de rm'me si l'on
voulait avoir égard aux circonstances physiques ? nous sommes loin
de le croire. 11 ne suffit pas alors , en effet , que les deux sur-
faces tournant librement sur leurs axes , avec les vitesses qui leur
sont propres , soient perpétuellement tangentes l'une à l'autre; et
il est extrêmement désirable que , dans leur mouvement simul-
tané > elles n'exercent, l'une contre l'autre , qu'un simple frottement
de la seconde espèce ; puisque , s'il existait en outre entre l'une
et l'autre un frottement de la première espèce , ce frottement tendrait
rapidement à la destruction de la machine , et nuirait en outre à
la régularité de sa marche si , comme il arriverait souvent, en
effet , son intensité était variable.

Or , c'est là un inconvénient auquel la méthode de M. Sarrus ne
saurait apporter aucun obstacle ; et c'est ce qui se voit évidemment
dans l'application du premier problème au cas de deux cercles. On
voit , en effet que , pour que deux cercles tournant librement dans
un même plan, sur leurs centres respectifs, soient continuellement
tangens l'un à l'autre , il suffit que la distance entre leurs centres
soit égale à la somme ou a la différence de leurs rayons ; tandis
que, pour qu'ils n'éprouvent l'un contre l'outre qu'un frottement de
la seconde espèce, il faut en outre que leurs vitesses angulaires soient
sans cesse dans un rapport constant , et que ce rapport soit aussi celui de
leurs rayons; on ne peut donc pas se donner le rojcn de l'un des e«rclesf
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lorsque le rappoi t des vitesses angulaires est constant et donne? ; et , dans
le cas où , au contraire , ce rapport est varLble, les courbes ne
sauraient être deux cercles.

En envisageant donc le problème sous ce nouveau point de vue ,
et c'est ainsi seulement , à ce qu'il nous parait , qu'il peut offrir
d'utiles applications à la pratique; on peut, par des considérations
pareilles à celles que M. Sarrus a mises en usage , le ramener aux
deux que voici :

/ . Un cercle d'un rayon quelconque étant donné sur un plan , on
propose de trouver d/ux courbes planes telles que tune d'elles étant
fixe sur ce plan , et Vautre tournant sur celle ci , à la manière des
roulettes , un des points du plan de la courbe mobile se trouve par-
courir la circonférence donnée ; et qu en outre ce point étant supposé
décrire cette circonférence , avec une vitesse donnée quelconque %

constante ou variable, la courbe mobile se trouve tourner autour
de ce même point, avec une vitesse constante ou variable quelconque
également donnée ?

/ / • Une hyperboloïde de révolution à une nappe, engendrée par
la révolution d'une droite mobile autour d'une droite fixe , non
située dans le même plan avec elle , étant donnée dans Vespace , on
propose de trouver deux surfaces courbes , telles que lune d'elles
étant Jixc et l'autre roulant librement sur elle , une droite fixa
dans cette dernière , mais mobile avec elle dans l'espace, ne sorte pas
de Vhyperboloïde donnée, et quen outre, cette droite étant supposée
tourner autour de taxe de typerboloïde, avec une vitesse donnée quel-
conque , constante ou variable , la surface mobile se trouve elle même
tourner autour de ce même axe , avec une vitesse constante ou
variable quelconque également donnée ?

D*3près la rare sagacité dont M. Sarrus a déjà fait preuve, dans les divers
articles q^ila fournis ju<q Tici à ce recueil, nou* croyon> fa Te une chose
qui liii sera agréable en recommandant spécialement à son attention deux
problèmes plus difficiles qne cea& qu'il s'était propose* ; et nous a\oni

-tout lieu d'espérer qu'il ûe restera pas souid à notre a^pei.
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ANALISE TRANSCENDANTE.

î?itégi*ation par approximation de toute équation
différentielle quelconque ;

Par M. le professeur KRAMP , correspondant de l'académie
royale des sciences , doyen de la faculté des sciences de
Strasbourg , Chevalier de l'Ordre royal de la Légion
d'honneur.

i. JLJE mémoire actuel sera destiné à intégrer, par approximation }

l'équation difFérentîelle qui suit :

dans laquelle la lettre À désigne un coefficient quelconque constant f

et la lettre T une fonction quelconque de /. L'approximation sera
semblable à celle que nous avons employée pour intégrer la diffé-
rentielle Xàx, dans divers mémoires déjà publiés dans ce recueil.
Ainsi elle doit , dans les cas ordinaires, savoir , dans ceux qui sont
sans asymptotes , sans points d'inflexion ni de rebroussement , faire
connaître , dès le premier essai , l'intégrale demandée , jusqu'à cinq,
et dès le second jusqu'à dix ou douze décimales. Il sera facile
ensuite d'appliquer la méthode à des cas plus compliqués. Ainsi ^
l'équation plus générale

y+A 17 +B iir +c -%r +•—=r »
Tarn. X , nS XI, i.fr mai 1820» 44
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dans laquelle A , B , £>..— sont des constantes , rentrera dans celle
de l'équation qui va nous occuper, et s'exécutera par des moyens

analogues.
2. Il est bon de remarquer que l'équation

se réduit presque d'elle-même à

en posant simplement t — Ax. Si , au contraire , la proposée est

en posant également t = Ax, elle deviendra

Q étant f dans Tune et l'autre , une fonction connue de x. Nous
nous occuperons donc uniquement , dans tout ce qui va suivre ,
des deux équations

ce qui introduira dans nos calculs des simplifications notables.
3. La valeur rigoureuse de y est

en désignant par C une constante arbitraire , et par X une certaine
fonction de x f que le calcul nous fera connaître , et dont la détermi-
nation est précisément l'objet principal qui doit nous occuper. L'autre
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partie Cé~'x , appartient généralement à toutes les équations diiTe—
rentielles de cette classe ; de sorte qu'après avoir trouvé l'intégrale
particulière Xe~~x , il ne s'agira , pour la rendre complète , que de
lui ajouter le terme Ae~x'. La méthode que nous allons enseigner
suppose qu'avant tout on soit instruit des limites entre lesquelles
l'intégrale doit être prise. En supposant qu'il faille la prendre entre
x~a et x~b ? il faudra partager l'intervalle entier h—a en un
certain nombre de parties ègahs. Le nombre en est arbitraire ; mais,
plus il sera grand , et plus on approchera de l'intégrale demandée.
Il faut cependant bien se garder de croire qu'en prenant les nom-
bres arbitraires en progression arithmétique, et en supposant , par
exemple, x successivement égal à o , i , 2 , 3 ^ , 5 , 6 ,
la suite des erreurs qui en résultent soit constamment décroissante :
la courbe qui aurait ces erreurs pour ordonnées hait en serpentant
des deux côtés de Taxe , mais en se rapprochant toujours de cet
axe , avec lequel elle coïnciderait à l'infini ; ce qui est conforme
à la nature de la chose , et ce que j'ai bien directement prouvé

d'ailleurs , par la table des erreurs de -7- ( Annales , tom. VI ? pag.

379 , 887 ). Il faut savoir de plus qu'en excluant complètement les
asymptotes , les points d'inflexion et les points de rehroussemeni >
les résultats commencent à devenir incertains , lorsque les limites
sont trop voisines des points où ces circonstances se rencontrent;
c'est ainsi , par exemple , qu'en appliquant les formules à la logis-
tique j et en employant les coordonnées ordinaires , on trouve
des erreurs assez considérables , mais qui disparaissent pourtant en
prenant d'autres coordonnées , plus éloignées de la direction de
l'asymptote. Les courbes qui s'intègrent le mieux par cette m é -
thode , sont les courbes rentrantes sur elles-mêmes ; ce sont les
plus employées dans la pratique, et ce sont en même temps celles
auxquelles la nouvelle méthode est le plus applicable. Il est pos-
sible y au reste ? que le mémoire actuel paraisse inutile à bien des
personnes j attendu que, puisque nous avons ici
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y=e-'/c'Qàx ,

il s'ensuit que l'intégration à effectuer n'est autre que celle de la
formule générale fXàx 7 dans laquelle X a pris la forme particu-
lière e*Q \ et qu'ainsi tout se réduit , pour avoir y , à diviser par
ex jcette même intégrale que nous avons déjà enseignée à déterminer
dans nos précédens mémoires. Mais d'abord le produit e*Q diffère
considérablement de la simple fonction Q , et doit , par suite , in-
troduire une différence notable dans l'intégrale. En outre , l'Inté-
gration de exQdx est un passage nécessaire pour parvenir à l'inté-
gration de l'équation

ainsi qu'à celles d'autres équations d'une forme plus compliquée.
4. Commençons par supposer le nombre arbitraire égal à cinq unités

ee qui donne

et par conséquent

En supposant successivement ici à la variable x les valeurs entières
et positives o , i , 2 , 3 , 4 > 5 ; et en désignant par q0 , qx ,
Ç% > 9% f *]\ J $+ * 9i > celles qui en résultent pour Q , nous
aurons
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<?0=A+ B ,

3C+ 4Z?+ 5E+ 6F,

8C+ aoZ?+ 48£+ 112F,

54D+ 189^+ 648F,

S12E+2304F ,

En ôtant chacune de ces équations de celle qui la suit immédia-
tement et dénotant par Aç0 , Açt , Aç2 , &Çt , A^4 , les
diiFérences qui en résultent, on aura

106F ,

5Z6F ,

Dénotant de même par A'y0 , A*ç, , A*çt , A*y, les différence»
consécutives de celles-ci, divisées par deux , il viendra

6ZM- 19E4- 5oF,

4 9 E+ ai 5F,

$iE-\- 56oF ,
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Dénotant en outre par A3</0 , A3^, , A3^, les différences consé-
cutives de celles-ci , divisées par trois , nous aurons

55F ,

Dénotant encore par A*ç0 , A*^, les difFérences consécutives de
ces dernières , divisées par quatre , il viendra

Dénotant enfin par A*ç0 la différence de ces deux-ci , divisées
par cinq , on aura

En prenant seulement la première équation de chaque série ,
pprimant les indices , désormais inutiles , nous aurons , pour
viseur cinq,

p
et supprimant les
le diviseur cinq

A9=B+ ZC+ 4D+ 5E+6F ,
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Si, au lieu du nombre cinq , nous eussions pris tout au ire nombre,

ïe nombre douze ? par exemple , nous aurions trouvé , par un
semblable calcul ,

A »?=À"4-55Z,4-i65oM4-36i35ZV ,

A %q- !•+ 43/r+ino/:4-2oi3oiJf+3oi 0872V ,

434/+ 5o4oA'+ 49387Z+

A *q=E+i5F+ 12SG+ 8o5/f+ 45oi /+ 25079A:

A 3^=Z>+io£+ 55 -̂f- z4oG~h 93i^+ 3374/

Hh 11719ÀH- 3958oZ+ 131131^4-428538^

4- 63i/4-

A g=5+ 3£+ 4^+ 5£4- 6F+ 7G

+ 8/f+ 9 74-
4- 1
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Cette table n'est pas seulement applicable au nombre douze ; elle

l'est également à tous les diviseurs inférieurs , en s'arrètant dans
chacune des formules à la lettre qui marque la limite de la division ;
à la lettre G, par exemple, si le dhiseur est six ; à la lettre / ,
si ce diviseur est huit ; et ainsi des autres.

6. Il reste donc à déterminer , à l'aide de ces équations , les
valeurs de N , M , L , K , 1 , A, pour les substituer dans
celle de y, afin de présenter cette intégrale so':s la forme d'une
série disposée suivant les différences des diiTerens ordres de la quant'té
q. Comme le calcul est très-facile , il suffira d'en offrir ici le*'
résultats. Ces résultats sont

L =A"y—66A1'7+2783A"7 ;

K=A *ç—55A

/ = A *q—45A

# = A iq—36A V"H 9o6A »?—

G=A6ç—28A V4- 574A V— 10878A »^+2o5863A10^

87717A V

i5A sq+ 190A 6q— a45oA 7^4- 33789A *q

5o586gA 9^+8246i95A10^—1461 i7
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6534384A

— 920904A

— 72792A 7 ^ + 920904A sy

~ J3109088A 9̂ r-f- 207360912A !0^

7. La loi que suivent les coclTiciens de A^ , ù^q , A 3 y , , , . ; o

de la table précédente est extrêmement remarquable ; et ils ont
avec ceux des facultés numériques , dont j'ai traité dans mon-
Analise des réfractions ( pag. 71 ) uno analogie singulière, dont
je n'ai pu encore me rendre compte. Voici en quoi cette analogie
consiste. Supposons, par exemple, que l'on demande les coeflïcicns
de A6q <hns les valeurs de A , B , C , D , E , F , G 9 On
rassemblera les coefficiens de la faculté à exposant six , que l'on
trouvera être 1 , i5 , 85 , 22D , 374 f 120 ; on les multipliera
respectivement par les facultés 6! , 5! , 4- > 3! , 2! , 1! ou 720 ,
^120 j 24 > 6 , 2 , 1 ; ce qui donnera les produits

720 , 1800 , 2040 9 i35o ; 548 p

%onu X- 45"'
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prenant successivement le premier seul, puis la somme deux premiers,
puis celle des trois premiers , et ainsi de suite , jusqu'au dernier,
on formera la nouvelle suite

720 , 2020 , 456o , 5910 , 6458 , 65;8 ,

dont les termes , divisés respectivement par les mêmes facultés 6! ,
5! , 4' ? 3! ? 2! , 1! , donneront les quotiens

1 , 21 , 190 , g85 , 3229 , 6078 ,

qui sont précisément les coefficiens de A6^.
Supposons encore que Ton demande les coefEcîens de A1*^ ? Il

faudra d'abord écrire ceux de la faculté à exposant 12; ce sont

ï 1 7

a 66 ,

3 1925 ,

4 . . . • • 32670 ,

5 . . . . • 357423 ,

6 2637558 9

7 i333g535 ,

8 . . . . . . . . . 45995730 >

9 105258076 ,

ÏO 15o9 i7976 ,

11 12o54384o ,

12 39916S00 ;

on les multipliera respectivement par les facultés
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I IÎ= 3991C8OO t

xo!= 3628800 ,

9 Î = 362880 ,

8!=

6!= 720 ,

5!= 120 ,

4!= 24 ,
3!= 6 ,

- * y

i ;

ce qui donnera les produits

i.er

2 ; 263o5o88oo >

3 6980440000 r'

4. • 11855289600 >

5 i44II29536o ,

G 13293292320 p

7» , . : • • . . 9604465^00 ;

8. • • 5519487600 ,

9. 2526l93824 y

xo 905807806 ;

xi. . . . ; • . . 24208768a ;

y* * 39916800 j
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prenant ensuite le premier , puis la somme des deux premiers
puis celle des trois premiers , et ainsi de suite , 11 viendra

2 3II35IO4OO ,

3 • Ï0098950400 ,

4* 21954240000 ,

5 3636553536o %

6 49658827680 ,

7. ....... 59263292880 ,

8 ; . . 64782780480 ,

9 67308974304 ,

10. ....... 68214482160 ,

11 68455569840 ,

12 68495486640 ;

divisant enfin ces sommes par les mêmes facultés qui avaient cVaï>ord
été employées comme multiplicateurs , on obtiendra > pour la série
des coeffioiens de Ai%q, dans nos formules,

N, 1 i

M. 78 ,

L , 2783 ,

K , 60570 ;

J t • • - • 901923 9

G , 8z3ioi2Q ;
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F , • 5398565o4 ,

E f 28o4^4°59G f

D 9 11369080360 ,

C y • 34227784920 ,

B , 6849548C640 .

8. Un second the'orème , qui n'est pas moins digne de remarque ,
quoiqu'il n'ait point encore j>our lui une démonstration rigoureuse,
mais qui est fondé sur une induction plus que suffisante , et duquel
d'oilleuTs je me propose de în'orcuper encore, c'est que toutes ces
séries de coefïieiens qui multiplient les di/Térences d'un même ordre
dans nos formules (6) jouissent sensiblement de la propriété de se
reproduire eux-mêmes en les divisant respectivement par les nombres

naturels t , a , 3 , 4 > ; e* *e rapprochent en cela des termes
de la série hypergcométriqne ordinaire 1 , 7, ~ , * , ~ , -*—, —;,.....
qui multiplient respectivement les termes 1 7 x , JL% , u5 , a,* ,
dans le développement de ex , et qui jouissent rigoureusement de
cette propriété.

Prenons, par exemple, du plus grand au plus petit, les coeffi-
ciens de A7^ , et divisons-les respectivement par 1 , 2 , 3 , 4 ; ••••• ;
nous aurons

1.72792=72793 ,

7.72792 =

\. 11424= 2856 ,

7- ^45o= 490 ,
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qui sont à peu près ces mêmes eoefReiens , le premier excepte?.

En opérant de la môme manière sur les coefficieas de AtOç ^
nous trouverons

7.207360912 = 207360912 ;

x.207360912:= io368o456 ;

j . 103499016= 34499672 ;

J . 34107480 = 8539370 ,

7. 8246193:= 1G49239 ;

quî sont a peu près ces mêmes coeiïîcîens.
Enfin , en opérant encore ainsi sur les coefHciens de A12^ , noua

aurons

{,68495486640 = 68495486640 >

i . 68495486640 = 34-247743320 x

I .34227784920=114^9261640 »

^,11367080360= 2842270090 ,

7. 2804540596= 560908119 ,

j . 539806004= 89976084,

où la même loi se manifeste également. La démonstration rigou-
reuse de ce théorème serait sans doute difficile ; mais en attendant,
nous l'adopterons , avec d'autant plus de fondement qu'il nous
conduira à des résultats exacts et décisifs.
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g. L'intégration complète de l'équation /*4~~i == Q ? équation

dans laquelle la lettre Q désigne une fonction quelconque de x ,
suppose deux choses : d'abord la nouvelle fonction de x d-«ïU la
différentiaiion nous ramènera à l'équation proposée , et ensuite la
constante 5 multipliée par une^certaine autre fonction de x. Nou5
avons vu que ce dernier produit restait le même quelle que pat
être la fonction Q ; en conséquence , pour le déterminer , il n'y a
qu'à voir ce qu'il deviendra dans la supposition la plus simple qu'on
puisse adopter pour Q , qui est celle de ^—o. L'équation sera alors

puis donc que nous avons suppose

d'où

II faudra résoudre l'équation

Cela conduira aux équations déjà trouvées (6) avec cette seule
différence qu'ici q , Aç 7 A

2q , A}q , seront zéro.
Il en faudra seulement rejeter la première équation N—Ai2ç qui

devenant , dans le cas actuel , iV= o , donnerait zéro pour valeur
de tous les autres cocfïiciens ? tandis qu'il faut nécessairement laisser
du jeu à la constante qu'on se propose d'ajouter. Cette légère attention
nous met dans la position d'avoir cette constante , qu'il eût été
bien difficile de trouver d'une autre manière quelconque.

1 1, Avec cette attention ; les équations trouvées (G) nous donneront
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Z = 4-27832V ;

JT= —6o5ooZV ,

I— +901923ZV „

H— —c

=-684954866402V ,

Il ne restera plus qu'à diviser la dernière de ces e'quations par
chacune de celles qui la précèdent , pour avoir tous ces coelBciens
l'un après l'autre. Le premier terme A sera arbitraire ; il formera
la constante du problème; et l'on aura pour les antres

= -+-2804540596^ ,

684954.86640^= +82310129// ;

68495486640^=3 —9852942^ t

b'8
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68495486640/= 4-901923^ ,

68490486640^=

684954866401=

En conséquence du théorème énoncé ci-dessus (8) , on voit fort
bien ce que ces rapports compliqués deviendraient dans l'infini ;
on aurait alors

GD=—A ,

=—A ,

ce qui donnerait

y=A[ 1 F
24

conforme'ment aux vrais principes du calcul intégral. On voit en
même temps l'identité absolue entre le coefficient constant A et
le premier terme de la série , qui répond à A- = O.

12. Reste donc à trouver l'autre fonction de jr , dont la difTc-
rentiation nous conduit proprement a l'équation proposée

7 0/72. X. 4^
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Comme on a supposé

oa a, en mettant à la place de A , B , C , D , les valeurs
trouvées (6) ,

y—9

i o#3 4- 41 x1—

—985*3-f 3229^"

M e t t a n t ici , à l a p l a c e d e ar , les v a l e u r s succes s ives 2 , 3 , 4 >
o n a u r a

Pour x=2, y—g-{-Aç-\-A*q ,

5 j=
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8f 7=7+7

i 3 . En mettant ici , à la place des différences successives de q
leurs valeurs en ço , ql ? q% , ^3 ,...,. savoir ;

en trouvera

Pour £=2...

3...

5

6..
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+57*977 >

8....2016q/=3oo?0—15367 i+341 Gq z -268% , -16Soq4+8960? , - 72*4?$

2115^+8218?!—19278^5+30744^4

+28560^6—14778^7+i4I

Dans le cas parliculîer où les quantités ço , y, , q% , ^5 ...... seraient
égales entre elles, on aurait, dans toutes ces équations , y=r=y-, ce
qui pourra servir au besoin à vérifier l'exactitude de nos formules.

i4- Exemple I. Soit l'équation

On aura , dans ce cas , Q=a ; ainsi ^ o , ^j , f2 , f̂  , sont ici
tous égaux à a ; en conséquense , toutes les formules donnent pour
intégrale complète

i5. Exemple II. Soit l'équation

y— T-^*-

On aura Ç=:4r;donc çQ=o , y i = i ? f2 = 2 , y,=3,•*"..;,.• et toute*
les formules s'accordent également k donner
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ce qui est rigoureusement conforme aux principes du calcul -, on
tire , -en effet,

De # = 2 , 2)-=<704-<7*=2 j donc y=1=2—i=a*— Ï ;

De * = 3 , 6j=2^o—$qi+6qi+q 3 = 12 ; donc jv~ : Î ;=3— i=a;—1 ;

De * = 4 , 6y=70—27^37 2 + 2 7 , + 2 7 4 = 1 8 5doncy=o=4—1=*—x ;

De * = 5 , 6oy=7yo—25^1+509,-407,+0074+137$ =2^0 5 donc y=^=5-i=x-i :

il en sera de même des suivans , de sorte qu'on aura généralement
et rigoureusement

y = ^£'~x+-#-—1 *

16. Exemple III. Soit l'équation

On aura Q=x% donc

ço-o , ^ , = 1 , y 2 = 4 ? y , = 9 » ^4 = l 6

cela donne

Pour # = 2 , 2y= 4 ; d° n c y=s 2==^'—2

4 , 6 / = Go ? io = s3

5 , 6OJ=IO^O ? 17 =^^i—

6 , 36oy=936o , 26 = ^—2X+2 ,

on aura donc généralement
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Taleur qui en effet est rigoureuse,

17. Exemple IF* Soit l'équation

On aura ici Ç = ^% d'où

donc a commencer par la

Pour .

valeur 3

4 ,
5 ,

6 ,

7 >

34 ,

74 ,
i38 ,

36a ,

Ces nombres étant tous compris sous la formule xl~3x^6x—6 ;
on aura généralement

intégrale qui, en effet, est rigoureusement exacte,

a 8. Exemple V* Soit l'equation

Ayant ici Q~xk
 7 on aura
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y, = o , y, = i , ^ = 16 , 7 ,=81 , ? 4 =

3onc, en commençant par la valeur .+ .

5 , 039 ,

6 , 744 ,

valeurs comprises dans la formule xk—Iix
l-\*izx'1 — 2^x-*ri\ , en

sorte qu'on aura

ce qui est rigoureusement exact.

19. Soit plus généralement l'équation

j + — —a

on aura

d'où

donc ? en partant de la valeur 5.
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Pour * = 5 , ^ = 9

6 , a+5b+26c+i38d+ 744̂  ,

i y

résultats qui sont tous compris dans la formule géne'rale

de sorte qu'on doit avoir

—l)

4- d(xl—ox*+Qx—6)

20. Les résultats obtenus dans ce mémoire ont tous été exacts
et*rigoureux ; et ils ont dû l'être à raison de ce que les exposans
de toutes les puissances dont se composait la quantité Q étaient entiers
et positifs. Dans le mémoire qui suivra celui-ci , nous prendrons
pour Q des fonctions quelconques de x ; nous leur appliquerons
la même méthode; nous serons conduits k des résultats absolu^
ruent neufs y et nous aurons lieu d'être satisfaits de leur exactitude;
conséquence nécessaire de l'approximation que nous avons employée.
La seule difficulté qui reste sera la détermination de la constante.

Dans le cas que nous venons d'exposer, savoir y-f- -— = Q , cette

constante était Ae~~* ; encore ne sommes-nous parvenus à ceci que
par une induction très permise : mais qui eut été difficile dans d'autres
cas quelconques.

ANALISE
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ANALISE ELEMENTAIRE.

Recherches sur la nature et les signes des racines dans
les équations de tous les degrés ;

Par un ABONNÉ.

U I Ton substitue successivement à la place de l'inconnue , dans une
équation numérique , de degré quelconque , les termes d'une pro-
gression ayant pour différence constante un nombre plus petit que
la différence entre ses deux racines les moins inégales , et «/étendant
de la limite inférieure de ses racines négatives à la limite supé-
rieure de ses racines positives ; il est clair que les résultats présen-
teront précisément autant de changement de signes que la proposée
aura de racines réelles , et qu'on aui*3 7 en môme temps , deux limites
de chacune d'elles; de manière qu'on saura positivement combien
cette équation a de racines réelles positives , cambien elle a de
racines réelles négatives , et conséquemrnent combien elle en a-
d'imagmaires.

Ce procédé ne laisse certainement rien a désirer en théorie ; mais-
il est à peu près illusoire dans la pratique , attendu que la recherche
d'un i.ombre plus petit que la différence entre les deux racines les
moins inégales exige le recours à l'équation aux quarrés des diJîc-
rences des racines de la proposée , qu'on n'a encore calculé cUîe
équation que pour les cinq premiers degrés seulement , qu'il y a
peu d'apparence qu'aucun géomètre ait le courage d'en pou^ef
le calcul plus loin , et que quelqu'un l tûi-i l , il est à CIQUCX

Tom. X. 47
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que la complication excessive des résultats ôterait toute envie d'eu
faire l'application.

C'est donc une question non encore résolue , du moins sous le
point de vue pratique, que celle de la recherche de la nature et
d* s signes des racines des équations numériques. Sans trop oser
l'espérer , nous désirons que les préceptes que nous allons donner
sur re sujet soient jugés de nature à atteindre le but. Ces préceptes
auront pour bases les observations suivantes.

I. Une courbe parabolique d'un degré pair , dont l'équation est
eonséquemment de la forme

a^ toujours deux branches qui vS'étendent à l'infini ; Tune dans la
région des x et y positives , et l'autre dans la région des x né-
gatives et des y positives. Car , en faisant , dans cette équation ,
x — ~^cc , on a également y=-}-c©.

II. Une courbe parabolique d'un degré impair , dont l'équation
est consequemment de la forme

+....,-4-/2= y ,

a toujours deux branches qui s'étendent à l'infini , Tune dans la
région des a; et y positives, et l'autre dans la région des x et y
négatives. Car , en faisant, dans celte équation , ^ ^ i t °°> o n a

y = 2 1 ^ ' respectivement.

III. Une équation numérique en x, d'un degré quelconque, étant
tbnnJe , et le nombre vie ses racines réelles étant supposé connu ,
on peut toujours ol'îeiitr ^ pour chacune de ces racines , deux limites
qu\ ne comprennent e-atre elles que cette *eul«* racine , et savoir
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eônséquemoient combien elle a de racine positives et de racines
réelles négatives.

Cela est d'abord sans difficulté , lorsque la différence entre les
deux racines les moins inégales surpasse Tut^ité; car , en substituant
pour x tous les nombres entiers compris entre les limites extrêmes
des racines > on aura autant de changeinens de signes dans les
résultats que l'équation aura de racines réelles , et ces changemens
de signes , en même temps qu'ils feront connaisre l*?s signes des
racines , indiqueront , pour chacune d'elles , deux limites ne corn-
prenant entre elles que cette seule rarine.

Mais , comme la différence entre deux racines d'une équation
peut fort bien être moindre que l'unité , il est fort possible qu'en
y substituant ? à la place de x } les seuls nombres consécutifs de
la suite naturelle , il y ait, entre deux nombres consécutivement subs-
titués, deux ou un plus grand nombre de racines réelles; et il est
évident qu'alors le nombre des changemens de signes dans les ré-
sultats des substitutions se trouvera inférieur à celui des racines
réelles que Ton sait exister dans l'équation. On n'aura donc pas
dans ce cas des limites individuellement propres à chacune d'elles»

On pourrait bien tenter d'éluder cette difficulté, en multipliant
préalablement les racines de la proposée par quelque nombre entier;
mais, comme plusieursde ses racines pourraient différer entre elles d'une
quantité extrêmement petite , quelque grand que pourrait être le
multiplicateur dont on aurait fait choix , il pourrait bien se faire
qu'il ne le fût pas assez pour remplir le but.

Pour mettre cette difficulté mieux en évidence , supposons qu&-
!a proposée , du quatrième degré seulement , soit

ou
z5x^—4rJox*~^~3or]2x—7988^+7 100 = o .

qui n'a que deux racines réelles, lesquelles sont toutes deux eom-
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prises entre i et 3, Supposons que Ton sache seulement qu'elle
n'a que deux racines réelles , sans savoir en qu^l lieu elles s£
trouvent ; par la règle de Descartes 7 on verra bien qu'elles sont
toutes deux positives; mais si , dans la vue d'en trouver les limites,
on substitue pour x les nombres de la suite naturelle , on obtiendra
les résultats snivans :

# = o résultat = 7100 t

1 7 3 4 ,

2 52 f

O I I Q P

4 620 ,

5 860 ,

6 644 ,

7 56^ ,

8 1604 ;

qui nous montrent seulement que les deux racvrres réelles que Ton
sait exister dans l'équation proposée doivent être comprises soit entre
1 et 3 soit entre G et 8 7 sans nous faire connaître lequel des deux
cas a effectivement lieu, et ? à pi us forte raison, sans nous donner
les limites séparées de Tune et de l'autre.

Soit encore l'équation

que Ton saU n'avoir que deux racines réelles , et que l'on voit
d'ailleurs n'avoir point de racines réelles au-dessus de 2 ; la
substitution pour x des trois premiers norubres naturels donnera
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# = 0 résultats = ï 5

1 60 7

2 7i5 ?

<ee qui *ous montrera seulement que les deux racines réelles dont
il s'agit sont au-dessous de L'unité ; sans nous donner les limites
distinctes de chacune d'elles.

Afin donc de lever cette difficulté qui , comme on lèsent bien,
doit croître avec le degré de l'équation , nous remarquerons d'abord
<jue , comme en augmentant les racines d'une équation proposée d'une
quantité égale à la limite de ses racines négatives , prise en plus ; on
rend toutes ses racines réelles positives, il nous sera toujours permis de
supposer que , comme dans les exemples ci-dessus, la proposée n'a
que des variations de signes ? et eonséquemment des racines imagi-
naires et des racines réelles positivées seulement*

Nous rappellerons , en second lieu , un théorème démontré par
M. Budan, dans un mémoire présenté à l'institut en 1812 ou I 8 I 3 ,

et qui consiste en ce qui/ne équation en x—p de degré quelconque ,
ne saurait avoir n racines entre p et q , si l'équation en x— q
ri a pas n permanences de plus que f équation en x«—p.

Avant d'appliquer ce principe 5 faisons connaître une notation
abrégée qui en rendra l'application beaucoup plus facile et intelli-
gible , et qui peint à la fois aux yeux et le nombre des permanences
et le signe du dernier terme d'une équation de degré quelconque,
Cette notation consiste à écrire , en général ,

(s—p) n +R ,

pour exprimer qu'une transformée en r̂—p a n permanences et
son dernier terme positif ; et nous écririons , au contraire ,

(.T—p) . . . n —R ?
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si nous tôulions exprimer que la même transformée , ayant toujours
n permanences, a son dernier terme négatif.

Cela posé ? reprenons l'équation du quatrième degré de notre
premier exemple que # suivant notre noUtion , nous pouvons re-
présenter par

si 7 par la me'thode de M. Budan , nous cherchons ses transformées
successives , nous pourrons , à l'aide de la même notation #. les
représenter comme il suit :

O) o +R ,

(x-i) . . . . . o

(#-3) 2 . . . : . +R ,

(*-6)

i'application du théorème de M. Budan nous montre sur-le champ
que les deux racines dont nous cherchons les limiles ne peuvent
être situées qu'entre 2 et 3 ou bien entre 6 et 7. Pour savoir
lequel des deux cas a lieu , rendons 10 fois plus grandes les racines
des deux transformées en a?—2 et en #•— G , et cherchons ensuite
les transformées de ces équations ainsi modifiées; nous aurons ainsi
les deux tableaux que voici ;
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21 ;...«• o.,r,.

—22),r...i —R ,

( ic r—28) 1.....—R 9

r—20),...,i —R ,

T—26). .«.T. .# . .—iî , (IO^T—67).^..2,.,..

(icu;—27) 2 . . . . .+$ ; (io#--68),,...2,..,.-J-\ff ,

Linspeetîon du premier de ces deux derniers tableaux nous montre
que c'est entre 2 et 3 que sont comprises les deux racines réelles
dont il s'agit , et nous apprend de plus que l'une d'elles est com-
prise entre 2,1 et 2,2 et l'autre entre 2,6 et 2,7; nous avons donc
deux, limites distinctes pour chacune d'elles, çt notre but se trouve
ainsi rempli.

Ici , comme Ton voit, le calcul du second tableau était superflu;
mais on conçoit que , dans certains cas , les deux tableaux peuvent 9

comme celui que nous avions calculé en premier lieu , laisser encore
les deux, racineô cherchées entre deux transformées consécutives de
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Tun ou de l'autre , sans qu'on &arhe auquel de ces deux tableaux
elles doivent appartenir. Dans ce cas , il faudra , dans chaque ta-
bleau , rendre de nouveau les racines de la première des deux
transformées 10 fois plus grandes et ( hercher ensuite leurs trans-
formées consécutives , ce qui donnera naissance à deux nouveaux
tableaux; et, en continuant ainsi , on arrivera nécessairement au but,
quelle que puisse être d'ailleurs la petitesse de la différence entre
les deux racines dont il s'agit,.

Appliquons encore ce procédé à l'équation du second exemple,
nous auroas d'abord le premier tableau

(*). o +R • t

(*—i) 4- . . • •

qui nous montre de suite que les deux racines dont nous cherchons
les limites sont entre o et i . Rendant 10 fois plus grandes les racines
de l'équation en or, et cherchant les transformées consécutives , nous
aurons ce second tableau

. 4* • • • •

qui nous apprend que nos deux racine? sont situées soit entre o , o
et o , i , soit entre o, i et o , 2. Nous voilà donc retombé dan»
le même cas que dans l'exemple précédent ,, ce qui rendra néces-
saire le calcul des deux tableaux que voici :

( i OOJP)
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— i)...,.o +R ,

(ioo.r—11) 2.....+i2 *

(iooar— 3) o

(ioojr— 5).....o..

(ioo#— 6) o

(100^— 7)... .2-. . .+/? ,

(loo^r—16) 3....,̂ —j

—- 8) 3

(iooor—ÏO) 2

L'inspection du dernier fie ces deux tableaux montre que Tune

nos deux racines est entre i,4 et i,5 , et l'autre entre i ;6 et 1,7,

IV. Soit l'équation de degré quelconque

et sa dérivée

Tom. X
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m.4xm- t+(m-i)Bxm' 2-+- +P=o ; (X'=o)

on sait que les racines de celle dernière sont les abscisses des

sommets de la courbe parabolique

y . (X=j )

et qu'en éliminant x entre l'un et l'autre, l'équation résultante

; (Y=o)

aura pour ses racines les ordonnées des mêmes sommets , d'où il

suit que cette dernière équation aura précisément autant de racines

réelles et autant de racines imaginaires que la dérivée de la proposée.

En éliminant x entre les deux équations X / = o et X = j , avant

de parvenir à l'équation finale Y = o , on obtiendra une équation

où x ne siéra plus qu'au premier degré ? et de laquelle, conséquemment,

il sera facile de déduire les valeurs de x de celles de y.

V. Enfin si Ton connaît des limites assez approchées des coor-

données de chacun des sommets d'une courbe parabolique

pour qu'il ne puisse y avoir lieu à aucune méprise sur la manière

dont ces sommets se succèdent consécutivement les uns aux autres

tant au-dessus qu'au-dessous de Taxe des x qu'à droite et à gamhe

de Taxe des y ; et si Ton sait de plus si la courbe coupe Taxe

des y au-dessus ou au-dessous de l'origine ; ce qui est toujours

indiqué par le signe de Q ; à l'aide des remarques (1 ,11) , on

prendra une idée suffisante de tout le cours de la tourbe pour pouvoir

déterminer le nombre de ses racines réelles et le signe de chacune

d'elles.
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À lVide de toutes ces remarques , on pourra toujours a.-signer

exactement le nomlre et les signes des racines réelles de tonte équa-

tion proposée ; ainsi qu'on va s'en convaincre par les exemplessuivans;

dans lesquels nous» supposerons constamment la proposée délivrée

de son second terme et de ses racines égales; ce qui est permis.

Exemple 1. Soit Ja propesée du second degré

dont la dérivée est

* = o , (X '=o)

en éliminant x entre cette dérivée et l'équation

iAi parviendra à l'équation aux sommets

y+3=o . (Y=o)

La combe parabolique ÇK.=y) n'a donc Ici qu'un seul sommet,

situé sur l'axe des y , à une distance —3 de l'origine; puis donc

que (I) ses deux branches doivent s'étendre à l'infini, du côté des

y positives 7 dans les deux régions des x positifs et des x négatifs;

il est clair que cette courbe coupera Taxe des x de part et d'autre de l'ori*

gine. Nous parvenons donc ainsi, sans résoudre l'équation 5 r̂3—Z=^o <

à découvrir que cette équation a deux racines réelles de signes con-

traires ; et il en serait exactement de même pour toute autre

équation du même degré.

Exemple IL Soit la proposée du troisième degré

Ï O ^ 3 - 18*4-7=0 % (X = o)

dont la dérivée est
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5*»—3 = o ; (X'=o)

en éliminant x entre cette dérivée et l'équation

on aura d'abord l'équation du premier degré en x

12%+y—7^=0 5

et l'équation aux sommets sera

5j*—70/—187 = 0 . (Y —o)

Cette dernière doit (IV) avoir le même nombre de racines réelles
que (Xy = o) ; et nous savons déjà ( Exemp. I) que celle-ci en a deux ;
donc l'autre en aura deux aussi ; et par conséquent (III) , on peut
assigner la limite inférieure de chacune d'elles (*). On trouve pour
Pnne et l'autre limites -H6 et— 3 qui, substituées pour y dans l'équation
en x f donnent à peu près —o ; 75 , -4-o , 83. Ainsi, aux deux som-
mets de la epurbe parabolique (X=y) ? on a ; à peu près,

= —o

OO

= + ° ? 83 5

OO

on a de plus pour x^zo , y = + 'y ; d'où l'on voit que la courbe para-
bolique a l'un de ses sommets dans l'angle des x négatifs et des
y positifs ; et l'autre dans l'angle des x positifs et des y négatifs ;
et que l'arc de courbe qui va de l'un à l'autre coupe Taxe des y

(*) Nous prévenons ici , une fois pour toutes , que , suivant l'usage général ,
lorsque deux nombres seront de signes contraires , nous considérerons constam-
ment comme le plus grand celui des deux qui sera positif.
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au-dessus de l'origine, et conséquemment l'ase des x à droite de cette
Tnême origine. Si Ton joint à cela les indications que nous avons
données (II) , on en pourra conclure affirmativement que la proposée
a ses trois racines réelles , dont deux positives et une négative.
On se conduirait absolument de la même manière pour toute autre
équation du troisième degré.

Exemple IIL Soit la proposée du quatrième degré

5**—i8# f +i4*—7=0 , (X = o)

dont la dérivée est

en éléminant x entre cette dérivée et l'équation

l'équation du premier degré en ce sera d'abord

et l'on aura ensuite pour l'équation aux sommets

=o . (Y=o)

Cette dernière doit avoir (IV) autant de racines réelles que l'é-
quation (X / = o); et nous savons déjà ( Exemp. / / ) que celle-ci en
a trois • donc l'autre en aura trois aussi ; et par conséquent (III)
il sera possible d'assigner, en particulier , la limite inférieure de
chacun d'elles. On trouvera pour les trois limites —5 , —7 , —43 £
en les substituant pour y dans l'équation en x on trouvera à peu
près pour les abscisses des sommets + 0 , 67 f + 1 } S Q , — 1 , 5 i .
Ainsi, aux trois sommets de la courbe parabolique ( X = / ) , o n a
sensiblement
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6 ; >

oo ; = —7 , oo ; ( j = - 4 3 , oo

on A de plus pour x — o , ^ = — 7 ; d'où Ton vo = t que la courbe
a, en allant du négatif au positif dans le sens des x , un premier
sommet dans l'angle des x et y négatifs, que les deux suivans sont
dans l'angle des x positifs et dos y négatifs ? qu'elle passe du.
premier au second en coupant l'axe des y au-dessous de l'ori-
gine, et conséquemment sans couper Taxe des x\ enjoignant donc
à ces indications colles que fournit la remarque [\\ , on verra claire-
ment que la proposée n'a que deux racines réelles setilemenî. ; et
que ces deux racines sont de signes contraires.

Exemple IF. Soit encore la proposée du cinquième d<grd

dont la dérivée est

en éliminant x entre cette dérivée et l'équation

en aura d'abord Téquation du premier degré en x

'+{(3ooy— 1176)(525^-2667) +2067(1780^—10&36)]- o ;

et ensuite pour l'équation aux sommets

,—80201 o5 . 097J—9009^00 . 64 = 0 «
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Cette dernière doit avoir (IV le même nombre de racines réelles
que ( X y = o ) ; et nous savons déjà [Excmp. J1I) que celle-ci en a
deux seulement ; l'autre en aura donc deux aussi ; et par conséquent
(III) on pourra assigner la limite inférieure de chacune d'elles.
On trouve pour Tune et l'autre -4-4° e t —i qui * substituées a
la place de y, dans l'équation en x , donnait à peu pies —2J et
~f-i5 ; de sorte que, pour les deux sommets de la cuurbe para-
lo.'ique {X=y)} on a sensiblement

SI l'on remarque de plus que la courbe coupe Taxe des y a une
distance +7 ^ e l'origine , on verra qu'en passant du premier som-
met au second 5 elle doit couper Taxe des x du côté des x po-
sitifs -, à quoi joignant les indications fournies par la remarque
(II) , on en conclura que la proposée a trois racines réelles seu-
lement, dont deux positives et une négative.

Si présentement nous reprenons ces mêmes exemples dans un
ordre rétrograde, nous verrons que chacun d'eux se ramène à celui
qui le précède immédiatement, de sorte que leur ensemble présente
la solution complète de la question proposée dans le dernier. On
pourra donc , en se conduisant de la même manière pour tous les
autres cas , parvenir à assigner le nombre des racines réelles de
toute équation proposée, ainsi que le signe de chacune d'elles. Le
but que nous avions en vue au commencement de cet article nous
semble donc complètement atteint.
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QUESTIONS PROPOSÉES.

Problèmes de Géométrie.

I. JLJ UN point donné comme centre , décrire un cercle qui passe
par un autre point donné ou qui touche une droite ou un cercle
donné ? ( 3 problèmes. )

IL Décrire un cercle d'un rayon donné qui , ayant son centre
sur une droite ou sur une circonférence donnée, passe par un
point donné ou bien touche une droite ou un cercle donné ?
( 6 problèmes» )

III. Décrire un cercle d'un rayon donné qui satisfasse en outre
à deux de ces trois sortes de conditions de passer par des points
donnés, ou bien de toucher des droites ou des cercles donné* ?
( 6 problèmes. )

IV. Décrire un cercle qui, ayant son centre sur une droite on
sur un cercle donné > satisfasse en outre à deux de ces trois sortes
de conditions de passer par des points donnés ou bien de toucher
des droites ou des cercles donnés ? ( 12 problèmes. ) (*)

(*) Plusieurs de ces problèmes sont de première facilité ; et nous ne les
ayons compris dans la liste générale que pour la rendre plus complète.
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MATHÉMATIQUES APPLIQUÉES.

Considérations sur faction exercée par la terre sur les
corps situés loin de sa surface ;

Par M. GEORGES BIDOHE , professeur à l'université royale
de Turin.

JLJA valeur de la gravité, à []a surfoco de la terre, déduite des
observations du pendule , est vraiment celle qui convient aux points
où ces observations ont été faites : elle est la résultante de toutes
les forces qui agissent sur le pendule au point de la surface de
la terre où Ton fait l'observation. Mais cette valeur ne peut plus,
à la rigueur, être employée, lorsqu'on compare l'action de cette
planète sur des corps placés à sa surface avec l'action qu'elle exerce
sur des corps situés au loin dans sa sphère d'activité , tels que la
lune. L'action de la terre sur ces derniers corps est due à une
plus grande masse que celle qui agit sur les corps placés à sa
surface. Il faut donc introduire une correction dans la valeur de
la gravité terrestre , lorsqu'on veul comparer entre elles les actions
dont on vient de parler. Celte correction est, à la vérité , très-
petite ; mais , comme elle est due à une cause qui existe réelle-
ment j et à laquelle on peut avoir égard , il importe toujours de
la connaître et de ne pas la négliger. La correction dont il s'agit
provient de ce qu'en supposant la terre spherique , hvpothcse que
l'objet qui nous occupe permet d'adopter ) 9 tandis que Ja masse

Tom. X, n.° XII, i.Cr juin 1820, 49
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de l'atmosphère terrestre n?a pas d'influence sur le mouvement du
pendule , observé à la surface de la terre, cette masse agit néan-
moins sur des corps placés hors de ses limites.

On voit par là qu'il faut distinguer dans la terre deux masses
distinctes; Tune est celle de son noyau , à la surface duquel se
tunt les observations du pendule ; l'autre est celle de l'atmosphère
qui enveloppe ce noyau et dont l'action, jointe à celle du noyau f

s'exerce sur les corps situés au-delà de cette même atmosphère.
Soient M la masse du noyau , R son rayon moyen, et A sa

densité; on aura M = ~ »\A/?3 ; ^ étant le rapport de la circonfé-
rence au diamètre. Pareillement, soit 772 la masse de l'atmosphère,
et r la hauteur verticale d'une colonne de matière de même
densité que le noyau , équivalente à la pression de l'atmosphère ;
on aura

divisant cette équation par la précédente, il viendra

développant le second membre , supprimant l'unité de part et d'autre

et négligeant les puissances de — supérieures à la première , ii

viendra

Pour avoir la valeur numérique de ce rapport, il faut connaître
r , et par conséquent la densité moyenne A du noyau. La densité
moyenne de l'atmosphère est donnée par la hauteur de la colonne
barométrique -, et Ton connaît la densité du mercure par rapport
à celle de l'eau. Les observations du pendule ont donné A=:4 > 5 ;
et Gavendish a trouvé, par ses expériences, A = 5 , 5 , la densité
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de Peau «kant supposée égale à l'unité. En prenant donc om

?;6
pour la hauteur moyenne du mercure dans le baromètre, 18,59
pour la densité du mercure et iî=6366ig8m j la première valeur
de A donne

r=om,76.—— =2m,3o , d'où m = 0,00000 ioSifcf,
4*5

et la seconde

r = o m , 7 6 . ^ = i m
; 8 8 , d'où 772 = 0,00000089$/;

En prenant donc pour valeur moyenne

#2 = 0,000001.^ ,

on aura
-xm^z i,00000iM :

Si présentement on suppose que, le rayon R restant le même ;
la niasse M devienne M-{-m=z:(i*i~")M ( en faisant «=0,000001) f
la gra\ité g deviendra g/=l(ki+

a)g t e t , puisqu'on a aux latitudes
moyennes ,

on aura
^ = 9^8088050 .

Ainsi g* est la valeur qu'il faut employer , lorsqu'on veut com-
parer l'action de la terre sur les corps place's à sa surface avec
l'action qu'elle exerce sur les corps situe's au-delà de son atmos-
phère ; ou bien , on peut conserver pour l'action de la terre sur les
corps placés a sa surface la valeur originaire de g f due à la masse
M ; pourvu qu'on introduise dans l'expression de l'action de la
môme planète, sur les corps situés au-delà de son atmosphère,
la masse M-k-m , au lieu de la simple masse M.
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La remarque que l'on vient de faire 7 sur la gravite à la surface

de la terre, doit être appliquée, en sens inverse , à la gravité à
la surface des autres planètes. En nommant M la masse du noyau
solide de la planète t R son rayon et m la masse de l'atmosphère
dont ce noyau peut être recouvert , les quantités R , M-\m sont
données par l'observation et par le calcul. Des valeurs de ces quan-
tités on a déduit celle de g à la surface de la planète, en sup-
posant visiblement que le rayon de la masse M-\m soit R. Or y

dans l'hypothèse de la planète sphérique , on voit que la valeur
de g à la surface n'est due qu'à la masse M dont le rayon est R.

On peut observer enfin que 9 si l'on connaissait la gravité g à la
surface de la terre ; et la gravité à la hauteur * au-dessus de la
même surface , en nommant M la masse du noyau de la terre,
supposée sphérique et dont le rayon est R, et m la masse de la
couche sphérique d'air dont l'épaisseur est # , on aurait

M M+m

ce qui donne

Or , soit maintenant A la densité moyenne de la masse M , et ^
la densité moyenne de l'air, pour la couche dont l'épaisseur est *
( ^ étant donné par l'observation du baromètre à la surface du
noyau et à la hauteur * ) ; on aura

'où on tire

équation qui donne la valeur de A.
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Tout ce qui préeide est rigoureusement vrai , dans la supposition

que la figure de la terre et des planètes soit spherique • mais on
voit que les mêmes remarques subsistent encore , a quelques petites
modifications près, pour des figures très-peu différentes de la sphère.

Tur in , le la avril 1820.

ANALISE TRANSCENDANTE.

De T intégration approchée des équations différentielles j

Par M. le professeur KRÀMP , correspondant de l'académie
royale des sciences , doyen de la faculté des sciences de
Strasbourg , Chevalier de l'Ordre royal de la Légion
d'honneur.

( Deuxième mémoire ). (*)

1. J J A N S un précédent mémoire nous nous sommes occupés de
l'intégration approchée de l'équation

dont l'intégrale rigoureuse est

y = e

Si Ton fait

{*) Voyez la page 3 I J du présent volume.
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cette intégrale devient

désignant par q0 , qi , qz f q% ? ...... ce que devient (? c a î 1 1 ^ >

suppositions particulières de ^r=o , i , 2 , 3 , , * '• . . î
va que l'intégrale de cette équation > où la quantité- y v J ^ ^ H
être représentée par une expression de celte forme

et qu'on avait alors , pour le diviseur

Deux ; 2 y =

Quatre ; Gy=ço—2

Huit ; /

— i4448^+314887,4-97367

Neuf -7 i5i2oy-26oço-2i i5çi-\-82i8ç2-iQ2~8çj

+ 2 8 0 6 0 7 6 — 1 4 7 7 8 ^ 4 - i 4 T 4
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et aîns r j . Ces résultats ne sont pas seulement approxi-
matifs ; - ,> ils sont exacts, à la rigueur, toutes les fois que la
fonction (̂  est une puissance de x à exposant entier et positif \
ce qui rend la quantité erQdx intégrable par elle-même. Si cette
condition n'est pas remplie , les résultats que nous venons de donner
ne seront qu'approximatifs , mais de manière qu'en se servant seu~
lement du diviseur six on aura du moins, dans les cas ordinaires,
l'intégrale jusqu'à cinq décimales au moins ; et qu'avec le divisear
neuf on pourra aller jusqu'à douze.

2. On rend celte équation un peu plus générale en affectant

— - du facteur constant n • elle devient alors

Nous avons déjà remarqué qu'elle se réduit facilement à la
mière ; par la simple supposition x^nx', qui donne

Q* étant une fonction de xf
 3 plus ou moins différente de la pre-

mière. Ce procédé fort simple est en effet plus que suffisant dans
toutes les intégrations particulières des équations de la forme

cî«ms lesquelles Q est une fonction de x -, mais on serait forcé de
le reconnaître insuffisant dans les équations des ordre* plus élevés,
telles que
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et ainsi des autres. On sera donc obligé , dans tous les c a s , d'avoir

des solutions qui donnent immédiatement en A, B, C,. la

véritable valeur de l'inconnue y.
3. La solution de ce cas est plus longue , sans être beaucoup

plus difficile. En posant

on a

et
ây

d

.substituant donc dans l'équation

elle deviendra

En désignant encore ici par ç9 , qY , ç2 , q^ , ce que devien1

Q} lorsqu'on y fait successivement x=o , i , 2 , 3 , , et faisant

A q-ql-^qo ,

on
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on aura hs diilerences consécutives A./ , sA a^ , 6AJy f .,.,.,, Ue
la manièie qui &uit ;

A 9=B+(i+2n)C+[i+3n)D+(i+4n)E+ii+5n)FKi+6n)G+..

On regardera les quantités ç 9 Aç , A*^ , A3^ , 1 . : ^ . ; comme
données et les coeflîriens A , B , C , D , comme les in-
connues du problème. Il sera donc facile de trouver celles-ci, en
commençant par la dernière > pour laquelle j 'ai pris le douzième
coefficient , désigné par la lettre N. De celle-ci on remontera à
M\ de M on ira jusqu'à L, et ainsi de suite. On aura ainsi les
valeurs des douze premiers coeiHciens A , B , C , N , ainsi
qu'il suit :

i.° Coefficient A.

1204-548/2+135o/234--2

5o
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—^720+3528/2+9744^+1764o#34-21000/2*

+1512o#5+5o4o/26) ÙJq

+ 2 3 l 84o/25

+ i451520/2

--/z(36288oo+2 Ï 257280/2+76521456/2*4-201828000/2*

+ 4 1 °°3 A 6oo/24+6494796oo/25+79o 17 5920/26

+ 7 3j8o8ooo/27+47gooi6oo/28+199584000/2'

+/2(3ggi 6800+241087680/2+905507806/2*

i3 93 9232Oi.64 14411295360/2' + ! 1855289600/2*
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2.0 Coefficient B.

-̂ 2 4 + l OO/J+2 I O/2*+24o/23+ I 2O/24,

36^2+78792/2*4-162

—(36288o+2o53152/2+7 oZôaoon*^ 17

+ 4 ioo3iGoo/24+6494796oo/25+795175920^

+7318o8ooo/27+479oo I6OO/28+I 99584000^*

—.(39916800+241087680/2+905 5o7856/2a-|-2 5261938

+55i

+144
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3.° Coefficient C.

C=A^-(3+3/2)A3y+(i 14.18/2+12/2*)A4y-(5o+io5/2

+(274+676/2+ IO2O«*+9CO/23+36o/24) A *q

+(13068+39396/2+812i8/i*+i 17600^+11:920/2*

—(109584+3 0437 2/*+8o 7 4o8/z2+1396940^*

+(1026576+35

+2277 828o/24+23814ooo/25+17 539200/26

+8164800/2?+ i8i44oo/^8)A10^

—(10628640+38260728/2+100914000/2^+205oi 58co/23

+239500800/2- +997

+(120543840+452753928/2^.1263096912/2*

+2759748800/2*+48o22326oo/24t 66466461

+ 7 2o5647C8o/26-t-5g276448oo/27+3492720000/2'



DES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES, 3Çj>

4,e Coefficient D.

3?-(6+4/?>^+;3;>h4o/7+2o/^^

+,118124^-269

+241920/2

—(1172 700+2894720/2+5386000/2+7 592760/23

+(127 53576+33638000/2^68338640/2+108246600/23

(100917976+421032304/2+919914600/2*

+ i6oo744aoo/23+2215548720/2*

+240188256o/25+i 975881600/26

+ 1 i6424oooo/27+43go848oo/28

5.° Coefficient E.

—(67 284+113245/2+136o8o/2*+11466o/23+6o4Fo/2*

+ 13720/2^ A *q

Tu m. X. 5o bis.
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+1512 j ^

—(84og5oo+i 7084600/2+27c6i65o/2*-t-33i3-233o/23

19

+600470640/^+49397 o4o

6.° Coefficient. F,

—(1960+1932/2+1 i76/23+33G/23+

+(22449+27 216/2+22932/2* 4*l ̂ o

+(34i 6930+54 i23

+3991680/2*4-iG632oo/25+332G4o«6 A'x<j

i 10777436/2*4-1200941-8/^

2i 954^4 onG
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7.0 Coefficient G.

—(4536+3822/

+^6327

—(902055+1 IO44

+ ( I 3 3 3 9 5 3 5 + I 8 4 6 2 9 O 6 / 2 + 2 O O I 5 6 8 8 / 2 Î + Ï 6 4 6 5 6 8 O / 2 3

8.° Coefficient H.

9.0 Coefficient I.

/
v87o+4o5/2+9o^A10^

—( 1815o +1183o/2+495or/a+99o/23) A1 lq

4o3o/2+i7325«)«a+6

io.° Coefficient K.

^ + (I32O+55C^+

1 w25v./2-+-7260/2*+1 o^o/i3,A1
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ii." Coefficient L.

i3.° Coefficient M.

=±Al'ç—(66+12/2) AI2

i3.° Coefficient N.

4. Les valeurs des coefficiens de cette longue série de résultats
se présentent très-facilement ; pour peu qu'un ait sous les yeux
la table de ceux des jaculiés numériques , telle que je l'ai donnée
dans mon Analise des réfractions , et dont je vais donner une
copie , continuée jusqu'à douze. La voici ;

I.
II.

m.
IV.

V.
VI.

vu.
VIII.

IX.
X.
XI.
XII.

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

X

1

3

6

10

i5

21

28

3 G

45
55

66

11

35

85

i75

322

546

870

i3ao

1925

6

5o

735

i960

45>6

I8I5O

32670

24

6769

22449

6'3a73

.57773

357423

120

1764

67284

26y325

gojo35

720

i3o(58

118124

3416930

V11I.
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VIII.
IX.
X.

XI.
XII.

5o4o
109084

1172700

8409000

40990730

4o3oO

1026076

12703076

105208076

362SP0

10628640

150917976

0628800

12004084.0 39916800

5. Supposons à présent qu'on demande la partie de la série qui
fait connaître le quatrième coefficient, ou D. Cette série commence
par la troisième différence de y , ou par A3^ , qui est multipliée
par \ unité seule.

Le second terme sera la difïe'rence plus élevée d'une unité , ou
bien A4^. Pour trouver les nombres qui multiplient cette quatrième
dijfénmce j on p r e n d r a c e u x de la quatrième faculté , ou de 4 '»

à commencer par le troisième terme de cette faculté; on aura 6,1 -7

on les multipliera, le premier , par 1 , le second, par 4 ; o n aura
les produits 6.1 , 1.4 \ il en résultera 6~\-4n î c'est le coefficient
de A4^.

Le troisième terme sera A5^ , multiplié par une fonction trinôme
de /2. Pour trouver les coefficiens de cette fonction , prenez , dans
la faculté suivante, ou dans 5! , les termes, à commencer depuis
le troisième ; c'est-à-dire , 3 5 , 10 , 1 ; multipliez ces trois termes,
le premier par 1 , le second par 4> e t Ie troisième par /\X$~2.O)
vous aurez 35.1 , io.4> 1.20 \ c'est-à-dire, 35 , 4o , 2Ot; il en résultera
35-|-4ott-+-2O/2a ; c'est le coefficient de A5^.

Le quatrième sera A6q , multiplie par une fonction quadrinome
de n. Prenez , dans la faculté suivante 7 ou dans 6!, les termes à
commencer depuis le quatrième , savoir ; 2s5 ? 85 > i5> 1 ; multipliez
ces quatre nombres, le premier, par 1 , le second > par 4> ^e

troisième, par 4'5 = 2O , et le quatrième, par 4 ^ - ^ : = i : 2 O ; vous
aurez les produits 220.1, 85.4 7 i5 .2o ; 1.120 ; c'ebt-à-dire, 220 , 040.

Tom. X. 5i
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3oo , 120 ; H en résultera le quadrinome 225+3.jo#-[-3oo/?3-4- I2O^5

c'eit le coefficient de A6q.
Le cinquième sera A~ q ? multiplie par une fonction pentanome

de il. Prenez, dans la iacuhé suivante, ou dans 7!, les termes à
commencer depuis le cinquième } savoir, 1G24, 735 , 175,21 , 1 ;
multipliez ces cinq nombres , le premier , par 1 , le second , par
4 9 le troisième, par 4-5 = 2O, le quatrième , par 4-5 .6=i2O, le
cinquième , par 4-5.G.7 ~ 8 4 o , vous aurez les produits 1G24 , 2940 ,
35oo , 252O , 8 io , II en resuite le polynôme i6:ï4+294ort4-35oo/za

+252o/23+&4o//4 : c'est le coefficient de Alq.
Le sixième sera A3y , multiplié par une fonction hexanome de

72. Prenez, dans la faculté suivante , ou dans 8! , les termes à
commencer depuis le sixième , savoir ; i 3 i 3 2 , 6769 9 igCo, 022 ,
28 , 1 ; multipliez-les par ceux de la progression hyper-géométrique
1 , 4 > 2 O ; 120 , 840 , 6720 -, vous aurez pour produits les coeiïiciens
du polynôme I J i32-4--7O7G/?-f-3g2OO«2+3864o/23-f2352O//H67^o/i5 ;
ce sera le coeilicient de A8^.

On continuera de la même manière, tant qu'on voudra , c'est-
à-dire , jusqu'à la douzième faculté; c'est là où nous avons arrêté
nos calculs.

6. Quant à la progression par laquelle il faudra multiplier les
nombres pris dans la table générale des facultés, il faudra remarquer que

Pour A c'est la série hvper géumctiique ordinaire, savoir;

Pour B c'est la même série.
Pour C c'est cette même série , à partir du second terme et

divisée par 2 j c'est-à-dire ,

1 ;3,12,60,360,2020,201 Co318144°;l ^144^0)19958400 ,

Pour D c'est celte dernière, à partir du second terme , et di-
visée par 3 ; c'est-à-dire ,
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Pour E c'est la précédente , à partir de son second terme } et
divisée par 4? c'est-à-dire.

1,5,30,210,1680,15120,151200,1663200 .

Pour F c'est i;6?4-,336;3o2453o24o,33264o •

Pour G c'est i,7,56;5o4,5o4o,5544o -

Pour Ile est • . 1, 8, 72, 720, 7920 :

Pour / c'est . , . . 1, 9? 90, 990 y

Pour K c'est i> 10, n o -,

Pour L c'est 1, 11 ;

Pour M c'est ; . 1 j

7. Soît 72=2. On aura

et la valeur intégrale et rigoureuse de y sera

dans cette même supposition , on aura
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4- A^—9

d'où on conclura

On aura ainsi

Pour #=3

Pour o;=4

Pour ^=5

Pour JC=:6

Pour ^=7

et ainsi de suite.
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Et enfin en mettant pour A^ , A2ç , &5Ç , A4f , ..... leurs valeur*
\(]j^x,qX9q7>, ...... dfaprès les formules connues , on aura

Pour j r = 3 . . . . . 3y=i4?—33^j-f-3o^2-—8</ ? ;

Pour x=4 6y=437 —i447i+I927*—

Pour ar=5 . . . . I2oj=i3o3^— 568oç 1+102

Pour x = 6 9»j'=i534y—8208? 1+18675*74— 22880^ , +15930^74

et ainsi de suite.
8. Exemple. Soit Q~xz , l'équation sera

elle aura pour intégrale complète

y^Ae^+x1—6x%+2 4x^8 l

La méthode actuelle donne y = o , ^ , = 1 ? ^ t = S ; ^,2=37

On aura donc ; pour a: = 3 ,

3y=zi4ç—SS^i+So^a— 8^j =—33+i4o—216=—g;

donc y = — 3 .
Pour a:==4 » o

donc yr=i6.
Pour 4r=5 ; on aura
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i2ov*:=« 5680+82000—202180+28000—9800=5640 ;

donc y = 47*
Pour ^ = 6 , on aura

=— 8208+1494°O—617 760+1019520—788000

donc y=g6 . Et ainsi de suite.
Or, toutes ces valeurs, tant de x que de y , sont visiblement

comprises sous la loi générale

—48 ;

ainsi l'intégrale complète sera

. X

y=Ae T+x*—6

9. La me'thode est sur-tout infiniment précieuse dans les cas
innombrables où la différentielle

ou, plus généralement}

n'est pas intégrable a la rigueur -, parce qu'alors elle fait connaître
la véritable valeur de l'inconnue ou de la variable y , avec une
approximation beaucoup plus rapide que toute autre méthode connue ;
ce que nous ferons voir dans le premier mémoire qui suivra
celui-ci.
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QUESTIONS RÉSOLUES.

Solutions du premier des deuœ • problèmes de géométrie
proposés a la page IDD de ce volume.

-£ BOBLÈME. Par un point donné dans ïintèrieur d'un angle
trièdre tri-rectangle , et également distant de ses trois faces f

conduire un plan tellement dirigé que sa partie interceptée dans
l ongle trièdre dont il s'agit soit un triangle semblable à un
triangle donné ?

Solution géométrique ;

Par M. VEGTEN , licencié es sciences.

Si nous considérons les trois côtés du triangle donné comme les
diamètres de. trois sphères , ces sphères se couperont en deux points ,
au-dessus et au-dessous du plan de ce triangle ; et il sera très-
facile de déterminer la projection commune de ces deux points sur
le pi.ii) da triangle, ainsi que leurs distances à cette projection.

SI Ton joint l'un quelconque de ces deux points aux trois
sonriiets du triangle par des droites -, ces droites seront les arête$

d'un angle trièdre tri-rectangle auquel le triangle donné se trouvera
inscrit , et il sera facile de déterminer les longueurs de ces trois
arc le s, Eu supposant donc que cet angle trièdre soit celui qui est donné,
on lui aura inscrit le triangle donné ? et il ne sera plus question



38o Q U E S T I O N S
que de mener par le point donné un plan qui soit parallèle à celui
de ce triangle.

Or j c'est là une ope'raîion que Ton peut exécuter facilement
et rigoureusement par les procédés de la géométrie descriptive ,
ou par tous autres équivalens ; nous pouvons donc considérer le
problème comme complètement résolu.

On voit même que le problème ne serait guère plus difficile à
résoudre } si le point donné ; au lieu d'être également distant des
trois faces de Tangle trièdre, était quelconque dans cet angle.

Ce problème n'est , au surplus , qu'un cas particulier du pro-
Llème o i Ton proposerait de mener par un point donné quelconque
dans un angle trièdre donné , aussi quelconque , un plan tellement
dirigé que sa partie interceptée dans l'angle trièdre dont il s agit

fût un triangle semblable à un triangle donné?
La solution de ce dernier problème ne différerait uniquement

de celle de l'autre qu'en ce que , pour déterminer les longueurs
des portions d'arêtes interceptées par le triangle donné f supposé
inscrit dans l'angle trièdre donné, il faudrait substituer aux trois
sphères trois surfaces de révolution , ayant pour axes les trois colcs
de ce triangle , et pour génératrices des arcs respectivement capables
des trois angles plans de l'angle trièdre. Mais il est au moins douteux
qu'alors le problème pût être résolu d'une manière rigoureuse avec
Ja règle et le compas.

Solution analitique ;

Par M. GERGONNE,

Soient a , b y c les trois côte's du triangle donne' , et À ,
B , C les angles respectivement opposés , dont les sommets sont
supposés A , B y C.

Soit pris l'angle trièdre tri-rectangle donne pour celui des coor-
données
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données positives ; supposons , pour plus de généralité , que la
point donné soit quelconque dans cet angle tîièdre , et que ses trois
coordonnées soient « , £ } y.

Supposons encore qu'on exige que , dans le triangle cherché y

les sommets homologues à A , B , C , soient respectivement sur
les axes des A , Y , Z , que nous prendrons pour symboles des
coordonnées courantes.

Tout se réduit évidemment à déterminer les segmens qui devront
être interceptés sur les axes des X , Y , Z , à partir de l'origine
par le plan cherché. Représentons respectivement ces segmens par
x , y , z.

L'équation du plan cherché sera consc'quemmcnt

X Y Z
- H h - = i -,
x y z

et } puisque ce plan doit contenir le point donné , on aura

— r - - \ — • - * y

x y z
ou bien

( i )

Biais , puisque le trîanyle cherché doit être semblable au triangle
donné , on devra avoir aussi

«?tant on nombre inconnu , indiquant le rapport des côles homo-
Tom. X, : a
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loques de ces deux triangles. jNous avons donc ainsi quatre équa-
tions entre les quatre inconnues m , y , z , A,

En retranchant tour-à-tour chacune des équations (2) de la
somme des deux autres ; il viendra

d'où , en divisant par 3 et extrayant la racine quarrée des deux
membres

on aura donc

et

(3)

*a\/bcCos,BCo$.C

+fit?\/caCos.CCos.A

Cus.^Cos.BCos.C ;

substituant donc dans l'équation (1) et divisant par A2
 ; il viendra
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d'où

i_ ^ v

\/ btCos.A \f'ta os.tf %/ahtoi.C

Tel est donc le rapport des eûtes du triangle cherche \ ceus du
triangle donne.

En substituant enfin cette valeur de A dans les cquations (3) ,
on aura

aCob.C

y=

Telles sont donc les valeurs des inconnues du problème.
Mais si des somoiets À , B ; C du triangle donné, on aLalsse

respectivement des perpendiculaires AA / , BB/
 ? CCX sur les di-

rections c}es côtés opposés BC ; CA , AB , on aura

donc 3 en substituant ? un aura
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Si , présentement, sur les trois côtés du triangle donné, pris suc-
cessivement comme diamètres , on décrit trois demi - crrcles , et
qu'où prolonge respectivement les perpendiculaires AAX , B B ; ,
CC / , jusqu'à la rencontre de leurs circonférences en Kf/ , By/ ,
C " ; en menant BA" , CA^ , CB^ , A B " , AC / r , BC^ , par la
propriété des cordes inscrites aux demi-cercles, on aura

AO

BA/ — / B A / / V
CAf ~~ \ÇA/'J '

CB' _ ^CB"y

doù

BC
AU'

substituant donc ? il viendra finalement

AG*

IîA" BC"
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CB" CA"

valeurs extrêmement faciles à construire.

Solutions du problème d'analise indéterminée proposé
à la page 2.^ du présent volume ;

Par MM. FRÉDÉRIC SARRUS ,

VECTEN , licencié es sciences .
A. OLLIVE , licencié es lettres f

Et UN ABONNÉ.

PROBLÈME. Quelles sont les pâleurs entières les plus générales
X Y

de x et y qui rendent entière la fonction — — ?J 7 H-y
Soit $ , dit M. Sarrus , le plus grand commun diviseur de 35

et y, de telle sorte qu'on ait #=7?^ , y=z^^} p H ç étant deux
nombres entiers premiers entre eux ; on aura

p et q étant premiers entre eux , devront l'être également avec
p-\-q ; il sera donc nécessaire , et en même temps il buiTira , pour
que h l'onction suit entière , que £ soit divisible par p-Arq \ oa
devra donc avoir $~(p-\-q)r , r étant un nombre entier quelconque;
on aura donc ahibi , pour les valeurs cherchées de x et de y ,
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au mo}'en de quoi on aura ; en effet,

nombre entier , pourvu qu'on prenne des nombres entiers pour
P I ? 9 r*

M, Vecten est exactement parvenu à la môme fornqule -, mais
nous ignorons de quelles considérations il Ta déduite.
. Par les procédés ordinaires de l'analîse indéterminée , M. A. Ollîvft
est tombé sur des valeurs de la forme

Ces formules rentrent exactement dans les précédentes ; en posant,
en effet,

il vient

ce qui donne , en substituant,

comme ci-dessus.
Ûn Abonné s'est borné à considérer Téquation identique
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en observant que si f dans le dernier membre , on remplaçait
pr{p-\-q } t]r(p-\-q) respectivement par A et y , ce dernier nombre

devena t —— .

, *+/
M. Ollivo observe que , si l'on veut rendre —— égal à un nombre

entier donne , n suffira de décomposer ce nombre entier en trois
facteurs, ce qui <r>t toujmns possible, dùt-on prendre deux de ces
facteurs égaux à Tunite j on piendra ensuite ces trois facteurs pour

p , q , r.
II suit de ]J que dans le cas même où le nombre entier donné

serait un nombre premier P , le problème serait encore susceptible
de deux solutions , suivant que Ton ferait r ou bien l'un des deux
nombres p et q égaux à ce nombre premier P ; les valeurs de
x et y seraient , dans le premier cas ,

aP , 2P j

et dans le second

P{P+i) i P+i .

On peut , au surplus , remarquer qu'il est impossible que x et y
soient tous deux impairs, puisqu'alors xf étant impair ne pourrait
être di\ibé par a-{-y 1 qui serait nécessairement un notnbre pair ;
c'est une observation qui n'a pas échappé à M. Ollive.
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QUESTIONS PROPOSEES.

Problème danalise indéterminée.

X AR combien de systèmes de valeurs de x et y peut-on rendre

la fonction égale au nombre entier N=aub^cy dans lequel

a9 b , c >..... sont des nombres premiers inégaux , difïcrens de l'unité?

Problème danalise transcendante.

On propose de démontrer la série suivante :

laquelle tend sans cess« à devenir une progression géométrique dé-
croissante ayant pour raison \ ?

F I N DU DIXIÈME VOLUME.
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ERRATA

Pour le dzœzèrne volume des Annales.

k AGB 29, ligne 6 , — j + ^ / H î ; lisez :

Page 3i f ligne 3 , — £ * ? 5 lisez : ?A

éan

Ligne 7 , — 2e6; /wz : a*.
Page 48 , ligne 4 , — at ; /i5C- . fll^, .

Ligne 5 ? —• 2a, ; //ser t zatAz .
Ligne 6 , — 3a t ; /wz : 3a t A} .
Lî jne 8 , — 72ÛE, ; /i<se* : naxAn*

Page 43 , ligne 3 , — n+o ; Usez : n + ^ .
Pag. 90 , ligne 8 , en rernootan* , — a—r ; lisez : a ^ r .
Page a 17 , ligne 6 , — Cos.2z j //5ez : Cos.zz.
Page ^85 , ligne 1 , — eux-mêmes ; lisez : eux même.

Ligne 3 , en remontant , — précis ; lisez: positif.
Page 348, ligne 3 , — rendre de nouveau les racines de la première des deux

transforme'es 10 fois plus grandes, et chercher, etc.:
lisez : rendre de nouveau les racines de la transformée qui a

deux permanences de plus que celle qui la suit immé-
diatement 10 fois plus grandes ; par exemple , dans le
2.c tableau , il faudra rendre 10 fois plus grandes les
racines de l'équation en iox—G8, et chercher, etc.

Page 349 1 colonne de gauche , — supprimez les trois dernières transformées.
Ligne 4 > e n remontant, — 1,4 et i?5; lisez : 0,14 et o, 15.
Même ligne, 1,6 et 1.7; lisez : o,iG et 0,17.

Pag, 35o , ligne i3 , — ajoutez ; J'appelle cette équation , on x n'est qu'an
premier degré , Véquation aux sommets , parce qu'elle fait
connaître la position des sommets de la couibe parabolique.
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Page 331 » ligne iz , —- aux sommets ; lisez : tri y.

Ligne 10 , — ajoutez : Cette éçuation cal la même , pour ce c«
particulier ? que l'équation aux sommets , paice que l'un
a ici o:~o , X '=o.

"Page 352 , ligne 4 > au premier degré en se ; lisez : aux sommet*.
Ligne 6, — aux sommets ; lisez : en y.
Ligne 16 , —supprimez , aux deux endroits, oo.

Page 3Ù3 , ligne i3 , — du premier degré en x ; lisez : aux sommets.
Ligne i5 , —aux sommets; lisez : en y.

Page 354? ligne 2, —supprimez , aux trois endroits , 00.
Ligne 6, en remontant, — du premier degré en x \ lisez ; aux sommets.
Ligne 5 , en remontant, à la fin , — supprimez la virgule*
Ligne 3 , en remontant , — aux sommets ; lisez : en y.
Ligne 2 , en remontant , — remplacez le point par une virgule 7

et supprimez la virgule de la tfin.
Ligne 1 , en remontant, — remplacez les deux points par des virgules*

355 , iigne 6 , — —25 ; lisez : —••2,25.
Ligne 7 , — + i 5 ; lisez : 4~i>5.
Ligne 9 ,— — 2$ ; lisez : —•»2,̂ 5#
Mcmc ligne,— + i 5 ; lisez \ + Ï * 5 .






