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. s P e R > A s

DANS plusieurs précédens mémoires (*) , nous avons enseigné &
construire des formules a l'aide desquelles on peut intégrer, entre
deux limites données et avec tout le degré d’approximation qu’on
peut désirer , toute fonction différenticlle d'une seule variable :

(*) Voyez, tom. VI, pag. 281 et 372 ; tom. VII, pag. 241; lom. IX, pag. 345
Tom. X, n° I, 1.5% juillet 1819. X



2 INTEGRATION

nous nous proposons de montrer ici comment, en suivant Pesprit
de la méme methode, on peut parvenir a intégrer, avec le méme
degré d’approximation , toute équation différentielle d’ordre ct de
degré quelconque , entre deux variables # , ¥ Ce sujet semble
devoir meriter d’autant plus d’intérét que notre indigence , relati-
vement a cette branche danalise, n’est malheureusement que trop
bien connue : que les équations généralement intégrables se réduizent
a un trés-petit nombre de classes; et qu'encore leurs integrales ne
sont , pour la plupart, que des équations compliquées et transcen-
dantes, dont on ne saurait, le plus souvent, tirer aucun parti,
pour obtenir la valeur de I'une des variubles en fonction de V'autre.

Soit une équation diflérentielle quelconque , représentée généra-
lement par

dy dy Ay ~de
F(x,y, -&',E;, a}'&,--...-@)-——o; (l)

si son intégrale pouvait étre obtenue, et si cette intégrale était ré-

soluble par rapport 4 y, on en tirerait , pour cette variable, une
expression de cette forme

y=f<x’clicz)c;,o-...cn\, (

o

)

laquelle , aprés avoir déterminé les constantes C,, C, , €, ,.... C
par n conditions distinctes, prendrait cette nouvelle forme

ne

y=o); (3)

et alors sculement il deviendrait possible d’assigner , soit exactement,
soit par approximation , la valeur & de y, repondant 2 une valeur

[y

quelconque @ attribuée & z; cette valeur serait , en effet,

b=¢a) . (4)
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L’objet que nous mous proposons ici est de parvenir 3 cette valeur
b de y, sans passer par le double intermediaire de lintegration
de I'equation (1) et de la résolution de son integrale par rapport
ay. '

Observons d’abord , avant d’entrer en matiére, que ce qne nous
dirons ici du cas ol c’est ¥ que l'on veul obtenir en fonction de
x doit s'entendre également du cas ol ce serait au contraire
qu’il s’agirait de délerminer en fonction de y ; attendu que, par des
formules connues , on peut , dans I'equation 1), changer I'hypothese
relative a la variable independante, et traiter ensvite 2 par rapport
a y, dans P’équation résultante, commeé nous allons traiter , dans
celle-ci, y par rapport a .

Ces choses ainsi entendues , considérons I'équation (3) ; cette
équation exprime une certaine courbe, dont l'ordonnée & , répon-
dant & l'abscisse donnée a, est I'inconnue de notre probléme. Con-
stderons sur cette courbe un arc trés-petit coupé a peu pres a son
milieu par Pordonnée 4. Plus cet arc sera petit, et plus il deviendra
permis de le considerer comme se confondant sensiblement avec 1’arc
d'une certaine courbe parabolique ayant une équation de la forme

y=A+Bx+Czx*+.. ... .+Ra™ ; 5

et méme, si la courbe (3) était connue, rien ne serait plus facile
que d’assigner les valeurs des coefficiens 4, B, € ,...... B, propres
a satisfaire a cette condition ; on voit d’ailleurs que, plus le nombre
arbitraire m ou le nombre m-~1 des coefliciens serait considerable ,
et plus aussi les deux courbes approcheraient de coincider exac-
tement a une petite distance de part et d’autre de l'ordonnée 4.
Alors donc, en faisant a=a, dans Iéquation (5), la valeur qui
en résu'terait pour y pourrait étre sensiblement prise pour I'ordon~
née cherchée 2.

Voyous donc si nous ne pourrions pas parvenir & déterminer les
coefficiens de l'équation (5). D’abord , ces coefficiens doivent étre
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tels que les conditions relatives 4 la détermination des constantes
se trouvent satisfaites; ce qui établira déjd entre eux un nombre

n de relations. Il ne s'agira donc plus que d’en trouver m—n--r
autres.

De l'équation (5) on tire

%:B+2€x+3l)x’+ B i Tad \
i’l' =2C046Dz4-12Ez*4. . . . . . +m(m—1)Ra™"* ,
dx3 ) (6)
% =6D424Ez4-60Fz*+ ...+ m(m—1)(m—2)Rz™ 3 ,

® @ o 4 s @ 2 e 6 e 0+ 6 ° 0 6+ P o s s s 8 s e & 2 s e s e e ¢

en substituant ces valeurs dans I'équation (1), elle prendra la forme
‘P\x,A,B,C.....-R):O- (7)

Or, il est clair, par ce qui préctde, que, si les coefficiens in-
connus 4, B,C,...... R, avaient été convenablement déterminés,
cette derniére équation serait identique, ou du moins i trés-peu
prés, pour toutes les valeurs de #, peu différentes de la valeur «;
en exprimant donc qu’elle devient telle , en effet, pour de pareilles
valeurs , au nombre de m+4n—1, on sc procurera , entre les coeffi-
ciens 4 , B, C,.....R, le nombre d’équations nécessaires pour
compléter leur détermination.

Comme le nombre m est arbitraire , et assujetti seulement A
n’dtre pas trop petit ; on pourra toujours le prendre tel que le
nombre m—n-1 soit un nombre impair 2p--1; alors, ce quily
aura de mieux & faire, sera de mettre suecessivement pour z dans
(7) les nombres @, atz, at2z, at3z,.....0pz; z étant
uge fraction arbitraire, mais trés-petite ; on congoit en effet quen
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considérant ainsi des points sitads de part et d’antre de 'ordonnde
b et trés-rapprochés de celle ordonnée , on obtiendia un plus haut
degré de précision.

On peut, au surplus, simplifier le procédé , en changeant d’abord
dans I'équation proposéc (1) , # en a-zwx ; alors, il suffira de
substituer les nombres o, * 1, +a ,......,Fp, 2 la place
de z, dans I'équation (7), et de chercher simplement la valeur A
de y qui répond & #=o0. Et, comme l'exactitude de cette valeur
dépendra, en grande partie , de la petitesse de z ; ce qu’il y aura
de mieux A faire sera d’y supposer z=o. Il est ‘entendu, au sur-
plus, que, dans la recherche des conditions relatives & la déter-
mination des constantes, il faudra également avoir égard au chan-
gement de z en a-f-zz.

Comme , dans le cas ou I’équation (1) se trouverait d’un degré
un peu élevé, I'équation (7), renfermant alors des puissances des
coefliciens 4 , B, C ,..... R, pourrait étre ineommede pour la
détermination de ces coefliciens ; on ferait bien de différentier une
ou plusicurs fois 'équation (1) , et de combiner ses différentielles
tant entre elles qu'avec elle-méme , de manieére A obtenir I'équation
la plus simple possible , laquelle serait alors substituée a cette équa-
tion (1), Il faudrait seulement, aux conditions déja établies pour la
détermination des constantes, en ajouter d’autres en nombre égal A
Vexcés de I'ordre de différentielle de la nouvelle équation sur l'ordre
de Péquation (1)

Enfin, notre procédé pourra également étre employé a résoudre ;
par approximation , les équations transcendantes 2 deux variables
non résolubles immédiatement. Il ne faudra pour cela que les dif-
férentier un nombre de fois suffisant pour qu’on puisse , entre elles
et leurs différentielles , éliminer toutes les transeendantes. Le résultat
de 1’élimination sera alors _l’équation qu’il faudra prendre pour
T'équation (1). '

Il ne nous reste plus présentement qu'a appliquer notre procédé
2 des exemples ; mais, afin de faire mieux apprécier les services



6 INTEGRATION

qu’on peut s'en promettre , neus choisirons de préférence des équa-
tions qu'on sache intégrer, et dont l'integrale soit connue. En outre,
afin qu’on puisse juger de l'influecnce du nombre des termes admis
dans la valeur hypothet'que de y sur l'exactitude de la formule
finale, nous ferons croitre ce nombre par degré , en le prenant
d'abord fort petit, et en I'augmentant ensuite successivement.

PROBLEME I. Un nombre éiant donné, trouver son logarithme
naturel ?

Solution. Soient x le nombre dont il s’agit, et y son logarithme
cherché ; I'équation du problé¢me sera

y=Logux ,

ou, en différentiant,

d
xi:[; (1)
dx

et il s’agira de déterminer, au moyen de cette derniére équation , la
valeur de y qui répond & une valeur quelconque @ de z, en ob-
servant d’ailleurs que la constante que comporie son intégrale doit
étre déterminée par cette consideration qu’a la valeur =1 doit ré-
pondre la valeur y=o.

Changeons d'abord  en a4z ; cela changera da en zdw ; et notre

équation deviendra
dy
(a+zx) 1o —F=0 . (1)

ol la constante devra étre déterminde par cctte considération qu'a

1=

— —_— ! ' — . . ’ . . -
at-zz=1 ou x= devra répondre y=o; et il s’agira simple

ment de déterminer, au moyen de cette derniére (quation, la valeur
de y qui reyond & z=o.
Soit posé¢ d'abord simplement
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y=A4+Fzx , %)

de maniére que .{ soit le non.bre cherché ou Log.a ; nous en déduirons

dy_ .

substituant ces valeurs dans I'équation (1), elle deviendra
(¢+zx’B—z=0 ; (7)
dans laquelle faisant la sup}osition unique x=o0, nous aurons
aB—z=o0 ;
la condition relative 2 la constante donnera ensuite

I1==a

o=A+ B ;

éliminant donc B, entre ces deux équations, il viendra

a—1
A= .

a

résultat ou z disparait de lui-méme ; changeant donc ¢ en z, nous
aurons , pour preinieére approximation ,

A §
Log.ax = — .

Cette formule est exacte pour les logarithmes de zéro et de
Vunité , et méme pour les logarithmes de tous les nombres trés-
voisins de I’unité ; elle donne tous les autres beaucoup trop faibles,
et d'autint trop faibles que les nombres sont plus grands; ce qui
s'apergoit sur-le-champ , en remarquant qu’elle donne 'unité pour
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le logarithme de l'infini, lequel , comme on sait , doit étre lui-
méme infinl.

. Posons , en second lieu,

y=A=Bx+Czx*+Da* , (9
d'od
&L = B4-2Co4-3Da" 6

en substituant dans I'équation (1), elle deviendra
(@4-z2)(B42C2x+4-3D3*)—z=0 ;
ou, en ordonnant par rapport a z,
(aB—2z)4(Bz+-2aC,2+4(2Cz+3aD)a*4-3Dzz* =0 . (79

En mettant successivement pour z, dans cette équation, les valeurs
—1I , 0, =1, on obtient

- 0=(aB—z)=={Bz+2aC)4(2Cz-43aD)—3Dz ,
o=(aB—z) ,
0=(@Bwwz)+(Bz+42aC)+(2Cz4-3aD)+3Dz .

Prenant les différences consécutives de ces équations , nous obtien~
drons ces deux-ci

o=(Bz+424C)—(2Cz-4+3aD)+3Dz ,
o=(Bz+2aC)+4(2€z+3aD)+3Dz .
Prenant la demi-différence de ces derniéres , nous aurons

2Cz43aD=o0 ;
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d’ol , en remontant i celles qui précédent , nous conclurons
Bz+4-2aC=-—=3Dz ;|

—z4 @gB= o.

Cela donne
B z C— z3 D= z3
=+ a’ - 2(a*—z3) " - da(ar=—z2) J

mais la condition relative 3 la constante donne

a—i. (a—1)2 (a==1)3

C+ D ;

z z2 z3
substituant donc les valeurs ci-dessus ; il viendra:

&~1 (a—1)2

(a—1)3
+

a 2(@2e—z?) 3a(ar=z2) ’
faisant enfin z==o et changeant ¢ en 2, nous aurons

e (X=—1)2 (x—1)3

A _x
Log.a= = -+

222 3x3  ?

formule plus exacte que la précédente ; mais, comme elle, seu-
lement pour les valeurs de z peu différentes de I'unité,
Posons encore

y=A+4Bz4Ca*-Da’-Ex¢+4-Fa® &)
dou
g{; =B+2C243D2 4 {Ex* 5 Fab (6")

en substituant dans I’équation (1), elle deviendra

(a+z2)(B42Cx+3Da*~- 4 E2*-5Fa%)—z=0 ;
Tom. X. 2
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ou, en développant, ordonnant par rapport & z , et posant, pour
abréger ,
aB—z=A4, 3Dz+4aE=D ,
Bz4-24C=F, LEz45aF=E’ ,
2Cz43aD=C" , bFz=F;
o=A'+B/z+C'z*+D'a’+E'z*+ F'a’ ; (7")

metiant successivement pour z, dans cette équation , les valeurs
—2,—1, 0, 41, 42, il viendra

o=A/—2B/'44C'—8D/416E/—32F" ,

o=A'— B'+4~ C'— D'4~ E/'— F,

o=4’,

o=A'+4 B+ C'4 D4 E4 F/,

o=A'4}-2B/'+44C'+8D'4-16 E/4-32F

en prenant les différences consécutives, nous aurons

o0=B'~=3C/4-7D/'—15E/+31 F/ ,
o=B'— C'4 D'— E+ F/,
o=B'+4 C'4 D4 E4 F/ ;|
o=B/43C/4 7D+ 15E4-3 1 F

prenant la moitié des différences consécutives de celles - ci, nous
aurons



DES EQUATIONS. rx
0=C'—3D/'4E'—15F ,
o=C_C"’ -+ E/,
0= C/+3D' 47 E415F ,

prenant le tiers des différences. consécutives de ces dernidres ,
nous aurons

o=D/—2E/+4-5F ,
o=D/4-2E/~4-5F ,
prenant enfin le quart de la différence de ces deux-ci, il viendra

E'=o ;
d’oli, en remontant
D' =—5F,

C'=o ,

remettant pour ces lettres les quantités dont elles sont le symbole,
nous aurons

4Ez+5aF=o0 ,
3Dz4-4aE=-—25Fz ;
2Cz+4-3aD=o0 ,
Bz4-2aC=-20Fz ;

—z+ aB=o ;
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£
=+';s

‘ z3(a==522)
C=— ;
2(at=bazz24-fz4)
D= z~’t (@2==5z2) 5
da(atwm=502z24-424)
zk
E=—. 4(ai~—=barz2-4z4) y
z5
F= Sa(at=5arz2 4z4)

mais , par la condition qui détermine la constante , on a

A= P B (a=—1)? C+ (e—1)3 D (a—1)% Et+ (a—1)5

z z? 23 z4 28

F;;

substituant donc, il viendra

__a=1 (a—1)2(az==5z2) (@a==1)3(a2==5z?)
A= r + 2(@é==5a2z2-4=/424) + Ba(at—5a2z2-424)
(@=1)4 ) (a—1)8
+

4at—barz?~f-fz4) = Ba(at—5arz24-424) i

faisant enfin z=o , et changeant ensuite 2 en x , nous aurons

oy —T)2 Y3 — e )5
Log.x=xxl+(x +(x3x31) +(x x)4+(x 0s

—

2x32 Lk bhad

formule plus appx'ochée encore que les précédentes ; mais toujours
pour des valeurs de z peu différentes de P'unité.

Il n'est pas nécessaire d’aller plus loin pour étre conduit 3 soup-
gonner que , si on admettait une infinité de termes dans la valeur
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hypothétique de y , auquel cas le procédé pourrait passer pour
rigoureux, on aurait

Loga=""1 (f‘:l)+ (__>+ (x—1>+ x—1)+

or, cette valeur est en effet exacte; car si l'on y fait

*—1 T
— T e d’Ol‘l =

x 14t '

elle devient, en substituant et changeant les signes

Log.(1-t)=tem s 104 1 3o S 645 15—

et elge

formule connue.

Ainsi, 'exemple que nous avons choisi, tout en justifiant com-=
plétement notre méthode , montre clairement, en outre, que cette
méthode n’est point seulement un procédé approximatif, mais quelle

peut méme donner le développement général et rigoureux en série
d’une fenction wranscendante proposée.

PROBLEME II. Trouver le nombre auguel répond un bogarithme
naturel proposé P

Solution. Cette question étant I'inverse de la précédente, il faudra,

pour la résoudre, changer x en y et vice versd , dans l'équation
de la premiére, qui deviendra ainsi

ou, en changeant z en a-tzx,

dy
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. . a r . . . %
la constante devant jci étre déterminée par la. considération qua
a

y=1 doit répondre e¢+zz=0 ou F=——.
z
Posons d’abord simplement
y=A4+Bz , (5)
d’ol
d
=B ©)

en substituant dans I'équation (1), elle deviendra
z( A+ Bx)—B=o ,
on
(Az—B)+Bzz=o ; ™
nous aurons ici 2 faire la seule supposition =0 , qui nous donnera:

Az=DB 3

la condition qui doit déterminer la constante donnera, en outre,
.
1=A—B — H
' z

dliminant B entre ces deux équations, z disparaitra de lui-méme ;
et, en changeant ensuite 2 en # , nous aurons , pour premiére
approximation ,

L=

Pasons, en second lieu,

y=A+Bi+Ca*+Dz’® , (%)
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dy
i =B+42Cz+43Dz2* ; (6
en substituant dans I'équation (1), elle deviendra,
z(A4+Baz+Cx*+Da?)—(B+42Cz~+3Dz*) =0 ;
ou, en ordonnant‘,
o=(Adz—~B)4-(Bz—2C)x4(Cz—3D)x*+Dzz* . (7))

Nous aurons seulement ici & faire pour z les suppositions w1,
0, 1, ce qui donnera

0=(Az—B)—(Bz—2C 4-(Cz—3D)—Dz ,
o=(A4z—B),
o0=(A4z—B)+4(Bz—=2C)}(Cz=3D)+Dz ;
prenant les différences consécutives , il viendra
o={(Bz—2C)—(Cz—3D)+Dz ,
0=(Bz—2C)4-(Cz—3D)+4Dz ;
en prenant la dem’x~diff;érence de ces deux équations, il viendra

Cz—3D=o ,
d’ot , en remontant,

Bz—2C=—Dz ,

Az— B=o ;

ce qui donncra
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3z2 £3
B=Az, C= o A, D:-—--g:;A ;

mais , par la condition qui détermine la constante, on a:
a , at al
1=4d~B —+C— ~D— ,
z z s -

en substituant donc, il viendra

— —

622  b—2z3

302 a3
1=4 { 1—a-4- §
faisant enfin z==0, et changeant @ en x, il viendra , pour seconde:
approximation -

r

=
x  x x5 4
Tt -
Posons encore -
y=A~4Br+Ca* 4D+ Ext-}-Fat. (57
dot
4 o
2L =B+2€s43D*+{E’ L 5Fab (6)

substituant ces valéurs dans I'équation (1), ell‘é deviendra
z(_A{-Bx-% Cr*+ D23+ Ext 4 Fab)—(D+2Ca3D2* 4 4 Ex* 45 Fa¥) =0 ;
ou en ordonnant et posant, pour abréger,.
Az— B=A', Dz—fE=DV ;,
Bzew2C=B/ , Ez—5F=F';.

Cz—3D=C(",. Fz=F;
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o=A'+Bz4C'z*4D'z’+E/x' 4 Fa’ . (7))

En supposant successivement, dans cette dernitre équation, z= ;
—2,—1t,0, 41,2 ; on en tirera, comme dans le précé-
dent probléme ;

/=0, . ) ( Az—~=B=o0,
B/ =4 4F7 Bz—2C=~+4Fz ,
C'=o, Y c'est-3-dire < Cz—3D=o0 ,
/=—5F Dz—4E=-5Fz ,
) E'=o, J . Ez—5F =0 ;
d’ot
B_4
C __L§(4—z=)

= 2(bo—15z242z4) =’
D 5(4—z2),
z3 2(6o=—15z2-4-224)

?

E 5
zé  2(Bo—r 5z2f-22¢)

w—

SN . S—
2(60—152%4-224)

Wl

la condition relative i la constante est d'atlleurs ici

B c D E F
—_— e — e — 3 PRy SRS I
1=4 —a+_a zsa+zéa il

en substituant done, il viendra

Tom. X, 3
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4 15(4=wz?) ! 5(fmzy
= - 2 —n
1= § t-o-a. 2(60=1523-}-224) ¢ *2(60==15224-224)

5 :r -
&, ) ) R — } 3
+a 2(60=—=15z2-4-224) 2(6o~15z:4-22%) § ’

faisant enfin z=o0, tirant la valeur de A, et changeant @ en z,
nous aurons, pour troisiéme approximation,

T

- 24T 2y

-

x4 xd

Fu

Il'n’en faut pas davantage pour é&tre conduit & soupgonner que
l'on doit avoir généralement ‘et rigoureusement

&= X -

2

a x5

x3 4
T Tt ok

et en elfet, cette formule est exacte ; car, en y changeant # en
—x, elle devient

x x? x3 x~4 x5
X — adl . R —_— -
e o Far s

formule connue.

PROBLEME 1III. Trouver le sinus et le cosinus dun arc
donné quelconque ?

Solutivn. Soit x l'arc donné et ¥ son sinus; on aura I’équation

-

y=Sinz ;

d'ott, en différentiant ,



-
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dy
== Cjos..z' :

en prenant la somme des quarrés de ces deux équations , il viendra
AR
y’+ (d—x- ) =1.

Pour nous délivrer des quarrés , qui embarrasscraient le calcul ,
d

—_—

différentions de nouveau ; ce qui donnera, cn divisant par ol

dz
y+ - =o0.

dax2

Les deux constantes que comporte I'intégrale de cette équation doivent
étre déterminées par cette double considération qua x=o doivent

d
répondre y=o - =q.
p 3 et I =

Changeons & en a-zzx ; I'édquation différentielle deviendra

- )

g -~ =0
=Zr+ dx ’
les deux constantes devront alors é&tre détermindes par cette double

’ . a . ’
considération qu'd a@-4zz=o0 ou & z=—— doiventrépondrey=o,
z

dy . . .
o =% et les sinus et cosinus de @ scront ce que deviennent y et
x

1 dy . ,

-~ respectivement , lorsqu’on suppose z=o.

Z

Comme nous avons déja deux conditions i remplir, relativement
aux constantes; la supposition. la plus simple que nous puissions

admettre est

y=A+Bx+Ca* ; (5)

dol
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d d=
d—‘i— =B4:2Cz, d:; =2C ; (6)
de sorte qu'on aura

. B
Sine=4 , Cos.a= -

En substituant dans I'équation (1), elle deviendra
2 (A+Bzx4Cx*)+2C0=0 ;
c’est-d-dire ,
(dz2*4-2C)+-Bz*+Cz*z*=0 . )
Nous ferons ici la seule hypothése #=o ; laquelle donnera

Az*4-20=0 ,
ou bien

Cc
A~+2 — =0,
z3
les conditions relatives aux constantes donnent d’ailleurs,

B C
o=A—a - +4-a*

. B C
zz’ 1= z _—20; ;
éliminant donc — entre ces équations, et tirant des équations résul=
B . .
tantes les valeurs de A4 et — , il viendra

a T —
A= , B

2
a? _—_=
14 — -
2

d'od z disparaj lui-
disparait de lui-méme. Changeant donc ¢ en # , hous au-
rons, pour premiére approximation,
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x I—i' ‘
Sin.z= = Cos.r= — 2: ,
+ 2 -+ x
2
d’ots
Tang.d:‘=
I—- —
2
Posons , en second lieu,
y=A+Bz4-Cs*+-Ds’*4-Ext , (5

d’ot

dy . a
T =B4+2Cx43D2* 44 E2? ﬁ: 2C46Dxd12E2" . 6"

en substituant ces valeurs dans 1'équation (1), elle deviendra
2 A+Bx+ox=+D¢3+Ex')+n(c+énx+6Ex’)=o ;
eu, en ordonnant,
(Az2*+2C)4{Bz*+6D)2+(Cz*+12E)a*+Dz* 2’ + Ezat =0 ; (/)
supposant successivement z égal & —1, 0, +1, il viendra
o=(dz*+2C) =(Bz*+6D)4(Cz*~+12E)—Dz*+Ez* ,
o=(Az*+42C) ,
o=(Az*+20)4+(Bz*+6D)+(Cz*412E)+Dz*+-Ez* |
prenant les différences consécutives de ces trois équations , il viendra
o=(Bz*4-6D)—(Cs*}12E)+Dz*—Ez* ,

o=(Bz*+6D)4(Ce’+12E)+Dz*—Ez* ;
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prenant enfin la demi-différence de ces deux-ci, on aura
o=(Ce4+12E,4-E2* .

d'olt , en remontant ,°
o=(Bz*+-6D)+Dz* ,

o=(A4z*+2C) .

On tirera de ces trois dernitres équations

. D 1 B E A
—_—=—zAd, ST —_ = -3
z z 6422 =z z4 2(124-23)

* ER * c e o
les conditions relatives aux constantes sont d’ailleurs ici

B C: D E
e=A-—-a — -+a‘ — —a® — -z
z2 z3 zé

C E

B.
1= — w2 — 432 -——-4 — 3
z z3 zd zé

en y substituant donc les. trois valeurs ‘cl-dessus', élles' deviendiont
en faisant -de suite z==0 , excepté. dans le denommateur de B .

B

(1-——-—4- )jl-—-( —-—~.‘-;-0.:
a-———)/[—l—(!———— —--—-rl’

desquelles on tirera

al a? as

(e e B - 1o e o

4 .
- a4 ab "? z - as P

“utar o rTutw



DES EQUATIONS, 23
ehangeant donc 2 en &', nous aurons , pour seconde approximation,

R . @3 -

Sin.z=

E R

x= .x4
] —— —

G T e

x a3

1 3!

x2 xt

J = e

a T4

-
H

Cos.z=

Tang.z=

3

Si nous admettions deux termes de plus & la valeur hypothétique
de ¥ , en opérant d’unc ' maniére semblable , nous trouverions, pour
troisi¢me approximation ,

x ¥ b

T3

Sin.a= — -
("""'*‘ (" _'T!)'*'(; 3"*'5')

x3 xk x6

2+4! 6!

Cos.z= - — -
(1-_+">(— Ay _'6_‘)+(T"_ 3|+51)

x x3 x5
—— f— —
BT
Tang 1 3! .
x? a4 xb
I o— — —
2 4! 6!

d.a marche de ces résultats nous conduit & soupgonner avec fondé-

ment, qu’en posant, en général,
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x2 axé x6 x8

M=1— -;'+‘Z; -_— a-+—8—! —_e g
x x x5 x x9

N: — — o — — — ___""" "

on doit avoir

. N
Sin. 2z = y Cos.x= ;
_ Ma-Na M 22
d’od
N
ng.ar= — :
Tang.x 3L

or, s'il en est ainsi, on devra avoir

. 2 3 pae—— N * El ’—- ! [y
1 =Sin.*z+Cos. x—(———Mz_*_l\,) -+ (M°+N’> P’MB-{-AW i
d'ol on conclura
wN=

pa aura done simplement

Sinz=N, Cos.a=M ;

cest-a-dire ,

x x3 x5 7

i3
Sin"z_:— '.—!.3_!' +’5-!‘ - -;"i +'u.

c x? 4 x4 x5
OB == ] v e m— e e e
2 FAl 6!

ce qui, en cffet, est rigoureasement vial

PROBLEME 1V, Déterminer la longuenr d'un arc de cercle
dant ia langenic ¢s! dopace ?
Solution.
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Solution. Soit z la tangente donnée et y l'arc cherché auquel
elle appartient ; nous aurons l’équation

a=Tangy , ou 2Cos.y =8iny,
eu, en différentiant ,

dy o dy-
Cos.y—z = Siny= = Cos.y .

En dliminant Cos.y entre ces deux équations, Sin. y disparaitra
aussi , et nous aurons l’équation ’

N
(142 )E -;-x:o .

Dans laquelle la constante doit se déterminer par cette considé-
ration que x et y doivent étre nuls en méme temps.
Changeant, dans cette équation, & en a--z7, elle deviendra

{(1-+a*) 202242227} %f—: —z=0 , (1)

ot la constante se déterminera par la considération qu'd e<zr=o0
a el y L} ! i3

ou x=— — doit répondre y=o ; et I'arc cherché , dont la tangente
z

est @, sera ce que devient ¥, ]orsqu’on suppose £=0.
Posons d’abord simplement

=A4Bz , (5)
d’od
dy _n. \
T =B ; (6)

mettant cette valeur dans (1), elle deviendra
Tom. X. 4
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B{(14a) B—saazatars}—z=o;
ou, en ordonnant,
§{ 1+4a*)B—zl+2azBz+4-2z*Bz*=o0 . (7
En supposant z=o0, cetle équation dennera
(14a2*)B—z=0 ;
la condition relative & la constante donnera d’ailleurs
o=/1———’-:—B H

éliminant B entre les deux, on aura

4 o a (0+‘/:—1\"'\’a"“\/::1-) .
- 1+a2—~ 14 a2 ) 2‘/_‘_“1' ’

changeant done ¢ en &, nous aurons, pour premiére approximation,

| S —r—1y/ =3
Arc(Tang.:x)=~—ac— ety —r—e—1y I).

I+x2. 2\/—-1

Posons , en second lieu,

y= A+ Bz-4Cx*~+-Da? ,
dou

d
L =B+2Cz+3D2" (6)

substituant dans I'équation (1), elle deviendra
{([+a’)+2’azx+z’z‘}:B+2 Cz+43Dz*y—z=0 ,

ou en dé\'elopp::nt, orlonnant et posant, pour abréger ,
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(1+a*)B—z=A4',
2aBz4-2(14-a*)C=8 , -
2*-4aC24-31 +a*) D=C" ,
2Cz*+6alz=L" ,
3Dz*=E/
o= A/} BlatClx +D/a’+Eat (7%)

faisant successivement pour #, dans cette derni¢re , les suppositions
—I , 0, ~1 , il viendra

o=A!w B4 C'—D'-{-E/ ,
o=4", |
o=A'++B'+C'4 D'+ E
d’ot, en prenant les différences consécutives,
o= Bl C/+-D/—E/
o=BtCIADLE |

prenant la demi-différence de ces deux derniéres., il viendra

C'+E'=o0 ,
d'ott
B'4-D'=o ,
nous avons d’ailleurs
A'=o0 ;

nous aurcns donc, en substituant,
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(+2*)B—z=o0 ,
azB4{(1+a*)+23C+-3azD=0 ,

2*B4-4azCH3{ x+a*)+2*}D=o0 ;

d’ol on tire

B z3

: - i-t-a? ’
C a .
T (et)ia(i—at)zize

(1—3a?)~}-z2
3(l+a’)’;(l+a“)2+2([-—az)22+zt} ?

Il

e

La condition relative a4 la constante donne d’ailleurs
B C D
—) — 2 __ 3 e
A=a — ta - +a el

substituant donc, et faisant , aprés la substitution , z=0, nous anrons

a a? + a3 3
= T T .28 ————neees L .
14462  2(14e2)? 3(1+az)3( a—1);
#'est-a-dire , '

Y= (a+vV = —"a—y/ )

14ar’ 23y —1)
@ (/T gy T
2(1+a=)=' 2\ =31
U OV o o T
3(14-a2)3 2y =1 ?

ou bien, en changcant a en =z,
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2’9
Arc(Tang=2)= el (x+‘/:fl/*:£‘x_v’_l)
y o 2V (e —(r— =T
+ (x—x2> : XV
= V= —lr—y o
+ (x+x2) ’ 2\ 1

En admettant deux termes de plus dans la valeur hypothétique
de y, on trouverait

Arc.(Tang. _x)__< =) (v-l-‘/:";)v_g__‘/_—_—d

s (r4y/ = P—="2—/ =)
H (=)

2V
Y k= oy S
+1 (5;)‘- b/ =y )
41 (l+x: (z+y _1):\/_—?_‘/_[)

série , dont la loi est évidente , et qu'on peut prolonger aussi loin
qu’on le voudra,

Il ne serait peut-étre pas ais® de ramener ce de’veloppement aux

formules connues; mals on ne saurait néanmoins en contester l'exac—

titude. Pour nc laisser aucun doute & cet égard, appliquons-le

w
4 la recherche du nombre — , dont la valeur , approchée a2 moins

d’'une demgunité décimale du 12.° ordre , est
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-Z-:o,785398163397 .
Pour y parvenir, il ne s’agira que de faire z'=1, dans la formule

ci-dessus ; les termes, dont lindice est divisible par 4 , disparaitront
d’eux-mémes, et il viendra

+ 1 I I 1 11 I 129

T\ 2% 9 2% 10 26 11 24 g.10.IL
1 X O I I 1 248
27 13 27 14 28 b 26 13.14.15

SN Tt EY i _dey

29 17 ' =29 18 2™ 19 28 17.8.19

— —

T I 11 rx) b3 610

all op 21t 22 ° 212 23

+( L2 ;_;+;.1) N

213 25,20,2

210 21,22.23

1 I S I 1 1 1132
ST 29 215 3o 216 3 o 29.30.31
) I 1 S ) 1453
~+'\zw st 3++218 35 216 33.34.35

( 1 I I I b 1814
() L 10
219 37 2'9 38 ' 220 39) 218 37.38.%
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4 T X I I ¢ I 2215
. 220 41 231 42 233 43 220 f1.42.43

11 1 I 11 x 2656
~(FEtoatas) —=
223 45 223 46 22 47 222 45.46.47

—— — . —

101 1 1 11 1 3137
225 4g = 225 5o ' 236 51

224 -_49.50.5:

série dont le terme général est

20N 2= 1gn-}-4
" (4n=3) (4n=—2)(fn—1) "

(=5

En réduisant ses termes en décimales , on aura

5

1.2.3

_‘4’. =-+— =-}-0.833333333

-

6 _ i
Sep T e « —0,054761903

l
]
|

F— —L = 40.008017677
4? 9.10.11

1 248 B _
— BT . —0,001419414

1 409

.+._4_‘ . 17J&lg:v-;»-o.otaoz74795
I 610 .

T e e et s=—0,000056061

e
— s 0 o

21.22.23

—
45
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1 851
: ZE 25.26.27

=+-}0.000011838

¥ 1132
—-27"29.30.31

. e

Gt et e =—0,000002562

1 1453
+Z§§§4§T§ =-}0.000000565
24

\

1 1814

w—mte———— T2 . i 4 i 44 e s e s s s =0,000000126
49 37.38.39 -

+ 2:: .4?24'25'43 =-}0.00000002¢
—i:i—ﬁ%: Gt et et e s o =m0,000000007
H’ﬁ%%:—i—o,ooooooooﬁ
—0,056240075
~+0,841638238 ~+40,841638238

Cequidenne . . . oo oo .. . —= 0,5853g8163 ;

@
4
valeur exacte jusqu’d la derniére décimale inclusivement.

Nous é€tant ainsi assurés de l'cxactitude et de la commodité de-
notre méthode, par son application 4 des cas déjd connus ; il ne:
nous reste plus qu'a l'appliquer a des équations différentielles qu’on.
ne sait pas encore intégrer , et & examiner si elle ne serait pas sus-

ceptible de quelques simplifications ; et ce sera le sujet d’un second.
mémeoire..
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Application du calcul aux differences partielles & la

résolution de quelques problémes d'analise ;

Par M. FrREDERIC SARRUS.

o % Yo S, Vi V1 W N, ¥l V]

LE calcul aux différences partielles , qui doit son origine 3 des
questions de géométrie et de mécanique , a été postérieurement
appliqué , d’une maniére trés-heurense, par des géomeétres du pre-
mier ordre, & des questions de pure analise. Ce sont quelques essais

de ce genre d’application que nous nous proposons de présenter
ici, en employant successivement cette branche de calcul et au

développement des [onctions polynomiales en séries , et au probléme

du retour des suites,
§ L

Développement en séries des fonctions polynomiales.

M. Paoli s'est déja proposé de déduire des seuls principes du
calcul différentiel tout ce qui est nécessaire pour parvenir au déve-
loppement en séries des fonctions polynomiales : c’est du méme
sujet que mnous nous proposons de nous occuper ici. Notre méthode
étant un peu plus simple que celle de I'illustre Italien , nos résultats
doivent aussi étre moins compliqués que les siens.

Tom. X, no° 11, 1.°F aolt 1819. . 5
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Soit z une fonction de y qu'il soit question de développer smvant
les puissances de #; y étant donnée par l'é¢quation

y=a+taztae,2*ta,2%+........

On aura d'abord cette suite d’équations

du du dy du
— = 3 3
el i el — (at2a,243a ,2* 4o 2 4-0)

du du dy du 9

da dy de — Ty
du du dy _ du
de, E;, da, =7 dy

du du dy . du > (1)

— 1 —

du due dy  du

—_—
da,

—_— ———

dy da, -‘?JT

dans lesquelles 2, 4, , @, ,.....a, sont traitées comme indépendantes.

Lge s du . .
Ehmmant-(—i— entre chacune des équations (1) et la dernitre, on
y

trouve
du o du )
da, - de ’
du e O
dap da, s (2)
du - V{"'k_d..li
dﬂn dak
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Jd u
Mettant ensuvite dans—é-i les valeurs de 27 , X Z—;l- , &° j; yoroe s

donndes par les équations (1), on trouve

——
L)

du du du du G-
— =a, — 420, — +43a, — -+« 55
dx ' da+ zdax+ 3 a, T 4da, -

Posons, pour abréger,

du Y do2u 1 dBu 1 du
u=d4, —=4,, —~—=4,, ———==4, 0= — =4,
dx 2! dax2 3! dx3 n! dan

La premitre des équations (2) donne

d"-”u n—~—& n du
d.dxﬂ"‘_d '(x da

=o0;
da dan-a ?

13

ourvu qu’aprés la différentiation on suppose z=o. Partant
quap PP

e s @)

da,

On tirerait de méme de la derniére équation (2)

dd, d4, .
d" 14 — k-7 ; (5)
& Y49y dag

et enfin de I'équation (3)

dd,_ ddyms ad,_
nd,=a,—g— 20, == 30, =t ©

équation qu’en vertu de l'équation de condition (5) qu’on peut

changer en celle-ci,
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(4

dAn-— 1 dffn—n dAn— 3

. \
nd,—a, da, ~+2a, 4 ~+3a, s (7
ou encore
dd, 4, dA, 4w dA, 4w
nd,=a, —— 24 3a - 8
=) e g, e g e ®)

L'équation (6) exprime suivant quelle loi chacune des quantités
A,, 4,, 4, , ... dérive de celle quila précéde immédiatement.

La fermule (7), ne renfermant de différentiations que par rapport
a a, permet demployer les valeurs particulitres ou numériques
de a,, a,, a; ,.un., et de faire ainsi les réductions & mesure
qu'elles se présenteront ; ce qui , dans bien de cas, la rendra
préférable.

Enfin, la formule (8) donne le moyen de revenir de I'une quel-
conque des quantités A4, , 4, , A,, . & cellequila précéde. Elle
devient illusoire lorsque z=o0 ; ce qu'il n'était pas difficile de
prévoir.

Au moyen de la rélation que 'équation (8) établit entre les divers
coefficiens de z , dans le développement de z, on peut donner une
infinité de formes différentes 3 la formule (6). Nous avons rapporté
seulement les plus remarquables ; mais son emploi peut devenir
plus intéressant. En elfet, les équations (4) et (8) peuvent se con-
centrer en cellexci

ddp _ dAd._y

_

day day—o

?

de laquelle on tirera facilement

Fdn  BAns  EAn—ae

da?y - da;mg.dan T dap—a*

et, en gdénéral,
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dPA.n _/d’Am*pa& ( )
dafp T (dap—o)? 9

Maintenant, on a

d4, a2, &*An
—A My "
A +a 2!  dap?

PRI

3! da3,

pourvu qu’aprés les différentiations on fasse #,=0, dans les quantités
dd, diA,
my T 0 qan ree du second membre. L’on aura donc, en vertu
an @2y ]

de I'¢quation (9)
dAm__“

dzAm..zoG 03" d'aAm.- 3o
n —— —_——
d Ly p—

A=A a —n.
m m 9-1 (da,,_,,)z 3! (dayna)?

+ .
moyennant les mémes restrictions ; et comme , dans la dernitre
équation , les différentiations ne sont plus relatives a @, , on trouvera
la valeur de A,,, dans la supposition de @, quelconque, si l'on a
les valeurs de A, Ay Apezaseve.s., dans la supposition de
g,=o, sans que pour ccla on soit obligé de recommencer les
calculs,

Par le moyen des formules précédentes, on pourra s'élever, de
proche en proche, 4 la valeurde 4,, en fonction de 2,,4,,4,,... 4,
et des coefliciens différentiels de cette dernicre quantité ; mais
cette marche , d’ailleurs trés-laborieuse , ne serait fondée que sur
Panalogie. Yoici , pour le méme objet, une méthode en méme
temps plus expéditive et plus rigoureuse.

8i Pon fait, pour abréger,

t=a,}Fa,2ta, a2 a, 23

on aura

y=atiz ; et u=f(attz) ;

ou bien, en développant,
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d>A  t2x? BA 3x3
dar 2! da3 31 "

S|
v A4 - a4
da

On a d'ailleurs
n—1 1 d.on

(n—p)! n! da;

th—z r dagn

{(n—2)! n! da,

e 6 9 o ¢ s & o ¢ @ 5

tn=k 1 dkgn
(n—k)! n! dak, ’
ainsi
dA du-x J2n ﬂA dn--ztn " dnA4 "
Tl-—A'l‘ ( . da,n—1 Tit—l:' a"‘=+'“”+’ “dat FPII

si donc l'on suppose

1" =B4B.a+B;2* B2 +.....

on aura
: 1 (44 d—'B,_, = dA dn-2 B s dnA
An= —gda T dan— o dat-z -~ +da" ‘

ou, en renversant 'ordre des termes,

4 1fdna dn=14 dB, +d4 - IB,,-.}
" at] dan dan-1 da, da  dag-t §°

Mais, en suivant la marche qui nous a conduit aux formules
(6) et (7), nous trouverions

dBg .y dBy_x ” 4By,
4 da;

+.a

Partant,_ si 'on fait
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dB: d:B, atB,

B:‘-‘C, (ia,-_':c" d—h—cz,-.tonﬁﬂck ,‘,""fn"
on  aura
d:C d=C dz2C, .
hCy=g, — X0 qng, — k=t ket ‘o 1
=72 da.dag 3 da,da, + %4 Jarda . da;de; doe. T i ( O)
et
d4:Cy, d3Cy.» déCrm g
kC=a, *a-;xz—-}-za, —-a-F+3a4 o .. ; (x1)

et par conséquent

1 dn 4 dn=14
A"-:;T(Cda_ﬂ-*-clm lda""‘l +.""+C]|ul_) (12)

La réunion de la formule (12) avec unc des formules (10) et
(11) remplit I'objet proposé.

Voici enfin une méthode trés-simple, pour eonstruire tout d’un
coup lentier développement de . Soit fait

=1tz 030 .o =H

1==hix
on aura alors

1 d4 dH 1 d2A4 d=:H 1 d3A4 BH . .
v=dH+ o o Gt T e st (13)

pourvu que , dans le second membre, on fasse 2=o0, apris Jes

differentiations. D’ott I'on voit qu’étant donné le développémem‘.ae.
H, on aura trés-facilement celui de #. Supposons done

H=1+4E 2+4E,2*"+E 23+ .

on trouvera facilement 1’équation
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E=b0,Eps¥a.Eprt o Ene it o, i Etran) ,  (14)

pour déterminer chaque terme de H , en fonction de ceux qui

le préceédent.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que z n’était fonction
que d’une seule quantité ¥ , qui n’était elle-méme fonction que de z;

mais i présent supposons
v=ily,y) »
y'rf-ao,o-:i-a,,,x-l—a?_?a;’-l-....:
| :—{-;ao,; z4a, \xz4 .
Fa,..22
P NN RS S S
+bg, 2401 2.
+bo,,2* 4.

y et y/ étant la somme de tous les termes de la forme a,, 2™z,
l,,,’,,x”'z" que l'on peut faire , en prenant pour m , n tous les
nombres entiers positifs , zéro compris , pourront se mettre sous
cette forme

- y=200,,a"2") ¥/ =Z(by, a"2") .

Cela posé, regardant comme entiérement indépendantes les diverses
quantités =, z , ap, , bmyp» et différentiant dans cette vue, on
trouyera facilement

du
dx
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du du
o szxm z (a,,,,,,-‘g +om, dy’)z

du .
-d-:’:— = 2{ na"z ( m,u +5m,n d_y’ )}

du du
gt R
dap,q dy
du __ pz‘!.‘i'i
dbp,q d_}’l

®)

(4)
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En vertu de ces deux dernures équations, on peut changer (1)
et (2) en celles-ci

du
dx

du
az

du

:zzm(a,,,,,,a-a————
=3 gn (

LR %773

du

am,n d
U7 NI |

+-b

du

du

myn
dbm’n ™~

+5m,n dbm_, n)} ’

3

)

(6)

Mettant, dans I'dquation (3), p-+% et ¢g4+4 , au lieu dep et ¢;

elle deviendra

du
dapip,g3-+k

=zf+h 1 +k £

du

-

dy *

qui , comparé avec I'’équation (3), donne

dapypq+k

du

=zh zk

du
dap,q ’

et on tirera de méme de 1’équation (4)

dbPA.. b,,.‘_k

Tom, X,

du

= ghzk

du
dap,q

(7)

(8)
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Maintcnant , représentons en général par 4, la valeur de

I df +lu

st dzrdes

lorsqu’apres les différentiations on y suppose z et z nuls. On aura
d’abord

u=A,AAva+A4,, 2
+A,, 244, z2x4 e
+ A, 22 e

et cnsuite, on tirera des équations (5), (6), (7), (8) les formules
suivantes

dd,._,, dAn_ 4 $\s
rAr,::2 {m(am n da,:_: ;+5m,n db:,,,.: :)} ’ {9)
dA, . dd, ,
54, ;=% 2 (am,, am’n_: bmn db,r,,fn..|>$ {10)

ddpyp.gsn _ d4fe
— 9
dapp, a4k dapg

e pgir _ g
Spingrk | dbpg g

au moyen des relations données par les équations (r1), (12) on
pourra donner une infinité de formes différentes aux formules (g) ,
(10) : nous nous contenterons de rapporter les principales, qui sont

dApam - ddprm e
rd, ,_z§ ( (@mn i ek +z»,,,,,,-—-(§b—"1")§ R (13)
d ao 0 0,0

ddr m,san dA,  msen
SA;,::E%”(&’M‘" adl + m,n db:n ); (x4)

dao Q
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i (o b TS
s4,:= g”(ﬂm,ugﬁrf——:ﬂ*- '"’":Z:::,:::>§ (16)
B (o e A ) 07
rB =S'{m ddBr-m 'm db:,-:l); ’ (18)
8= (o by 7 ) (19)

Dans ces trois derniéres formules, le signe 2/ ne se rapporte qu

m; et nous avons fait, pour abréger,

z z? zr
'BI‘=AI',O+ ';Ar—|’1+ FAruz,z+o---n+Tx‘,.‘A°,r 9

z z2 zm
/e o, .
n= gt syt o Onen ik o

L]

b/ = mo+—bm~x,x+ m-z,z+~--u+:—:bo,m

2

Quant % la mani¢re d’y parvenir, voici pour cela une méthode
que je crois plus simple que I'emploi des formules (g9) , (10),

(1), (12).
Les équations (1), (2) donnent

St S == k@) (2 3+ )]

ou, en faisant m~t-n=u,
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z du oy due - du B
e §

x dz

ou encore

du du
— - ..____.__ / P Ny VRS | B a
+ = g“(““dau-l,o"'b*dbu_,,o)% i (20)

v

en mettant respectivement

du du
_ et —
dam—-x,o dbm—x,o
N m u - du . .
3 la place de 2™ ' — et ™' —, ce qui ecst permis , en vertu
dy dy’

des équations (3) et (4); et le signe =/ ne se rapportant \qu'd .
Enfin , on tirera de I'équation (20) une formule qui ne différera.
de la formule (17) qu'en ce que « y sera au lieu de m. Cette
formule umne fois trouvée, on en déduira famlemem \18) et (19) ,
au moyen des relations (11) et (r2).

Enfin, 'on sait que le développement de u est égal & une suite
de termes de la forme

d +RA0,0 (7-—00,6)’" (Y’—bo,o)“

m o P 5
Lo m !

faisant ensuite
(y =k, p(y '_l[} = )
on aura

(Y"ao,o)”"'(y’——bo,o)}"-‘ — 1 d"+H
(p=n)L (p—s! T pp! daldeg,

pourva qu’aprés les dlfferennatlonslon fasse k=0, , k=b, o dans
le développement de H. On déduira donc par la, du dweloppement
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de H , tous les termes de celui de #, dans lesquels la somme des

exposans de & et z ne sera pas plus grande que p.
Soit encore

1

——

- { x--h(y—-ao,o)}{ l"‘(?'/—bo,o)} ’

on aura

dm+n |
/ Mol L ——1 3
(y—a0,0)" (' =bo,0)"= n! dhm.dkn

pourvu que, dans le développement de H on suppose % et % nuls
aprés les différentiations, ce qui fournit une autre méthode pour
trouver le développement de .

Nous pourrions donner , pour parvenir a ce méme développement,
une infinité d’autres méthodes plus ou moins compliquées ; mais
nous nous sommes contentés de rapporter les plus simples. Nous
pourrions encore nous occuper du cas ot z est [onction de plus
de deux fonctions y , y/; du cas ol ¥, ¥/, ... seraient elles-mémes
fonctions de plus de deux variables indépendantes #, z; mais ces
divers cas ne présenteront aucunc dilficulté sériense & ceux qui au-
ront bien saisi Iesprit de notre méthode. Au surplus, de quelque
nombre d’application que nos formules f)uissent étre susceptibles ,
nous n’avons pas pensé qu’il dat éire nécessaire d’en faire com-
prendre I'usage par des exemples qui n’auraient fait que donner 4
ce mémoire un surcroit d’étenduc que nous avons sur-tout cherché
4 éviter. Nous terminerons sur ce sujet en observant que , bien
que nous ayons supposé que u était fonction de y , ¥/, sans a,,,,
bmy, on peut cependant étendre notre mdéthede a ce cas, et cela,
par un artifice ingénieux dua h lillustre anteur de la Mécanigue
céleste ; il consiste a remplacer momentanément ces quantités par
d’autres , que l'on regardera comme constantes dans les différen<
tiations, On peut faire une semblable remarque pour le cas ou #
n’est fonction que de y seulement.
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§ IL

Retour des suites.

Dans son Traité de caleul différentiel et intégral , (2.° édit.;
tom. I, pag. 208 ), M. LAcRoOIX observe que, quelque élégant gne
soit Vemploi du T/éoréme de Lagrange , dans I'opération du retour
des suites, il ne saurait étre pourtant regardé comme indiquant la
loi des formules auxquelles il conduit.

Frappé de cette remarque , qui nous a paru trés-fondée , nous
avons cherché une solution du probléme qui ne fat pas sujette 2
cet inconvénient ; et la -suivante nous parait remplir le but. A la
vérité , elle sera jugée peut-itre moins générale et moins élégante
que celle de Lagrange ; mais aussi est-il bien loin de notre pensée
de prétendre lutter contre cet illustre géometre.

Soit Téquation
a=a,z}a,2*4a, 22 4a -l (1)

et proposons-nous d’en tirer la valeur de z, ordonnéc suivant les
puissances de a. Cette valeur , quelle qu’elle soit , est évidemment
une fonction des quantités @, @,, @, , @, , ..., que nous regarderons
comme indépendantes. Ainsi, différentiant successivement I'équation
(1), par rapport & chacune de ces quantités, et posant , pour
abréger,

k=a,420,243a,2° a4 .0u..n ..

nous aurons
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dz
k"d—a =1 =0 ,

Z dz _
de; +z=o0,

ltq(-l-z—-{-z’:o ( (2)

da,

® 2 e o 0 o o o 0

dz
— H o .
kda,, ~+z'=0
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Eliminant % entre la premiére des équations (2) et chacune des

suivantes , on trouve

dz dz —

da; . z d“ =0 i

dz dz

— 2 —
_da, +z da 0>

o o o o % & 0 s 8 0

dz " dz o
da,, ol PR

)

) 3)

s

D’ailleurs , en remettant pour 4 sa valeur dans la premiére des
équations (2), elle deviendra

dz dz dz dz
1=a, - —|—2a,z-a +3a; z? da +4a4 2 'd_a—+"" 3

eu bien, en vertu des équations (3),

dz

dz de dz
o = =x+2a,a—x +3a,m+4a4za—; =

Supposons
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z2=A4.a}VA,0°+ 4,634 ot s

en substituant cette valeur dans I'équation (4), la comparaisen
des termes semblables dans les deux membres donnera

a,=1,
2a, —\M‘?i +3a, +4av4 3‘:’ + s
3a,=2a,d 2432, dAz +4 4dA vy
ne,=2ea, dj:::+ dA""+4 4d‘§"~’+.....;

formules qui indiquent suivant quelle loi le coefficient d'une puis-

sance quelconque de ¢ dérive de celui de la puissance immédia—
tement inférieure.

L’équation (3) donne
d/fzda

L 2
P A==t ¢ H
?

da,,_;

eu, en mettant pour z sa valeur,

N d(Ax ’+-——-as+——a"+ )
Z"==e—p

day:

dailleurs 2" est de la forme

Ba”+B,a"+'+’Bza"+ 2.+ teeceve 3
partant \

d4
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ddu .y

day 1

tant que % ne sera pas nul; et

3

a . .
\ da;—: da"=1  n-1 diy—; n4a

b

a4, dA nat 1 dA4d.-4, na"r2
e . - +one.
qui donnera facilement la valeur de 2", quand celle de z sera
connue,

Souvent on a

a=ba+b,2*+b, 24D 2t ;

et alors c'est suivant les puissances de # qu'il faut ordonner le
développement de z. Dans ce cas on a

dz _ dz da
Az~ da dx '
ou bien
dz

— %(6,+252x+353x’+454x3+....) :

dx

On trouverait de méme

dz dz )
V— T X
db, da

dz __.zdz
&b, 7 da ’
d d

dz_ ¥ ©)
db de

e s e & . s owe,

Ldz _ dz
o, da )

partam‘.
Toma. X. 7
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dz dz dz dz dz
o= = by — 22, e —+35, . +454'5;;+----

. e g e . dz .
mettant , dans cette derniére équation , au lieu de T+ valeur tirde
a

de l'équation (4) , et multipliant par a,, on la changera en celle-ci

=baab, = o 3a, 5,“’ T
boo, ¥ 4350, 2
42 a2 . 195 3 z-—l—~ -

Supposant ensuite

z2=C2+C,2*4-C; 23+ C 24 ..o

et mettant cette valeur dans la formule précédente , on trouvera
d’abord

dlcl:.&l 4
et ensuite, en général,
dC,,-, dC,l_ 1 dCnr
na,C,=24,0, —— 34,5, ~+4a 54T+--
dC dc dC (7)
+22, p +35 a, "“‘+4b a, d:“+....
3

pour la loi qui lie les coefficiens de deux puissances quelconques
consécutives de # , dans le développement de z.
Si dans l'équation

d fzda

=m0

Qi g

on met pour da sa valeur

dz(b, 28,2430 ;245 2 4..... )
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et pour z son développement ; on trouvera que le coefficient de

2™ dans 2" est

n d@:CmuiF2b,:Crne 3430 Cry s 4-.00) ,

.

—m da

m

D'ott 'on voit qu'étant donné le développementde z, on en déduira

facilement celuil de z".

i

STATIQUE.

Démonstration d'un cas déguilibre d'un polyédre
quelconque ;

Par M. GERGONNE.

la 1o Sla ia Y ¥y Vg Vi Vo V)

IL est connu depuis long-temps que , 7 auz milieuzr des cdiés dun
polygone plan quelconque, convexe ou non , on applique , dans
le plan méme de ce polygone, des forces respectivement propor-
tionnelles auz longueurs de ces cdtés , perpendiculaires & leurs
directions , et agissant ltoutes du dedans au dehors ou ioutes du
dehors au dedans , le polygone demeurera en équilibre. On en
conclut qu’'un fluide pesant et homogéne intérieur ou extérieur &
un polygone dont le plan est paralléle & celui de la surface su-
périeure du fluide ne saurait y engendrer aucun mouvement , et
par suite que les pressions horizontales exercées par un fluide pe-
sant , soit sur le vase qui le contient , soit sur un corps qui y
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est plongé, se détruisent reciproguement (*). On en pourrait con-
clure également que, si I'on tend sur un polygone invariable une
membrane homogéne tendante & se contracter ou a se dilater,
Vélasticit¢ de cette membrane ne fera naitre aucun mouvement dans
le polygone. -

Le theorcme analogue, dans la géométrie & trois dimensions ,
est le suivant :

THEOREME. Si aux centres de gravité des aires de toutes
les faces d'un polyédre quelconque , non pesant , convexe ou non,
on -applique des puissances respectivement perpendiculaires auzx
Plans de ces faces, et proportionnelles & leur étendue, agissant
toutes du dedans au dehors ou toutes du dehors au dedans, le
polyédre demeurera en équilibre.

Il n’est pas & ma connaissance que ce théoréme soit démontré

z

nulle part; et c’est a suppléer a cette omission que je consacre ce
que l'on va lire.

1. 1l est d’abord facile de démontrer que, si, & un point quel-
conque de lintérieur d'un tétraidre quelconque , on applique quatre
puissances respectivement perpendiculaires & ces faces et dune
intensité proporiionnelle & leur élendue, ces puissances se feront
équilibre.

Soient , en effets f, f, f7, f”7 les faces du tétracdre , et -

p,p, p', p" les puissances qui leur sont respectivement pere
pendiculaires , nous aurons

=7f, p/=7“/7 , P//:}\f/ . p///_—:;‘j-//, ’
A ¢tant une constante ; nous aurons de plus

Cosp, p)==Cos.(f, f) , Cos.(p’, p/"y=—Cos.( 7, ),

( Voyez entre autres I'Hydrostatique de BEzoUT.
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" Cos.{ p”, p):-;-Cos.(ﬂ’ ).

La résultante 7 des trois puissances p, p/ , p/ sera (*) donnée
par l'équation

ri=p*p'tp24-2p'p"Cos.{p' 5 p")42p"pCos.(p" , p)42pp'Coslp , P ;

et elle fera, avec les composantes, des angles ¢, ¢, ¢/, données
par les formules

Cos=

S|~

{p+p'Cosp , p))+p"Cos.(p”, p)} s
Cos.#== {p/~Hp"Cos.( p!, P"14pCos.(p, P} »

Cost/= {pr4pCosi(p/, p)+/Cos.(p/, p} -
En substituant donc, ces formules deviendront
r=x 4SS -2f1f'Cos.( S5 f)-2ffCos.( S, £ )-2/f'Cos.(f, S}

Cos.= -:-{ S Cos.( fs f)mt!"Cos £y £)} 4
Cos=2 {f+f"Cos(f , /)~ Cos(f> 1} ;

Cost/= —{ f/Hf Cos.( 1, =f'Cos{ 7, '} 5

(®» Voyez la page 55 du précédent volume.
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mais , par le théoréme de M. Carnot (*), ona

PAPAS-af f1C08 S, )21 Cos(f7  f)-F CosLf, Srafrs
FACosf, Pyl Cosi 11, f)=f"Cos{ £, 1)
P=PICosf, fr~fCos £ f=f"Cos( P, ") 7
FI—f Cos{ 1, f PG, Y= Con 1, )

substituant donc, il viendra

PN fra=plit |

Cos.= %ﬂ”Cos.(f,ﬂ”):-—Cos.(p VP s
Cos.¢'= ;_ SPCos.(f , f!!y=—Cos.(p’ s p'"') ,

Cos.0/= _i_‘ f1Cos.(f , f11y=—Cos.(p" ,p") .

La résultante r des trois forces p, p/, p”/ est donc égale & p/77,
et dirigée suivant la méme droite; et comme il est daillear évi-
dent qu’elle agit en sens contraire de r, il sensuit que les gquatre
forces p, p/, p/', p'/ sont en équilibre.

On étendrait sans peine cette proposition et le calcul qui 'appuie
a un polyédre quelconque ; mais ici la difficulté consiste en ce
que , en général, les perpendiculaires menées aux plans des faces

(*) Yoyez les pages 139, 140 du IL. volume du présent recueil
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d'un tétraddre, et & plus foite raison d'un polyedre quelconque ,
par les centres de gravité des aires de ces faces , ne passent pas
par un méme point (*). Il faut donc prendre une autre voie pour
parvenir a notre but.

2. Considérons , en premier lieu , un tétraédre dont le sommet
soit S, dont I'arécte SC soit perpendiculaire au plan de la base
ACB, et ou les cotés CA, CB de cette base, et conséquemment
les arétes SA , SB soient de méme longueur. Si, pour fixer les
idées , nous supposons horizontal le plan de la base ACB ; les faces
SCA, SCB seront des triangles égaux , rectangles en C, dont les
plans seront verticaux.

Sur SA , SB, SC soient pris, aux deux tiers de leurs longueurs,
des points A/, B/, C’ par lesquels soit conduit un plan; ce plan
sera horizontal , comme le plan ACB. Soit joint le milieu M de
AB au sommet S par une droite coupant A’B/ en M’ ; ce point
M’ sera le centre de gravité de l'aire de la face ASB ; et sa pro-
jection N sur la base sera le centre de gravité de l'aire de cette
base. Quant aux deux autres faces SCA, SCB, leurs centres de
gravité respectifs seront les milieux de C/’A7, C/B/.

Concevons qu’d ces centres de gravité, et perpendieulairement
aux faces du tétraedre, on applique quatre forces proportionnelles
aux aires de ces faces, et agissant toutes soit du dehors au dedans
soit du dedans au dehors; représentons par s, @, &, ¢ les forces
respectivement opposéesa S, A, B, C. D'aprés ce qui vient d’dtre
observé ci-dessus les forces ¢ et s, la premiére perpendiculaire 3
la face ASB, et l'autre verticale, concourront au méme point M’

Quant aux forces égales et horizontales @ , &, appliquées aux
milieux des cotds C/A’, C/B/ du triangle isoctle A/C/B/ , leurs
directions concourront évidemment en quelque point de C/M/ , et

(") Voyez la page 143 du IL® volume de ce recueil.
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elles auront 14 une résultante suivant C/M/, que on pourra cons
sidérer comme applignée en M’ et que l'on pourra décomposer,
en ce point , en deux forces. @, b, égales ¢t paralleles aux
premicres.

On aura donc ainsi, en un méme point M/, quatre forces per-
pendiculaires aux faces d’un tétraédre , et proportionnelles aux aires
respectives de ces faces ; ces forces seront donc en équilibre (1) ;
puis donc qu'elles forment un ensemble équivalent a celles du
systéeme primitif , ces derniéres doivent I'dtre aussi.

3. Soit , en second lieu , un tétraddre SABC dont les arétes
SA, SB, SC soient égales , et dans lequel conséquemment la pro-
jection & du sommet sur le plan de la base soit le centre du
cercle circonscrit a cette base. Pour fixer les idées, supposons que
ce centre S/ soit intérieur au triangle ABC ; soient menées S/A,
8B, §/C; par ces droites et par 55/ soient conduits trois plans :
ces plans diviseront le tétraddre en trois autres, dont chacun sera
conditionné comme celui dont il vient d’étre question (2).

Concevons que l'on applique aunx centres de gravité des faces,
et perpendiculairement a leurs plans, des puissances proportionnelles
A létendue de ces faces; et, pour fixer les idées, supposons que
ces puissances agissent du dehors au dedans. Celle qui sera appli-
quée 2 la base pourra, comme I'on sait , se décomposer en trois
autres , paralléles 3 sa direction , proportionnelles aux aires des
trois triangles AS/B, BS’C, CS/A, et appliquées A leurs centres
de gravité,

Concevons qu’aux centres de gravité de chacune des trois faces
SS’A, 85/B, SS/C, comununes i nos trois tétraédres , pris deux
a deux , et dans des directions perpendiculaires a leurs plans, on
applique deux forces égales et contraires , proportionnelles a 'etendue
de ces faces. Ces forces étant d'elles-mémes deux 2 deux en équi-
libre , elles ne changeront rien & I'état du systéme.

M.is , par suite de Pintroduction de ces nouvelles forces , chacun
des trois tétracdres partiels , se trouvant sollicité comme I'était le

tétratdre
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tétraédre unique que nous avions precedemment considéré (2), sera
de lui-méme en équilibre ; le téiraédre totul le sera donc wussi; il
Tétait donc déjd avant linuoduction de ces nouvelles forces.

Si le centre du cercle circonscrit 4 la base du tétededre totel lui
était extérieur , ce tétraedre , au lieu d'étre la somme des trois
tétraedres partiels, serait la somme de deux d'entre eux diminuée
du troisieme, ou l'un d’eux diminué de la somme d2s deux autres;
et il n’y aurait de diffirence dans le raisonnement qu'en ce que
les forces, sollicitant les tétraédres pris soustractivement, devraient
étre considérées comme agissant du dedans au dehors , du moins
si,, comme nous l'avons supposé, les forces primitives agissaient
du dehors au dedans. Ce serait l'inverse dans le cas contraire,

4. Soit , en troisitme lieu , un tétraédre quelconque, ABCD
sollicité , aux centres de gravité des aires de ces faces , par des
forces perpendiculaires & leurs plans et proportionnclles & leur
étendue , que nous supposerons , {pour fixer les idées, agir toutes
du dehors au dedans.

Considérons le centre O de la sphére circonscrite comme le
sommet commun de quatre tétraédres partiels OABGC, OBCD, OCDA,
ODAB, ayant pour bases les faces ABC, BCD, CDA, DAB du
premnier ; si, pour fixer encore les idées, nous supposons le point
O intéricur an tétraédre proposé, ce tétraédre sera la somme des
quatre tétraédres partiels, dont chacun sera d’ailleurs conditionné ,
comme celui du cas précédent (3.

Concevons quaux centres de gravité des aires des six faces AOB,
AOC, BOC, AOD , BOD, COD, communes a nos tétratdres
partiels pris deux 4 deux, et perpendiculairement aux plans de
ces faces, on applique deux forces dgales et contraires , propor-
tionnelles 2 leur étendue ; ces forces, étant deux a deux en équi-
libre , ne changeront rien 3 I'état du systeme.

Mais , par suite de l'introduction de ces mémes forces, chacun
des tetracdres partiels se trouvera cxactement dans le méme cas
que le tétraédre unique du cas précédent (3) ; ce tétraedre partiel

Tom. X. 8
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demeurera donc en équilibre ; le tétraédre total y demeurera donc
aussi : il devait donc étre déja en équilibre antérieurement i I'intro-
duction de ces forces.

Si le centre O de la sphére circonscrite était extérieur au tétraédre
total, alors ce tétraddre , au lieu d’étre la somme des quatre tétraédres
partiels , pourrait &tre ou la somme de trois d’entre eux diminuée du
quatricme , ou la somme de deux d’entre eux diminuée de la somme
des deux autres, ou encore I'un d’entre eux diminué de la somme
des trois autres; et il n'y aurait de différence dans le raisonnement
quen ce que , dans les tétraddres partiels pris soustractivement ,
il faudrait supposer que les forces agissent du dedans au dehors, si
du moins, comme nous l'avons admis , les forces primitives agis-
saient du dehors au dedans. Ce serait Vinverse dans le cas contraire.

5. Dans la démonstration relative au tétra¢dre , on pourrait
remplacer la cousidération du centre de la spheére circonscrite
par celle du centre de la spheére inscrite ; en suivant 2 peu
prés le mode de décomposition indiqué & la page 346 du
VIL¢ volume de ce recueil. Il se peut , au surplus , quil existe
quelque procédé plus simple -encore pour parvenir au but, et
nous nous empresserions de le signaler s’il nous était offert.

6. Concevons un tétraédre inscrit 4 un autre tétraddre de telle
maniére que les sommets du premier soient les centres de gravild
des aires ‘des”faces du second ; ces deux tétraédres ayant les faces
homologues paralléles chacune & chacune scront semblables, et les
perpendiculaires élevées aux plans des faces de Pun, par les centres
de gravit¢ des aires de ces faces, seront dans l'autre les perpen-
diculaires abaissées des sommets sur les plans des faces opposées.
Dc la, et de ce qui vient d’dtre démontré ci-dessus , on peut
conclure la proposition suivante :

8¢ l'on applique aux quatre sommets d'un tétraddre des forces
de dircetions perpendiculaires aux plans des faces opposées et
respectivement proportionnelles aux aires de ces faces , le tétraédre
demeurera en équilibre.
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DU POLYEDRE.
Par des considérations semblables , on s'assurera de la vérité
cette proposition analogue 'de géométrie plane :

.

e

Si on appliqgue auz quaire sommels d'un triangle des forces
situées dans son plan , perpendiculaires auz directions des cotés
opposées , et proportionnelles aux longueurs respectives de ces
cotés 5 le triangle demeurcra en déquilibre,

7. Soit présentement une pyramide quelconque aux centres de
gravité des aires des faces de laquelle soient appliquées , perpen-
diculairement A leurs directions , des forces proportionnelles a
Pétendue de ces faces, et agissant toutes également soit du dehors
au dedans soit du dedans au deliors,

Soit décomposée eette pyramide en tétraédres, par des plans dia-
gonaux ; et soit en méme temps remplacée la force qui agit au
cenirec de gravité de l'aire de sa base en d'autres forces paralicles
4 la direction de celle-ld, ayant leurs points d'application aux
centres de gravité des aires des triangles résultant de la décom -
position dc cette base , et des intensités respectivement propor-
tionnelles aux aires de ces triangles, ce qui est permis.

Concevons de plus qu’au centre de gravité de Vaire de chagun
des plans diagonaux qui divisent la pyramide en tétraédre , on
applique , perpendicuiairement & la direction de ce plan, deux
forces égales et contraires, proportionnelles & Fétendue de ce plan;
ces derni¢res forces sc trouvant deux i deux en équilibre , leur
introduction ne changera absolument rien & 1’état du systéme.

Mais alors , chacun des tétraddres résultant de la décomposition
de la pyramide , se trouvant sollicitd comme l'était le tétraddre
unique du cas précédent (4) , sera de lui-méme en équilibre ;
la pyramide le sera donc aussi ; et conséquemment elle devait
I'étre déja antérieurement & Pintroduction des nouvelles forces.

8. Soit enfin un polyddre quelconque aux centres de gravité
des aires des faces duquel soient appliquées perpendiculairement a
leurs directions , des forces proportionnelles A4 I'étendue de ce
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faces, et agissant toutes également soit du dehors ‘au dedans soif
du dedans au dehors. '

Soit décomposé ce polyédre en pyramides ayant ses faces pour
bases, et pour sommet commun un point pris arbitrairement dans
son intérieur ; conceveons qu’ensuite on applique au centre de gravité
de laire de chacun des triangles qui servent de faces latérales
communes & deux pyramides consécutives, et perpendiculairement
au plan de ce triangle, deux forces égales et contraires, propor-
tionnelles & I'étendue de ce méme triangle ; les forces, ainsi introduites ,
se trouvant en équilibre deux i deux , ne pourront rien changer
a3 I'état du systeéme.

Mais alors, chacune des pyramides résultant de la décomposition
du polyédre, se trouvant sollicitde comme la pyramide unique du
cas précédent (7), devra, pour cette raison, &ure elle-méme en
équilibre ; le polyédre formé de I'ensemble de ces pyramides sera
donc aussi en équilibre ; et conséquemment il devait étre déja
antérieurement 3 l'introduction des nouvelles forces ; le théoréme
énoncé au commencement de cet article, se trouve donc ainsi rigou-
reusement et complétement démontré.

On peut déduire de ce théoréme , entre autres conséquences,
que si un polyédre libre non pesant se trouve plongé dans un
fluide élastique indéfini sans pesanteur , ou que si un vase polyédre
libre non pesant et exactement fermé , placé dansle vide , sctrouse
rempli dun fluide élastique sans pesanteur; laction du fluidé sur
la surface extérieure du polyédre ou sur la surface intérieure du
yase ne pourra y faire naitre aucune sorte de mourement.
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OUESTIO NS RE SOLUES.

Développement de la théorie sur laquelle il a ¢
demandé des éclaircissemens a la page 291 du IX.°
volume de ce recueil ;

Par M. BErArD , professeur de mathématiques , membre
de plusieurs sociétés savantes,

AN

JE rappelle I'énoncé du probléme , parce que j'ai besoin de modificr
un peu le procédé qui y est expliqué.

Soit X=o0 une équation numérique en z, du degré m ; soit 7,
Ta limite inférieure des racines positives de cette équation ; soit
changé , dans X=0, 2 en 24/, , ce qui donnera une transformée
X,=o.

Soit /, la limite inférieure des racines positives de cette derniére
équation ; en y changeant # en x--/,, ou bien en changeant, dans
X=o0, « en a4/l , ce qui revient au méme, et ce qui est
préférable , comme on le verra tout-a-Iheure ; on obtiendra une
nouvelle transformée X,=o.

Soit 7, la limite inférieure des racines positives de celle~ci; en
changeant, dans X=o, x en a-/,<4/,-4/, ; on obtiendra une
troisieme transformée X, =o.

En supposant que ce procédé ait été indéfiniment poursuivi de
Ja méme m:iére , on propose ,

° De démontrer que, si la proposée X=o0 a une ou p]us:eurs
racines réelles positives, la série /o= /,+/,-..... sera convergente ,
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et aura pour limite de la somme de ses termes la plus petite dg

ces racines?
2.° D’expliquer ce que devient cette méme série , dans le cas

ot la proposée, n'ayant aucune racine réelle positive , offre néan=

moins une ou plusieurs variations ?

§. I. Premiére partie.

Soit la proposée
X=o=a4ba+4cx*4da’+tezt+4 .. ..... . Fa™

en y changeant 2 en z-{-/; et posant, pour abréger ,
A=aVbl4cl4dP4eli4+ . . .o oo ., . o FIT

B=bdg2cl43d0+4elP 4 o o o0 i oo e —-}--;-1’"'"7

=c43dl46el oo ool N R

77} — —
m 1 m—3 m 3[m-1.’
.

E:e.{-tbl' ........ +.—I.. " 3 7

¢¢ qui donne , comme l'on sait,
dD

dA4 dB dC
- D E_“- geseses 3

B= 3. C=og D=5, E= 35

elle deviendra

X,=o=Ad+Bas+4-Cx* D3+ Ezt~4..xu.. .. 2™ .
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Fn mettant donc dans les valeurs de 4, B, C,......; les nom=-
bres que représentent @, &, ¢,......; il devient trés-aisé de former
les différentes transformées ; car il suflit dy substituer succes-
sivement pour 7 , les valeurs 7, , I,/ , J,40A1, oieeen...
des sommes de limites obtenues au moyen des transformées qui
qui précédent celles qu'on se propose d'obtenir,

La premiére recherche qui doit nous occuper ici est celle de la
marche que suivent les coefliciens des transformdes successives.

Imaginbns que sur un axe indéhini OX, dont lorigine est cn
O, on ait construit la courbe parabolique A=y, dont labscisse
variable est /, et qui sera évidemment la méme que X=y ; et
qu'on ait placé les lettres A, , A, , A;,...... aux points ou l'axe
coupe les branches de la courbe; ces lettres seront au nombre de
m , si, comme nous le supposons d’abord, toutes les racines de
X=o0 sont rdellcs.

Soit construite sur le méme axe la courbe B=y, ; et soient
placées les lettres B,, B, , B,,......By., aux points ou celte
courbe est coupée par laze.

Soit construite semblablement, et toujours sur le méme axe;
la courbe C=y, ; et soient placées les lettres C,, C, , C; ,.4.Cps
awx points d'intersection de cette courbe avec l'axe.

En poursuivant ainsi, jusqu’au dernier des coefficiens 4, B ;
C, ..., lequel donnera une simple ligne droite ; on remarquera
facilement les diverses circonstances que voici ,

1.° Les points B,, B;, B, , ... sont intermédiaires aux points

1y Ay Aj e les points G, C,, C;, .. le sont aux points
B,, B,,...; et ainsi de suite.

A
Bl ) 2
2.° Les points B, , B, , B, , ... sont les pieds des ordonnées
mazima de la courbe 4=y ; les points C,, C,, C, ,... sont
les pieds des ordonnées maaima de la courbe B=y, ; et ainsi de suite.

3.° Le coeflicient A est maximum , quand B=o ; le coeflicient
B est mazimum , quand €=o0 ; et ainsi de suite. )

4. Les coefficiens 4, B, C, ... croissent, décroissent et chan-
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gent de signes respectivement ¢t en méme temps que les ordonnées
Y5 ¥is Y2 e des diverses courbes paraboliques. '

5.2 Enfin, toutes ces remarques sulsistent , quelle que soit la
valeur de /; puisque, dans la construction de ces courbes, / a
été regardé comme D'abscisse.

Maintenant, il faut faire attention que, quand on change suc-
cessivement , danslaproposée, z en -/, a~+Io41, , a4l H A1, 5on.;
on ne fait que déplacer P'origine des abscisses, en la transportant
de Oen O,, O,, O,,.... Les ordonnées y, ¥, ¥y 5w COITCS=
pondant aux origines successives O; O,, O, , ... indiguent donc,
tout 2 la fois, la grandeur et le signe des cocfliciens 4, B, C, ...
des transformées.

Par 14, il devient trés-aisé de se rendre eompte de la marche
des coefliciens; on peut assigner, pour chacun, le signe, Iaccrois-
sement ou le décroissement, pour une position donnée de l'origine;
ces considérations peuvent méme fournir une démonstration tres—
simple de la Régle de Descartes ; car il suflit pour cela de placer
d’abord Torigine & gauche de toutes les branches , ece qui rend
tous les signes alternatifs ; puis de remarquer que, quand Porigine
dépasse une branche , 4 change de signe, ce qui fait perdre une
variation 4 l'équation. En continuant & faire mouvoir l'origine de
gauche a droite , on se convaincra qu'il en est de méme pour
chaque racine pesitive qu'on fait perdre a I'équation.

La considération des mémes courbes peut encore démontrer faci-
lement la cause du grand ncmbre de combinaisons de signes que
peut fournir une équation et expliquer la signification de chacune
d’elles, Prenons un exemple simple ; celui de 1’équation du 3.™¢
degré.

E’axe OX portera les lettres OA,B,C,A,C,B,A X, La lettre
€, n’est placée qu’en un seul point, pour-une méme équation ;
mais,, comme elle peut se trouver & droite on & gauche du point
A, , il a fallu écrire deux fois, pour comprendre tous les cas

possibles. Il en résulte g points qui comprenncat entre eux 8 espaces
ou
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ou régions différentes, Chacune de ces régions correspond 4 une
combinaison différente de signes, dont le nombre est ici 13-
34+ 1=8=23,

Si I'on considére le nombre des variations , on voit que, quand
I'origine est dans l'espace OA,, il y a trois variations dans l'equa-
tion ; que, quand elle est dans espace A A, , il y a deux varia-
tions; quil y en a une seule, quand cette origine est dans l'es~
pace A;A;; quenfin il n'y en a aucune , quand elle est dans
Iespace A;X.

Pour le 4.™¢ degré, le nombre des combinaisons de signes est

1+44644+1=16=2% En général, il est 2™ Clest la somme

m m me=I m m—1 m—2 .
+—4———d - — 3 -+..... des coefliciens du déve-
1 1 2 X

2

loppement de (14-2)™.

On sent bien que les racines imaginaires changent la figure des
courbes et la position de I'axe ; mais elles ne détruisent pas les
conséquences que nous voulons en tirer.

Les équations 4=o0, B=o0, €=o0,..... peuvent avoir des racines
imaginaires, en sorte que quelques-unes des lettres A,, A, , e
B,, B,,...C,, G, , .... manquent ; ce qui diminue le nombre
des régions et par conséquent celui des combinaisons de signes
qu'admet la proposée par la transformation de l'origine. Par exemple ,
si, la proposée étant du 3.m¢ degré, les sommets sont réels; et si
I'axe ne rencontre qu'une branche; au lien de 7 combinaisons de
signes, il n’y en aura plus que 5 seulement ; parce que les points
A, , A, manqueront. Si les sommets ne sont pas réels, il n’y aura
plus que 3 combinaisens de signes; parce que les lettres A, , A, ,
B,, B, n’existeront plus.

Aprés avoir trouvé la loi des coefficiens 4, B, C, ... dans
les transformées successives, il reste a chercher celle de la série
Lo, Ly 1y e

On voit que cette loi doit dépendre , jusqu'd un certain point ,

Tom. X. 9
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de la rigle que 'on choisit pour déterminer la limite des 2 : pre-

nons la plus simple. On sait que V étant le plus grand coefficient

. . X . A
de signe contraire a celui du terme connu, on aura /= ——;/

A4V’

sera donc toujours une fraction , comprise entre o et 1, qui aug-
mentera ou diminuera d'une transformée & la suivante, selon que
A aura augmenté ou diminué lui-méme dans un plus grand ou:
dans un moindre rapport que ¥. En outre, quand il surviendra
un changement de signe dans I'équation, ¥ qui représentait un
cocflicient, B par exemple, en représentera un autre, qui entrera
a son tour comme- élément dans l'expression de /; circonstance
qui changera nécessairement la marche de la série /,, 7,7, , wue

Il serait minutieux et sans doute pénible de signaler et de classer
toutes les anomalies qui peuvent avoir lieu ; il suffit de remarquer
que c'est le coefficient A qui joue le principal réle et qui déter-
mine la série 4 é&tre ascendante ou.descendante.

Le cas le plus simple est celui ou lorigine est dans la région
OA, et o toutes les racines sont réelles.

A a4 A Al ydx
: and al= :dcausede B= — ona — — — —
“ Quand on rwih g 5 =13 &

s .. .. .
= sous-tangente=s , et lzm; or , s diminue, ainsi que y, depuis

1€ point O jusqu'au point A, ou ils sont nuls; donc aussi la série
est décroissante entre ces deux points. G’est ce qu’on voit pour
I'équation (z—1)(z—2)(z—3)=o0.

Quand Dorigine est entre les points A, et B, , la série est d’abord
croissante , puis elle décroit jusqu’au point A, , comme dans cette
équation (z-4-1)(z—3)=o.

Lorsque la proposée a des racines imaginaires , la série suit encore
assez exactement les accroissemens et les décroissemens du coefhi-
cient A=y. Ainsi, & mesure que l'origine s'approche de I'ordonnée
minima , A diminue d’abord , sans pouvoir néanmoins devenir nul;
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puis il augmente sans changer de signe. De méme , la série décroit
pour croitre ensuite et décroitre de nouveau, autant de fois qu’il
y a d’ordonnées minima. L’équation a’—6x'--112—0,4==0 est
dans ce cas; la courbe est comme on la voit ici:

On trouvera /,=0,37 , /;=0,016 , correspondant au sommet
convexe, /,,=0,4; /,,=0,3, correspondant au sommet concave ou
ordonnée maaimum , I, ,=o0,12; ectc.

Cet exemple offre une singularité : c’est que le maximum de l
arrive avant Pordonnée maazimum , par l'effet du changement de

cocflicient dans le dénominateur de

.

AV
Au reste, il serait oiseux de s’appesantir sur la loi des accrois-
semens et décroissemens de la série ; car cette circonstance est tout~
a-fait indifférente au succés de la méthode. Peu importe la marche
de cette série ; l'essentiel est de savoir qu’elle finit toujours par
devenir décroissante , et par converger vers lintersection la plus
proche & droite , or , cela est de toute évidence ; car ce n’est
que dans les points A;; A, ,«.... quon a A=0, et par con=-
séquent /=o.
Mais, nous a demandé un géometre , ne pourrait-il pas se trouver
3 gauche de l'intersection dont on cherche & déterminer l'abscisse,
un point que la série Zg4/,~4/,..... ne pht jamais dépasser ; ou,



63 QUESTIONS

en d'autres termes , ne pourrait-il pas arriver , quelquefois " du
moins , que la somme des termes de cette série elt une limite
inférieure d’une quantité finie & la plus petite des racines positives?
Je réponds que non. Tant qu’il existe une variation dans la der-
niére transformée, rien n’empéche d’en faire de nouvelles qui trans-
portent l'origine sur la droite. Supposons, en effet, l’existence de
ce point vraiment singulier; que # soit sa distance 4 lorigine ; en
mettant z+44A-4/ pour x dans la proposée , l'origine se trouvera
transportée au-deld de ce point;, et plus voisine que lui de Pinter-
section qu’il s’agit d'assigner; mais toujours & sa gauche, si 7 est
suffisamment petit ; 1’4quation aura donc encore au moins une
variation ; et rien ne s'opposera a ce qu'on fasse de nouvelles trans-
formées; d’olt nous nous croyons fondés a conclure que le point
en question est tout-a-fait chimérique.

§. IL. Deuzitme pariie.

Je réponds qu’aprds un certain nombre de transformées, la der-
niére n'aura’ plus de variations. En effet, les valeurs de / ne peuvent
devenir nulles que lorsque A peut le devenir et A ne peut le devenir
dans I'hypothése ot 'équation n’a aucune racine réelle positive, puisque
V’axe ne rencontre aucune branche du cété des z positifs. En appelant
L la limite supérieure positive ; il arrivera un point ou l'on aura
lo4-l+l,+...=L ou >L ; et alors la transformée n’aura plus
que des permanences.

On peut démontrer la méme proposition, en observant que , dans
Vhypothése dont il s’agit, la proposée est de cette forme

(a)i(a Ly AN (ay P +A% =0 () ;

et il est clair que la substitution de z+/,, 2+4-/;=+/, , v pour z doit
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finir par rendre tous les termes positifs ; parce que les termes de
la série, au lieu de décroitre, comme 2 la rencontre d'une branche
croissent ici et décroissent alternativement , avec 4 ou y. Ainsi, la
disparition des variations avertit bientét qu’il n’y a point de racines
réelles positives a chercher.

Aprés avoir dissipé les scrupules du gdomeétre auteur du pro-
bléme, je vais ajouter quelques remarques propres a éclairer et
a simplifier I'usage de la méthode.

Remarque 1. Quelques auteurs ( LEGENDRE , Supplément 4 la
théorie des nombres) disent qu'aprés avoir trouvé une racine ap- -
prochée «, il faat diviser la proposée par z—a , et chercher lcs
racines du quotient. Ce procédé est trés-vicieux; parce qu'en négli-
geant le reste de la division, on altére le quotient qui n’est plus
cxact. Son défaut d'exactitude peut changer des racines imaginaires
en racines réelles, égales ou inégales et pice versd; et l'on sent
que cela arrivera sur-tout quand l'axe de la courbe X=y passera
fort prés d’un sommet. Soit par exemple I’équation

23—3x—2,0000001=0 ;

on trouvera de suite que 2 en est une racine trés-approchée ; car,
en la mettant pour x , 'équation devient —o0,0000001=0; or, si
Pon divise la proposée par z—2 , en négligeant le reste, on trouve
pour quotient z*+2241=(241,°=0; d’oli on serait conduit & conclure
que , outre la racine déja trouvée, l'équation a deux autres racines
réelles, égales & —1 ; tandis que scs deux autres racines sont ima-
ginaires , comme il est aisé de le vérifier,

Si la proposée était 2°—x—1,0999999=0 , en prenant z=2
pour valeur approchée de I'une des racines, ce qui réduit le premier
membre 4 +40,0000001 , et opérant comme ci-dessus ; on trouverait
encore les deux autres racines égales a4 —1 ; tandis que les trois
racines de cette équation sont indgales. .

Il serait aisé de former d'autres équations plus élevées ou le
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méme procédé conduirait aux mémes erreurs, en s'arrétant, pour
la premitre racinc, 4 un degré donné d’approximation .

Notre méthode n’est pas sujette & ces inconveniens ; parce qu'aprés
avoir trouvé une premiére racine , c’est sur la proposée elle-méme
qu’on opére pour déterminer les autres, en y exécutant seulemert
un changement d’origine quin’en altére aucunement les coefliciens.

Remargue 11. Dans Ja pratique , il est beaucoup plus avantageux
de mcttre de suite x4/ 4/, +/,+..... pour x dans X=o0, que de
mettre successivement x4/, pour x dans X=o pour avoir X,=o,
a4/, pour x dans X,=o0 pour avoir X,=o0, et ainsi de suite,
quoique d’ailleurs la chose soit indifférente en theorie. En effet,
dans le dernier procédé, les lettres @, &, ¢,.... changent et ac~
quiérent un nombre de chiffres decimiaux toujours eroissant 5 ce qui
finit par rendre les calculs impraticables. Et, si, pour parer & cet
inconvénient , on prend le parti de négliger des décimales , on
retombe dans l'inconvénient beaucoup plus grave d’altérer les trans-
formées, et, par suite, de denaturer les racines , comme on l'a
vu dans la remarque précédente.

Remargue II. Quand on a trouvé la plus petite racine positive
avec le degré d'exactitude dont on a besoin ; pour découvrir la
scconde racine positive, s'il y en a, il fzut mettre dans la pro-
posée X=o0, 2+A pour x, & étant un pombre wn peu plus grand
que la racine trouvée, et tel que la transformée qui en résulte ate
une variation de moins que la derni¢re transformée. Un ou deux
titonnemens suffisent pour trouver un pareil nombre 4 ; et on est
-alors assuré de n’avoir dépassé qu'une branche de la courbe , et
Yon forme de nouvelles transformées qui procurent une seconde
série Jy-+/,-+/,~4 ..., au moyen de laquelle la seconde racine se
trouve exprimée par A-+-/,4-/, 4/, ...... On procéde de méme 2
la recherche des autres racines ; mais il faut remarquer pourtant
que tout ¢ ¢i suppose qu'on a préalablement délivré I'équation de
toutes les racines dgales qu'elle peut contenir ; ce qu'aw surplus
on peut toujours faire.
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Pour avoir les racines négatives , on charge -+2 en —a dans la pro-
posée et on détermine les racines posiiives de la nouvelle égnation, Jes-
quelles , prises avec le signe —, sont les racines négatives de la proposée.
Ainsi, voila un procédé régulier uniforme et simple, qui n’exige
qu'un nombre 72—1 de titonnemens, au plus, pour déterminer, d’une
maniére sure , toutes les racines réeiles d’une ¢quation quelconque.
Simplification de la méthode. En réfléchissant sur la précédente
mdéthode , on reconnait bientét qu’on peut diminuer considérable-
ment le nombre des transformées, en prenant pour / un ncmbre
plus grand que celui qui est fourni par la régle imparfaite des
limites. On avancera ainsi , 4 grands pas , le long de laxe;
et la diminution progressive du terme . avertira toujours qu’on
est prés d’une branche ; que s’il arrive qu'on I’ait dépassée , la racine
cherchée se trouvera par-l2 méme renfermée entre deux limites qu'il

sera ensuite trés-facile de resserrer , en prenant pour / la fraction

A . . .
— =, fournie par la derni¢re transformée. Ceci suppose, au surplus,
B

qu'on n'a dépassé qu'une branche , ce que l'on reconnaitra par la
derni¢re transformée qui ne doit avoir perdu qu’une variation, §'il
arrivait qu'elle en et perdu plus d’une, on reviendrait sur ses
pas, en prenant pour / un nombre plus petit.

Ce procédé a quelque ressemblance avec la méthode ordinaire
des substitutions , et avec celle de Newton ; mais il n’en a .
pas les inconvéniens. En effet, on sait que deux substitutions qui
donnent pour X des résultats de signes contraires peuvent inter
cepter un nombre impair de racines réelles ou imaginaires ; or,
par la méthode vulgaire des substitutions , on ne peut point dis-
cerner le nombre des racines interceptées , tandis que , par la nétre, la
diminution de 4, et les variations perdues, font toujours connaitre le
nombre des branches dépassées par la translation de l'origine des
abscisses : c’est un fanal qui est 13 pour éclairer tous les écueils.

La circonstance de deux variations perdues mérite un examen
particulier ; elle a lieu dans trois cas, savoir : 1.° quand lorigine
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a dépassé deux branches; 2.° quand elle a depassé une ordonnée
minima ; 3.° quand elle a depassé deux racines égales. Le troisi¢me
cas peut étre évité , puisqu'on sait délivrer une équation de ses.
racines égales. Dans ce cas, A4 et B, quiont un diviseur commun,
tendent 3 s’andantir ensemble , sans y parvenir, Au-dela de ce point,
A conserve son signe et B en change.

Le premier cas se distingue du second en ce que , dans le
premier , le terme .4 pecut sapprocher de zéro autant qu'on le
veut, ce qui n'a pas lieu dans le second. Au reste, pour éviter
tout embarras, on regardera comme non avenue la derniére trans-
formée , qui aura perdu deux variations ; on en formera une nou-
velle d'aprés la méthode générale ; c’est-a-dire , en prenant pour
! le nombre qui a servi a former la transformée X, ,=o (X =o
étant celle qu'on abandonne’) ; et, en ajoutant & ce nombre la limite
inférieure de X ,.,=o0. Alors, sila nouvelle transformée X»=o0 perd
encore deux variations , on sera assuré que les deux racines douteuses
sont imaginaires, et l'on poursuivra 'opération sans s’en inquiéter.

Les bornes de ce mémoire ne me permettent pas de faire le
paralléle des diverses méthodes imaginées jusqu'a ce jour; on
verrait que celle tirée de I'équation aux quarrés des différences de
Tillustre Lagrange est impraticable dans les degrés un peu élevés,
et qu’elle peut exiger des milliers de substitutions dans certains
cas. Au surplus, ceux qui désireront: de’ plus amples détails sur
ee sujet pourront consulter mon ouvrage intitulé : Méthodes nou~
velles pour déterminer les racines des équations (*).

(" Nous aurions beaucoup de réflexions & faire sur tout le contenu de I’article
qu'on vient de lire ; et nous aviens mime préparé, dans cette vue, un grand
nombre de notes ; mais , Pauteur ne nous ayant autorisé & le rendre public
que sous la condition expresse que nous nous abstiendrions de toules remarques
eritiques , nous nous trouvons contraints de pcier nos lecteurs de vouloir bien ick
suppléer & notre silence. Nous croyons routefois devoir dérlarer , pour Pacquit de
notre conscience mathématique, que nous sommes ‘oin de regarder comme suffisam-
ment résolue , par ce qui précéde, la question qui avait €té proposées  J. D. G,
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Solution des problémes de mathématiques proposes au
concours general des colleges royaux de Paris ,

en 1319 ;

Par M. Francaur , professeur a la faculté des sciences
de Paris.

LES problémes qu'on a proposés cette annde au concours géncéral
des culléges royaux de la Capitale m’ont semblé susceptibles de
solutions élégantes. Celui de mathématiques élémentaires, en par-
ticulier, m’ayant paru faiblement résolu par les concurrens ; ce qui
tient sans doute & la difficulté du sujet ; j’ai pensé que les géoméetres
pourraient ne pas voir sans quelque intérét les recherches auxquelles
je me suis livré sur ces divers problémes ; et c’est ce qui me déter-

mine a les consigner ici.

Mathématiques elémentaires.

PROBLEME UNIQUE. Par un point donné dans un angle , et
dgalement distant de ses deux cdtés, mener une droite, terminée
2 ces mémes cdiés , de telle sorte que le point donné la divise en
deux segmens dont la somme des quarrés soit équivalente & un
quarré donné ?

Tom. X, no 111, 1.5° septembre 1819. 10
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Solution. Soient DAE P'angle donné{ fig. 1), et O le point donné,
également distant des cotés AD, AL ; soit DE la droite cherchee,
et soit & le coté du quarré auquel la somme des quarrés des seg-
mens OD, OE doit étre équivalente.

Soient menées OB, OC respectivement paralléles 3 AE, AD;la
fignre BC sera un lozange donné, dont nous représenterons le c6té
8 8 ) P
par a. Soient, en outre , Ang.DAE=« , BD=z , CE=y.

Le triangle OBD donne 0D’ =a*42*—222Cos.« ;

Le lriangle-OCE donne OE’=a*+4-y*—2ayCos.« ;
on a donc par la condition du probléme

&*4y*—2a(2-}y)Cos.at20*= 0" . (1)

Les triangles semblables DBO, OCE donnent d’ailleurs

DB ocC restod-di : x a

BU——CE, c¢cst-a-dire , -;--—--.-y—,
Ou encore

xy=a* . (2)

Voild donc deux équations pour déterminer x et ¥ ; et conséquem-
ment le probléeme pourrait, en toute rigueur, étre réputé résolu.

En mettant pour ¢*, dans la premicre équation , sa valear xy
donaée par la seconde, elle prend cette nouvelle forme

(x+y)=_..2a(x+y\/COS.¢-b’=O H (5)
dol on tire
z4y=aCos.«a T\ b4 a:Cosin -

On connaitdonc présentement la somme et le produit des deux inconnues
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Z, ¥ ; ces deux inconnues sont done racines d’'une méme équation
du second degré, et, puisque x+y a deja deux valeurs, le pro-
bleme a quatre solutions. On voit , au surplus, qu'a cause de la
symetrie de la figure , ces quaire solutions se réduisent réellement
a deux.
Soit abaissée du point B la perpendiculaire BI sur AC, et dé-
signons Al par ¢; nous aurons

¢=Al=aCos.« ;
d'od
Fty=cty bier .

Prolongeons IB jusqu'en G, au-deld de B, de mani¢re qu'on ait
IG=04; en menant AG, et en représentant par 4 la longucur de
cette droite , nous aurons

d=AG=y bqc ;
ce qui donnera -

aty=ctd;

équation fort simple, qu'il faudra combiner avec (2) , pour avoir

z, .
L’¢limination de y entre ces deux équations donnera, comme
Pon sait,
a*—(¢td)a+a*=o0 ,
d’'ou

a=:(crd) TV cxdyi—as ;
et 'on aurait semblablement
y=:eXd IV Iz .

Si lon porte AG sur AE, de part et d’autre du point A, en H
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et H/, on aura IH=d—c¢, 1H/=d~+c. Les moitiés de ces deux
distances étant prises pour hypothénuses de deux triangles ayant
un des coétés de l'angle droit égal A @, l'autre c6té de Iangle droit’
dc ce triangle sera la valeur de notre radical ; et le reste de la
construction ne souflrira plus aucune difficulté.

A causc que z, ¥ entrent symétriquement dans les équations du
probléme, on peut ne prendre que le signe supdrieur du radical
dans les valeurs de z , y; on obtiendra ainsi deux solutions du
probléme desquelles on déduira facifement les deux auties en ob-
servant que les quatre droites qui le résolvent doivent étre , deux
a deux, symétriquement situées par rapport & la dreite AO.

A cause de d>¢, on voit que, lorsque les quatre valeurs de
z , y seront réelles et inégales, il y en a toujours deux positives
et deux négatives; ces derniéres devant étre portées en sens inverse
des premidres , il s’ensuit qu'il y a alors deux solutions dans I'angle
DAEK, tandis que les deux autres sont dans ses deux supplémens.
La ligure 2 représente 'ensemble de ces quatre solutions. Les
quatre droites cherchées sont DE, D'E/, de, d/¢’, tellement situées
que l'on a AD/=AE, Ad/=Ac¢; etl'on a en outre

OD'-OE" =0D" +4-OFE" =04" 4-0¢ =04"" -} 0" =5* .

Tant que a sera plus petit que :’d—c), il sera, 3 plus forte

raison , plus petit que ;(d-c), et le probléme admetira quatre
solutions distinctes. Si 'on a a=:(d—c¢), ou

28=\/bFa*Cos;ie—aCos.e ;

ou, en chassant le radical,

b*=4a*(14Cos.«)==84*Cos * 1 «= 73"
ou enfin

b=A0y3 ,
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les deux droites Od, O’ se confondront dans la seule droite OA,
et le probléme n'aura plus que trois solutions. Il n’en aura que
deux seulement , lesquelles tomberont toutes deux dans langle
BAC, lorsque @ sera compris entre :(d—c) et : d+c). Ces deux
solutions se réduiront en une seule lorsqu’on aura g=;(d--¢), ou

2a=1{/b>+a?Cos.x+aCos.« ,
ou , en chassant le radical ,
5*=4a*(1—Cos.«)=82°Sin.* ; u ;

et les deux dreites DE, D/E’ se confondront alors dans une scule
perpendiculaire mende a AO par le point O. Enfin, si l'on a
a> ; (d+c), les quatre valeurs de z, y seront imaginaires, et le
probléme ne pourra plus étre résolu.

Dans le cas ot I'angle donné « est droit , le lozange ABOC de-
vient un quarré (fig. 3); ona Cos.w=o0, ¢=o0, d=4, et partant

w=t bty Thea ;

les quatre racines sont a la fois réelles ou 4 la fois imaginaires;
suivant qu'on a 4>2a2 ou 4L 2a; et , dans le. premier cas, deux
sont positives et les deux autres négatives. Rien d’ailleurs n’est plus
facile alors que de construire le probléme.

Si, en effet, du centre O, et d’un rayon égal & 14 on déerit
un arc, coupant AB en L et AC en L/, et qu'ensuite des points
L, L/ et avec les rayons respectifs LO , L/O on décrive des demi-
cercles terminéds, le premier sur AB en D/, &, et le second sur
AC en E¢/ ; en menant par ces points et par le point O les droites
DE, D’E/, de, de/; ces quatre droites résoudront le probléme.

Au lieu d’éliminer y , entre les équations

ay=a', zty=ctd,
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on peut en déduire les valeurs de 2, y , par linterséction des lieux
géométriques de la maniére suivante : ’

Si l'on prend lapgle douné pour angie des coordonnées positives ,
la premiere de ees deux équations sera celle d’'une hyperbole passant
par le point O, et ayant - pour asymptotes les deux cotés de cet
angle ; hyperbole qui se trouve ainsi tout-a-fait déterminée. Quant
3 lautre, c’est celle d’une droite déterminant sur les axes ., & partic
delorigine , des segmens égaux entre eux et & c1d. En repétant done,
(fig. 4) la méme construction que dans la figure 1.7, et portant d’une
part IH’ sur AC, vers €, de A en Q, et de lautre IH sur la
méme droite , en sens inverse , de A en ¢/; si des points Q, ¢*
on abaisse sur AO les perpendiculaires QQ’ , g4/ , coupant cette
droite en R, r, les abscisses des intersections de ces droites avec
Vhyperbole seront les quatre valeurs de x. Ainsi, par exemple,
dans le cas de la figure, le probléme n’admettra que deux solu-
tions, parce que g¢/ ne rencontre pas la courbe.

Mais on peut, dans cette construction , remplacer I'hyperbole par
le cercle. Si, en effet, du quarré de I'équation z24y=c+d on re~
tranche le produit de I'équation zy=a* par 2(1—Cos.«)=4Sin.* 1 «,
il viendra

24y +22yCos.a= (¢ d)*==4a’Sin>l « ;

équation d'un cercle rapporté aux deux eftés de l'angle donné
comme axes, ayant son centre a lorigine , et son rayon R donné
par la formule

B=\/(c * d)*=fa*Sin %« .

Ayant donc construit, comme ci-dessus, les deux droites QQ/, g¢*
(fig. 5), nous aurons , comme alors AQ=c+4d, A¢’ =¢—d. §i, de plus,
nous menons la diagonale BC du lozange , nous aurons BC=24Sin. ; «;
fes deux .valeurs de R deviendront donc
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R=yaQ’'—sc" , R=y/&y"=BC" .

Soit donc % le centre du lozange. En prolongeant XB, au-deld de
B, d'une quantité Bf=Bk ; du point f comme centre et de deux
rayons respectivement égaux a AQ, Ag’, on décrira deux arcs
coupant AO en g, g’ Puis du centre A, et avec les rayons &g,
kg, on dccrira deux cercles , dont les intersections respectives avec
QQ’, g¢’ auront pour abscisses les valeurs cherchées de x. On
voit donc qu'ici, comme dans la fgure précédente , le probleme
n’admettra que deux solutions.

Matheématiques spéciales.

PROBLEME 1. Une droite se meut sur le plan d'un angle
donné , dont les cbtés ont une longueur indéfinie , de maniére &
former avec ces cotés un triangle dont laire soit constante et
donnée ; @ quelle courbe appartient le centre de gravité de l'aire
de ce iriangle , point déterminé par la condition que les droites
qui le joignent auz trois sommeis du triangle pariagent ce triangle
en Irois parities équivalentes ?

Solution. Soit l'angle donné BAC=e« (fig. 6) ; soit BC I'une
des positions de la droite mobile ; soit ga* l'aire constante du
triangle variable BAC ; et soit enfin G la position du centre de
gravité qui répond 4 celle de BC.

Scient menées GA, GB , GC; on devra avoir , par l'énoncé
AGB=BGC=CGA=:BAC=34% Soit divis¢é AC en trois parties
égalds en K, L ; soient menés GK, GL, BK, et soit prolongée
BG jusqu’a la rencontre de AC en O.

Les teiangles AKB, AGB sont équivalens, comme étant 'un et
l'autre le ticrs de BAG; d’ou il suit que KG est parsalléle 3 AB;
GL est donc semblablement parallele 3 BC. Les triangles ABC,



80 PROBLEMES DU CONCOURS

KGL sont donc semblables; et, puisque KL est le tiers de AC ;
GK et GL doivent étre respectivement le tiers de BA et BC; donc
aussi OK, OL sont les tiers respectifs de OA, OC, ou les moitiés
de KA, LC; donc le point Q est le milieu de AC; ce qui dé-
montre une propriété connue du centre de gravité, d’aprés la
définition admise dans 1'énoncé du probléme.

Soient pris les deux cotés de l'angle donné pour les axes des
coordonnées’ et en conséquence , soient faits AK==z, GK=y;
on aura AC=3z, AB=3y. Mais l'aire BAC=;AB.AC.Sin.« ; on
aura donc , en substituant ,

202 .

. .
s zySine=a* ou Y= =M.
4 ? Y Sin.x

La courbe cherchée est donc une hyperbole dontles asymptotes sont:
les cotés de l'angle donné, et dont la puissance est #?, constante
connue.

Pour construire cette courbe; on prendra AE=M (fig. 7); om
formera le lozange AESD, dont le sommet S sera le sommet de
I'hy erbole , ayant pour asymptotes les cotés AD -, AE de Pangle
donné. La courbe sera donc complétement: déterminee. Elle aura
d’ailleurs, pour les longueurs de ses demi-diametres principaux,,
Ios dirgonales AS et DE du lozange dont il vient d’étre question,

Dans le sens strict de 'énoncé du probléme., Fautre branche-
d’hyperbole , comprise dans I'opposé au sommet de I'angle DAE,.
est inutile & sa solution ; mais cette branche, ainsi que les hyper-
boles conjuguées & la premiére que l'on construirait dans les deux.
supplémens de l'angle DAE , devraient entrer en considération ,.
dans le cas o I'on' donnerait au probléme cet énoncé: général ;

Deuz droites fixes d'une longueur indéfinie se coupant sur um
plan sous un angle donné, et une autre droite , aussi indéfinie ,.
élant mue sur ce plan , de maniére & former , avec les deux pre-
miéres , un triangle dont ['aire soit donnée et constante ; quel’

est l¢ lieu du cenire de gravité de laire de ce triangle ?
Sous-
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Sous cet énoncé général , la courbe, formée de quatre branches

hyperboliques, aurait pour équation

ySin.e = 1 2a* .

PROBLEME II. Un angle triddre fixe étant donné dans les-
pace ; on suppose qu'un plan indéfini se meut de maniére @ former
avec les trois faces de cet .angle triédre , un tétraldre dont le
volume soit constant et donné ; et on demande quel sera le lieu du
cenire de gravité du volume de ce tétraédre ; point déterminé par
celte condition que les quatre téiraddres qui, y ayant leurs som-
mets , auront pour bases les quatre faces du tétraédre dont il
vient d'étre question , devront étre équivalens P

Solution. Soient SAB, BAC, CAS (fig. 8) les trois faces de
Pangle tri¢dre donné , dont le sommet est en A; soit BSC I'une
des positions du plan mobile ; soit G le centre de gravité qui lui
répond ; et soit enfin 644 le volume constant du tétraédre SABC.

Soit menée SG prolongée jusqu’d la rencowtre du plan BAG
en O; soit menée AO; et, par’le point G, soit mende , paral-
I¢lement & Paréte SA, une droite se terminant 4 AO en D. Soit
encore menéde BD , prolongde jusqu'd la rencontre de AC en R ;
soient, en outre, menées DQ , DP , respectivement parall¢les &
AB, AC, et se terminant a ces droites en Q, P. Menors enfin
bDcC.

A canse de GD paralltle 3 AS, et conséquemment au plan de
la face CAS, les deux tétratdres qui , ayant cette face pour
base commune auront leurs sommets en G et D, devront é&ire
équivalens ; mais , puisque le premier doit étre le quart du tétracdre
total SABC |, le dernier doit I'¢ire anssi; donc ADC cst le qnart
de ABC ; donc DR est le quart de BR, et conséquemment PA le
quart de BA. On prouverait semblablement que QA est le quart
de CA; d’ou il serait facile de déduire que O est le centre de
gravité de l'aire du triangle BAC, que GO est le quart de SO,

Tvm. X. 11
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et d'obtenir ainsi toutes les propriétés connues du centre de gra=
vité du volume du tétraédre , en partant de la définition comprise
dans I'énoncé du probléme.

Soient prises les trois droites AB, AC, AS pour axes des coor-
données. Soient faits AP= z , PD=y, DG=z, nous aurons

AB=4x, AC=fy, AS=4z

soient, en outre , ¢ I'angle que fait AS avec sa projection ortho-
gonale sur la base BAC, et soit I'angle CAB=¢;la hauteur du
tétraédre total SABC sera évidemment SASin. ; 'aire de sa base
étant d'ailleurs $AB.ACSin.¢ ; son volume sera

SABC =;AB.AC.AS.Sin.¢Sin.¢ ;

en substituant donc , nous aurons pour I'équation de la surface
cherchée , lieu de tous les points G,

6a3
Tyz= m H
surface du troisitme ordre.

Pour en étudier la forme, nous remarquerons que, si I'on fait
z=a, ona zy=Const., équation d'une hyperb\ole entre ses asymp-
totes; et l'on pourrait faire la méme remarque pour z et y. Ainsi
cette surface est telle que toutes ses sections paralléles & 'un quel-
conque des plans coordonnés sont des hyperboles ayant pour asymp-
totes les intersections des deux autres plans coordonnés par le méme
plan; et il n'en faut pas d'avantage pour apercevoir que la nappe
de cette surface , comprise dans I'angle triedre proposé , s'étend 3
Iinfini et a pour plans asymptotiques les faces méme de cet angle
tricdre par lesquelles elle est d’ailleurs circonscrite.

Cette nappe seule résout le probléme, dans le sens strict de son
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énoncé; mais si, au lieu d'un angle triedre , on considére trois
plans indéfinis passant par un méme point, et formant 8 angles
triedres autour de ce point , le probléme pourra étre indistincte-
ment résolu par toutes les nappes de cette surface, lesquelles sont
au nombre de guatre, et tellement disposées entre clles, que deux
ne se trouvent jamais situées dans deux angles opposés aux som-
mets. Les angles ot elles se trouvent sont, r1.° l'angle des @,y
z positils ; 2.° les trois angles pour lesquels une seule des trois
coordonnées x, ¥, z est positive.

Ou peut donner 2 Péquation de cette surface une forme symé-
trique , en y introduisant les angles « , g que forme l'aréte SA
avec les arttes AB, AC; il suffit pour cela de remarquer que,
suivant les notes de la Géoméirie de M. LEGENDRE, on a

Sin.eSin.¢ =2/ Sin.L(a4-A49)Sin.S(at-£—3)Sin.k (A--¢=—a)Sin. (p4-«=8) 5

et d’introduire cette valeur dans I’équation ci-dessus.

Autres solutions des mémes problémes ;

Par M. GERGONNE.

[ Vo Vi UL W ¥ S0 Vo 3

P ROBLEME 1. Par un point donné dans un angle donné, et
également distant de ses deux cdlés , mener une droite terminée
aux deux c¢btés de langle, de telle sorte que ce point la divise
en deux segmens dont la somme des quarrés soit équivalente & une

surface donnée ?
Solution. On voit d’abord que si la droite cherchée n’est point
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perpendiculaire 3 eelle qui joint le point donné au sommet de
I'angle donné , il pourra y avoir deux solutions du probléme
dans cet angle méme. De plus, si la surface donnée est plus
grande que le quarré construit sur la droite qui joint le point
donné au sommet de l'angle donné ,il y aura encore une solution
dans chacun des deux supplémens de l'angle donné. Ainsi, le
probleme peut avoir quatre solutions, et pas davantage.

Mais , comrme , en menant une droite indéfinie par le point donné
et par le sommect de l'angle donné, tout se trouve symétrique par
rapport & cette droite ; il est facile de prévoir que , bien que du
4.° degré , ce probleme ne doit présenter réellement que la difficulté
du second.

Soient XOY (fig. 9 ) T'angle donné; P le point donné, également
distant de ses deux c6tés ; AB une droite mende par P qui résout
le probléme; et & le c6té d’un quarré constant auquel doit étre
équivalente la somme PA'4-PB’ des quarrés des deux segmens
PA, PB.

Soit pris I'angle XOY pour angle des coordonnées positives ; re-
présentons cet angle par y; soient les deux coordonnces du peint
P égales & @; I'équation de la droite AB sera de la forme

y—a=M(z—a) ; (1

M étant un coefficient inconnn qu’il s’agit de déierminer confor-
mément a la condition du probléme.

Si, dans cctte dquation , on fait successivement y et 2z dganx
4 zéro, les valeurs qui cn résulieront pour z et y seront celles
des segmens OA, OB ; on trouvera ainsi

NI

OA=— =0 OB=+4(1—M)a ;

en conséquence, et d’aprés la formule qui donne le quarré de la



DES COLLEGES ROYAUX DE PARIS. 85

distance entre deux points, dans le cas des coordonnées obliques ,
on trouvera facilement

—y

FA'= ——(+2MCosyt M) , TB' =a'(1+2MCoswk M) ;

puis donc qu’on doit avoir
PA +PB =5*

I’équation qui devra déterminer M sera
LY

a* <M‘—;+x)(1+2MCos.y+M’)=b’,
ou bien
a*(1+-M*)(1+2MCos. + M)y =0 M" . (2)
Cette équation développée devient
a*M*42a* M?Cos.y-(20* =) M* 428> M Cos.yta>=o0 ;
équation complete du quatriéme degré ; mais qui, étant réciproque,
ne comporte que la difficulté du second. Rien pe serait plus facile

d’ailleurs que de se rendre raison de cette circonstance.

En divisant donc tous les termes de cette équation par M* |
elle prendra cette forme

a: (M’-{-ﬁ) —+2a? (M—%—Ev!-j)Cos.y—l-(:a‘—P):o ;

et ensuite celle - ci
a’ (M+ 1—:;) ~+2a° (M—l— 1:71 >Cos.y—5’=o .

1
Posant donc ﬂl—i-m-::z, nous aurons
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2., —
a*z'42a*2Cos y—b*=o0 ;

e
— —aCot.y d=\/i:4c:Cos.y
P .

V4

En formant le lozange ODPE , abaissant la perpendiculaire EG
sur OD , prolongeant CE vers E, jusquen I, de maniére que
CF =4 faisant OC=¢, OF =d, on aura

¢=alos.y , d:‘/bz-t-aztjos.!y s

et conséquemment

déerivant donc du point O comme centre , et avec OF pour rayom ,

le demi-cercle GFG’, nous aurons

CG=d—c, CG/'=d+c;

de sorte que les deux valeurs de z seront

cG CcGr
z=—4—, Z=e— =
a (7]

< . 3 .o
mais I'équation M4 3 =% qui revient &

Mz ¥1=0 ,

donne
_ 2ty

M

substituant donc successivement ces deux valeurs , nous aurens
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M=C6Xycc'—ia® gz —COC/HVCT —4a .

?
2a 26

ot de A, a cause de OB=(1—M)a
OB=—(;C0G—a)y/iCe’—s ,
OB=+4(:CG/+}a}+y/3C6 —ar ,

longueurs faciles 3 construire , et dont la détermination résout le
probléme,

PROBLEME II. Quel est le liew des centres de gravité des
aires de tous les triangles qui ont une aire constante et un angle
constant donnés ?

Solution. Soit pris I'angle constant donné, que nous désignerons
par » pour angle des coordonnées positives ; soient X, X les deux
¢6tés qui le comprennent, et soit T" 'aire constante dont il sagit;
nous aurons, par un théoréme connu,

XYSin.y: 2T.

Mais , si nous désignons par # , ¥ les coordonnées du centre de
gravité, nous aurons, par une propriété connue de ce centre ,

X=3z , Y=3y
substituant donc, I'dquation du lieu cherché sera
gxySin.7=2T H

équation d'une hyperbole facile & construire, et dont les axes des
coordonnces sont les asymptotes.

PROBLEME 1I1. Quel est le liev des centres de gravité des
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volumes de tous les tétraédres qui ont un volume constant et un
angle triédre canstant donnés?

Solution. Soit pris l'angle tricdre constant donné pour angle des
coordonnées positives; designons par «, g, y ses trois angles plans,
et soient X, Y, Z les longueurs des arétes respectivement opposées;
soit enfin T le volume constant dont il s’agit; nous aurons, par
un théor¢me connu ,

]

X.YZ\/ 1—Cos.2a==C05.28=—==(0s.2y~p-2C05.2C 05.8C0s.7y = 6T ,

Mais, si nous désignons par z, y, z les coordonnées du centre de
gravité , nous aurons, par une propriété connue de ce centre,

X=4z , Y=4y , Z=4z;

Substituant donc, I'équation du lieu cherché sera

641'}’2\/ 1—Cos.2a—C05.28=Cos.2y~4-2C05.2Co0s.5Cos.y =6T 5

équation d’une surface du troisi¢éme eordre , ayant les plans coor-
donnés pour plans asymptotiques (*).

(*) Nous nous abusons peut-étre ; mais le probléme proposé aux éleves de
mathématiques élémentaires nous parait , & lui seul, plus. difficile et plus sus-
ceptible de développemens et de détails, que ne le sont ensemble les deux
qui ont été proposés aux éléves de mathématiques spéciales. Il se peut, au
surplus , que les géométres qui cn ont fait le choix , aient apercu quelque
maniére simple de le résoudre , qui aura ¢galement €chappé a M. Franceeur
et & nouss

GLOMETRIE
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GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

Construction de la tangente & une courbe a double
courbure ;

Par un ABONNE.

o S Sl o o S0 V)

Au BRédacteur des Annales;
MONSIEUR ,

DANS le traité de Gélométrie descriptive , récemment publié par
M. VALLEE, lauteur donne , d’aprés M. Hachette , la solution du
probléme dont voici I'énoncé :

PROBLEME. Une ligne courbe quelcongue, & double courbure;
soumise ou non & la loi de continuité, étant donnée, avec un de ses
points ; mener, par ce point, une tangente a& cette courbe ?

Pour parvenir & son but , l'auteur , d’aprés M. Hachette a
recours & des surfaces gauches dont la courbe dont il sagit est
I'Tntersection ; ce qui conduit & une solution si compliquée qu’elle
me parait pouvoir passer pour impraticable. M. Vallée lui - méme
semble en porter le méme jugement , puisquil dit ( pag. 268 )
quc le procedé quiil vient de développer est d’un emploi pénible,
et que c’est seulement sous le rapport de la géométrie descriptive
que M. Hachette a rendu un grand service a la science.

Jai essayé de résoudre le méme probléme d’une maniere diffé-

Tom. X. 12
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rente ; et voici ma solution qui me parait assez simple pour mériter
d’étre connue. J'observe d'aberd gue la courbe et le peint par-lem
quel il est question de lui mener une tangente, étant donnés par
leurs projections horizontale et verticale , les projections de la
tangente par le point donné ne seront autre chose que les tan-
gentes mendes aux projections par les projections du méme paint;
de sorte que tout le probléme se réduit 2 savoir merier uue tans
gente a unc courbe plane, par un point donné de cette courbe ;
ce que jexécute ainsi qu'il)snit: |

Soite.. M7”"M/DM/PM,M,M,,,..... ( fig. 10) la courbe plane pro-
posde; et soit P le point par lequel on se propose de lui mener
une tangente. Par ce point P soient menées i la courbe une suite
de sécantes arbitraires.... M”’P, M”P, M'P, M,P, M,,P, M, P ,....,
sur lesquelles soient prises, & partir de cette méme courbe et dans
le méme sens, les longueurs égales et arbitraires .....N///N//, M#/N/7 -
M/NMN,, M,N,, M,,N,,, ...; par les points déterminés par ces
longucurs , soit fait passer une seconde courbe ......N”N/N/P |
NN, /Ny, laquelle contiendra le point P comme la premiére.
Si alors de ce point P comme centre, et avec un rayon égal A
lJa longueur constante et arbitraire dont il vient d'étre question,
on décrit un arc de cercle coupant cette seconde courbe en T ; la
droite PT sera la tangente demandée.

Si, en effet, on représente en général par r la distance du point
P a un point quelconque de la }px;emiére courbe , et par ¢ la
longueur constante ; la distance du point P au point correspandant
de la seconde courbe aura pour expression @~r ; majs , lorsque .
la sécante devient tangente, on a r=o0, donc pour la tangenfe
en P, on doit avoir P =a.

On congoit que, dans la pratique, il convient de propdre la
longueur constante aussi grande que l'espace dont .on pent disposer
peut le permettre, alin d’écarter le .point T le .plus possible du
point D. 1l conviendra aussi de multiplier davantage le nombre
des sécantes dans le voisinage de la fangente , afin d’¢tre plus sor
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de la courbure de la seconde courbe en cet endroit. Enfin, on
pourra s¢ ménager ufr moyen de vérification, en portant aussi la
longueur constante en sens inverse ; ce (ui déterminera une nouvelle
courbe auxiliaire , et conséquemment un nouveau point T & l'op-
posite du premier.

Lorsque l'un des points ... M/, M7, N/, M,, M, , M,,,...,
pris sur la courbe primitive, est trés-voisin du point P, comme
il arrive , par exemple., dans le cas actuel pour le point M, Ia
direction de la sécante M,N, peut étre douteuse ; alors, pour la
déterminer plus surement , on peut recourir au procédé que voici,
et qui porte avec lui sa ‘démonstration,

Des points P et M, comme centres, et avec un méme rayon
quelconque , plus grand cependant que la moitié de PM,, soient
dicrits quatre arcs se coupant en G, H; puis de ces deux points
comme centres el avec un autre rayon arbitraire , plus grand ce-
pendant que la moitié de lintervalle GH , soient déerits deux nou-
veaux arcs se coupant en K ; alors la droite PK sera la sécante
demandce.

Nous devons remarquer encore que nos deux courbes sont auxi-
liaires Pune de lautre , d'od il suit qne, si du point P comme
eentre , et avec P'T pour rayon, on décrit un arc de cercle cou-
pant la courbe primitive en U, la droite PU sera une tangente
cn P 3 son auxiliaire. '

Il est presque superflu d’observer qu'en enseignant A mener gra-
phiquement une tangente & une courbe plane, par un quelconque
de ses points, nous avons aussi enseigné implicitcment & lui mener
une normale par le méme point.

Quoique cette solution semble plus simple et non moins exacte
que celle de M. Hachette , il restera toujours a ce géométre le
mcrite d’avoir le premier résolu la question. Ce qui peut néanmoins
paraitre extraordinaire , cest qu’'il ait eu recours a des surfaces
courbes, lorsque toutes les quantités dounées et la quantité cherchée
sc trouvent situdes dans un méme plan. Je ne serais pas éloignd
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de croire , au surplus , que la solution de M. Hachette , bien
analisée , se trouverait revenir & celle qui vient d'étre exposée.
Agréez , etc. '
Marseille, le 16 de septembre 1819,

HYDRODYNAMIQUE,

Sur le principe d hydrodynamique relatif & la force
d'impulsion des fluides ;

Par M. Narsor. -

la 2 Vo B Y Y Wi i Wi V)

Au Rédacteur des Annales,

MoxsIEUR ,

UNE erreur , il me le semble du moins , sest glissée dans
Vintroduction que M. Girard a mise en téte de sa traduction de
Youvrage de Sararox , intitulé : Recherches eapérimentales sur
leau ct les vents , elc.

Pour donner une idée de la question , jextrais le passage suivant
du livre de M. Girard.

« Que Ton congoive percé d’un orifice le fond d’un vase rempli
d’eau, le fluide s'en ¢chappera et exercera, A sa sortie du vase,
unc certaine pression contre un plan opposé perpendiculairement 4 .
sa direction, » ,

« Suivant l'opinion de Newton...... le poids capable de faire équi-
libre 3 la pression exercée par un courant d’eau a sa sortie d'un
vase entretenu constamment plein doit étre égal au poids d'un
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prisme d'eau de méme base que lorifice, et d’une hauteur double
de celle du fluide dans le vase ; et, comme la vitesse d'écoule=
ment des Huides pesans est proportionnelle & la racine quarrée de
leur hauteur au-dessus de Vorifice par lequel ils s’écoulent , il s’en-
suét, de la théorie de Newton, que I'impulsion d'une veine fluide
sur’ un plan est proportionneile au quarré de la vitesse dont elle
est animde perpendiculairement & ce plan.

€ eeiiennee.. Admeitons cette proposition. Parent remarqua le
premier que, lorsqu’une roue A paleties est mise en mouvement
par l'action d’un courant, la vitesse avee laquelle les palettes sont
choquées est la différence de la vitesse du courant et de celle de
la circonférence , de sorte que c’est au quarré de celte différence
que l'impulsien est proportionnelles »

» Cela posé, Parent chercha 'expression générale de effet de la
machine, cest-3-dire, le produit du poids qu’elle él¢ve par la vitesse de
ce poids ; il trouva que cette pression est un marimum , lorsque
la vitesse du centre d'impression des aubes est égale au tiers de
la vitesse du courant. »

« MM. Pitot, Bélidor, Maclauvin , Léonard et Albert Euler,
et géndralement tous les mécaniciens avaient adopté la régle de
Parent , relative au maximum d'effet des machines hydranliques,
lorsqu’en 1767 le chevalier de Borda publia un mémoire dans le-
quel il éwablit que le mouvement d'une roue hydraulique quel=
conque ¢étant parvenu a Puniformité, il est nécessaire que l'action
instantande du fluide sur les palettes soit égale a Tlaction de la
pesanteur sur le poids élevé par la roue. La formule & laquelle il
parvient , étant traitée par la méthode ordinaire de mazimis et
minimis , il en conclut que Peffet de la machine est le plus grand
possible , lorsque la vitesse de la roue est égale 3 la moitié dela
vitesse du courant; résultat que lI'on obtient en supposant le choc
proportionnel 2 la vitesse simple du fluide. »

» Ainsi, la théorie des premiers géométres, qui supposaient I'impul-
sion de I'eau contre les aubes de la roue proportionnelle au quarré de
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sa vitesse relative , se trouvait contredite par celle de Borda , qui
supposait cette impulsion proportionnelle ¥ la simple vitesse relative
du ﬂuide. » '

Je me propose de faire voir,

1.° Que Borda n’a point supposé le choc du fluide proportionnel
3 sa vitesse, ct gquil n’a changé en rien, sur ce point, la théorie
de Newton

2.° Que Parent s’est trompé.

Soit AB ( fig. 10) une surface plane immobile, recevant perpen~
d.culairement le chec d'un fluide qui s'échappe de lorifice DE,
s ipposé trés-petit, avec une vitesse de P unités de longueur par
seccnles de temps, due & une hauteur CD=4. '

Pour que cette surface ne prennc aucun mouvement, il faut que
le poids P qui la retient, et auquel elle est supposée attachée par
un fl inextensible Ppppm , passant sur les poulies p, p, p, fasse
équ'libre au choc continuel du fluide.

Newton suppose que chaque molécule de fluide , en choquant
le plan AB, perd toute sa vitesse et disparait ensuite ; de sorte
qu'il n'est plus nécessaire de la considérer.

Désignant par A la grandeur de l'erifice DE et par 7 le temps,
‘AVdz¢ est le volume d’'eau qui s’éconle pendant le temps dz , et
dont le plan AB regoit le choc. Donc , la densité de I'eau étant
prise pour unité, AV:dz est la quantit¢ de mouvement infiniment
petite que le fluide vient perdre contre le plan, pendant le temps
dz, et a laquelle doit faire équilibre celle que le poids P tend &
communiquer au méme plan dans le méme temps. Or, cette der=-
n'ére est Pgds, g désignant la vitesse qu'acquiert un corps pesant,
au bout d'une seconde de chute ; donc

Pgdi=Ardz
ou Pg=A4rV*;

ou bien encore , 3 cause que V=284,
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p=2Aﬁ;

équation qui contient le principe de Newton cité par M. Girard.

Soit E la dépense d’eau par seconde, E=AFV et P==EV : c’est
la formule de Borda ( Mémoires de Pacadémie des sciences , pour 1767).

Considérons actucllement le cas ou le plan AB a une vitesse
uniforme }7.

Puisque le plan a une vitesse uniforme, il faut nécessairement
que les denx forces quile sollicitent se fassent équilibre ; mais leurs
valeurs ne sont plus les mémes que dans le cas précédent. En
effet, le fluide ne perd pas alors toute sa vitesse par-le choc ; mais
seulement I'excés de sa vitesse sur celle du plan , cest-a-dire, V—}7;
la quantité de mouvement perdue pendant le-temps d¢ par le fluide
est donc AV(F—p7\d1,

La quantité de mouvement que le poids P tend & imprimer au
plam est Pgds; donc

Pg=AV(F=V)=EF~F7) :

c’est la formule de ‘Borda, qui conséquemment n’a point supposé
le choc du fluide proportionnel & la vitesse simple.

Le poids P, muliiplié par la hauteur i laquelle il est élevé pen-
dant une seconde, est ce qu'on nomme l'efet de la machine; or,
‘cette hauteur est égale & F7; par consfquent Ieffet est

pyr= APV =)

il varie donc avec F/. Pour avoir sa valeur maximum , il faut

AV P ==VT)

différentier par rapport 4 F7/, et égaler le résultat i

zéro. On a par la F7=1F; telle est donc la valeur de #/ qui
donne le maximum d’effet.
Ezaminons présentement la formule de Parent.
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Suivant lui, lorsque le plan AB a une vitesse uniforme ¥/,
il faut, dans I'équation
Pg=A4r* ,
changér ¥V en V—F7; ce qui donne
Pg=A(V—y"y ;
Ieffet serait alors égal a
AVI(F—Ty
g 2
expression dont le mazimum a effectivement lieu lorsque F7=;V.
D’apres la formule
Pg=A(V=V")* ,
lIe plan AB recevrait le méme choc que dans le cas ou il serait
immobile et ot le fluide n’aurait qu'une vitesse J’—F” due i une
hauteur A/ qui scrait donnée par Iéquation (F—F7)*=2gh’.

Or, ce principe, qui est vrai lorsque I'on considére le choc de
chaque molécule fluide isolément, cesse de I'étre, quand on prend
la somme de tous les chocs particuliers.

En effet , lorsque le fluide a une vitesse Vg, et le plan une
vitesse ¥7, la dépense d’eau par seconde est égale & AF; mais,
quand le fluide n’a qu'une vitesse ¥—F7, la dépense n’est plus.
que A(V—¥7). Donc si, dans ce dernier cas , la quantité de mou—
vement perdu par le fluide pendant le temps ds est A(F—F/)de;
elle sera dans le premier

AV
A(V——-V’)‘.m de ;
et 'on aura 4
Pg=AV(V—=V7) ;
¢’est la formule que nous avons trouvée plus haut. Je crois done
avoir complétement prouvé ce que javais avancé.

Agréez , etc.

Toulouse , le 16 de septembre 181q.
CATOPTRIQUE.
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CATOPTRIQUE.

Recherche du foyer des miroirs spheriques concaves
et convexes ;

Par M. GERGONNE,

Y e T e - s e . et

ON trouve , dans la plupart des traités d'optique , des formules
qui donnent la position du foyer des miroirs sphériques concaves
et convexcs , pour toutes les situations que peut avoir le point
lumineux sur Paxe du miroir ; et ces formules ne laissent sans doute
rien a désirer , soit sous le rapport de l'exactitude, soit sous celui
de la simplicité des considérations qui y conduisent.

Mais j’ai remarqué depuis long temps que Pon pouvait aussi
parvenir & ces mémes formules d’une manitre tres-élémentaire,
par la considération des propriétés des sections coniques ; et, comme
je n’ai rencontré aucun traité d’optique ol la question ait éié en-
visagée sous ce point de vue, jai pensé qu’on mne verrait pas sans
quelque intérét ce nouvean genre d’application de la théorie de ces
sortes de courbes; persuadé, comme je le suis, que l'un des plus
grands charmes attachés % la culiure des sciences exactes mnait de
la parfaite identité entre des résultats obtenus par des méthodes
qui, au premier abord, semblent totalement différentes.

LEMME. Trouver le rayon de courbure de Pcllipse et de
Lhyperbole & lun de ses sommets ?
Torm. X. 13
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Solution. En prenant I'un des sommets pour origine des coor-
données rectangulaires, I'axe et la tangente a son extrémité pour
axes des z et des y, respectivement ; représentant de plus I'axe

par 2a et le paramétre par p; D’équation commune a lellipse et
4 I'hyperbole sera , comme l'on sait,

- P L
y_pz—i-';;x ’

le signe supérieur répondant } Vellipse, et I'inférieur & I'hyperbole.
On trouvera de plus, pour I’équation de la normale & la courbe
par le point 2/, y/,
2ay’
y—y'=— ———(2—2a') ;
Pas=x))
en y faisant y=o0, on trouvera que cette normale rencontre l'axe
des 2 en un point pour lequel on a

= P(a'::-‘x/)-{-zax':%p(l:_'x—' >+x’ )
Z a

za

Cela posé, si I'on meéne a la courbe une normale par un point
trés-voisin du sommet , Parc de la courbe compris entre ce point et le
sommet pourra évidemment &tre considéré sensiblement comme un arc
de cercle ayant son centre A I'intersection de cette normale avec celle
du sommet, c'est-i dire , avec V’axe des x, et cette approximation
deviendra un résultat tout-i-fait rigoureux , lorsque les deux nor-
males en viendront enfin i coincider ; donc , la courbe a, 4 son
sommet , une courbure égale a celle du cercle dont le rayon serait ce
que devient la valeur de x trouvée en dernier lieu, en y faisant 2/=o,
c'est-a-dire , '

X =

P

ainsi , dans les deux courbes, le rayon de courbure au sommet
est égal au demi-paraméire.
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PROBLEME 1. Trouver le foyer d'un miroir sphérigue con-
cave , pour une position donnée du poinl lumincux sur l'aze du
miroir ?

Solution. Soit r le rayon du miroir et soit 4 la distance de sa
surface au point lumineux, Considérons ce miroir, que nous sup-
posons une trés-petite portion de la spheére dont il fait partie,
comme un miroir elliptique ; le parametre de Pellipse génératrice
sera 2r, et la distance de son sommet & I'un de ses foyers que,
pour fixer les idées , nous supposons &tre le plus éloigné, sera o,
en désignant donc par z la distance du méme sommet 3 lavtre
foyer, qui est évidemment le foyer cherché , on aura, par les
propriétés connues de la courbe

2axw=—=x2

2 =§p=r H
d’od

20x~—x*=ar ;
et ensuite

d=20—z ;
éliminant donc a4, entre ces deux équations, il viendra

rd ird

T2d—r  d=ir’

formule qui résout le probléme.

PROBLEME 11. Trouver le foyer dun miroir sphérique conveze;
pour une position donnée du point lumineux sur lazxe du miroir ?

Solution. Soit r le rayon du miroir, et soit d la distance de sa
surface au point lumineux. Considérons ce miroir, que nous sup-
posons une trés-petite portion de la sphére dont il fait partie ,
comme un miroir hyperbolique; le paramétre de 'hyperbole géné-
ratrice sera 2r, et la distance de son sommet au foyer de I'hy-
perbole opposée sera d; en désignant donc par x la distance du
méme sommet & l'autre foyer, qui estle foyer cherché, onaura,
par les propriétés connues de la courbe,
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2ax-4-x2

a

IP=T
d’ou
2aztx*=ar ;
et ensuite
d=2a+x ;
éliminant @, entre ces deux équations, il viendra
rd ird
2d4r  dtir’

formule qui résout le probléeme.

Corollaire. On peut, d'aprés cela, comprendre les deux formules
dans la formule unique
rd

x
F

tTor=—-r;
- dx;r
le signe supérieur étant relatif au miroir concave, et le signe in-
{érieur au miroir convexe.

Nous renvoyons aux traités d’optique pour les nombreuses con-
séquences qu'on peut déduire de ces formules.

QUESTIONS PROPOSEES.

Theoréme de Geéomeétrie.

LE lien des milieux des cordes mendes 3 une section cenique
quelconque , par un méme point quelconque de son plan , est
une autre section conique.

Probléme de Geoméltrie.

Quel est le l'eu des milieux des cordes d’une section conique
donnée quelconque , tangentes 3 une autre section conique aussi
donnde et quelconque ?
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ANALISE INDETERMINEE.

" Extension du probléme de Fermar , sur les doubles

egalites ;

Par M. L. M. P. Cosrte , lieutenant au corps royal
d'artillerie, ancien éleve de T'école polytechnique.

[a %o o Vb VL, W Vi Vo Y ¥

LORSQU’AYANT une' fonction algébrique rationnelle d'une ou de
plusieurs variables , on demande de trouver des valcurs numériques
rationnelles de ces variables dont la substitution dans la fonction
la fasse devenir soit une puissance parfaite d’un degré donné, soit
un nombre figuré d'un ordre donné, soit, plus géncralement, un
nombre d'une forme assignée quelconque, cela s'appelle, dauns le
langage de l'analise indéterminée , résoudre une dgalité simple.

Mais , lorsqu’ayant plusieurs fonctions algébriques rationnelles des
mémes variables, on se propose de trouver un systéme de valeurs:
rationnelles de ces variables qui fasse devenir chacune de ces fonc.
tions un nombre d’une forme déterminée, cela sappelle résoudre:
une double égalité , uwne triple égalilé, cte. , suivant le nombre
des conditions auxqueiles il s’agit de satisfaire , ou, ce qui revient
au méwe , suivant le nombre des forctions proposées.

Qu'on demande, par excmple, une valeur qui, mise a la place:
de l'indéterminée z, dans les fonctions

24z+6 , 14243,
Iom. X, n.° IV, 1.5 octobre 1819, 14,
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les fasse devenir, toutes deux, des nombres triangulaires ; on pro=-
“posera un -probléme dépendant des -doeubles égalités ;_et -comme,

en faisant z=3, ces fonctious deviennent respectivement
Q. Tr713 PP e 9530
78= ==, 45=>=,

on dira que le nombre 3-estunde ceux qui résolvent le probléme.

Ces sortes de questions ont été .un des objets des nombreux
travaux de Fermat sur l'analise indéterminée ; mais vu Vextréme
dificulté de la matiere, cet illusire géométre s’est borné au cas
ol il sagit de rendre les fonctions proposées des quarrés parfaits;
et enccre n'a-t-il considéré que des fonctions entitres d'une variable
unique , n'excédant pas le second ou tout au plus le quatrieme
degré. Nous ne nous proposons point ici détendre ses méthodes a
des fonctions plus nombreuses, ou d'une forme plus compliquée ;
roais nous voulons faire voir que le cas o lon exige que deux
fonctions algébriques enticres d’une -scule varialle devienunent , par
une détermination convenable de cette variable, deux nombres poly-
gones d'unec meéme espece donnée quelconque , ou méme des
nombres d'unc forme un.peu plas générale, et comprenant ceux-
la, comme cas particuliers, se ramene. trés-fucilement au cas on
les deux fonctions proposdes doivent- étre . des ‘quarrds,

1. Soient, en premier dicu, les deux fonctions du second degré

52482478 , 42*4-2246 ,

dont les derniers termes sont déjd des nombres triangulaires , dont
les racines respectives sont 12 et 3, puisque

§=r =t

Lod —
/ 2 b - s

I

’

et proposons-nous de faire devenir ces fonctions elles-mémes des

nombres triangulaires , par une méme -valeur de z, différente de
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zéro. Pour y parvenir , nous représenterons les racines respectives
des deux nombres cherchés par:- '

wz—120; Bz43

et , en exprimant que les deux: conditions du probléme sont sa-
tisfaites , nous aurons les deux équations

(ezef12)(2z4-13)

- . (Bz433(B4
5z‘+8;+78—;—_.______2.______.. s 4z°4-2z4-06= Bzt 4) +')_

2

En chassant les dénominateurs, développant, réduisant ct divisant

par z, ces deux équations devierdront
zer4-25a—20z48)=0 , zp*d-7s—4{2z+1)=0 ;
équations d'ol on tire

o =251V for g Gfz625 , e= —r /3o 49

?

2z 2z
ct, comme il faut que « et g soient rationnels, on voit que tout

se réduit , ainsi que nous Pavions annoncé , A trouver une valeur
de z qui rende & la fois des quarrés les deux fonctions

4o0z*+64z-+625 S2z2-16244g .

Ces fonctions deviennent toutes deux des quarrés , savoir ; 3g?
et 25% en faisant z=4; on trouve alors

ou

et les racines des nombres triangulaires deviennent ainsi



ou bien

ce qui donne, pour les nombres triangulaires eux-mémes

10.20  =—20. =1 1213  —13.~12
- = - =1Q0 = =8
2 2 99 » 2 o d

.
’

c'est, en effet, 3 quoi se réduisent les fonctions proposées lors—
gu'on y fait z=4.

Si, au lieu de résoudre les deux équations par rapport a 4
et a2 g, on les résout par rapport & z, il viendra

25z2— 16 78—4

70 e ——— =

> —_ k]
&2m=—=]10 ﬁl-—s

d'on -

25¢—16 78—4%

-_ ’
@r=—10 £——8

relation qui devra constamment exister entre les indétermindes « , 8
quelque  valeur qu'on leur assigne dailleurs.

Cette ¢quation de relation , par 'application des méthodes connues,
pourra donc servir & trouver une infinité de systémes de valeurs
rationnelles de « et 8, desquelles on pourra conclure les valeurs
correspondantes de z. Celles d'entre ces valeurs qui rendront ez
et 8z entiers résoudront le probléme ; car elles rendront également
enticrs les mombres wz4-12 et pz-+3 , racines des nombres trian
laires auxquels se réduiront les deux polynomes
substitution de la valeur de z.

Bu-

proposés , par la

2. Soient, cn sccond licu, les deux fonctions

18247297, 822+ 5z44 ,
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ayant, I'une et Pautre, pour coefficient de leur premier terme, le
double d’un quarré ; et preposons-nous cncore de trouver une
valeur de z qui les fasse devenir toutes deux des nombres trian-

gulaires. Ici , nous pourrons supposer que les racines de ces nombres
sont respectivement-de la forme

624, 4zt ;

ce qui donnera les équations de condition

6 6z /
182747 2= ( z-%-ct)(2 “+241) L 8r5zf= (4z+/3)(iz+p+1).

~
lesquelles deviendront, en chassant les dénominateurs , transposant

et réduisant ,

4-(12z241)e—2(4z47,=0 , #*+(8z+1)p—2(3z44)=o0,

d’ou

o= 2z BV e S6eg sy =Bz D) Bl ot 33
= , A=
2

2

tout se réduit donc ici, comme tout-a-l’heure, i trouver une valeur

de z qui rende a la fois des quarrés les deux fonctions
1442*4-50z4-57 , 64z*440z433 .

On trouve, par exemple, qu’on remplit ce but en posantz=3;
il cn résulte

, = 1,
ou bien

a=—38 , =26 ;

ce qui donne, pour les racines des nombres triangulaires demandés



106 DOUBLES

19 13,
ou bicn
—20 —14

et conséquemment , pour ces nombres, eux-mémes

19. 20 —20. ==1Q

13.14  =~14.=—13
= =1Q0 =
2 2 99 2 2

=9[ 3

cest, en cffet, ce que deviennent respectivement nos deux fonc-
tions , lorsqu’en y suppose z=3.
Si, au licu de résondre nos deux équations par rapport ™

et g, on les résout par rapport a z, il viendra

wf-a—1k . A48
row—8  ? =T ga—s °

2= —

d’ou

wta—14  p4-8—8
6a—yp T 4e=3

équation de relation qui fera connaitre tant de systémes de valeurs
rationnelles de «, #, et conséquemment tant de valeurs de z qu’on
voudra.

3. Sl arrivait ¥ Ta fois que , dans Pune et Pautre des deux
fonctions proposées , le coeflicient du premier terme fat le double
d'un quarré; ét le dernier térmhé un nombre triangulaire , on
pourrait indistinctement employer 'une ou Vautre des deux mé-
thodes dont nous venons de donner des exemples, et I'on réduirait
toujours la question trouver un nombre qui, substitué a la place
de la variuble , dans deux fonctions proposées, les fit devenit des
quarrés.

4. Si les doubles des deux fonctions proposées étaient, I'un et
Vautre décomposables en deux facteurs ne différant que d'une
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unité , il est évident que, quelque voleur cniicre quion attribuit

a la variable , ces denx fonctions demeureraicnt toujours des nom-
bres triangulaires.

5. Les deux fonctions, toujours décomposables en decux facteurs,
ne se trouvant pas dans le cas dont il vient d'étre question , on
peut quelquefois , d’une maniere fort simple, obtenir une solution

et méme plusicurs solutions du probléme. Soient , par exemple,
les deux forctions

3224 13z4 4= (z+44) 3z41) , 32+ 2124-18=(z+6)32+43);
on écrira les équations
2 Hf—@e)=tr, 2 A C)—(rAd=r
28z 1)=—( z+4)="11, 2(3z243)—( z46)="+1 .
A cause des doubles signes des seconds membres , les équations

de chaque colonne équivalent a quatre

; en les résolvant succes-
- sivement , on tiouve

z=6, z= 8,
z=8 , z= 10,
—s' a— 1.
Z=75, Z-—-'+j-; >
—_3 — T
R= 7 z—‘—? ?

les valeurs  $ et i communes aux deux colonnes résolvent évidem-

ment le probléme. En faisant, en effet, z=8, les deux fonctions
deviennent

300=1%21 3-8= 222

et en faisant z=17, elles deviennent
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xS

.".‘3_'-:'_;.("7‘_‘_‘) , t¢o=¥(",—‘+l) ;

mais la derni¢re valeur, comme fractionnaire, doit étre rejetée.
A cause du facteur 3 qui affecte la seconde fonction elle peut
encore étre décomposée de cette autre maniére

3z°4212418=(2-+1)(32+18) »

ce qui fournira les nouvelles équations

g=—17,

2(g+1) = (3+18) =11 g=—15,
dou ¢

2318 —G+1)="F1 1=—34,

[ 7=—36;

mais aucune de ces valeurs ne coincidant avec celles qui répondent
2 la premiére fonction, il en résulte que cet autre mode de dé-
composition ne donne lien & aucune solution nouvelle.

6. Ce dernier procédé peut étre généralisé ainsi qu’il suit. On:
peut écrire

R 3z 3z 3.
S leh=a(hD]. T | 3r+aichi8=[aGct6)]. ZF

et ensuite

341 3z43
2e(g44)— —— =1, 26(z46)— T =15
d’ou on tire
T— _ 1ap—p—3
T T == 28=3

1} s'agira donc de trouver, pour « ct g des valeurs telles quiil.

en.
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en résulte pour z uie"méme valeur enticre telle que 3z-F1 et 3:4-3
soient respectivemeut divisibles par « et 8. On remplit, en particulier,
ces conditions , en posant a=—1, g=-}1 ; il en résulte z=8 et

3:;1- L ) 3z43
“ 8

=—27 .
Tous les autres systemes de valeurs de « et g qui peuvent résoudre
le probleme sont renfermés dens 1’équation indétermince

ot —1 _ 124%2—p—3

203=3 223

Si, au lieu de résoudre les deux équations par rapport a z,
on les résout par rapport a3 « et g, il viendra

— 1V 2izF 104433 p 1EV/ o8B0
2(z44) ’ 2(z4-6) !

et, comme « et g doivent étre rationnels , il s’agira de trouver
une valeur de z qui rende i la fois des quarrés les deux fonctions

247+ 1047+33 , 2472416824145 .

Clest ce qui arrive , par exemple , en posant z=8 , ce qui fait
devenir ces deux fonctions

49* , 55,
il en résulte
=449 =55
“= 24 ! A= 28

7. Supposons enfin que les derniers termes des deux fonctions
ne soient pas des nomhres figurés , que leurs premiers termes n'aient
pas pour coefficiens les doubles de deux quarrés, et quen outre

Tom. X. 15
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ces fonctions ne soient pas décomposables en facteurs rationnels,
et soient, pour exemple, ces deux fonctions

23z°+177+5 , 192°4+57+2,

qui sont dans ce cas. Si , par quélque moyen que ce soit, on
connait déji une solution du probléme , rien ne sera plus facile,
au moyen de cette sclution , qué de le ramener au premier des
cas précédens.

Dans le cas actuel, par exemple , on résout le probléme en
posant z=1, puisqu’alors les deux fonctions deviennent

fh=2, 28=12% ,

or, en posant z=p-}1, et substituant, elles deviennent
2304630445 , 190* 450428 ;

fonctions qui se rapportent au premier cas. On supposera donc,

comme alors , que les racines des deux nombres triangulaires
cherchés sont ' ‘

a9 , g7 3
cela donnera les équations

lesquelles donneront, toutes réductions faites,

va*~419e—(46r+4126)=0 , va*+4158—(3804-90)=0 ;

qu, en remettant pour ¢ sa valeur z—1,

(x—=1)e+19e—(467+80)=0, (3—1)p*+158—(382+4-52)=0,
dod
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=19V 183644t p =15V e Eeg
- 2

a=
2(z=—1) - 2(z=1)

et, comme « et # doivent étre rationnels , on voit que le probléme
est ramené 3 trouver une valeur de z qui.fasse devenir des quarrés
les deux fonctions

1842* 4367441 , 152724567+ 17 .

8. Ainsi, en résumé, lorsqu’il n’y a que deux fonctions données
seulement, que ces fonctions ne renferment qu’une scule variable ,
qu’elles sont rationnelles ct entiéres , et qu’enfin elles n’excédent
pas le second degré, nous savons résoudre le probléme, 1.° lors-
que les derniers termes de nos deux fonctions sont des nombres
triangulaires ; 2.° lorsque les coefficiens de leurs premiers termes
sont les doubles’ de deux quarrés ; 3.° lorsque chacune de ces
fonctions est décomposable en deux facteurs rationnels du premier
degré ; 4.° enfin , lorsque nous connaissons déji une solution du
probléme ; et I'on voit de plus que , dans tous les cas, ce probléme
se raméne toujours a trouver une valeur de la variable qui rende
a la fois quarrées deux fonctions rationnelles et entiéres du second
degré de cette variable.

9. Il ne nous reste plus présentement qu'a généraliser nos mé-
thodes et nos formules; mais, au lieu de supposer qu’il s’agit de
nombres triangulaires, nous supposerons qu’il s'agit de nombres de
la forme

pt*+qt
2 »

ol p et g sont deux nombres donnés, formule qui renferme les
nombres polygones et beaucoup d’autres, et dont, par analogie,
¢ sera dit la racine.

10. Soient, en premier lieu, les deux formules
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Ap-Az- ptie

- gz‘ 8 pb,+95

By B4 ——

quil faille faire venir des mombres de cette forme ; par une dé«
termination convenable de z. Posons, pour leurs racines,

«tta ,
p1to 5
nous aurons les équations de condition

pa*4-ga __ p(az4-a)?3-4(2z--0)

2 2

Ap+A'+

>

Fy+B/7+

?

pbitqb __ p(pz4b)>4-q(Bz-4-b)
2 .

2

lesquelles donneront , .en chassant les dépnominateurs , réduisant
et divisant par z,

- pret(patg)e—a(dit-d)=o

' pae(apbtg)e—a(BrtB) =0 5
d’'od on tire

-—(2Pa+r7)i7/8p («4{=+-4’{+”—“’-;—*‘ﬂ’)+9’
- - ’

2pz

—(2pb+q)jV§p ( B{q_ B/z+ pb’-:-qb)+qa

A= ;
2pe
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et, comme « et # doivent étre rationnels, la question sera réduite

a trouver une valeur de z qui rende 2 la fois quarrees les deux
fonctions o '

) a4-ga
8 tr+an+ T g
b2d-gb
BP(B{2+B/{+F—;‘:Z'>+q’ .

Si, au lieu de résoudre les deux équations par rapport i « et
8, on les résout par rapport a z, il viendra

_ (opat-q)oammma Al _ (2pb-}-g)g=—2B’ .

- pui—2.d 2 - pp=—2B ?

Gpatd-q)e==2A4! _ (opb+q)p—=2B'
par—2.4 —  pp—2B *

équation indéterminée qui renferme tous les systémes de valeurs
de « et g qui peuvent résoudre le probléme.
11. Soient, en second lieu, les deux fonctions

apa’y’ Azt 4,
2pb’*+Bz+-8B ,
quil faille rendre de la forme

ptid-gt

b
2

par ume détermination convenable de z. En posant , pour les
racines respectives,

2¢74a ,
abz+s ,
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nous aurons les équations de condition

p2az4a)4g(28z%2)

2pa’y* - dz44' = = >
s N pl2bzt-8)24-q(2bz4-8)
apbiy*+Br+-B'= " ;

ou, en chassant les dénominatcurs et réduisant’,
pe+(4poztg)etal(ga—Ap—41=0 ,

PP H(4pbztg)+2[(gb—B)z—B']=0 ;

d'od on tire

. —-(4pa{+q\i‘/Sp(znazzz-{—Az-{—A’)-{-q’
= > v >
2p .

—(4pbz49) T/ Bpapliz ¥ Be- Bt q*
2p i ’

A=

puis donc que « , 8 doivent éire rationnels, il s'ensuit que la
question se trouve réduite A trouver une valeur de g qui rende a
la fois des quarrés les deux fonctions

8p(aparpt-Az+4)+g
8p(2pliy*+Br4-B)+4q* .

Si, au lieu de résoudre les deux équations par rapport & « et g,
on les résout par rapport & 7, il viendra

_ . petga—ad .« pRgp—2B
= ‘.gpa-{-(qa—/f) ’

= -~

*apst(gb—B) ’
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pard-ga—ad’ _ pprfq8—2B
2paa (ga—dA) - 2pbf+-(gb—DB)

¥

équation indéterminde qui renferme tous les systémes de valeurs
de « et 8 qui peuvent résoudre le probléme.
12. Soient, en troisitme lieu , les deux fonctions

(A3 +GX A3 +6) ,

(BrA-HYB'i+H');
qu’il faille rendre de la forme

ptitqt

?
2

par une détermination .convenable de £, en. remarquant d’une part
que ces decux fonctions sont Ja méme chose que

ns’Az-{-G)‘.A’H_G’ -

2

L3

Bz4H

28(Bz4+H).

2

et que d’unc autre psi4g¢ est le produit des deux fagteurs,spij—q
et ¢, tels que le premier moins p fois le second est égal a ¢,
nous pourrons poser les deux conditions

2¢(Az+4G)— p———-—(Ali-‘—G,) =g

.p(B’ H
S.B(Bz—l—m._. ’i__zﬁi__) =q;
lesquelles reviennent a
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2 At 6 —ga—p(A3+E6)=0 ;

2Byt H p—gamep Bt H)=0 ;

¢t donnent

o= IRV UL C (TeF Oy
4(Adz4-G)

4(Bz+-H)

-.

et , comme « et g doivent &tre rationnels , il s’ensuit que tout se

réduit a trouver une valeur de z qui rende des quarrés les deux
fonctions ’

8p(Az4-C) (2464
8p(Bz+-H)(B'z4+H')+¢* .

Si, au lieu de résoudretes"detx équations par rapport i et £,
on les résout par rapport a z, on aura

2G a2y a==p G/

- 2Hp—gp—pH'
2 Awr—p A ?

2Bgr—pn '’

Z==

et par suite
2Gx2—t} a—p G/ 2HpB2 g g=ep H'
adui—pdl T 2Bg:—pB/ y

&quation indéterminée qui' renferme tous les systétmes de valeurs
de = et 8 qui peuvent résoudre le probléme,
13. Soient enfin les deux fonctions

Apt+-dir+47
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By4-Bz+-B/
q'il falle rendre de la forme

pti4-qt
2 b

par une détermination convenable de z; et supposons que I'on

connzisse uniquement une valeur z=c remplissant cette condition,
de telle sorte qu’on ait

Aot et AV = ’Eizii’-’ )

“s

BCZ+BL-/‘+B//= p_bz_-_!:g_é

en posant z=g~}-¢ , substituant et ayant égard a ces relations,
il viendra

Apete(a Aoty PZEE

-y

Bor4-(aBe Clyp- 220

opérant donc comme nous I'avons fait dans le n.° 10, la question
se trouvera réduite 3 trouver une valeur de ¢ qui rende quarrées
les deux fonctions :

Sp[:Av’—i—(zAc-{-A’)v-{-w] +4

SpEBv’+(2Bc+B’)v+eéj_z__q_b.]+qz ,
Torm. X. 16



118 DOUBLES

remettant alors pour ¢ sa valeur z—¢, et pour

poidqe pbit-gb
2 4 3 2

leurs valeurs respectives

Acxt-Ale-A4" Be*+4-Blc+B"

la question se trouvera ultérieurement réduite & trouver une valeur
de 7 qui rende quarrées les deux fonctions

8p(dyt+dir A+,
8p(By+B/3+B"yt¢* .

14. Ainsi, en supposant toujours les fonctions rationnelles et
enticres & une seule variable , et n'excédant pas le second degré,
nous savons trouver les valeurs de la variable qui rendent les
deux fonctions de la forme

ptigt

’
2

1.° lorsqu’elles ont, l'une et l'autre, leur dernier terme de cette
forme ; 2.° lorsque le cocflicient du premier terme de l'une ct
de l'autre est également le double d’un quarré multiplié par p;
3.° lorsque les deux fonctions sont décomposables en deux facteurs
rationnels du premicer degré; 4.° enfin, lorsque l'on connait dcja
une valeur de la variable qui résout le probleme.

15. Dans tous ces divers cas, le probléme se trouve toujours
ramené 3 trouver unec valeur de la variable qui rende quarrécs
deux nouvelles fonctions de cette variable, lesquelles sont, comme
les premicres , des fonctions rationnelles et entiéres du second de-
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gré seulement; et , ce qui est digne de remarque, c’est que ces
nouvelles fonctions sont constamment les produits des premieres
par 8p, auxquels on a ajoutd g% Ainsi, par exemple , dans le cas
des nombres triangulaires, ol l'on a p=¢=1, ces nouvelles fonc-
tions surpassent d'une unité les produits des premiéres par 8, comme
on le voit par les exemples numériques que nous avons d'abord
donnés.

16. C’est 13, au surplus, un fait qui pouvait étre préva, et dont
il est trés-aisé de se rendre raison. Soit , en effet, Z une fonction
quelconque de 7 ; si elle est de la forme dont il s'agit, on pourra poser

t2-}-gt .

¢ étant une nouvelle fonction de z; or, de la, on tire
8pZtyr=4prtipgl+ = pttg)

el lon voit qu'alors 8pZ+4* est nécessaircment un quarre.
17. Et réciproquement , si 8pZ+¢* est un quarré ; si, patr
exemple , on a
YZ+qg=v ,

on en tirera -

P 2mmmp 3
Z="C\,
8p
. . v—q .
posant alors v:zpt-l—q, ce qui est perms ef donne 7= - ) 1l

viendra , en substituant et réduisant,

£ t
77 <44 ,

2

c'est-a-dire , qu'alors Z se trouvera de la forme demandée.
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18. Ces considérations , fort simples d’ailleurs, nous permettent
d’étendre motre théorie & un nombre quelconque de fonctions quel-
conques , renfermant un nombre quelconque de variables. Soient,
par exemple,

- gt
E(Zy)y2yeenes); ’.’_;._ ,
N . ’t’+ (A
(2,9, 2y0000e2) 5 ’i_z_"— ,
. 3 ‘ 1 .
/Itz+ g
f//(x,y, z,l-o.-u) F3 P—-Tq- )

® ¢ o @ o e 0 e s 0 s @

et supposons qu'on demande un systéme de valeursde &, ¥, 7, e
qui, substituées dans les fonctions de la prerﬁiére colonne , les
fassent devenir des nombres de la forme de ceux qui leur corres-
“pondent dans la seconde ; on voit que tout se réduira & trouver

un systdme de valeurs de #, ¥, 7 ,e.. dont la substitution fasse.
devenir des quarrés toutes les fonctions

& f(x,y,2,.0..0)4g*,

& ' (x,y,z, .

¢ ')+q/’ 3
Sp’/.f”(x,y, Z,vo o o .)+q//! ,

® 06 2 o 8 s s s e s s 0 s 0 0 e 09

probléme que malheureusement on sait ne résoudre que dans des cas
trés-limités. On voit, au surplus, que, si les premidres fonctions
sont rationnelles et entiéres , les derniéres le seront également, ey
du méme degré qu'elles.

19. Soient, par exemple, les trois fouctions
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Szy4-3z+29+3
31}’ 4z y+7

22y +72+4y+13 ;

ct supposons quon demande un systme dec valeurs de =z et ¢
qui rende la premiére un nombre triangulaire , la seconde un nombre
quarré, et la troisi¢tme un nombre peniagone ; comme ces trois
sortes de nombres sont respectivement des trois formes

4t ) ) .

“:“‘-" ’ p=I,q =1;
aa , .

- ) auxquelles répondent p =2, ¢ =0,
2

3ta—¢ , pI=3 ; gl=—1 ;
2

tout sc réduira a trouver un systtme de valeur de z et ¥ qui
renae quarrées les trois fonctions

8(5ry43z+tay+ 3)+1=4ozy+4 242416y+4 25,
163zy+40+ v+ 7)  =48zy4 64z+416yt-112 ;
24(azyty2+4y+13)t1 =482y 168249654313 ;

ct, comme on y parvient en posant r=2, y=3 , qui les font
zespectivement devenir 19*, 24*, 357, il s'ensuit que ces valeurs
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de z et y rdsolvent la question proposée. Leur substitution dans nos
trois fonctions donne, cn effet, 45=2=,36=06, 51=250:5-1),
nombres de la forme demandée.

20. Ceci peut donner des ouvertures pour traiter d’autres questions
du méme genre, mais d’'un ordre plus élevé (*).

g

ANALISE ALGEBRIQUE.

Dissertation sur un cas singulier que présente Uapproxi=
mation des racines des équations numériques ;

Par M. GERGONNE,

e e e e e iy W e P S g

LORSQUE, par un moyen quelconque s On est parvenu i la valeur
approchée de I'une des racines réelles d'une équation numérique ,
il est d’usage de diviser son premier membre par le facteur bicome
qui répond & cette racine. En négligeant lc reste , qui est d’autant

¢*) En nous adressant le présent mémoire, M. Coste nous prie de rclever
une inexactitude qu'il a commise & la page 262 du VI1II.e volume de ce recueil,
laguelle consiste & avoir attribué a Pascal la décoaverte de la propriété de
Phexagone circonscrit & une section fconique , qui est réellement due 3 M,
Brianchon. Pascal n'a découvert que la propri¢té de I'hexagone inscrit. A la
vérité , il est aujourd’hui trés-aisé de passer de chacun de ces deux théorémes
4 lautre ; mais , au temps de Pascal , ot la théorie des poles n'était pas con-
nue , ce n'était point une chose aussi facile qu'elle peut le paraitre présentement,

J. D. G.
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plus petit que la racine dont il s'agit est plus approchée , le quoticnt,
égalé A zéro, est I'’équation qui doit faire connaitre les autres racines

de la proposée.
Soit, par exemple, l’dquation du troisicme degré.

2’ —102*4312—29=0 ,
dont on trouve , pour l'une des racines , la wvaleur approchée
2=1,753 ; en divisant son premier membre , mis, pour plus de

commodité , sous cette forme

23—10,0002*4-31,0000002—20,000000000 ,

par le binome z—1,753, négligeant le petit reste 0,000105223,
et égalant le quotient & zéro, on aura, pour déterminer approxi-
mativement les deux autres racines , ’équation du second degré
2°—8,24724-16,543009=0 ,
laquelle , étant résolue , donnera en outre
x=4,966 , a=3,281 .
Soit, plus généralement, pour le troisi¢me degré, 1'équation
Stprtgrr=o
de laquelle on ait déduit z=a, pour une des valeurs approchdes

de z, en divisant son premier membre par ¥—a, le reste de
la division sera, comme lon sait, .

@' tpatgatr ;
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or, dire que @ est une valeur #pprochée de x, clest dire ; en
d'autres termes, que @, substitule dans le premier membre, le
réduit presque & zéro, ou encore que le résultat de sa substitution
dans le premier membre est un nombre fort approchant de zéro ;
puis donc que ce résultat est précisément le reste dc notre division ,
il en faut conclure que ce reste est presque nul, que conséquem-
ment le quotient cst presque exact, et qu'ainsi, égalé & zéro, il
fera sensihlement connaitre les autres racines de l'équation. On a,
de cette maniére , I'équation du second degré

2*+4-(a+pp—4(a*+patg)=o ,

laquelle donne , pour les valeurs approchdes des deux autres racines ,

=PV (p—ihpy—opa=3ar
2

z

Ce que nous venons de dire du troisiéme degré s’étend, comme
I'on sait, & tous les autres; avec cette seule différence qu'on n'y
trouve plus les mémes facilités pour résoudre l’équation privée de
la racine déja obtenue. Mais, dans tous les cas, ce procédé a
P’avantage de réduire d’une unité le degré de I'équation a résoudre ;
et, si l'on considére combien s’accroit la difficalté de la résolution
d’une équation & mesure que son degré s'éléve , on sentira que cet
avantage n’est point du tout a dédaigner. Aussi , le proc/édé que
nous venons d’indiquer est-il presque universellement indiqué par
tous ceux qui ont écrit sur cette matiére. Cependant , dans un
article récent du présent volume, un de nos collaborateurs a cru
pouvoir élever des doutes sur la légitimité de cette opération dans
certains cas; et, comme les motifs qu’il allégue, i I'appui de son
opinion , ont quelque chose de spécieux , nous avons pensé qu’il
me serait point hors de propos de prendre la plume pour dissiper

ses
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ses scrupules et détourner peut-8tre quelques uns de nos lecteurs

de la tentation de les partager.

Soit 'équation du troisitme degré
33 Y —
z’ =3xr-+2000001 =0 ,

dont une des racines est scnsiblement égale 4 T'unité, puisque la
substitution de cette valeur dans le premier membre, & la place de
z ,réduit ce premier membre ,fsinon & zéro, da moins au trés-petit
nombre o0,000001. Divisons donc , suivant le procédé admis, le
premier membre de notre équation par le binome z—r1, en né-
gligeant le reste et égalant le quotient a zéro , nous aurons, pour
déterminer approximativement les deux autres racines, l'¢quation

22 = (#—1)(2+2)=0 ;

de sorle que ces deux racines sembleraient étre <1 et —2 ; tandis
?
quil est patent, par l'inspection de I'’équation proposée , qu’clle
ne saurait avoir qu’une racine réelle seulement.
La méme chose arriverait encore , si l'on partait de la racine
’ p
approchée —=2 ; en divisant, en effet , par 22 , négligeant le
reste et dgalant le quotient A zéro , on tomberait , pour la déter-

mination des deux autres racines, sur l'équation
x*—22+1=(2—1)*=0 ,

qui les ferait paraitre réelles et dgales.

On sent qu'a l'inverse, il ne serait pas diflicile de former une
équation du troisieme degré qui, ayant ses trois racines réelles,
donnerait néanmoins , en divisant son premier membre par le fac-

tcur binome qui répond 4 la valeur approchéc de 'une d'entre clles,

Tom. }(. ]7
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et négligeant le reste , un quotient du second degré qui, égalé i
zéro, ferait paraitre imaginaires les deux autres racines de cette
€quation ; et il n’est pas besoin de dire qu’il en serait de méme,
a plus forte raison , dans les degrés plus élevés. Que doit-on donc
penser d’aprés cela, ajoute-t-on, d’un procédé qui tend a confondre
et a faire prendre les uns pour les autres des étres aussi-essentiel-
lement hétérogénes que le sont les quantités réelles et les quantités
imaginaires , ct & faire paraitrte possible un probléme qui ne I'est
pas et pice versd? Tout cela est fort spécieux , nous l'avouerons
si 'on veut; mais nous espérons que 'on demeurera tout-a-I’heure
bien convaincu qu’il n’y a 13 qu'une pure illusion.

Qu’est-ce , en effet , que résoudre rigoureusement une équation,
ou, plus généralement, un nombre quelconque d'équations, entre
tant d'inconnues qu’on le voudra? Tout le monde tombera d’accord
que c’est trouver , pour les inconnucs que ces équations renferment,
un ou plusieurs systémes de valeurs qui, mises pour ces inconnues
dans ces mémes équations, rendent les deux membres de chacune
d’elles rigoureusement égaux, et réduisent conséquemment leurs
premiers membres & zéro, si, comme nous le supposons, les seconds
le sont déja. Que ces valeurs soient réelles ou imaginaires , égales
ou inégales, c’est ce qui importe fort peu, a considérer les choses
sous un point de vue purement analitique et abstrait. Il arrivera
seulement que le probléme qui aura conduit 3 ces équations sera
tantot possible et tantét impossible , aura tantét un plus grand et
tant6t un moindre nombre de solutions.

Qu’est-ce ensuite que résoudre ces mémes équations par appro-
ximation ? On conviendra encore que cest trouver des systémes de
valeurs des inconnues qui, sans réduire leurs premiers membres &
zéro, les rendent du moins trés-petits ; et plus ils les rendront
petits et plus aussi ces valeurs seront approchdes ; elles pourront
d’ailleurs, comme dans le premicr cas, étre indistinctement réclles
ou imaginaires , égales ou inégales.

Mais il y a, entre ce cas et le précédent, cette différence essen-
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tielle que, tandis que, dans le premier, le nombre et la nature
des systeémes de valeurs des inconnues se trouvent tout-3-fait limités
et déterminés , ici, au contraire , un systtme de valeur peut fort
bien étre remplacé par un autre , qu'on pourra regarder comme
lui étant équivalent, en ce sens qu’il aura comme lui la propricté
de faire devenir les premiers membres trés-petits, par sa substi-
tution & la place des inconnues; or, il pourra fort bicn se faire
que telle inconnue qui était réelle dans le premier systéme , soit
au contraire imaginaire dans le second, et gice versd , sans que

pour cela I'un ou l'autre de ces deux systémes cesse d’étre admis-

sible.

Ainsi, pour ne pas sortir du second degré, s’il n’est question
sculement que de résoudre , d’'une maniére approximative, I'équation

a*—z2zf1=(z—1)*=0 ,
on le pourra également soit en donnant ¥ z ces deux valeurs

réelles et inégales

=1,001 , 2=0,999 ;
soit, en admettant ces deux valeurs imaginaires
z=171t0,001y/ =} ;

ear , si les unes et les autres ne réduisent pas le premier membre
2 zéro, elles le rendent du moins trés-petit.

Il faut donc nécessairement conclure de tout ceci qu’un pro-
cédé approximatif ne saurait étre réputé vicieux par cela scul
qu’'il présentera , sous forme réelle , des valeurs qui, rigou—
reusement parlant , sont imaginaires , ou, sous ferme imaginaire ,
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des vale.\zrs‘ proprement réelles ; I'essentiel, dans tout ceci, est que
soit les unes soit les autres valeurs rendent sensiblement égaux a
zéro les premiers membres des dquations qu’elles seront des-
lindes 4 résoudre d'une maniére dpproximative.

Mais , dira-t-on , s'il sagit de faire Papplication de ces résultats
3 des problémes de gdometrie, les mutations dont il vient d'étre
question ne deviendront-elles ‘E;as. tout-a-fait intolérables ? Peut-on
admettre qu’un probléme , lors méme qu’il est question sculement
de le résoudre par api)roxir.hation , soit possible ou impossible, &
volonté , et soit susceptible aussi & volonté, tantét d'un plus grand
et tantét d’un moindre nombre de solutions? Que si, au contraire ,
ces considérations ne sont recevables que sous un point de vue pu-
rement théorique et abstrait , de quelle utilité peuvent-elles étre ,

puisqu’en dernitre analise la théorie n’a raisonnablement de prix
que comme servant de guide de la pratique P

Nous répondrons i ces objections en faisant voir qu’au conlraire
rien n’est plus propre que les considérations géométriques & cons:
firmer et & mettre dans tout son jour la doctrine que nous venons
d’établiv ; et cela est méme si- vrai, que ce sont précisément des

considérations géomeétriques qui nous ont mentalement dirigés dans
tout ce qui précede.

Pour prendre un exemple fort simple, considérons le probléme
ol il s’agit de mencr, par un point donné , unc tangente a un
cercle ; chacun sait que ce probléme présente trois cas ; quiil a
deux solutions lorsque le point donné est extérieur au cercle;
que ces deux solutions se réduisent & une seule , lorsque ce point
est sur la circonférence ; et qu’enfin il devient impossible lorsque
ce méme point lui est intérieur.

Voila podr ce qui concerne unc théorie rigoureuse et abstraite ;
mais supposons que , sur le terrain, un praticien ait & mener, par
un point domné, une tangente & un cercle ; et supposons de plus
que le point donné soit si voisin de la circonférence qu'il soit permis
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de douter s'il est en dedans ou en dehors, ou s'il est précis¢ment
sur elle. Notre praticien hésitera-t-il de joindre le point donné au
centre du cercle par une droite , de mener par le méme point
une perpendiculaire & cette droite , et de réputer tangente cette
perpendiculaire qui pourtant sera peut-étre une sécante ou une
droite étrangére au cercle © et serait-on recevable a4 lui objecter
que peut-ttre sa prétendue tangente n'existe pas, ou qu'an licu
d'unc tangente il en existe deux par le point donné ? A la vérité,
il pourrait en étre ainsi pour qui y regarderait de plus prés ; mais
ccla se rédoit & dire que des racines qui, pour un certain degré
d'approximation, peuvent, sans inconvénient, étre réputées cgales,
peavent, pour un degré d’approximation plus parfait , devenir iné-
gales ou imaginaires; et c'est justement cc que mous nous sommes
proposés d’etublir,

Il en ira & peu pres de méme, lorsqu’il sera question de mener
a un cercle une tangente paralltle 3 une droite donnée ; et & moins
d’ane précision a laquelle la pratique ne saurait jamais se promettre
d’atteindre , il arrivera le plus souvent qu’an lieu d’un seul point
cemmun avee le cercle, on en aura deux réels au deux imaginaires
mais , pour cela, le probleme n'en scra pas moins réputé résolu.

Ou voit par la que , dans l'approximation pratique des racincs
dos ¢quations numériques , on peut fort bien se dispenser du re-
cours & I'équation aux quarrds des différences de ces racines. Toutes
los fois , cn effet, que, par des substitutions successives , on sera
parvenu i une valeur de # qui, mise a4 la place de cette iuconnue »
dins le premier membre de la proposée , rendra ce premier membre
trés-petit; quand bien méme le résultat obtenu ne se trouverait
environné que d’autres résultats de mémes signes que lui, on n’en
sera pas moins autorisé , ct cela sans craindre d'errcur sensible , &
admettre dans 'équation deux racines égales au nombre substitué,
quoiqu'en rigueur ces deux racines puissent fort bien étre .inégales
ou méme imaginaires. Cela revient, en effet, 3 supposer qu'une
courbe parabolique qui a I'un de ses sommets trés-voisin de l'axe
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des z, a cette droite pour tangentc & ce sommet, ce qui est in-
contestablement permis , lorsqu’il n’est question que de procédés
purement approximatifs.

Une conséquence forcée de tout ceci c’est que les imaginaires ne
sont pas des étres aussi essentiellement différens des quantités réelles
qu'on est généralement dans Fusage de le supposer; que les uns
et les autres sont comparables & certains égards ; et qu’on peut,
sans pécher contre la rigueur du langage mathématique, dire, d’une
quantité imaginaire , qu'elle différe plus ou moins d'une quantité
réelle , tout comme on le dirait de deux quantités réelles que l'on
comparerait I'une & I'autre ; c’est sans doute ce qu’avait déji voulu
insinuer M. le professeur de Maiziéres a la page 393 du Ler
volume de ce recueil; et c’est ce que confirme encore la nouvelle
théorie des imaginaires exposée par MM. Francais et Argand, aux
pages 61, 133, 222 et 364 du IV.® volume des Annales; et si,
dans ce qui précéde, nous avons préféré les considérations les plus
communes aux secours qu’aurait pu nous fournir une théorie encore
contestée ; il n’en est pas moins vrai que les conclusions auxquelles
nous sommes parvenus, pourraient, i leur tour, venir & 'appui de
cette théorie, et lui donner une nouvelle sanction.
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s

QUESTIONS PROPOSEES.
Probléeme dAnalise.

ON sait que , pour qu'une équation du second degré az*+-bx4c=o0
ait ses racines rationnelles , il faut et il suflit que ses cocfliciens
a, b, ¢ satisfassent i la condition unique &*—4ac=1*, ¢ étant un
nombre rationnel quelconque.

Mais, il doit exister des conditions analogues pour la rationnalité
des racines dans les degrés supérieurs; conditions de la recherche
desquelles aucun géometre ne parait s’dtre encore occupé.

En conséquence, on propose d’assigner la condition ou les con-
ditions de rationnalité des racines de I’équation du troisitme degré

ar’tbx*tcxtd=o0 ?

Problémes de situation.

I. Peut-on disposer circulairemnent 7 nombres consécutifs de la
suite naturelle, a commencer par un quelconque , de telle manidre
que, dans 'arrangement circulaire résultant, la différence de deux
termes consécutils ne soit jamais plus grande ou bien ne soit
jamais moindre qu’un nombre donné n ? et, si cela est possible,
de combien de maniéres différentes peut-on l'exécuter?

II. Etant donnés m groupes de lettres différentes entre elles
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d’une méme coulecur dans chaque groupe et de couvleur différente
et les mémes d’un groupe A l'autre ; et les lettres étant dans chaque
groupe au nombre de 7z ; est-il possible de disposer toutes ces
lettres circulairement de telle sorte qu’en aucun point de l'arrangement
on ne rencontre consécutivement ni deux lettres de méme sorte
ni deux lettres de méme couleur ? et , si cela est possible, de
combien de maniéres différentes pe;t—on I'exécuter ?

Probléemes de Geomeétrie.

I. Un point étant donné dans un angle droit triedre, et égale-
ment distant de ses trois faces ; on propose de conduire par ce
point un plan tellement dirigé que sa partie interceptée dans I'angle

triedre dont il s’agit, soit un triangle semblable 4 un triangle
donné ? :

II. Construire graphiquement, pour I'un quelconque des points
d’une courbe plane donnée, soumise ou non a la loi de continuité,
le centre de courbure de cette courbe ?
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STATIQUE.

Essai sur quelques cas parliculiers daltraction ;

Par M. GERGO N XNE.

[ Ta Vi O, Vo Vo Se o Y

ON trouve a la fin du second volime de la traduction du livre
des PRINCIPES, par Nadame du Chatelet , une suite de recherches
relatives & l'attraction exercee , dans diverses hypothéses, par des
corps symétriques, sur un point symétriquement situé par rapport
au corps altirant.

Tout récemment , dans un mémoire présenté a Pacadémie de
Turin , M. le professeur Plana a traité, dans le méme genre, des
questions plus générales et plus difficiles, et dont la solution exige
toutes les ressources de la haute analise.

Mais personne nc parait s'étre encore occupé jusquici d’un autre
genre de questions qui ont quelque analogie avec celles-12, et qui
ne semblent pas moins dignes d’intérét : ce sont celles ou il s’agit
de déterminer l’intensité et la direction de I'action totale exercée
par un angle polyddre solide, homogene et indéfini, sur un point
situé i son sommet. Ce probléme comprend évidemment , comme
cas particulier, celui ou lon demanderait d’assigner lintensité et
la direction de P'action totale exercée par un angle diédre , solide,
homogene ct indéfini, sur I'un quelconque des points de son arete.
Il comprend donc également celui ol il s’agirait de lattraction
exercée par un corps homogéne terminé d'une part par une sur-
face plane indéfinie , et lui-méme d’une étendue indéfinie au-dela

Tom. X, n° ¥V, 1.°F novembre 1819. 18
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de cette surface , sur l'un quelconque des points de cette méme
surface,

Ces divers cas d'attraction ont ccla de particu'ier et de tres-
remarquable qu’ils permettent d'assigner la directicu et méme l'in-
tensite relative de laction totue excrcée par le corps attirant sur
le point attiré, indépendamment de la loi d’attraction ; c’est-d-dire,
sans qu'on ait préalablement besoin de statuer sur la fonction de
lIa distance qui mesure cette force , ni méme de songer, en au-
cune sorte, a la pature de cette fonction. Que l'on congoive , en
effet, l'angle polyedre attirant partagé en une infinité d’autres in-
finiment petits, de méme sommet que lui et équivalens en capacité ;
c’est-a-dire, de nature 4 intercepter des portions équivalentes d’une
sphére d'un rayon quelconque , ayant son centre a leur sommet
commun. Ces angles polyédres partiels exerceront sur le point
attiré , ct chacun d’eux suivant sa direction, une infinité d’actions
infiniment petites, d’'une méme intensité; la direction de la résul-
tante ne dépendra donc uniquement que des directions des compo-
santes, c'est-2-dire, de la figure de I'angle polyedre total; et son

intensité sera simplement proportionnelle 4 celle de chacune de ces
COmposames.

On peuat remarquer , au surplus, que ce cas est exactement le
méme que celui ot tous les points de diverses portions d'une méme
surface sphérique excrceraient des actions égales sur son centre.
Il est clair , en effet, que I'action totale de chacune de ces por-
tions de surface sphérique ne dépendrait nullement , quant i .sa
direction, de l'action commune exercée par chacun de scs points ;

’
et que le rapport d’intensité des actions totales de deux de ces

portions n’en dépendrait pas davantage.

Et par 1a on voit aussi que , dans le cas ol lintensité de la
force attractive dépendrait de la masse des molécules attirantes,
il n'y aurait encore rien de changé si le corps attirant, au lieu d’étre
homogene , était d'une densité variable, pourvu seulement que sa
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densité fit constante, pour chacune des couches sphériques concen-
triques , avant le point attiré pour cenire commun.

Tout se passerait donc encore de la méme manié¢re, si l'action
exercée par l'angle polyldre, solide et indchini était de ces actions
dont I'étude de la nature nous offre sans cesse des exemples , et
dont Je caractére propre est de cesser d'étre sensibles & une distance
sensible du contact. Le seul changement qui surviendrait alors est
que la condition d'une étenduce indcfinie cesserait d'étre de rigueur
pour langle poly¢dre qui pourrait, dans ce cas, étre limité, du
coté opposé & son sommet par une surface quelconque ; pourvu
senlement que les arctes concourant a ce sommet fussent toutes
d'une longueur sensible.

On voit donc que , dans cette dernicre hypothése, si 'on congoit
un polycdre fipi et homogene, de figure quelconque ; 1.° laction
de ce polyeédre sur un point situé dans lintéricur de l'une quel-
conque de ses faces sera la méme que si cette face se prolongeait
indefiniment , et que le solide fut d’une ¢épaisseur indchinie : cette
action scra donc la méme pour toutes les faces , du moins tant
que le point attiré demeurera a une distance sensible des aretes
du polyedre

2° L’action de ce polytdre sur un point de l'une quelconque
de ses arétes scra la méme que si les faces de langle diédre,
auquel cette aréte se trouve appartenir, étaient indéfiniment pro-
longdes ; pourvu toutefois que le point attiré demeure a une dis-
tance sensible des somwets du polyedre ; mais ici l'intensité de la
force attractive variera , suivant le plus ou le moins d’ouverture
de langle ditdre; de sorte qu’clle ne sera généralement la méme
que pour des arétes appartenant 4 des angles dicdres ¢gaux.

3.° Enfin, 'aciion exercée par ce polyeédre sur I'un quelconque
de scs sommets sera la méme que si toutes les faces concourant &
ce sommet, ct conséquemment toutes les arctes qui s’y terminent,
s'étendaient indefiniment du coté oppesé ; mais cncore ici laction
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i TTeer 2 somm.t & autre, suivant la fignre ct le plus ou
le moins douveure de chaque a;g!e polvedre.

No < av,us done dci a4 mnous occuper principa]oment, 1.2 de
Paitvaction exticce par un corps homo-cne | indefini d'une part et
terminé de iwurie per une surfuce plane indefinie , sur un point
de cetie suif.ce; 2.° de Patiraction exercée par un angle diedre
solide , homcgine et indélini, sur un point de son arcte ; 3.° enfin
d: l'atraction excrcée par un angle poly-dre solide , homogene et
indcefiui, sur son sommet ; ou , ce qut revient au méme, nous
avons & nous occuper de la recherche de Il'intensité et de la di-
rection de lattraction exercée par un hémisphére , un fuseau ou
un polygone spherique sur le centre de la sphére.

Mais , afin de rendre notre travail plus complet , nous nous
occuperons d’abord, 1.° de l'attraction exercée par un plan homo-
géne , indéfini d’'une part , ct terminé de lautre par une droite
indefinie , sur 'un des points de cette droite ; 2.° de l'attraction
exercée par un angle plan, homogene et indéfini, sur son sommet;
ou ce qui revient au méme , nous chercherons l'intensité et la di-
rection de [attraction exercée par une demi-circonférence ou par
un arc quelconque de grand cercle, sur le centre de la sphére.

LEMME I. Déterminer l'intensité et la direction de laction
exercée sur le centre d’'une sphére , par le trapéze sphérique isocile
compris entre deux méridiens quelconques et deux paralléles quel-
conques & léquateur ?

Solution. Soit pris le rayon de la sphére pour unité de longueur.
Soit @ varc de l'équateur compris entre les deux méridiens qui
terminent le trapéze , et dont nous adoptons les plus a gauche pour pre-
mier méridien ; soient &, &/ les distances polaires des deux paralleles,
Soit R Vlintensité inconnue de lattraction exercée par I’aire du
trapéze sur le centre de la sphére ; cette force sera évidemment
dirigée dans le plan d’un méridien également distant de ceux qui
terminent le trapéze ; c'est-d-dire, que sa longitude sera g ;il ne
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s'agira donc plus, pour en connaitre la direction , que d'en assigner
la distance polaire, que nous designerons par /4.

Cela pose, concevons cette force R décomposée , duns le plan
de son méridien, en deux autres ; 'une P dirigée vers le pole,
et lautre @ dirigée dans le plan de I'equateur ; daprés les premicres
notions de statique, nous aurons

P=RCosus , Q=R8'm.0 .

La force Q, se dirigeant au milieu de l'arc de I’équateur intercepté
entre les deux méridiens qui terminent le trapéze pourra ultéricu-
rement étre décomposée, dans l'dquateur , en deux forces égales,
passant par Jes extrémités de' cet arc; et, en appclant S l'unc de
ces forces, on aura

§.8in.e=Q.Sin.;a .
Eliminant Q entre ces trois équations, on en tire

28Cos. fa
1

B=\/P-3;5:Cos.3a , Tang.=

de sorte que tout se réduit a trouver P et S.

Pour y parvenir, considérons, sur notre trapéze sphérique , un
élément m , dont la lengitude soit z , et la distance polaire y.
Supposons que cet élément soit lui-méme un trapize sphérique
isoccle , eompris entre deux méridiens interccptant entre eux un
arc dz de l'équateur, et entre deux paralleles interceptant entre
eux un arc dy du premier méridien ; la surface de la zéne infi-
niment éiroite dont I’édlément m fait partie, ayant pour expression

2xdySin.y ; il sensuit que la surface méme de cet élément scra

dx

. 0 3 . . 9 . I3
gl 2=dySiny; c'est-a-dire, dadySin.y ; et lattraction excrcée par

ce méme élément sur le centre de la sphére, suivant la direction
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du rayon qui lui répond, sera kdxdySin.y ; % étant une constante
qui dépendra de lintensité de la force attractive.

Décumposons cette attraction, que nous pouvons représenter par
d’R, en deux autres, l'une d*P dirigée vers le pole , et l'autre
d*Q dirigée vers le point de I'équateur dont la longitude est x;
par le principe de la composition des forces , nous trouverons ,
pour les deux composantes ,

d*P=Fkd.rdySin.yCos y , d*Q=rkdadySinty .

Décomposons cette derniére, dans le plan de 'équateur , en deux
autres passant par les points de ce cercle dont les longitudes sont
0 et @ ; en désignant cetle derniére pat d°S, nous auorcns

Sin.x

X :
d*§=d*(Q. =5 dzdySin.aSin 2y .

Sin.a

Intégrant unc premiérc fois , par rapport & & , entre #=o et
Z=ga , nous aurons

- dP=ludySin.yCos.y , dS=£kdySin.>yTang ta .

Intégrant une seconde. fois, par rapport & y, entre y=12/ et y=0b,
il viendra

= ; kaSin.(040/)Sin.(b=0") ,
S= I kTang.:a.{(b—b')—Sin.(b—0/ Cos.(b+4") ] .

Substituant enfin ces valeurs dans cclles de 22 et Tang.e, trouvées
ci-dessus , nous aurons

R=%A’ VaZbin.Z(b-{-b’)Siuﬁ(b—b’)-{-.’,bm.2 T @=u')- Ol (6 v/, L08.(b407)32 5 (I)

Sim.Za (=) —Sin.(b=—>5"Cos.(b4b')
Tang.t= ——. . - ; . (11)
ia S, (0~4-6") Sin. (b—0')

EY
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Et telles sont les deux formules fondamentales desquelles nous allons
déduire successivernent tous les cas particuliers,

PROBLEME 1. Déterminer lintensité et la direction de la
Jorce attractive exercée par un arc de petit cercle sur le centre
de la sphere ?

Solution. Soit supposé l'arc de petit cercle dont il s'agit paral-
Iele & I'équateur, ct soit @ 'arc de cet équateur compris entre les
anéridiens qui le terminent. Soit , en outre , b la distance polaire
de cet arc. On obtiendra la solution du probléme en faisant , dans

les formules (I,11), #/=b—db, et observant que Sin.db=ds, et
que Cos.dé=1. Il viendra ainsi

R=kdb.Sin.b.\/ 5Cos.2b4-4Sin.: - aSinab o

 Sin.:
Tang.t= a a.Tang.&.

Q@

1l est dailleurs évident que cette force sera dirigée dans le plan
du méridien qui divise en deux parties dgales I'arc dont il s'agit.

Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de
I'action exercée par une portion de surface conique droite homo-
gtne, soit indéfinic, soit & base circulaire , comprise entre deux arctes
ou génératrices rectilignes, sur un point placé a son sommet, en
supposant que Vangle générateur est &, et que les plans conduits
par 'axe et par les deux génératrices extrémes forment entre eux
un angle diedre égal a a.

Remarque. de 'expression de Tang. on conclut

a:Cord.a:iTangb : Tangs ;

mais, si I'on suppose le rayon de la sphére infini, les arcs de
grands cercles se confondront avec leurs tangentes; de sorte que
Ion aura alors
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a:Corda::0:4;

mais, d’un autre c6té, les actions exercées par les différens points
de larc seront égales et paralleles ; d’ou il suit que le poiit ol
la force R rencontrera la suiface sphérique devenue plane, serale
centre de gravité de l'arc dont il s’agit; on a donc cette proportion :
Un arc est @ sa corde comme son rayon est & la distance de
son centre de figure @ sun cenire de grayité ; ce qui est conforme
aux theories connues.

PROBLEME I1. Déterminer intensité et la direction de la
Jorce attractive exercée par la circonférence d’un petit cercle sur
le centre de la sphére ?

Solution. En désignant par & la distance polaire de ce petit cercle,
il suffira, pour résoudre le probléme , de supposer g=2= , dans
les formules du probléme précédent, ce qui donnera

R=2#kdb.Sin.bCos.b ==kdb.Sin.26 , Tangt=o .

Ainsi, cette attraction, dirigée vers le pdle, est proportionnelle an
sinus du double de la distance polaire, ou, si I'on veut, au sinus
du diametre sphérique du petit cercle dont il s’agit; elle est donc,
toutes choses égales dailleurs , la plus grande possible pour le
paralléle moyen.

Corollaire. Telle est donc aussi l'attraction exercée par une surface
conique de révolution, soit indéfinie soit a base circulaire, sur un
point placé a son sommet ; elle est donc la plus grande possible
pour une surfuce conique dont l'angle générateur est demi-droit.

PROBLEME MI. Déterminer lintensité et la direction de la
Jorce attractive exercée par un arc de grand cerele sur le centre

de la sphére ?
Solution.



D°ATTRACTTION. 14t
Selut'on. 11 na stagit pour cely que de fuire b=1=, dans les

formules du Problime 1, Icsquelies deviendront ainsi
R=:jdblin. fa . T.ngd= o .

Ainsi, cette attraction, dirigée vers le milieu de I'are, est pro-
porticnnelle au sinus de sa moitié , ou & la moitié de sa corde,
et conséquemment & sa corde méme; clle est donc la méme pour

* un arc que pour sun complénent a la circonference, ce qui est
d’ailleurs ¢vident, puisqu’elle doit étre nulle pour la circonférence
enticre ; elle est donc la plus grande possible pour une demi-
circonference,

Corolluire. Telle sera donc aussi la loi d’attraction du plan d’un
angle indefini ou d'un secteur de cercle , sur un point situé a son
somimnet ou cenlre.

R.marque. Si I'on prend pour unité dattraction celle qui est
exercée soit par un quart de circonférence on par un quart de
cercle, soit par le plan d'un angle droit indéfini, sur son centre

ou sommet , on aura
1=2kdl.; 2, d’od kldb=:y3;
au moyen de quoi la valeur de R deviendra
R=y/32.Sin ;a .

C'est sous cctie forme que nous emploirons R dans le probléme

sulvant,

PROBLEME 1V. Déterminer Uintensité et la direction de la
Jorce attracuve exercée par le périmétre d'un triangle sphérique
quelconque sur le centre de la sphére ?

Solution. Soient 4, B, € les trois angles du triangle , et &,
b, ¢ les cotes respectivement opposés, D’aprés ce qui précéde,

1om. X. ig
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tout sc réduira 3 déterminer l'intensité et la direction de la résul-
tante R de trois forces X , ¥, Z , dirigies suwvant les rayons
qui passent par les milieux des cotés @, &, ¢, du triangle , et
ayant respectivement pour expressions

- X=vy2Sin;a, Y=y38nil, Z=y/ZSintc. (r)

Désignons respectivement par «, 8, » les arcs de grands cercles
qui joignent les milicux consécutifs des cotes dn tiangle, « Cunt
oppnsé 4 a, g a b el y & c; soient de plus x, ¥y, z ls aves
de grands ccrcles menés des mémes milicnx as poiat inconnu ou
la sphére est pereée par la résultante, x partant du milieu de a,
y du milieu de 4 et z du milicu de ¢ ; nous aurons , par les
théories connues (*), '

R =X+Y'42*+43YZCcs.u+22ZXCos.p4+2XYCos , . 3)

RCos.x=X+Y¥Cos.y+ZCos.p , ‘
RCos y=Y-+ZCos «+XCos.y , > (3)
BC;)S.ZZZ+.XCOS.5+I-COS.u . g

L]
Cela posé , considérons le triangle dont les trois c6tés sont
g

¥y, 1@, b, et dans lequel conséquemment Vangle opposé a y est
C; ce triangle donnera, comme l'on sait,

Sin, zaSin, £ 4Cos.C =Cos.y—Cos.2 aCos. 15 ;

»

mais le triangle proposé dcnne

(*) Voyez la pag. 55 du précédent volume,
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Sin.aSin 6Cos.L =Cos.c— Cos.aCos.b

ou bien
4Sin. zaCos.2aSin.; 5Cos. 1 }Cos. C=Cos.c—Cos.aCos.b ;
divisant donc cette derni¢re par la premitre , afin d'dliminer Cos.C

nous aurons

Cos.i==Cos.cT oD

Cos.2aCos. bz —— — - -
Cos.y—Cos. —~abus.-,- :

ou, en chassant le dénominateur et trancposant,

4Cos. +aCos :5Cos.y=Cos.c—Cos.aCos.b+44Cos.* : aCos.*3 5 ;
mais on a
4Cos.* 1 aCos.? ; b =(1+Cos.a) (14Cos.0)= 14+ Cos.a+Cos.f4Cos.aCos.5 ;

substituant donc, réduisant et formant les équations analogues pour
les deux autres triangles dont « et # sont des cotés , nous aurans

4Cos.; bCos.—f ¢Cos.u=1-4Cos.a4Cos.b-4Cos.c ,
4Cos.2¢Cos.zaCos.p=14Cos.a+Cos.0+Cos.c , 4)
4Cos.2aCos. 26Cos.y = 14-Cos.a+4Cos.5-+Cos.c .

On peut donc, & l'aide de ces dernitres formules, calculer Cos.a,
Cos.8, Cos.y , en fonction de a, &, ¢. Les premiéres donneront
cnsuite B, z, ¥, z, en fonction de ces mémes quantités.

Par des principes connus, on a
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14 Cos.a+4-Cos.b+Cos.c =2Cos.* ; 2-+2Co0s. ; (b4¢)Cos. 2} (5—¢) ;
ou, en développant et réduisant,
14 Cos.a$Cos.b4Cos.c=2Cos.*;a+42Cos.2:6Cos.*2c—28in.*;5Sin.* ¢ ;
ou, en transformant les sinus en fonctions de cosinus et réduisant ,
1+Cos.a+Cos.5+Cos.c=..{\Cos.’§a+Cos.’é b4-Cos.*;c—1} ,

ou enfin

1+4Cos.a+Cos.b+4Cos.c= 2 Cos.* ; 54-Cos.* ; c—Sin.* ;: a } ;

substituant dans la premitre des équations [4) , et exécutant sur
les deux autres une transformation analogue, nous aurons

2Cos.:5Cos.;cCos.« = Cos,* 25+ Cos.*2c—Sin.*;a ]
2Cos.2¢Cos.;aCos.p = Cos.*;c4Cos.*;a—Sin21h , | (5)

2Co0s.2:2Cos.:6Cos.y = Cos.>za+4Cos.*26—=Sin.>¢c . E
Présentement , en vertu des formules (1), on a
X 4-Y*~+2Z*=2(Sin.* ; g-}-Sin. : 54-Sin.’ 20) ;
on a ensuite, en vertu des mémes formules et des forx;lules 3),

2YZCos.«42ZXCos,p42X¥Cos.y
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- 2Sin.  5Sin.$ ¢(Cos.2 £ }-Cos.2 2 c—Sin. 1 a)
- Cos.z 0Cos. 1 ¢

25in. ;¢cSin. 2a(Cos.? £ c-}-Cos.2 La=S8in.z £ b)

T I
Cos.3cCos. 1 a

-+

+ 2Sin. £ aSin. 2 5(Cos.2 2 a4-Cos.2 £ b=—Sin,> £ ¢)
Cos.2aCos. 5 b ?

ou, en réduisant au méme dénominateur,

(YZCos.a-4+ZXCos.84XYCos.9)Cos. £ aCos.5 §Cos. L ¢
=Sin.2aCos.2 £ a(Sin. £ bCos. £ c4-Cos.25Sin. & €)=Sin.? + aCos. ;a8in. $ dSin. L ¢
+Sin; 15Cos,2 25(Sin. : cCos. +34-Cos.3 cSin. § a)==Sin.2 ; 5Cos.+5Sin. ;cSin. ;1 a
-4-Sin. £ ¢Cos.2 £ ¢(Sin. aCos, 2 b4-Cos. >aSin. ; b)==Sin. ; cCos. ; ¢Sin.; aSin.15;

ou encore
(¥'ZCos.«+2Z XCos.84+XYCos.y)Cos.2 aCos. 2 5Cos. 1 ¢
=8in.4Cos.* ; aSin.; (b +¢)—Sin.*; aCos. }aSin. :4Sin. 2 ¢

b ]

=+8in.25Cos.* 1 ISin.: (c4-a)—Sin.*; §Cos. 1 4Sin. ; ¢Sin. ;2

<Sin. 2¢Cos.* £ ¢Sin.: (a45)—Sin.*: cCos., :¢Sin.; aSin.; 5;

ou enfin
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(YZCos.u—-{»-ZXCOs.;s—{-XYCos.y)Cos, 2aCos.+5Cos. L ¢
=8Sin.2aCos.2a Cos. 2 aSin. 2 b-4-c)—Sin. 2 aSin. 2 Sin. 2 ¢ }
~+4-Sin.22Cos. 4 { Cos. : 5Sin. I (¢4 a)—Sin. ; bSin. L cSin. 1 a }

3

~4-Sin.2 ¢Cos. 2 ¢ { Cos.  ¢Sin.: (a+5)—Sin. 2 ¢Sin. 2 aSin. 1 b}

mais, de la valeur de X*-¥?4-Z* trouvée ci- dessus , cn peut

conclure
(X*+1*+Z)Cos.:aCos. ; £Cos.;
=2a(Sin.* L g-4-Sin.* ; s4-Sin. ; ¢)Cos. ;aCos. 1 £ Cos. s ¢ ;

ajoutant A cette expression le double de la précédente , et ayant
égard 4 l'équation (2), il viendra

R3Cos. 2aCos.2 bCos. 5 ¢
I'==2Sin. 2 aCos. & a { Cos. 1 aSin. } (b4¢)4-Sin. } a(Cos.; bCos. ;c=Sin. } bSin. 1 ¢) }
~-28in. £5Cos, £ b { Cos. +4Sin. ; (c4-a)+-Sin. $5(Cos. ; ¢Cos. ; a—Sin.icSin. ta) }
~+2Sin. £ ¢Cos. 2 ¢ §{ Cos. % ¢Sin.+ (a4b)-4-Sin. } ¢(Cos. ; aCos. 16—~Sin.£agSin. £ & §

ou encore

R*Cos.~aCos, ; bCos. > ¢

=Sin.a{Cos.: aSin.; (b4¢)=Sin.: aCos. : (b+¢)}
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Sin 4{Cos. 1 bSin. -

4 4-Sn. 2 5Cos. > et}

Sin.c{ Cos. : ¢Sin. * ‘a-+5,+Sin. 2 cCos. 2 (a-+-b) }

ou enfin

R*Cos aCos.: bCos. 2 c=!Sin.a+-Sin.54-Sin.c'Sin. L a5 +¢)
d’od

B= V(Sin.a—{-\\in.(’z-kfiin.4')Sin. = udbdr)

Telle cst donc lintensité dc I'action exercée par le périmetre du
triangle sphérigne sur le centre de la sphére , du moins en prenant
pour unité l'action exercée par le quart d’'un grand cercle. Voyons
actuellement quelle en sera la direction.

Cette direction perce la surface de la sphére en un point dont
les distances aux trois sommets du triangle sphérique ayant pour
ses cotés «, 8, » sont &, ¥, 2z Cherchons I'arc de grand cercle
abaissé perpendiculairement de ce méme point sur I'un quclconque
des cotés de ce triangle , sur y par exemple, Cet arc de grand
cercle n'est évidemment autre chose que Darc abaissé perpendicu-,
lairement sur le coté 5, du sommet opposé , dans le triangle sphé=
rique dont les trois c6tés sont o, x, y. Représentons par p l'arc
cherché, et soient G , H les augles du triangle respectivement
opposés & x, y; dans le triangle sphérique rectangle dont I'hy=-
pothénuse est z et 'un des c6tés de I'angle droit y, nous aurons

Sin.p=Sin.zSin.H ou  Sin?p=Sin2zSin’H ,

ou encore
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Sin =S8nl2x 1—CLs.*H) ;

mais, par les formules coanues,

Cos.y—Cos.4Cos.x

Cos.H=

Sin 4Sin.x ?

Sin.2ySin.2x=—/Cos,y~Cos.yCos.x)?

1—Cos. H=

Sin. 24/ Sin.2x

- (1—Cos 29) (1= Cos.2x)—(Cos.y—Cos.yCo0s.x)*

P

Sin.tySin.2x

_ 1——=Cos.29==Cos,20r—=Cos *y4-2Cos 5 os.xCos.y
= ’

Sin.?ySinx

substituant cette valeur dans celle de Sin.%p, elle deviendra

., Cos.2x—2Cos.xMos +Cos.y3+Cos.2y
Slll "'___ ) G — -
Sin.:y

-

d’'od encore

Cos.2x~2Cos.2Cos.yCos.y-4Cos.2y .
2

Cos.p=
! Sin.zy

valeur que l'on peut encore écrire sous cctie forme

Cos.tp= (RCos.x)2=2(RCos x*(RCos y) os.y+(BCos.y)2
’ Hz28in.2y *

En substituant dans cette expression pour RCos.z et RCos.y leur
valeur



valeurs données par les cquations 3) , elle deviendra, en réduisant
et ayant égard A | éq.ation (2),

(1==Cos.24==Cos.28—10s.?9~-}2Co5.6C0s.8C0s.5) Z2
R>Sin.2y ’

Cos p=1—

d'ou
x—Cos.za—-Cos.’{s-—‘ Cos.29y42C05.4Cos.8Cos.9y Z»

Sin A= — .
¢ Siny R

Or, R est connn, par ce qui préctde; a«, 8, » , sont donnés .
soit par les équations (4) , soit par les équations (5); enfin, par
les eq -ations (1) on a Z*=28in.*1c; on a donc tout ce qui est
nécessaire pour determiner l'arc de grand cercle ; abaissé du point
cherche sur le c6té » du triangle sphérique dont les cotés sont
“, 8, v; on pourra donc, de la méme maniére , obtenir les arcs
de grands cercles abaissés du méme point perpendiculairement sur
les deux autres; on connaitra donc ainsi les arcs de grands cercles
abaisses perpendiculairement du  point cherché sur les trois cotés
d'un triangle sphérique donné de grandeur et de situation ; ce
poiut peut done étre consideré comme étant complitement déterminé,

Corollaire Nous avon. douac auvssi resolu le probleme ou il s’agi-
rait Je determiver {stcosite et la direction de Paction totale de
la sutface d'un wogle tri-dre | soit indefini , $oit terminé par des
ares dun meme rayon quciconque , ayant leur centre commun 2
son sommet, Sur un point siue a ce sommet.

Remarque 1. On se conduirait d'une maniére analogue sil était
question de determiner intensité et la direction de laction totale
exercée par le perimétre d’un polygone sphérique quelconque sur
le centre de la sphére, ou s'il était question de determiner I'in-
tensité ct la direction de I'action totale exercée par la surface d'un
angle polyédre quelconque, soit indéfini, soit terminé par des arcs
d’'un méme rayon quelconque » ayant son sommet pour ceutre com-~

Tom. X. 20
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mun, sur un point situé a ce sommet ; mais il parait que les
formules scraient d’une extréme complication.

Remarque II. 8i le rayon de la sphere devient infini, le triangle
dont les eotés sont a, &, ¢ devient un triangle rectiligne ; ct le
triangle dont les c6tés sont «, 8, », devient également un triangle
rectiligne inscrit au premicr, ayant ses c6tds parall¢les aux siens et
conséquemment d’une longueur moitié de celle de leur homologue
dans celui-la; on a donc, dans ce cas, y=ic, don

Z*=28in.* Z¢=2S8in.2y ,
et par suite

1—Cos.2¢==Cos,23~=Cos.2y4-2Cos.2«C0s.8Cos,y

Ty 2,
Sinp=2. e ;

¢ est donc alors une fonction tout-a-fait symétrique ; le point ol
la résultante coupe le plan des deux triangles, lequel est alors
¢videmment le centre de gravité du périmétre du triangle dont les
cotés sont @, b, ¢, est donc également distant des trois cotés
«, 8, v, de l'autre; il est donc le centre du cercle inscrit & ce
dernier; ainsi, le centre de gravité du périmétre d'un triangle
rectiligne quelconque est le centre du cercle inscrit au triangle rec—-
tiligne dont les sommels seraient les milieux des cdtés de celui-1a ;
c’est le théordme de™M. Poinsot. ( Voyez sa Statique.)

PROBLEME V. Déterminer lintensité et la direction de la
JSorce attractive excrcée par une zéne sphérique quelconque , & bases
paralléles , sur le centre de la sphire?

Solution. Suppoesons que le péle commun des deux bases de la
zéne soit le péle méme de la sphere, etsoient &, &/ les distances
polaires des circonférences de ces deux bases; il ne s’agira évidem-
ment, pour résoudre le probléme, que de supposer a=2=, dans
les formules (I, II); elles deviendront ainsi
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==kSin.(b-}-b" Sin.(b—~¥) , Tang.=o .

Corollaire. Telles seront donc aussi 'intensité et la. dircction de
I'acton exercée par un corps compris entre deux surfaces coniques
de meéme axe et de méme sommet , dont les angles ge’nerateurs
sont 4, 4/, sur un point sué a ce sommet , soit que ce corps
soit indefini, soit qu’on le suppose terminé, du cété opposé a son
sommet, par une surface spherique de rayon quelconque , ayant
cec sommet pour centre.

PROBLEME VI. Déterminer lintensité et la direction de
lantraction exercée sur le centre de la sphére, par la surface du
triangle sphérique mixtiligne isocéle compris entre deux grands
cercles et le pelir cercle ayant leur interseciion pour péle?

Solution. Supposons que les devx grands cercles dont il s'agit
soient deux mecridiens formant entre eux un angle @ , et soit &
la distance polaire du petit cercle ; il suffira évidemment , pour
résoudre le probléme proposé , de supposer 4/=o0, dans les for-
mules (1, 1), lesquelles deviendront ainsi

R= ':‘Ifl/ a25in,40-4-Sin.? L a(26=-5in.26)2 o

Sin.fa ab==Sin.2b

Tang.=

ia 2Sin.2b

Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de
I'action totale exercée par un angle solide triédre indéfini , terminé
pér deux plans et par une portion de surface conique de révolution
ayant son axe dans lintersection des deux plans , sur un point
situé & son sommet, soit que cet angle solide soit indefini, soit
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qu'on le suppose terminé, du cOté opposé a son sommet, par une
surface sphérique de rayon quelconque, ayant ce sommet pour

centre.

PROBLEME: VII. Déterminer Pintensité et la direction de
lattraction exercée par la surface d'un triangle spﬁertque bi-rec-
tangle quelcongue sur le centre de la sphére ?

Solution. En supposant que les deux c6tés ¢gaux du trmngle
dont il s'agit sont deux méridiens formant entre eux un angle a;
il ne s’agira, pour résoudre le présent probl..me , que de supposer

3
b=1w, dans les formules du précédent ; elles deviendront ainsi
R . Sin.ta
~kVa°+a‘Sl n:ta , TangJ:;ﬂ. "

On voit par 13 que Tang.¢ tend sans cesse a devenir =, ou que
¢ tend sans cesse & devenir 80°.57/.25” a peu prés, i mesure
que’ ¢ diminue.

Corollaire. Telles seront donc aussi I'intensité et la direction de
I'action totale exercée par un angle solide tri¢dre bi-rectangle sur
son sommet , soit que cet angle solide soit indéfini, soit qu'onle
suppose terminé , du c6té opposé au sommet , par une surface
sphérique de rayon quelconque , ayant ce sommet pour centre, de
mani¢re i former une pyramide sphérique bi-rectaugle.

PROBLEME VIII. Déterminer lintensité et la direction de
lattraction exercée sur ‘le centre de la sphére par la surface d'un
triangle sphérique iri-rectangle ?

Solution. 1l ne s'agit évidemment pour cela que de supposer
a=1=, dans les formules du précédent probléme, lesquelles de-
viendront ainsi
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Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de
Paction totale exercée, soit par un angle solide triedre tri-rectangle
indéfini,, soit par une pyramide triangulaire sphérique solide tri-
rectangle, sur.un point sityé & son sommet,

Remarque. De méme que nous avons pris pour unité d'attraction
des. angles plans , celle qui est excrcée par l'angle droit plan ; il
parait. naturel de prendre, pour unité d'attraction des angles solides
polyedres , celle qui.est exercée par l'angle solide triedre tri~
rectangle ; on a ainsi

1=ieky3, dob k=90

C'est sous cette forme que nous emploirons & I'avenir la valcur

de £.

PROBLEME 1X. Déterminer lintensité et la direction de l'at-
traction exercée par une caloite sphérigue sur le centre de la
sphére ?

Solution. En désignant par & la distance polaire du petit cercle
qui termine la calotte dont il s’agit, on parviendra également a la
solution de ce probléme, soit en faisant &/=o0, dans les formules
du Probléme ¥V, soit en faisant g=2= , dans les formules du
Probléme V1. Par 'une ou par 'autre voie , on trouvera également,
en ayant égard 2 la valeur de /£ déterminée ci-dessus ,

Sin.2b
B:l*\/ng— , Tang.e=o0 .

Cette force, dirigée vers le pole, est donc proportionnelle au quarré
du sinus de la distance polaire du petit cercle qui termine la calotte,
ou ce qui revient au méme, au quarré du rayon de cette base,
et par conséquent a l'aire méme de cette base; elle est donc la
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méme pour les deux calottes qui complétent la surface ‘s;’vhérigue,‘_
ce qui est dailleurs évident , puisqu’eHe doit étre nulle pour la
sphére entitre. On peut remarquer encore: que’ pour les distances
polaires de 30°, 43°, 60°, go*, les intensités, suivent le rapport
des nombres 1, 2, 3, 4. ' '

Corollaire. Telles seront donc aussi P'intensité et la direction de
'action totale d’un céne de révolution solide homogeéne et indéfini
ou d’un secteur sphérique sur un point situé & son sommet: cette
action sera donc la plus grande possible , soit podr  un corps in-’
défini terminé d’une part par un plan indéfini , soit pour un hémis-
phere solide et homogene. ‘

Remargue. En rapprochant de la solution de ce prebléme celle
que nous avons obtenue pour le Probléme 111, on en voit res—
sortir une analogie trés-remarquable entre 'une et l'autre. Le plan
du cercle quni sert de base 4 une calotte sphérique est en effet,
par rapport & cette calotte, ce.qu’est la corde d'un arc par rapport
A cet arc méme; et, de méme que Pattraction exercée par l'arc
se trouve proportionnelle & sa corde, celle quexerce la calotte sphé-
rique se trouve , semblablement, proportionnelle & l'aire de sa base.

>

PROBLEME X. Déterminer Uintensité la direction de I attraction
exercée par un fuseau sphérique sur le centre de la sphére?

Solution. En désignant par a l'angle des plans des deux grands
cercles qui terminent le fuseau, il suffira évidemment de supposer
b=w=, dans les formules du Probléme VI, ce qui donnecra, en
ayant d’ailleurs égard a la valeur assignée a %,

4Sin. 1a

R= Vi Tang.t= o .

Cette force , dirigée vers le milien de I'arc de l'équatenr intercepté
entre les deux méridiens qui borrent le fuscan , est donc propor-

-

tionnelle- a la corde de cet arc; elle est donc la méme pour uo -
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fuseau quelconque que pour son complément a la sphere, ainsi que
eela doit étre ; elle est donc la plus grande possible pour la surface
de I’hémisphére. On peut encore remarquer que, pour les fuscaux
de 6o°, go°, 180°, les forces seront entre elles comme les nombres
I, Va, 2

Corollaire. Telles seront donc aussi I'intensité et la direction de
l'action totale exercée soit par un angle solide diédre . homogene
et indéfini sur un point de son arlte, soit par un onglet sphé-
rique homogéne , compris entre les plans de deux grands cercles
sur le milieu de son aréte rectiligne.

Remargue 1. La comparaison des résultats que nous venons d’ob-
tenir avec celui ol nous a conduit le Probléme 111 donne lieu a
un rapprochement trés-remarquable : il consiste en ce que lattrac-
tion exercée par un angle solide diédre homogeéne et indéfini sur
un point de son ardte croit et décroit exactement comme celle
qu’exercerait sur le méme point le plan de la section faite perpen-
diculairement 2 I’angle solide par le méme point; de sorte qu'il
n’y a absolument entre l'une et l'autre forces qu’une simple diffé-
rence d’intensité,

Remarque 11, Si 'on demandait quelle doit étre la grandeur de
I'angle diédre pour que son action sur un point de son aréte fat
double de celle qu’exercerait sur ce méme point un angle trié¢dre
tri-rectangle dont il serait le sommet, il suffirait de faire R=3,
ce qui donnerait

Sin.le=:y3, d’ou Tang. Za=y/3 ;

cela donne ;2=60" et 2=120°. Ainsi, un point placé sur Iaréte
d’un angle di¢dre solide homogeéne et indéfini de 120°, en est deux
fois plus attird, toutes choses égales d’ailleurs, qu'il ne le serait
par un angle tri¢dre solide tri-rectangle indéfini au sommet duquel
il se trouverait situé.
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LEVIME 11. Déterminer (intensité et la direction de latiracs
tion exircée par une portion de fuseau spherique infiniment éiroit
sur le centre de la sphere?

So/ution En supposant que les arcs de grands cercles qui bornent
le fuscau soient des arcs de meridiens, d'une longneur commune
égile a b, et formant entre eux un angle égal & da, il suffira
évidemmenty pour parvenir au but, de changer 2 en da, dans les
formules du Probléme V'1; observant qu'alers Sin ; dg= *de, il viendra

b=Sin bCos.b
Sin.?b

R=lkday/ 5 —355i0bCosb4-Smb » Tang.o=

PROBLEME X1. Déterminer Vintensité et la direction de Vat-
traction exercée par la surface d'un triangle spherique quelconque
sur le centre de ta sphére ?

Solution. Le triangle sphérique dont il s’agit étant donné , ses
angles et ses cotes doivent 'étre aussi, Soient douc @ , &, ¢ scs
trois cotes et 4 , B , C les angles respectivement opposés. Sup-
posons-le tellement situé sur la sphére que son coté @ se cenlonde
avec le premier meridien et le sommet de son angle € avec le pole.

Considerons sur ce triangle une portion de fuseau intiniment
étroite ayant sen sommet en C et se terminant au cote opposé ¢
soit X l'angle que forme I'un des deux méridiens qui borne cette
portion de fuseau avec le premier méridicn ; soit dX Pangle des
deux méridiens qui le terminent , et soit enfin y leur longueur
comrmune jusqu'au coté ¢ (car, a cause de Vangle infiniment petit
qu’ils comprennent, il est permis de les supposer egaux ). Si nous
désignons par dP laction exercée par cet ¢.ément sur le centre
de la sphere et par ¢ Pangle que fait sa direction avec le rayon
qui va au pole, nous aurons, par le Lemme 1I,

y=—Sin.yCoswy
e ree———

dP = ; .lidX\/y'z-—z_)'Siu._yf.Los.)'—{-Sin.'_y 3 Tang-9= Sinay

et,
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et, d'aprés les principes connus sur les troargles sphdricues |, les

variables. X et ¥ sc trouverout lices cuire clles par la relation
Cos 2Cos. X =81n.aCot.y—8in.XCol.B , (1)
de laquelle on tire, par différentiation ,
dy .Sin.ea=dX. Cos.aSin. X—Cot.5Cos.X) . (2)

Considérant | dans ces deux éqnations , Sin.X et Cos.X comme
deux inconnues, nous en trerons

(Cos *a+Cot.* B Sin X=Sin.q (Col.BCot.y+ 2 Cos.a > ,

d
(Cos ?a +Cot.’B)Sin.Y=SIn.a(Cos aCot.y— J)—)’( Co!.B) ;

ajoutant ensemble les quarrds de ces deux équations, nous aurons,
en rcduisant ,

Cos.’a+Cot.?B)=Sin.?a { Cot.’y+ f’f ";
/ ax

dySin.y

=Sin.a. .
dX=Si V/ (Cos.2a+Cot.2B)Sin,zy=—=Sin.2aCos.2y ’

substituant cette valeur de dX dans celle de dP, elle deviendra

dy.Sin.yy/ y2—=.}Sin.y Cos.y4-Sin.2
e Y y= g+Sin2y
dP=:/iSin.a. : - .
y/ (Cos.?a+Col.2B)Sin,2y-Bin.?aCos.2y

Tom., X. 21
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Cherchons présentement & décomposer cette force en trois autres
dn, dE

cherchons seulement la composante dF passant par le sommet A ;

b

dF, passant par les sommets 4 , B, €, ou plutot

attendu que de celle-1a 1l sera facile de conclure les deux autres.

Pour y parvenir, remarquons que , par les principes de la statique,

on a
dP:dF::Siny:Sin(y—);
d'otd
dF=dp. Sin.(y—)

Sy
mais , d'aprés I'expression de Tang.¢, on trouve,

y==Sin.yCos.y
‘/y“-—z_ybiu.ycos._)‘+5iu-’)’ ’

Sin.e=

Sin.2y
V yi=—23myCosy4-diny ’

Cos =

d’olt résulte

. . Sin‘y—yCos,y N
Sin.(y—0) =Sin.yCos.0 = CossySing=—m—— =2 “———
. ‘/yﬂwzybxn.ybos.y+ban.=y

et par conséquent

Sin,y=—y Cos.y
S'lu.y \/_yﬁ—z_) Sin.y Cos.y=Sin2y

"dF=4dpP.

.
)

mettant enfin pour dP la derniere valeur trouvée ci-dessus , nous
aurons

(Tang.y==y)dy
‘/(Cos.’a+Col.=b)'l‘aug.”y—b’iu.za '

dF=:/kSina.
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Voici donc finalement & quoi se reduit la question. Il faudra
intégrer dF ; entre X=o0 et X=C, c’est-a-dire , entre

Cos.a+Cot.B

Sin.a

. Cos.aCos.C4Cot.BSin.C
Coty = o Cotmm CoeCorCH

- 3
Sin.a

on obtiendra ainsi une expression de F que l'on pourra toujours
amener a n’étre uniquement fonction que des trois cotés du triangle
proposé , et de laquelle, par une simple permutation de lettres, on
conclura les valeurs de D, E; on connaitra donc les intensités et
les directions de trois composantes D, E , F , passant respective-
ment par les points 4 , B, € ; dok il sera facile de conclure
Iintensité et la direction de leur résultante R.

Dans un article supplémentaire , nous tenterons d'intégrer l'ex-

pression de dF , et de compléter ainsi la solution de notre
probiéme,
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QUESTIONS, ,PROPOSEES.
Prob,,l_ém_e.s de Ge’ome’t;;g‘_e..

I, DETER’\HNI‘R la surface d’un quqdlrlhl’(‘ro rachhgne circonscriti
au cercle, en fonctions dé ses quatre cotés ¥

LI, Partager l'aire d'un quadrilatere rcctil}gne qnelconque en quatre
parties équivalentes, par deux. droites perpgndicu}aire,s entre. ellcs , .
se. coupapt dans sen. inlérieur?,

111, Déterminer Vdire- du  quadeilatdre. spherique. inscrit & um
petit cercle , en fonction de ses quatre cotés et du rayan de lag
sphére ?

IV. Déterminer Taire du quadrilatére sphérique circonscrit A
un petit cercle, en fonctions de ses quatre cotés et du rayon de

ﬂa sphere ?
V. Partager l'aire d’un quadrilatére sphérique quelconque en

quatre parties équivalentes , par deux arcs de grands cercles se
coupant perpendiculairement dans son intérieur?

R




ALGORITHME FONCTIONNEL, 161

PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Sur lemploi de Ualgorithme des fonctions , dans la
démonstration des (héorémes de geomelrie ;

Par un ABONNE.

[ % V1 € Sl 0 V]

Au Rédacteur des Annales;

MONSIEUR ,

J E viens de lire dans la Bibliothéque universelle , ( octobre 1819)
un article , signe des initiales F'. M. | dans lequel 'auteur se propose de
défendre, contre les attaques de M. le professeur Leslie , et de quelques
autres géométres de la Grande Bretagne , la démonstration donnée
par M. Legendre de la 32.™° proposition d’Euclide, dans la note II
de ses Elémens de giométrie.

En examinant cet écrit avec aftention, il m’a paru que d'une
part le célébre physicien d’Edimbourg n’avait point complétement
épuisé la série des objections qu’on peut opposer au tour de dé-
monstration dont il prétend infirmer la validité, et que d’'une autre,
son adversaire n'avait peut-étre point usé contre lui de toute la
plénitude de ses avantages.

Or, commme Ja matiére n’est pas moins importante qu’elle est

Tom. X, n* V1, 1.5 décembre 1819 23
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delicate , attendu la muliitude des occasions ou le tour de raiscn-
nement employé par M. Legendre pourrait étre appliqué, si ce
tour de raisonnement ctait une fols reconnu concluant ; j’ai pensé
qu’en attendant que quelqu’autre, plus habile que moi, nous dise
clairement & quoi nous devons nous en tenir sur cc sujet., Vous
‘ne dcédaignericz peut-étre pas, Monsieur, quelques réflexions pré-
p-ratoires que je vous livre avec d’autant plus de confiance qu’elles
gont en ‘quelque sorte votre ouvrage , n’étant, pour ainsi dire, que
le dévelophement des doctrines que vous avez vous-méme cons-
tamment professécs en maints endroits de votre estimable recueil.
Rappelons d’abord sommairement le raisonnement de M. Legendre ,

en lui donnant encore, sil est possible, plus de force qu’il n’en

a dans son ouvrage.

Soient @, b, ¢ les trois cotés d’un triangle effectif , et soient
A, B, C les angles respectivement opposés. On prouve rigourcu-
sement , par la superposition, qic , connaissant uniquement le coté
¢ et les deux angles adjacents .4, B, le triangle est complctement
déterminé , de telle sorte qu'on en peut construire un autre qui lui
soit égal : donc aussi, avec ces seules données, on peut parvenir
a la ronnaissance des trois autres parties du triangle , qui consé-
quemment sont dés ‘fénctions de tout ou partie de ces trois-li;
donc, en particulier , le troisiéme angle € est au plus une fonction
des deux aitres M , B et du cété ‘¢ auquel ils sont adjacents,
On peut donc éerire

C=F(4 , B, 0 ;

F désignant une fonetion d’'une forme inconnue, si 'on veut, mais
néanmoins complctement déterminée et unique , ne pouvant ‘se
composer d'aucun éldnient étranger & A ,-B , ¢ ; mais puuvant farg
bien dailleurs ne pas se-compdser de la totalité de ces élemens. -

Or, <’il etait possible que le cotc ¢ entrat dans la composition
de cette fonction , on poursait toujours , quelle que fut d’ailleurs
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fa forme de l'dquation symbolique que nous venons d'ctablir | con-
cevoir cette équation résolue par rapport & ¢; ce qui conduirait
a une autre équation de la forme

c=f(4 , B, C),

dans laquelle f ddsignerait une nouvelle fonction qui pourrait
bicn, a la vérité, étre susceptible de plusieurs formes , mais qui
scrait néanmoins complétement déterminée comme la premicre ; et
dont la forme ou les formes diverses ne dépendraient uniquement
que de la forme de celle-ci.

Or, cette dernicre équation est évidemment absurde ; car elle

exprime qu’un calcul fait uniquement sur des angles peut donner
pour résultat final une longueur détermince. Si quelqu’un pré-
tendait admettre la possibilité d'une semblable équation , on serait
naturellement fondé & lui demander en quelle sorte d’unités elle
donnera Ja longueur ¢? si ce sera en toises ou en méetres , ouen
toute autre sorte de mesures linéaires ? et I'évidente impossibilité
de répondre & cette question , prouve suffisamment l'absurdité de
Iéquation qui y donnerait lieu.
‘Puis donc que cette équation absurde est une conséquence ri-
goureuse de la supposmon .que nous avnons faite que ¢ pouvaft
cntrer dans ‘la composmon ‘dé la foriction’ F; il s’ensuit ‘que cette
app()snlxon est elle-mémeé absurde, et qu’ainsi on doit avoir sim-
plement

C=F(4, B); .

d’ol il suit que deux . triangles qui ont deux angles-égaux chacun
a chacun, ont anssi le troisiéme angle égal. En partant de la on
parvient facilement , sans rien emprunter de la théorie des paral-
léles, et par .un raisonnement . dont personne n’a jamais songé 3
contester. la rigueur, & démontrer- que ,:dans tout. triangle , la
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somme des trois angles vaut deux angles droits; et {a théorie des
parali¢les ne présente plus dés-lors aucune difficulté.

Voici présentement les principales objections que M. le professeur
Leslic et ses correspondans opposent a ce raisonnement ; je tacherai
également de les présenter dans toute leur force.

I. Suivant M. Leslie , il n’est pas généralement vrai qu’une
grandeur ne puisse résulter de la combinaisen d'autres grandeurs
tout a fait hétérogénes avec celles-1a ; et la mécanique, en par-
ticulier, offre plus d'un excmple de ces sories de resultats. La
raison en est que le calcul ne considere pas proprement les grandeors
concrétes , mais seulement les rapports de ces grandeurs avee leurs
unités respectives , c’est-a-dire, des nombres purement abstraits ; d'od
M. Leslic se croit fondé A conclure que le raisonnement pac lequel
M. Legendre prétend prouver que le cété ¢ ne saurait entrer dans
son" équation tombe de lui-méme.

II. Tout en convenant que les angles et les longueurs sont des
grandeurs absolument hétérooénes » M. Leslie pense qu'il n'existe
entre elles d’autre différence que celle qui existe en genéral entre
deux grandeurs hétérogénes quelconques , les longueurs et ls
temps , par exemple. En vain, suivant lui, voudrait-on se prévaloir
Ade ce que les anglcs trouvent dans l'angle droit une mesure na-
turelle. L’angle droit, ajoute-t-il n’est pas plusla mesure nalurelle
des angles que le quart du méridien terrestre n’est la ‘mesure na-
turelle des longueurs, ou la rotation diurne de la terre la .Mesure
naturelle des temps ; de manitre que toute distinction qu’on voudralt
établir en faveur des angles serait tout-d-fait illusoire,

I1I. Dans la vue de montrer tout e faible de la démonstration
de M. Legendre, M. Leslie en présente une sorte de parodne qm
conduit 4 une conclusion évidemment absurda. : »

Soient, dit-il, @, &, ¢ les trois c6tés d'un . triangle tﬁ'cctzf, et
soient 4, B, C les angles qui leur sont respectivement opposés,
On prouve rigourcusement , par la superpnsition ,.que , connaissant
unjquement l'angle € et les deux eotés @, & quilg comprennent;
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le triangle est complétement déterminé , de telle sorte qu'on ea
peut construire un autre qui lui soit égal ; donc aussi, avec ces
seules données, on peut parvenir & la connaissance des trois autres
parties du triangle,, qui, conséqnemment , sont des fonctions de
toute ou partie de ces trois-la ; done, en particulier, le troisi¢me
COté ¢ est, tout au plus, une fonetion des deux autres a, b, et
de l'angle compris €. On peut donc écrire

¢c=Fa ,b, C);

F ddsignant ume fonction d'une forme inconnue, si 'on veut, mais
néanmoins enticrement déterminée et unique , ne pouvant s¢ com.
poser d’aucun élément étranger 4 a, &, C, mais pouvant fort bien
d'ailleurs ne pas se composer de la totalité de ces élémens,
Or, s'il était possible que 'angle € entrit dans la composition de cette
fonction , on pourrait toujours, quelle que fiit d’ailleurs la forme de !’ équa-
tion symbolique que nous venons d'établir, concevoir cette équation

résolue par rapport 2 € ; ce qui conduirait 3 une autre équalion
de la forme

C=(a,b, ),

dans laquelle f désignerait une nquvelle fonction qui pourrait bien,
4 la vérité , étre susceptible de plusieurs formes , mais qui serait
néanmoins complétement déterminée, comme la premicre, et dont
la forme ou les formes diverses me dépendraient uniquement que
de la forme de celle-ci.

Or, cette derniére équation est évidemment absurde ; car elle
exprime qu’un. caleul fait umiquement sur des longueurs peut
donner pour résultat final un angle d’une grandeur déterminée. Si
quelgu’un prétendait admettre la possibilité ‘d’une semblable équa-
tion , .om serait naturellement fondé A lui demander en quelle sorte
d’unités elle donnera I'angle ‘G ? si ce sera en degrés nonagésimaux
ou centdsimaux , ou en loute autre softe de mesures angulaires?
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et I’évidente impossibilité de répondre a cette question prouve suffi
samment l'absurdité de - I’équation qui 'y donnerait licu.

- Puis donc que cette équation absurde est une conséquence ri-
goureuse de la supposition que nous avions faite que C pouvait
entrer dans la composition de la fonction F; il sensuit que cette
supposition est elle-méme absurde ; et qu’ainsi on doit avoir sim-
plement :
=Fla , B) ;

d'olt il suit que deux triangles qui ont deux cités égaux chacun
a chacun, ont aussi le troisieme coté égal; conclusion absurde qui
prouve tout le vide du raisonneanient qui y a conduit , et consé-
quemment aussi tout le vide du raisonnement de M. Legendre qui
lui est semblable en tous points.

IV. On objecte encore 3 M. Legendre que son raisonnement est
une sorte de pétition de principe ou de cercle vicieux , en ce qu'il
impliqne le fameux Postulatun 13 d'Euclide , qu’il devrait , au
‘contraire , tendre 4 démontrer. Ce ‘raisonnément suppose, en effet,
que, quelle que soit la longueur du c6té ¢, les deux autres cotés
a, b se rencontreront nécessairement en quelque point, pour former
Vangle opposé C. Il n’est donc pas surprenant, ajoute-t-on , qu’ad-
mettant ¢e qu'Euclide admet, M. Legendre parvienne 3 établir sa
32.m¢ proposition ; mais k& maniére de procéder du. géometre frane
‘¢ais se trouve dinsi n'avoir ; du c6té de ka rigueury aucun avan-
tage réel sur celle du gdomdtre d'Alexandrie..ni ol 0 00 o0

V. On demande enfin & M. Legendre pourguoi , st :san' raison-
nément symbolique ¢tait rigoureux:, il me -pourrait pas étre traduit
en un raisonnement géomdtrique de la forme ordmaire ? et iquel
privilége sivgulier et vraiment inexplicable aurait, emcet; endroit,
Ja motation ‘fonctionnelle sirle Jangage wulgaire! ~ 1.+ aus ,
A 'l’exémple ‘de M. F. M., avant de discuter et dlapprécier ces
diverses objections, j’établirai’ d'abord ‘mes principes, qui d'ailleurs
différeront , je -erois . 4rds-psu dés -siens.
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Comme vous l'avez fort bien observé vous-mime , Monsicur,

( Annales ,-tom. VIII, pag. 366 et suiv.) o me pLut étre con-

duit a une glanduur concréte ,pour résultat d'un caleul, qu aulant

que ce “daleul peut “atre relult dla mulhphcahon d’une autre gran-‘

dfzur concréte de méme nature que celle 1h par.un nombre abs-

trait ; de telle sorte que X et 4 représentant des grandeur& con-

cn*ios hnmogenes , et n un nombre absolument abstrait quulconque .
la \alt.ur de X doit etxe rLdumb]e 3 la forme

f ot

.

n pouvant d’ailleurs étre une fonction de tant de grandeurs concrétes
qu'on voudra, soit de méme nature que A et X, soit d'une na-
ture totalement :différente (*) -

La premitre conséquence qui résulte de 13 , ¢’est qu'un raison-
nement exact ne savrait conduire 4 une équation dans laquelle
une grandeur concréte se trouverait seule de son espice , et que
consequemmﬁnt une oquanon de cetle forme. est une equahon tout-
3-fait absurde. On voit , en effet, qu'en reso]vant une semblable
équation par rapport a la grandeur concréte dont il saglt, il sérait
impossible d’en trouver la valeurégale & vne autre grandeur concréte
de meme espéce qu'elle , multiplide par un nombre abstrait. Ainsi
a, b, ¢ désignant les trois cotés d’un triangle, et 4, B, € les

angl(.s respectivement opposes, nul doute .que -des équations de
la forme

»

o(4,B,C, c)=o0, ¢(a , b ,¢, O)=o0,

et , par suite, des équations de la fornte -

(") Jc ne dis rien du cas ot X serait égal 3 A divisée par um
nombre abstrait , parce que ce-eas rentre ‘dans celui ‘ot m serait lui-méme un
mombre ahstrait fractionnaire..
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¢e=f(4, B, 0, C=f(a,b,c),

me soient des équations tout-d-fait, absurdes ; du moins tant qu'il
n’y aura rien de sous-entendu sous le signe de fonction.

Maissi , pour qu'une équation entre grandeurs concrétes ne soit point
absurde, il faut qu’elle renferme, tout au moins, deux grandeurs con-
crétes de chaque scrte : cette condition , tovjours rigoureusemrent néces-
saire , m'est pas néanmoins sufliante. Pour que celle d’entre ces
grandeurs concrétes par rapport  laguelle on veut résoudre I'vqu- tion
se trouve d&tre égale 3 une autre grandeur conciicte de méae espece
qu’elle multipliée par un nemb:e abstrait, il est de plus nécessaire
que ccite équation soit séparément homogeéne par rappert & chacune
des soites de grandeurs concrétes dont elle se compose ; car, soit
par exemple 'éqnation

ométres $¢ 4 heures < | amétres — o heures ¢ 4méne: > 1 2heures |

qu'un esprit peu attentif serait d'abord tenté de croire identique;
on peut l'écrire ainsi

1 aheures 4mc‘tres
g amétres —oheures y¢ x = gheures 3¢ 3 3 2 == gheures .
4heures qmétres

équation dont I'absurdité est manifeste, puisqu’elle exprime finale-
ment que 12 mdtres sont égaux i 12 heures.

En vain prétendrait-on objecter qu’on peut toujours, dans une
équation, diviser chaque sorte de grandeur abstraite par son unité
de mesure , et réduire ainsi I'équation a n’avoir simplement lieu
qu'entre des nombres abstraits , ct qu’ainsi si cctte dernitre est
vraie , celle d’od on I'aura déduite ne pourra étre réputée absurde.
Observons, en effet , que, lorsqu'on dit que Vunité ne multiplie
ni ne divise , cette proposition ne peut et ne doit s'entendre que
de l'unité abstraite ; l'unité conmcréte cst , en cffet , tout-a-

faiy
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a-fait arbitraire, et il n’est aucune grandeur concrdte finie qui ne
puisse étre prise pour telle ; d’ou il suit que vouloir etenire vetre
proposition aux grandeurs concrétes reviendrait a pretendre qu'on
peut impunement, et sans lui faire subir aucun changement, mul-
tiplier ou diviser une quantité donnde par tout ce quon voudra;
et qu'on peut écrire,, par exemple,

Btoises cubes E toises cubes Ktoises cubes

Btoises cubes — e o= = o= -
 toise linéaire  toise quarrée jtoise cube ?

¢’est-a-dire ,

5toises cubes—=5toises quarrées = Ktoises linéaires= Hunités abstraites .

ou encore quon peut écrire

Klivres Slivres Klivres Blivres Blivres

ylivre = ponce T ;gros = pdemier = j grain 7

¢’est-a-dire ,

5=80=640=1920=4€080 .

Lors donc que, dans la vae de réduire une équation a n’exister
qu’entre des nombres abstraits , on divise chacun des élémens concrets
dont elle se compose par son unité de mesure , pour que cette
opcration soit permise , il faut qu’clle revienne & diviser tous fes
termes de P'equation par une méme (uantité; ce qui nc peut évi-
demment avoir lien qu’autant que, comme mnous l'avons déja dit,

celle équation sera séparément homogcne par rapport & chacune
Tom. X, 23
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des sortes de grandeurs concrétes dont elle se composera. Or, toute
équation qui présente un sens raisonnable doit étre réductible a2 une
équation entre des nombres abstraits ; car , comme nous l'avons
vu ci-dessus , toute équation qui présente un sens raisonnable est
réductible a la forme X=n4 , dans laquelle » est un nombre
abstrait et 4 el X des grandeurs concrétes d’'une mdme nature

quclconque 5 or , en écrivant cette équation sous cetle forme

|
I
3

on voit qu'en ecffet elle se réduit & une équation entre deux nom-
bres abstraits ; puis donc que, d’un autre cété, une équation ne
saurait , par des procédés Iégitimes , étre amenée a ne contenir que
des nombres abstraits , qu'autant qu’elle est homogene par rapport
a chacune des grandeurs concrétes dont elle se compose en par-
ticulier ; il s'ensuit qu’une dquation qui ne satisfait pas a cette
derni¢re condition est une équation tout-a-fait absurde, & moins
cependant que P'égalité n’ait lien séparément entre diverses de scs
parties prises séparément , et satisfaisant a cette méme condition ;
auquel cas ce ne serait plus proprement une équation unique , mais

le systtme de plusieurs équations réunies dans une seule ex-
pression.

Je ne dirai donc pas, avec lestimable antagoniste de M. Leslic,
quon n’a jamais vu , dans les questions de mathématiques , les
incoonues éire autre chose que des nombres abstraits ; et je me
bornerai simplement 4 convenir quon peut toujours, si on veut,
faire en sorte que ces inconnues ne soient pas autre chose ; mais
je congois fort bien une éqnation entre grandeurs concrétes , de
tant d’espéces différentes qu’on voudra , sous les conditions énoncées
ci-dessus , et vous avez vous-méme, Monsicur , donné plusieurs

exemples de ces sortes d’'¢quations, en U'endroit déja cité. Je congois
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donc fort bien aussi que la solution d’un probléme puisse donner ,
pour la grandeur concréte inconnue, une grandeur concréte de la
méme nature , multipliée par unc fonction d'autres grandeurs con-

crétes de nature quelconque, pouvant finalement se réduire & un
nombre abstrait.

Je ne dirai pasnon plus, avec M. F. M., que l'art de l'analiste
consiste a savoir écrire les questions de telle sorte que les inconnues
soient des nombres abstraits  parce que , d’une part , comme je
crois l'avoir prouvé, cela n’est point du tout nécessaire , et que
d’une autre ,cela est toujours possible , lorsqu’il ne s'est glissé au-
cune erreur, soit dans le raisonnement , soit dans le calcul. La
condition de pouvoir reduire les inconnues 4 devenir des nombres
abstraits n’est donc au fond que la condition de bien raisonner,
laquelle n’est pas plus particuliére aux recherches mathématiques
qu'a celles de toute autre nature. Mais je pense, comme vous,
Monsieur, qu’il pent étre utile de ne pas dépouiller les élémens
d’une équation de leur qualité concréte; puisque c’est la un moyen
aussi sur que facile de découvrir, i la seule inspection, les erreurs
de raisonnemens ou de calcul qui auraient pu se glisser dans la
solution d’un probléme ; et Cest ainsi , par exemple , que nous
avons ci-dessus reconnu l'absurdité d'une équation qui, en dépouillant

les nombres de leur qualité concréte , nous aurait , au contraire ,
semblé identique.

Je ne pense pas que la doctrine que je viens d’établir, et qui
ne saurait jamais souffrir d’exception, puisse présenter aucune difli-
culté, tant qu’on n'en voudra faire l'application qu’d des grandeurs
simples , telles que des longueurs, des surfaces, des volumes , des
temps , des angles, cte. ; mais il est des cas ou elle semble, au
premier aspect , étre en défaut , et ce sont ceux ou lon veut
Vappliquer a certaines grandeurs complexes , fonctions de grandeurs
simples, telles, par excwple, que des vitesses, des densités, des
forces motrices , etc. Il semble, en effet, que les équations
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E=JT, M=VD, F=MV ,

que l'on rencontre en mécanique soient en opposition formelle avec
ce qui précede; puique non seulement elles ne sont pas homogenes
par rapport & chacune des grandeurs concretes entre lesquelles elles
établisscat des relations, mais que de plus chacune d'elles n’entre qu’une
fois dans I’équation ou elle se trouve. Mais toute difficulté disparait
en considérant que les mots vitesse , densité , force motrice,
ctc., ne sont que des dénominations introduites par abréviation dans
la science , et auxquelles il faut toujours mentalement substituer
les fonctions de grandeurs simples dont elles sont le symbole. Ainsi,
par exemple, ce qu'on appelle vitesse , dans le mouvement uni-
forme, n'est au fond que le quotient de la division d'un espace
parcouru par le temps employé¢ 4 le parcourir; désignant donc par
e et Z cet espace et ce temps, nous aurouns

e
V=—
t 2

qui , substituée dans la premitre des équations ci-dessus, la change
en cclle-ci

qui rentre complétement dans notre régle , puisqu’elle donne un
espace ¢gal & un autre espace multiplié par le quotient de la division
de deux temps , c’est-a-dire , par un ncmbre abstrait; et il en

serait de méme pourles deux autres équations. Il est si vrai que les
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vitesses , les densités et les forces motrices ne sont point proprement
des grandeurs, mais seulement des combinaisons de grandeurs , que
tandis qu'on est clairement entendu lorsqu’on dit une longucur de
3 metres , une durée de 5 heures, un poids de 8 livres, on cesse
au contraire de I'étre lorsqu'on dit une vitesse de 3 melres, une
densité ou une force motrice de 8 livres, et quc, pour rendre ces
locutions intelligibles , il est indispensable d’ajcuter & qgnel temps .

répond cette vitesse, & quel volume répond cette densité ct & quelle
vitesse répond cette force motrice.

Je dois presque m’excuser , Monsieur, auprds de vos lecteurs,
pour les avoir arrétés aussi long-temps sur des notions aussi €lé-
mentaires , je dirais presque aussi triviales; mais ce n’est pas ma
faute si les traités élémentaires gardent tous le silence sur des choses
qu’ils devraient tous contenir, et si, suivant I’expression de d’Alembert,
on a beaucoup plus songé jusqu'ici a ajouter & Dédifice qu'a cn
éclairer I'entrée, Je me hite de passer a I'objet principal de cette

letire, en reprenant, dans leur ordre, les objections opposées a la
démonstration de M. Legendre.

I. Je crois avoir victorieusement établi , contre M. Leslie , que
jamais aucune grandeur concréte ne saurait résulter d'un calcul
exécuté sur d’autres grandeurs concrétes toutes d’une nature diffé-
rente de la sienne; et je crois avoir prouvé.-en méme temps que
les équations de la mécanique , dont le physicien d’Edinbourg pensait
pouvoir tirer avantage contre M. Legendre, ne dérogent aucune=-
ment & cette loi. Ainsi, point de doute d’abord que M. Legendre
ne soit trés-fondé & rejeter comme absurde I'équation c=1(4, B, C)
ou sen équivalente €=F(d4, B, c).

1. Quoique je sois trés-loin de prétendre, avec M. Legendre,
que tout angle est un nombre abstrait,; je n’en suis pas moins dans
Iintime persuasion que M. Leslie est complétement dans l'errcur,
lorsquil admet une exacte parité entre les angles et toutes les
auties sortes de grandeurs concrétes, L’angle est, en effet, la scule
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grandeur dont on puisse se former une idée absolue , une idée
communicable par des mots, sans le secours d’aucnne comparaison
a d’autres grandeurs de la méme nature ; c’est aussi la seule gran-
deur qui soit nécessairement limitée dans ses accroissemens ; car ,
bien que le calcul puisse souvent conduire a considérer des angles
plus grands que quatre angles droits, il n’en demcure pas moins
certain que l'usage que l'on fait des angles en gcéométrie n’exige
jamais qu'on en emploie aucun qui excéde cette limite. Que 'univers
croisse ou décroisse dans une proportion constante quelconque, tout
croitra ou décroitra suivant cette méme proportion : les angles seuls
demeureront invariables ; et c’est méme li le fondement de la
similitude. En un mot¥ il n’y a, pour les angles , ni microscope
ni télescope ni illusion optique ; et le plus ou le moins d'inter-
valle qui nous en sépare ne change absolument rien i leur aspect.
Lors donc qu'on dit que toutes nos connaissances roulent unique-
ment sur les rapports que les choses ont entre elles , cette pro-
position nc peut étre admise que sous la condition de faire , 2
I’égard des angles , une exception formelle,

La parité que I'on voudrait établir entre I'angle droit, considéré
commec mesure naturelle des angles, et le quart du méridien ter-
restre , considéré comme mesure naturelle des longueurs , ou encore
la durée de la rotation diurne de notre terre, considérée comme
mesure naturelle du temps, me parait reposer-sur une cquivoque
palpable , et ne saurait étre sérieusement soutenue. Que veut-on
dire , en effet, lorsqu’on dit que le quart du meridien terrestre et
ses sous-multiples sont des unités de Jongueur priscs dans la na-
ture ? Sinon que ce sont des unités qui we sont pas plus parti-
culicres a une contrée de notre globe qu’a toute autre ; que ce
sont des unitds que tous ceux qui I'habitent peuvent dgalement
regarder comme les leurs, parce qu'ils se tronvent tous en méme
situation par rapport a elles. Ce sont des unites prises dans notre
nature humaine et terrestre ; mais qui ne sont pas plus natuiclles
pour les habitans dc¢ Saturne ou de Jupiter que ne le serait pour
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nous la longueur du quart du méridien de Jupiter ou de
Saturne. Que , par un événement qu'on ne peut prévoir , les di.
mensions de notre globe viennent A éprouver quelque changement,
et dés-lors notre mesure naturclle des longueurs cessera de l'étre ,
parce que dés-lors nous vivrons sous 'empire d’une nature différente ;
et tout ce que je dis ici du quart du méridien terrestre , considéré
comme mesure naturelle des longucurs, peut étre rigoureusement
appliqué , mutatis mutandis , a la durée du jour et de ses parties,
considérée comme mesure naturelle da temps.

La vérité est qu'au lieu de considérer I'angle droit comme la
mesure naturelle des angles , il serait peut-étre mieux, pour évitcr
toute équivoque , de dire que 'angle droit est une mesure des an-
gles prisec hors de la nature matérielle. Que l'on congoive , en
effet, tout I'univers anéanti, nos mesures prétendues naturelles des
longueurs et des temps le serontavee lui ; mais pourvu qu’il reste ,
dans cet univers détruit, un plan fixe.et indéfini et un étre intel-
ligent , cet étre pourra cncore se former une idée nette de l’angle
droit, et créer méme la géométrie rationnelle toute entiére.

En un mot, si les angles ne présentent aucune différence in-
trinséque avec toutes les autres sortes de grandeurs simples, qu'on
essaye donc de découvrir dans l'étendue linéaire ou dans la durée
indefinie quelque nombre absolu , analegue au nombre = , que
I'on déduit si naturellement de la considération des angles ?

III. Je passe & objection la plus grave peut-étre. Comment, dit-on,
si le raisonnement de M. Legendre était concluant, un raisonne-
ment en tout pareil au sien, pourrait-il conduire & une conclusion
évidemment absurde ? Examinons donc ce raisonnement qu'on pré-

tend opposer & celui de M. Legendre.

On dit communément que l'on peut , par des formules analitiques ,
obtenir un angle d’un triangle en fonction de ses trois cotés ; mais,
_en s’énongant ainsi, s'exprime-t-on d’'une maniére correcte  je ne
le pense pas. La formule connue
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ar-f-br—c2

2ab

Cos.C=

»

ou toute autre équivalente , ne donune pas I'angle , mais bien son
cosinus , en fonction des tiois cotés. Ce cosinus est-il tabulaire ? c’est
un nombre purement abstrait: et nous n’avons jamais pretendu nier .
qu'on ne pat deduire un tel nombre d'un calcul executé sur trois
logueurs données. Sagit-il , au contraire ,d’un cosinns graphique?
dés-lors il y a un rayon AR sous-entendu; et , en le reslituant,
la formule devient

a:+bz__cn

b

COS.C:B.

2ab

~

cest-3-dire qu’elle donne une longueur égale 3 une autre longueur
multipliée par un nombre abstrait , ce qui rentre exactement dans
les principes que nous avons d’abord exposés.

Mais , dira-t-on, n’a-t-on pas
€=Tang.C—~ :Tang’C+; Tang.SC—3Tang. CH-..... ;

n'a-t-on pas d’'un autre coté

Tane.C= 16\/2[1ﬂc‘+'zczal+-_:a—’bl-—-aé-—b4—cb :
a'.-+bz._cz

wen résulte-t-il pas
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C=1 6 V 2b:cdaciaidoatbimmaimbi—ch
a2+b‘-—c’

s 1GV2bzc*+ncj_q=+w~j§’—“"“"1""”‘ 3+......?
3 Q3fh 22 '

et ne voild -t-il pas un angle du triangle exprimé uniquement
en fonction de ses trois c6tés ? ou encore ne voila t-il pas un angle
€gal & un nowbre abstrait, suivant la doctrine de M. Legeudre?

Ce raisonnement tombe de lui-méme, en remarquant qu'on ne
parvient & la formule

C=Tang.C— ; TangC+-;Tang.*C—: TangI (4.0

qu’en admettant , formellement on tacitement, que 'angle tel que I'arc
compris entre ses ctes et décrit de son sommet comme centre est égal
au rayon qui a servi i le décrire a ¢té pris pour unité ; et cela est
si vrai que, lorsqu’on est parvenu, par cette formule, a la valeur
numerique et abstraite de I'angle €', on est indispensablement forcé
d'avoir egard 4 cetle convention , pour parvenir a la grandeur
graphique de cet angle. En désignant donc par »Vangle unité, si
toutefois on veut que € soit un angle , notre formule sera véri-
tablement

£ — l6\/2bﬁc=+zc’al+'za’b3—-a4-——174—04
0 aedbi—c?

— :s 16‘/2b262+25’02+20:b2—'a4"—54——(;4 3+ .
K Giph—a
Tom, X. 24
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q'ii rentre exactement dans les principes précédemment établis.

Je n'hésiterais donc pas & défier tous les géometres de I'Europe,
sans en excepter méme M. VVronski, qui pesséde tant de merveil-
lenx secrets en analise, de nous montrer une formule analitique,
d¢duite d'un raisonnement rigourcux , dans laquelle un angle pro-
prement dit soit seul dans un membre , et dont lautre soit une
purc fonction de tant de droites qu'on voudra; & moins cependant
que, comme davs la formule que je viens de discuter , on n'ait
fait, soit implicitement , soit explicitement , quelque angle ¢gal 2
Iunité, Un angle n’est donc pas et ne saurait étre un nombre abs-
trait ; il ne saurait se présenter sous cetle forme qu'aprés qu’ofi a
fait choix de I'angle unité ; mais alors il n’a rien , en cela quilui soit
plus particulier qu'aux longueurs et aux temps , qui se préscntent
aussi sous la forme de nombres abstraits , dés qu’on a fait choix
de leurs unités respectives. Que l'angle qui intercepte entre ses
cotés um arc égal au rayon soit d’ailleurs, plus ou moins que I'angle
droit, unc mesure naturelle des angles; c’est 1a un point que je ne
prétends nullement décider , et que je n’entreprendrai pas méme

discuter , attendu que cette question est tout-a-fait étrangere a
mon sujet.

Nous voild donc invinciblement ramenés 3 considérer comme
absurde I'équation

C=fa, b, 0);

du moins lorsqu’on n’y supposera rien de sous-entendu, et qu'on
y considérera € comme un angle proprement dit; et cela pour les
mémes raisons qui ont fait rejeter, par M. Legendre, I'équation

‘=f:A,B)C);
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et , ¢'il en est ainsi, il nous faudra également rejeter I'équation
c=¥a, b, (),

de laqu lle celle-l4 peut toujours étre censée déduite ; mais faudra-
t-il en conclure qu'on doit simplement avoir

c::F(a , b)) °

C’est 14 vraiment , ce me semble, que réside toute la difficulté
de la question.

Dans la vue de éclaircir, distinguons bien deux sortes de dé-
terminations ; savoir : des déterminations graphiques et des détermi-
nations arithmétiques. Connaissant uniquement les trois cotés dun
triangle , nous pouvons en conclure graphiquement les trois angles
du méme triangle ; cela est incontestable ; mais arithmétiquement
il nous est absolument impossible d’en déterminer un seul. A parler
méme exactewent , ce n'est pas nous qui determinons les angles
d’un triangle , au moyen de ses trois c6tés ; et, quoique ces angles
résultent bien véritablement de nos opérations sur les cotes du triangle;
ils se déterminent en quelque sorte , d’eux-mémes , et sans que nous
ayons aucunement besoin de nous en occuper.

Nous pouvons dire aussi qne nous ne faisons jamais graphique-
ment un angle égal & un angle donné ; car, quelque procéde qu’on
emploie pour résoudre ce probleme, il se reduit toujours finaicment
a flaire en sorte que l'angle donné appartienne & un certain trisngle,
et a coustruire ensuite, au moyen de certaines longueurs, un autre

triangle qui soit ¢gal & celai-la,

En y retléchissant donc séricusement , on parviendra a se con-
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vaincre que nos opérations graphiques ont uniquement des longueurs,
mais jamais des angles pour objet. On peut remarquer aussi que,
tandis- que l'on peut graphiquement eonclure certaines longueurs
d'autres longueurs données , certains angles d’autres angles donnés
et mdéme certains angles de certaines longueurs données ; il est tout-
A fait impossible , méme graphiquement, de conclure de tant d’an-
gles donnds qu’on voudra, une seule longueur quine soit pas tout-
a-fait arbitraive et indéterminée ; nouvelle preuve qu’il n'y a pas
entre les angles et les longueurs cette parité que M. Leslie a cru
puvoir admettre.

D'un autre coté , tandis qu’une longueur donnée et unique ne
saurait jamais donner naissance & un nombre abstrait , déterminé
pour chaque longueur, en particulier , et variant d'une longueur
a lautre ; un angle unique, au contraire , donne de lui-méme
naissance a une multitude de tels nombres, tels que les sinus, les
cosinus , les rapports des arcs, de leurs cordes ou fléches au rayon,
etc.; et cela sans qu'on ait aucunement besoin de statuer préala-
blement sur I'unité de mesure de ces angles ; et de méme que ces
nombres abstraits sont donnés par les angles auxquels ils répondent,
ces mémes angles peuvent & leur tour en étre conclus. Ce n’est
méme qu'au mojen de ces nombres que nous opérons sur les
angles ; car , par exemple , lorsque , dans la vue de faire
un angle ¢gal & wun angle donné , nous construisons un tiiungle
dent Vangle cherché fasie partie , et qui seit égal & un autre
triangle , auquel l'angle donné se trouve appartenir , nous ne
nous occupons pas proprement de la longueur absolue des cotés
de ces deux triangles , mais seulement des rapports abstraits entre

ces coHLes,

w

Et c’est précisément dans ces considérations , comme l'observe
fort bien M. I. M. , qu’on trouvera la solution de la difficulté
qui nous occupe. Quelle est donc la différence essentielle entre
les deux équations
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C=F4,B,c), ¢=F(a,b,C)?

Clest que , si la premitre pouvait dépendre dec, ce ¢6té ¢ devrait
y figurer en personne, s'il est permis de s’exprimer ainsi; de sorte
qu'elle conduirait 4 la conclusion absurde

c=f(4, B, C),;

tandis que , dans l'autre, au contraire , l'angle € peut fort bicn
'~ ’ M 4

ne figurer que par quelqu'un des nombres abstraits ses représentans ,

et n’y peut méme figurer que de cette maniére, puisque nous ne

faisons jamais des angles qu’avec des rapports de longueurs, c’est-

a-dire , des nombres abstraits. Appelant donc 7z le nombre abstrait

par lequel figure l'angle € dans la seconde ¢quation ; cette
équation reviendra

c=¥Fa,b,n), d’ou n=fa,b,c);

ui n'implique aucune absurdité.
q piq

Mais ces considérations , en admettant méme qu'elles dissipent
complétement I'espece de paradoxe qui fait le sujet de la troisieme
objection de M. Leslie, ne sont-clles pas prises en dchors de la
question qni nous occupe ? Cette constance , pour un méme angle,
des divers nombres abstraits par lesquels les angles peuvent étre
représentés , nest-elle pas une conséquence du principe de la simi-
litude ? et ec principe lui-méme ne présuppose-t-il pas, 2 son
tour , celui que M. Legendre se proposc d’établic 7 En un mot,
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n’y a-t-il pas ici quelque cercle vicieux ? C’est la wune difficulté
assez grave a laquelle I'estimable géométre de Genéve ne parait
pas avoir songé , et que je me contenterai d'abandonner a ses
retlexions et a celle du lecteur.

1V. Jinsisterai peu sur lobjetion qui consiste a savoir s1 les denx
€btés @, & concourront réellement en un point , quelle que soit
la longueur du troisicme coté ¢. M. ¥. M. a trés-bien observé
que cette objection , recevable si les deux angles .4, B ctaient
piis aun husard, cesse de létre dés qu'on suppose qu’ils appar-
tiennent 4 un triangle effect:i.

V. Orant 3 1 dernicre objection p javoue quelle m’embarrasserait
peu il ne me restait aucun scrupule sur la démonstration de M-
Legendre. Cest sans doute, sous le point de vue philosophique ,
une question d’'un grand intérét que celle de savoir pourquoi on
ne peut quelquefois , par certaines mdthodes , attcindre & des
vérités qui se montrent au contraire facilement accessibles & d’autres
maniéres de raisonner ; mais enfin, lorsque ces dernicres conduisent
surement aa but, la vérité n'en est pas moins solidement ctablie.
Avant Lagrange, on ne voyait pas trop clairement d’oll naissait
Iimmense avant:ge des notations différenticlles sur les procedds de
I'ancicnne géométrie,, ct cependant on n’en avait pas moins admis
sans contestation les résultats nombreux et nouveaux, pour la plu-
part, auxquels I'emploi de ces notations avait conduit. Il est peut-
étre méme auvjourd’hui trés-peu de géometres qui me soient pas
dans lc méme cas & I'dgard des procedes du caleul des variations,
et on n'en trouverait paslsans doute un grand nombre qui sauraient
traduire les mecthodes de ce caleul en procédes purement geomé-
triges: ce qui n'empeche pas cependant que tous ne s'abandonnent
a ces procedes sins la moindre hesitation, sans le moindre scru-
pule: psrce qie tous ceux qui en font usage sont bien certains
de la rigueur des psincines gui leur servent de base.

VI 1l est encore une objection que perswne n’a jamais songé

3 oppuser a M. Legendre, et qui pourtant n’cst pas moins scrieuse
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que les autres. On n’est point encore parvenu & démontrer nectte-
ment jusquici qu'une dquation algébrigue, 3 une seule incsanue,
dont le premier membre est une fonction rationnelle et entiere , soit
toujours résoluble par rapport & cette incounue, et cependunt la
démonstration de M. Legendre admet qu'une équation dont la
forme méme est supposée inconuue, et qui- peat congéquemment
renfermer des transcendantes dont nous n'avons jamais rencontré
de modéles, est néanmoins indistinctement résoluble par rapport a

I'un quelconque des ¢élémens dont elle se compose.

La conclusion que je crois pouvoir tirer de tout ceci, c’est que
quand méme on parviendrait & prouver que la démonstration de
M. Legendre est tout-a-fait rigourense , ce que je me garderais
bien de garantir, et ce qui, tout au moins, reste encore a faire ; cette
démonstration reposerait sur des principes trop délicats, et serait
sujette & des objections trop graves et trop nombreuses pour pouvoir
étre regardé autrement .que comme un ob}et d,e Pur.e cunosnt'é
Je pensc donc qu’il vaut encore mieux en revenir aux ldccs de
Bertrand sur la nature de I'angle, et démontrer le théoremc dont
il sagit, comme vous I'avez fait vous-méme , Monsieur , & la page
356 de votre troisiéme volume.

En m’exprimgnt ainsi, je suis loin , au surplus, de prétendge
proscrire absolument {'usage de Ia notation fonqtionncllcldans Ia
démonstration des théorémes de glométrie ; mais j'inclinerais du
moins & penser qu'il convient de ne I'employer qu'avec beaucoup

de circonspection , toutes les fois que les raisonnemens doivent
avoir des angles pour objet.

Agréez, etc.

Lyon, le 15 de novembre 1810. :
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QUESTIONS RESOLUES.

Démonstration de la fausseté du théoréme énoncé &
la page 320 du IX.c volume de ce recueil ;

Par M. FrEperic SARRus.

P e PR s s e . e s

LE théoréme dont il s’agit consiste en ce que tout nombre impair
2n--1 serait ou ne serait pas premier, suivant que l'un des deux
nombres -2"—1 , 2°-4-1 serait ou ne serait pas divisible par
2n—-1.

En cherchant & démontrer cette proposition, je l'ai trouvée cm
défaut pour le nombre 341.
On a, en effet,

2'—1=31, 2°1=33; dou 2°==1=31.33=341.3

donc

2°=341.3441 ,
et par suite

2'7°=(341.341)"7,

s1
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si 'on développe le second membre de cette équation , tous les
termes de son développement exceptd le dernier 1 serant divisibles
par 341; de sorte quon peut écrire

2'°=341k41 ,
% désignant un nombre entier ; or, de I résulte
20y =341k ;

ainsi, 2'7°—1 est divisible par 341, bien que ce nombre ne soit
pas premier.

Il est donc certain que l'une des deux formules 2"—1 et 2"+4-1
peut étre divisible par le nombre impair 2241, sans que ce nombre
soit premier ; mais il n’en demeure pas moins certain que, lorsque
ce nombre est premier, il divise nécessairement 'une ou Jautre de

ces deux formules; ce qu'on peut prouver assez simplement comme
il suit.

Soit p un nombre premier quelconque , on aura

z’=(1+1)P=I+?——|—-’%-p—:}-+.......+£--p—_—r+£+l;

I F I}
d’ott
P, P P=1, pp=1p—2 , _
o= — e —— i —
2 2 1+1 2 +1 2 3 +
P P=1 p=2, p p—1 | P .
e TR

Tom, X. 23
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Tous les termes du second membre de cette équation sont, comme
Yon sait des nombres entiers. De plus , ils sont tous divisibles

par p, qui ne saurait se trouver au dénominateur d’aucun d’eux,
donc 1.° lorsque p est premier

2P emn,
P

est un nombre entier.
Supposons présentement que le nombre premier p soit un nom-

bre impair de la forme 2241, en substituant dans la formule elle
deviendra

2(22 =1) 3.(2n=—1)(2"41)
20ty ~ 2041 ’

or, 2 ne pouvant étre divisible par le nombre premier impair
an+4-1, il faut que ce soit le produit (a"—1)(2"4-1), et par suite
Pun ou l'autre de ses facteurs 2"—1, 2”41 qui soit divisible par
ce diviseur.

Naurons-nous donc rien de plus simple que le théoréme de
‘Wilson, pour juger, & prior, si un nombre donné est ou n’est
pss premier ? 1l nous -parait du moins que son procédé est susceptib'e
d’abréviations notables. Dabord comme tout nombre composé a
toujours au moins un diviseur premier moirdre que laracine du quarré
le plus approchant en plus; on voit que N étant un powmbre donné,
et g, ~ deux nombres premicrs conséeutifs , tels que g* < N et 2*> N
si 'on fait le produit P=17.2.3.5.7.11...g des nombres premiers,
jusqu’a g inelu-ivement ; suivant que P et N auront ou n’auront
pas un commun diviseur , N sera composé au premier : on peut
méme , dans ce produit, supprimer les facteurs 2.3.5, attendu que

ces facteurs se recohnatssent dans un nombre i la premiecre ins-
pection.
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Ainsi, par exemple , puisque 400 estle quarré de 20, il suffira,
pour reconnaitre si un nombre inférieur 2 400 ou méme i 441t
est composé ou premier , de chercher s’il a ou n'a pas un diviseur
commun avec 32323=7.11.13.17.19.

A la vérité , ceci suppose qu'on a une table des nombres pre-
miers qui s’étend au moins jusqu’a /N ; mais si l'on ¢tait privé
d’une pareille table, on en serait seulement réduit & substituer au
produit des nombres premiers le produit 7.11.13.17.19 23.25.29.31.35.
37.«.s des nombres de la forme 6”1 qui , comme lon sait,
comprend tous les nombres premiers (*).

(™ Nous nous sommes assurés que la loi dont M. Sarrus vient de démontrer
la fausseté se soutient pour les 7o premiers nombies naturels s peut-étre méme
se soulient-elle beaucoup au-dela; et c’en est assez pour montrer quel fond
on doit faire sur induction , méme en mathématiques.

Il serait curieux de savoir quel est le plus petit nombre composé pour lequel

elle est en défaut; et quelle est la forme générale des nombres pour laquelle
eil: est lausse.

Nous sa'sissons cette occasion pour observer que , dans Dimpression du
mémoire de M. Sarrus, inséré 2 la pag. 33 de ce volume, il s'est glissé diverses
errcurs , dont une trés-grave et de nature A le rendre inintelligible : en voici

la correction.
a1 d4 . dA4
Page 37, ligne 3, pour 4-a,, -.-— 3 lisez : Fa, — .
€ dam da,

ligne - 3 pour 2%, lisez : 2a.
Page 48, lignes 4, 5, 6, 8; les premiers membres qui sont @y 5 245, 3a;, v
na, , doivent étre a; A1, 20,4, , 3a:4; yeennard,.
Page 49, ligne 3, au dernier terme ; n--a , lisez : n4-2.
J. D, G.
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= —

QUESTIONS PROPOSEES.

Theorémes danalise.

ON propose de démontrer les deux formules que voici ;
Are(Tang.=s)= g x:_;: + % (-‘%zy
2 () ) e
Arc(Tang.=z)=z— —§x+x= _g_ (l:;,)’

2.4 1-|—-J|:2 246 ) g
+57 579(1+x2

Probléme de probabilite.

On a mal compté n fois consécutivement les écus qui se trou-

vaient contenus dans un sac ; et 'on a obtenu les nombres «, ,
@5 @5 ,und, On demande, 1.° quelle est la probabilité que le
nombre de ces écus est 2? 2.° quel est le plus probablement le
nombre des écus de ce sac? 3.° quelle est enfin la probabilité que

ec nombre d'écus le plus probable est le yéritable ?
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ANALISE TRANSCENDANTE,

Essai sur le développement |, en fructions continues ,
dres racines des equations du troisieme cegre, ot sur
Papprox:mation graphique du probleme de Lu trisection
de langle.

Par M. Freprric SARRus.
[a Sy Sl Vo W, Vo V)
I NOUS allons prouver, en premier licu , qne la résolution d’une

équation quelconque du tioisiéme desré peut toujours étre ramence
a celle d'une autre equation de la forme

fa’—=3zx=a ,

ol a est un nombre positif.
En effet, la proposée ne saurait étre , aprds I'évanouissement du

second terme, que de l'une ou de l'autre de ces deux formes

yi—py+g=o, y*+py+g=o0,

ot il est permis de supposer que p et ¢ sont des nombres entiers ,
et ou ¢ est un nombre essenticllement positif.
Si c’est la premiére forme qui a lieu, il suffira de poser

r=tu L,

le signe supérieur ou le signe inférieur ayant lieu suivant que ¢
Tom. X, no VI, 1.5 janvier 1820. 26
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est négatif ou positif. En substituant et divisant ensuite par

p > o .
2 Vﬁ , il viendra, en effet, en transposant,
a

3
qui, en faisant V:‘—q— =a, devient, en effct,

Si Iéquation est de la seconde forme, on posera d’abord

y=i2zV§ ;

. . . . . 2
ce qui donnera , en substituant et divisant toujours par _31 V—E )

43432t ]/24_71)‘% —o.

posant ensuite, dans celle-ci
z= \/xz—-l H

au surplus, a faire immédiatement

y= 2V —(.L-—'I) 3

_ =3
(Yz*—1 )y 1= ——z—-; ;
I

2p ;/?

ce qui revient,

elle deviendra

ou, en guarrant
aTqt

4p3

(fzr—1 @ —1) =

ou, en développant
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274% .

3 =21
(423=3z)*—~1= el

ou enfin, en transposant et extrayant la racine quarre’e des deux

membres.

X

. . 792 .
équation qui, en posant , V,-{- 24"73 =a, revient encore a
P

4a3—-3x=a .

II n’y aurait donc d’exception que pour le seul cas ou la pro-
posée anrait ses trois rac.nes égalcs. Alors, en eflet, p7, qui entre
comme denominateur dans nos formules, se trouve nul , ee qui

)’ ? q Y

introduit des grandeurs infinies.
Soit , par exemple , I’équation

y’'=7y+7=0,
qui se rapporte 2 la premicre forme, en posant

y==—22y'1,

ele deviendra

™

3y/3

I

43z =

S

3V 21
14
Soit encore 1’équation

el a=—

y*+y—10=0 ;

qui se rapporte 4 la seconde forme ; en posant
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y=2 -7_'.‘_3':_‘. ,
elle deviendra
4y’ =3y =26 ;

ou a=26.

II. Nous allons prouver présentement que 1’on peut faire dépendre
la résolution de Véquation 42*—3z=a de cclle d’une équation de
la méme forme, dans laquelle le second membre sera si voisin de
I'unité qu’on voudra. Posons, en effet ,

en substituant dans

clle deviendra

et extrayant la racine quarrée, I’équation & résoudre sera
4x13—3x1=a1 ’

équation exactement de méme forme que la proposée. Or, de I'équation

14a
2 =a;

on tire, en quarrant, chassant le dénominateur et transposant
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2a,*=a+1 ,
ou

20, ==1)=a—1 ;

Q=1 T

a—1 2(a41 "’

et par conséquent

Q=1

<i ou ag,=1<;{a=1),
a e==]

la différence de @, avec I'unité sera donc moindre que la moitié de
la différence de & avec I'unilé,

Donc, si 'on pose successivement
[}

1-+4a
r=ar,*—1 , = +

X, =27,—1

— — 14-a,
T, =28 ;°—1 , a,—p — >

o 0 ¢ s o o & o o e o o 8 & , 9 . o

— 14-an—,
Xy =20, T, In—= V_—— ’
2
on aura, qucl que soit d’ailleurs I'indice »,

3 —
4'”11 —3.1‘”—-0” 5

et la série a, a,,a,,.e000vu 0 a, sera telle que la différence de
chacun de ses termes avec l'umité scra moindre que la moitié
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la différence avec cette meéme unité du terme qui le précédera
immédiatement,

Il n'est pas méme difficile de voir que , passé le premier terme
dans la secrie des différevces a—1, a,—1, @g,~1 ,ecieeva,— 1,
chagne terme sera reeliemeat moindre que le tiers de celui quile
precedera immediatement. Ln effet, il resulte des relations ci-dessus
quaucun des teres @, , @, , @, ,......0, e saurait étre inferieur

a ; ct qu'ils seront meme toujours plus grands que cetie fraction;
on a donc

a> 5,
d’ ol
a"+l>£— b
et
2(a,+1)>3 ,
donc
_t r
2(a,41) <; g

mais on a, en général, par ce qui précede,

an—1 I

5
Ol 1 1L 2(a,41)

donc, @ fortior:,

a,=—1 1 ’
<>, ou ag~1<Ya,_,—1).

ap— =1

comme nous l'avions annoncés

Cette c'reonstance facilite singulierement le calcul des quantités
a,,a,, a, ,......a, On sait, en effet. que. lorsqic 7 est une
trés-petite fraction , on a sensiblement Vici=11t3:r; dou l'on

voit que, lorsquon sera parvenu i des termes tres-peu différens
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de I'unité, on pourra poursuivre en remplacant Vextraction de la
racine de la quantité sous le radical par la réduction a moitié de
sa différence avec l'unité.

Il résulte de 13 que dans la série g1 ,a0,—1, @,=1 , ...y, ,
chaque terme, que nous venons déja de démontrer étre moindre
que le tiers de celui qui le précede immédiatement , tend sans cesse
a n'en étre plus que le quart. Soit, en effet, a,_,= 14/, 7 Ctunt
une trs-petite fraction, nous aurens

14-a, 241 —_—
a,= Viz“" 27/%:‘/1'“" :

ce qui donnera sensiblement g,=14 ;73 on aura donc¢ , aussi
sensiblement ,

a,—1 i

om——e O

1
4
S e

—_—

.
] ’
Qpoe.y=1 z

&l

ainsi , parvenue A ce point, la séric g1, 0,~1 , @,—1 , . 0,1

sera facile & continuer, et on en conclura ensuite les termes cor-
respondans a la série @, a,, a,, @; ;e @y

On peut remarquer présentement que, sil’on avait rigourcusement
4} =3z, =1 ,
on en conclurait, en transposant et décomposant,
(21'"+l>:<x"—l)=0 >

d'ou l'on voit que, tandis quec 'une des racines des diverses trans-
formées converge sans cesse vers -l'unité ; les deux autres conver-
gent en méme temps vers la fraction — ;. On pourra donc, passé un
certain terme , tirer un parti avantageux de la méthode d'approxi-
mation de Newlon , pour résoudre la dernitre transformde , et re-
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monter ensuite 3 la valeur de &, au moyen des relations établies

ci-dessus entre &, ;5 23, Ty ;5 ene Ty

III. A laide de ces relations, la valeur de z peut étre develop-
pée en fraction continue d’une forme fort e‘légante. L’équation
4z,—3x,=a, donnec, en transposant,

A I T
4"’11 ——-3.1”""‘0" 5

mais I'équation z,_,=2x,*—1 , donne aussi, en transposant,
21'”2-_—'.13”_,"}‘! ;
divisant donc la premitre par la seconde, il viendra
3x,4a,
2F, = ——
" xll--l+x ’
ou, en chassant le dénominateur, réduisant et transposant
2xnxu-1=xn+au H
d’od on tire

— a, 2,
2%, =14 — =14 —
Xy 2%

on aura donc cette suite d équations

2a;
22=14 — ,
22y
28,
22, =14 — ,
2%
2a;
AT, =14 — ,
2x 3
c i e e e e e ey
205
20, =1 -—
2%y

d'ot on conclura facilement
sr=1-4
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az =x+f;af 22,
« I +--" ""'“.”“+ 20— ¢

24,

1 —

’
2%,

fraction continue qui tendra continuellement & se résoudre dans la
fraction périodique

que l'on trouve étre égale & 2 ; de sorte qu'en poussant le déve-
loppement assez loin, on peut, sans erreur sensible , écrire

2a,
2x=x+—l— 2a,

2a4

—

1 o0

28, 4

1 +a;;

.

IV. Le probléme de la trisection de I'angle se réduisant , comme
I'on sait, & la résolution d’une équation du troisi¢me degré , dans
le cas irréductible ; les formules que nous venons d’obtenir sem-
bleraient pouvoir en offrir uue solution approchée ; mais elle ne
saurait étre d’aucune utilité dans l'application aux arts. Heureuse-
ment on peut obtenir de ce probléme une solution graphique A la
fois trés-simple et trés-convergente.

On a, en effet, par les théoréemes connus,

Sin.32Cos.a—Cos.34Sin.a= Sin.(34—a)=Sin.2¢=2Sin.aCos.a ,

ou bien, en transposant,

Tom. X, 27
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Sin.z(2Cos.a+ Cos.32) = Cos.aSin.3a ,

dol
. Sin.3aCos.a __  Sin3a
Sin.a= 2Cos.a4-Cos.3a - at Cos.3a °
’ Cos.a

Cela posé, considérons la formule

Sin.3a

2 Cos.3a }

Sinz,=

Cos.x

()

on en tirera, en prenant les différentielles logarithmiques

dx,Cos.x, dxCos.3aSin.x

Sin,x = (2-+~Cos.3a
Cos.x

J Cos.’x ;

Cos.3a , , .
ou en mettant pour 2-}- —CO-S—- sa valeur donnéde par l'équation (1),
0S. X

. dx
et tirant la valeur de — ,
“dx

dx, _ Cos.3a Sin.x Si;l.zx,

dx

mais , en comparant les équations (1, 2) , on

x=a, on a 2,=2=a,; donc , dans ce méme

dx, .
— devient
dx

Tang.3 a

Tang.3a

Sin.3a Cos.2xCos.x; ’

voit que , lorsque
cas , la valeur de

Donc si, dans la formule (1), on fait r=a+4g et 2,=a—k, g

¢tant un trés-petit arc, on aura sensiblement
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}l——g Tang3a .
Tang.ﬂa

Cette expression devenant également nulle, soit que 3a soit nul,
soit qu’il soit égal a I'angle droit; elle doit étre susceptible d'un
mazimum entre ces deux limites, Si, dans la vue de le déter-
Tangla
Tang3a
supprimant le dénominateur et divisant par Sin.*¢Cos.’a ,

'

miner, on égale & zéro la diflerentielle de , il viendra, en

(Cos.3¢Cos.a—Sin.3aSin.a) Sin.32Cos.a—Cos.34Sin.a)=o0 ;

ou bien
Sin.22Cos.4ea=o0 ,
ou simplement

Cos.fa=o0 ,

puisque Sin.2z=0 répondrait au minimum. On aura donc, dans
te cas du mazimum ,

. 1
fja=:= , dou Cos.2a=Cos.;w=—7=

V2
de la
— I—COa 2a __| V::T — _.— .

Tang.a—VH_Los'm — =y2—1;

d'ou
Tang.la=5y/ 2=7 ;
on aura d’ailleurs, dams ce cas,
X
Tang.3a=Cot.a=Tans.a ‘/3__1 =ya+1 ;
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donc finalement on aura, dans le cas du maximum ;

Tang3a

=0y 2—7)(y/3—1)=17—12/2<0,0294< 5 ;

Tang.3a

c’est a-dire

d'ot il suit que, dans la formule (2) , en mettant pour z une
valeur qui différe peu de a, la valear qui en résultera pour z,
ne differera de @ que d'une quantité au moins 33 fois plus pe-
tite ; de sorte qu’en remettant cette nouvelle valeur pour 2 dans
la méme formule, et poursuivant toujours ainsi, on obtiendra une
suite de valeurs x, #,, x,, x, , ...... convergente vers @, telles
que , dans le cas méme le plus défavorable, la différence de
chacune avec @ sera plus de 33 fois moindre que la différence avec
le méme arc de celle qui la précédera immeédiatement.

Il n’est donc plus question que de trouver une construction qui
réponde & ces indications, et représente la formule (2); or, clest
Ia une chose extrémement facile. Soit, en effet, ASB (fig. 1) un
angle donné égal a2 32, quil soit question de diviser en trois par-
ties ¢gales. De son sommet S comme centre, et avec un rayon
arbitraire, soit décrit, entre ses cotés, un arc MN. Par le méme
sommet , soit c¢levée & I'un quelconque SA de ses cotés, et dans
le sens de l'autre, la perpendiculaire 8C, sur laquclle soit prise,
a partir du point S une partic SD a peu prés égale & la corde
des deux ticrs de l'arc MN ; aux deux tiers de sa corde, par
exemple. Du poi.nt D comme centre , ¢t avec un rayon double
de SM=8N, soit décrit un arc coupant en E le prolingement
de SA; et soit menée NE, coupant SC en D, ; alots SD, sera
une valeur plus apprachée de la corde des deux tiers de arc MN ;
substituant donc le point D, au point D, on obtiendra, par un
semblable procédé . un nouveau point D, , tel que SD, sera une



DE L'ANGLE. a1
valeur beaucoup plus approchéc encore ; en poursuivant donc tou-
jours ainsi, un parviendra trés-rapidement A une valeur extréme-
ment approchée dec la corde des deux tiers de MN.

Cette construction est extrémement facile a justifier ; soit , en
effet , mend le sinus NP, et soit pris pour unité de longucur le
rayon SM=SN; dot DE=2; en nommant 2z et 2z, les arcs qui

répondent aux cordes dont les longueurs sont SD et SD, , on
aura

. SE . SE 2Sin.3a
38in.z,=8D,=NP. g% =Sin.3a oo o = 4y 2Cos3a 5
SE
fais on a

SE=y/DE'—sp' =V f—4Sinex=3Cos.% ;
doenc , en substituant et réduisant ,

Sin.3e )
Cos.3a
2 Cos.x

Sin.z, =

qui est précisément notre formule (2)

Dans cette trisection , qui est plus simple , en quelque sorte;
u’'une bisscction, on pent, sans inconvénient, placer , dés l’abord ,
le point D d'une manitre tout-d-fait arbitraire, et conséquemment
le placer en S, ce qui est plus simple; et dés la seconde opéra-
tion, l'errcur sera déja peu sensible. On voit par la que ,si l'on
s’était trompé dans quelquc opération , 'opération qui suivrait cor-
rigerait aussitot ce que celle-la aurait donné de défectueux ; ainsi
quil arrive dans la méthode d'approximation de Newton pour les
racines incommensurables des équations numdriques,
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.
Démonstration d'un théoréme de geomeétrie ;

Par M. Vecren, licencié &s sciences, ancien professeur
de mathématiques spéciales.

- T T —

THEOBEME. Soit ABC ( fig. 2) un triangle quclconque dans
lequel soient mendes les droites divisant les ang'es en deux parties
égales, que l'on sait se co:per en un méme point O, et que nous
supposons se terminer aux cotés respectivement opposés en D,
E, F. Par les sommets soient menées des perpendiculaires 3 ces
droites, rencontrant les prolonzemens des cotés respectivement op-
posés en G, H, K. Sur DG, EH, FK comme diaméires soient
décrits des cercles , dont les centres soient respectivement L,
M, N.

1.° Les trois points G, H, K, seront en ligne droite ; 2.° les
trois cercles passeront par les deux mémes points P, Q; dou il
suit 3.° que leurs trois cenmtres L., M, N seront également en
ligne droite.

Démonstration. Si I'on congoit trois droites EF, FD, DE, que
nous ne menons pas, pour ne point compliquer la figure , il est
connu (*) qu'elles concourront avec les prolongemens des cotés BG,
CA , AB, en trois points G, H, K, qui apparticndront a une

méme ligne droite, et l'on aura

(1) Yoycz la page 296 de ce volume,
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BD:CD::BG:CG ,
CE: AE::CH:AH ,
AF :BF :: AK: BK .

Mais si, sur DG comme diametre , on décrit une circonférence ,
on sait que cette ligne est le licu des sommets de tous les triangles
qui ont pour base BC et qui sont tels que, sil’on tire du som=
met de l'angle opposé a BG une droite au point D situé sur ce
coté , cetle ligne divisera l'angle d’ou elle part en deux parties
égales ; donc la circonférence décrite sur DG passera par le point
A; dou il suit qu’en menant AG , celte ligne sera perpendiculaire
sur AD. On démountrerait de méme que les circonférences décrites
sur EH, FK passent respectivement par les sommets B, G, et
que les droites BH, CK sont respectivement perpendiculaires sur
BE, CF. Or, nous avons rappelé plus haut que les trois points
G, H, K sont en ligne droite ; la premicre partie du théoréme
se trouve donc ainsi démontrée,

Pour démontrer la seconde, nous allons d’abord supposer qu'on
a décrit les deux circonférences DAG, EBH, se coupant en P,
Q, et faire voir que la troisitme FCK passe par ces deux mémes
poiuts.

En effet, si I'on congoit des droites PA, PB, PC, que nous
sous-entendons , pour ne point trop compliquer la figure ; & cause

que lc point P est & la fois sur les deux circonférences DAG ,
EBH, on aura /

BD:DC::BP:.PC, AE:EC::AP:.PC ,
d’od
ALXDC:ECXBD: AP::BP ;

mais on a
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AEXDCxBF=CE xBDXAF ,

cc qui revient A

AEXDC: CEXBD:: AF : BF ;
donc, 4 cause da rapport commun,
AF:BF:: AP:BP;

ce qui démontre que le point P est sur la troisiéme circonférence ;
el on en dirait autant du point Q. La seconde partie du théoréme
se trouve donc également démontrée.

La droite qui joindrait les poinis P, Q serait donc une corde
commune aux trois cercles ; la perpendiculaire sur son miliea con-
tiendrait donc leurs centres; ces centres sont donc en ligne droite,
comme l'annonce la troisiéme partie du théorewme.

—-——
[—

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Solution et construction géomeétrique du XXIV.*
probléme de larithmétique universelle de NEw 10N ;

Par M. GERGONNE.

[a Sla Sl "Re Y Nl Vi U ¥ V)

LE premier des trois problémes de mathématiques proposés cette
année au concours géncral des colléges royaux de la Capitale , m'a
rappelé que javais résola et construit depuis long-temps , d’une
maniére qui me parait assez simple le XXIV.® probleme de

Y Arithmétique
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Y Arithmétique universelle de NEwTON , sur lequel les auteurs
d’elemens sont si souvent revenus , et qui a quelque analogie avec
celui-la. Je vais exposer ici la solution que j'ai obtenue de ce pro-
bl¢me, telle que je la donne chaque aunée dans mes cours; aprés

en avoir, toutefois, un peu géneralisé 1’énoncé,

PROBLEME. Deux droites indéfinies , se coupant sous un angle
quelcongue, étant données de position sur un plan , et un point
du méme plan étant donné de position par rapport & ces droites:
on prepose de mener , par le point donné , unc droite indéfinie de
telle sorle que sa partie interceptée cnire les deux droites données
soit égale a une longueur donnée?

Thése. XX/, YY/ ( fig. 3 ), se coupant sous un angle quel-
conque en O, sont les deux droites indefinies données de position ;
P est le point donné de position par rapport a ces droites, dans
I'angle XOY ; et par lequel il s’agit de mencr une droite de telle
maniére Gue s3 pariie AB, comprise entre les deux droites données,
soit d¢gale a une longueur donnce c.

Discussion. Avant d’entreprendre de résoudre un probléme de
géométrie , il est souvent utile d’en examiner attentivement les
diverses circonstances , de manic¢re a4 s'assurer 4 l'avance du ré-
sultat qu'on doit s'en promettre. Livrons-nous donc a cette discussion
pour le présent probléme.

On voit dabord qu’il est impossible de mener par le point P,
une droite qui ait une partie finie interceptée entre les cétés de
Pangle X’OY’; ainsi le probléme ne saurait avoir de solution dans
Vopposé au sommet de l'angle qui contient le point donné.

Si, par le point P, on meéne deux droites, l'une passant par
O et l'autre parallele & XX’ ; leurs parties interceptées entre les
cotés de l'angle YOX’ scront nulle pour la premiére et infinie
pour lautre. Si donc’on congoit que la premidre tourne autour du
point P en se rapprochant sans cesse de la seconde, fa partie in-
terceptée entre les cotés de langle YOX/ croitra par degrés in-

Tom., X. a8
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sensibles depuis zéro jusqu'a l'infini; d'ou il suit que, quelle que
puisse étre la longueur donnée ¢, il y aura toujours une position
intermcdiaire de cette droite mobile pour laquelle la partie inter-
ceptée sera égale & cette longueur; et, comme on pourrait évidem-
ment dire les mémes choses de I'angle XOY/; il en faut conclure
que le probleme a toujours nécessairement une solution effective
duns chucun des deux supplémens de I'angle qui contient le point
P; reste donc & savoir ce qui se passera dans cet angle méme.

Remarquons d'abord qu'on ne saurait, par le point P, mener
une droite dont la partie interceptée entre les cotés de I'angle XOY
fat nulle, ni méme d'une petitesse donnée ; ¢’est-a-dire , que cette
partie interceptée estici susceptible d'un minimum. Supposons donc ,
pour un moment , quc ce minimum réponde & la position AB i
dans quelque sens que l'on fasse tourner cette droite AB autour
da point P, sa partie interceptée dans I'angle XOY croitra, dans
I'un et Pautre cas, par degrés insensibles, jusqu’a pouvoir devenir
infinic ; d'od il suit que, dans langle XAY, il y #vra deux so-
lutions , tant que Ja longucur donnéde ¢ surpassera celle qui convient
au minimum ; une scule, lorsqu’clle lui sera précisément égale ;
et aucune lorsqu’elle lui sera inférieure ; c’est-a-dire , qu'en général
il peat indistinctement y avoir deux solutions cffectives, une scule
ou aucune, dansl'angle méme qui contient le point douné , suivant
la grandeur de cet angle, la sitnation du point donné puar rapport
a ses cOtés et la longueur donnée.:

Ainsi, en résumé, le problcme ne saurait jamais avoir ni plus
de quatre ni moins de deux solutions effectives ; cest-a-dire, qu’il
doit conduire 3 une équation du quatrieme degré , ayant nécessai-

rement denx de ses racines reelles, tandis que les deux autres pourront

8tre indistinctement réelles et incgales , dgales ou imaginaires
8 s 8 s

suivant le rapport de grandeur des données.
Les quatre solutions sont repréesentées dans la figure 4, ou AB,
A/B7, AYB”, \/B’" sont les parties interceptées,

Solution. Soit pris I'angle qui conticnt le point donné pour angle
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des coordonnées positives , désignons-le par », et soient @, 2 les
coordonnées du point donné. Une droite quelconque passant par
ce point aura une équation de la forme

y—b=Mz—a) ;

et la question se trouvera réduite & assigner la valeur de M qui
rend égale 4 ¢ la partie interceptée entre les axes des coor-
données.

Si, faisant successivement y et z égaux & zéro, dans cette équa-
tion,, on la résout ensuite par rapport & z et y, respectivement,
on en lirera

b—Ma

S T y=b—Ma;

ce sont donc li les segmens interceptés par notre droite sur les
denx axes, a partic de l'origine ; ou , en d’autres termes, ce sont
deux des cotés d’un triangle dont le troisieme doit étre ¢ et dont

Iangle opposé duit étre y; ce qui donne

VA b—l‘f
= (P52 s S M) Conrh G M

c’Cst—b-dirc‘, en simplifiant,
M>c*={(b—=Ma,*(1+42MCos.,+4M*) ;
ou, en développant et ordonnant,
a2Mi=2a(b—aCos.9) M34-(a24-b2==c3—=4abCos.y) M2==2b (a—=bCos.y) M4b2=0. (1)

Telle est donc I'équation qui résout le probleme.

Lorsqu’on a ainsi obtenu une équation renfermant une inconnue
quelconque, rien nest plas aisé que d’assigner I'équation qui ré-
sulterait du choix de toutc autre inconnue; il suffit pour cela de
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chercher une relation entre linconnue primitive et celle qu'on a

dessein de lui substituer, et de se servir de cette relation pour éli-

miner la premiére des deux inconnues de l'équation deja obtenue.
Supposons , par exemple , qua linconnue M on veuille sobs-

tituer le scgment intercepté par la droite cherchée , & partir de

Iorigine, sait sur I'axe des z, soit sur celui des y ; en représentant

respectivement ces deux segmens par z et par y , NOuUS aurons,
comme ci-dessus , ‘

- b—NMa _ b
F=— ] ==
d’ou
y= b—Ma ; E M.—-_—_—":b ;

substituant successivement ces valeurs dans Péquation (1) , elle
deviendra , toutes réductions faites,

(x=—8)4}2(a=bCo0s.7) (x—0)34-(a34-b?==c3==/abCos.y) (x—a)?

~+-2ab(b=—aCos.y) (x—a)+ ab2=0,

(2)
(y=0)3 a(b—cuCos.y. (y —b)34-(a2+b*=c2=4al Cos.9) (y=b)*

~+-2ab(a— 6Cos.9) (y—b)4a2br=o0 ;
ou encore

4 —2(a+4-bCos.v) 2’ 4={a* +-b*—c*+2abCosy) 2’4 2ac> r—a*c*<0 ,
yt—2(04aCos )y +(a* 42— c*4-2a6Cos y)a*+2bc*s—b*c’=o0 .

4

On se comporterait de la méme maniére 3 I'égard de toute autre
inconnue qu’on voudrait choisir.

L’équation (1) n’est point, en général , susceptible d’abaissement,
et ne peut conséquemment fournir une construction graphique ri-
goureuse , exécutée avec la régle et le compas seuiement ; msis
si la relation entre les données é€tait telle que le probléme n'ect

&)
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que trois solutions , ou, ce qui revient au méme, que e>tte équa-
tion elt deux racines égales , le probléme pourrait fort b'en se

résondre alors géométriquement. En effet , la dérivée de cette
équation qui est

2a* M3—3a(b—aCos.y) M*4[a*+-b*~c*—4abCos.o )M—b(a—b)Cos.») =0

devrait avoir lieu en méme temps qu’elle. Eliminant donc M entre
Vune et l'autre, I'équation résultante en @, 4, ¢, Cos.y exprimerait
la relation, entre les données, qui eonvient 3 ce cas. De plus, on
obtiendrait, chemin faisant, une équation en M du premier degré,
ou tout au plus du second , dont la résolution conduirait A celle
du probléme proposé.

Si lon suppose que les droites données sont perpendiculaires
entre elles, on aura Cos.,=o0 , et ’équation (1) deviendra

a* Mb—20b M3 4-(a*+b*—c*) M>*—20b M+-b*=o0 ;
les équations (2) deviendrent, dans le méme cas,
(z—a)'-2a(z—a)+(a*+b*—c*) (a—0)*+2ab*(a—a)+-a*4*=o0,
(y=B) 2By —B) 4 (@B =Ny —b)*+20"b(y—b)+a*b'=0 ;
ou bicn
2t —2a2°4(a*+-b*—c*)x*t-2ac*z —a*c*=o ,
yt—2by (@b —c")y H2bey —bc*=o ;

et il n’en résultera aucune simplification notable dans la solution
du problé¢me,.

Il n’en sera pas de méme , si 'on suppose que le point donné
est situé sur la droite qui divise en deux partics égales P'angle
¢ans lequel il se trouve situé; on aura alors, en effet, é=a, ct
I'équation (1) deviendra
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2 3 424 1= Cos.9) M3+ 4a* 1—Cos.y)
— 20+ | H*—2a* 1 —Cos.y)M+-a’=o0 ,

équation réciproque qui conséquemment ne présente que la difficulté
du second degré.

Rien n’est plus aisé que de se rendre compte de cette circons-
tance , et elle pouvait méme é&tre facilement prévue 3 l'avance.
M est, en general, le rapport des sinus des angles que [ait la
droite cherchiée avec les axes des x et des ¥y ; or , dans le cas
particulier dont il s’agit ici, tout doit étre symétrique par rapport
3 une droite indéfinie passant par lorigine et par le point donné;
d'ou il smt que, si Pon plie la figure suivant cette droite , deux
des droites qui rcsolvent le probleme viendront se coufondre avec
les deux autres, tandis que les axes des x et des y coincideront.
Les angles formés p.r l'une de ces dioites avee les axes des z et
des y sont donc respectivement egaux avec ceux que forme sa
correspondante avec les axes des y et des o, dou il suit qn’er;

LT . _—
changeant M en 2 I'équation ne doit pas changer , et qu’ainsi

elle doit étre reciproque.

Les mémes conside-ations prouvent que , dans ce cas, la plus
courte lizne qu'on puisse mener par le point P, dans Pangle qui
le contient est la perpendiculaire 3 celle qui joint ce point a
Vorigine ; car . en pliant la figure comme il vient d’eire dit, cette
perpend:iculaire se confondra avec elle-méme. On voit par la que,
dans le méme cas, le problen.e aury quatre | trois ou deux so-
lutions , suivaut qre la longuenr donoee sera plus grande que cctte
perpendiculaire., égale a ccette perpr ndiculaire ou mcindre qu'elle.

Notre équation reciproque en M peut étre éerite ainsi u'il suit :

a*Mr—4a*Sin 1 M +-[Va*Sin iy — (244 ¢*) | M2 -4a*Sin. 1y M +a* =0 ;
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divisant tous ses termes par M*, et rassemblant deux 3 deux ceux
qui se trouvent & égale distance des extrémes, il viendra

a’ (M"*‘ﬁ ~4a’Sin.’§y(M+—;TI- ) + LSa’Sin.’Ey—(za’—l—c‘-)] =o0;

ou encore

@ (84 5 ) —4arsins 1y (4 7:7) +[8a*Sin 2 y—(4ar4e)] =0 5
posant donc

, z /7],
My——=z, dou M=ZZV—h,

cctte équation deviendra

a*z*—4a*Sin.*  y.z4-[84*Sin.*; y—(4a°+-c*)] =0 ;
et donnera

z= 2aSin.*; y -/ ca4arCosity
S— k4

a
d'od
2=/ aSin.* 1y 4aCos.b 24+ Sin2; v/ i faiCos.b £ »
: a
ct

. 21, 2Cos.4 -
z’—4=—4an.’§7.aC°S L7V ethaiCosity

’
[

substituant donc dans la valeur de M, elle deviendra

—_— ———
M= aSin.2$ y 3k \fe244a<Cos.+ L= Sin y.\Ja2Cos2 Ly ¢ a\/Cz+4azr‘ns 2L,

’
a

valeur que nous ne nous arrélerons pas a4 construire, attendu que
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nous pouvons parvenir d quelque chose de beaucoup plus simple:

Parmi les divers préceptes qui ont ¢té donnés sur le choix de
Pinconnue , dans les problemes de géométric, il en est de trés—
vagues et d'un succés fort incertain ; mais il en est un aussi qui
mcrite une attention particuliére, parce que son utilité est de toute
évidence : c’est ce qui prescrit de cholsir de préférence pour in-
connue , dans les problimes susceptibles de plusieurs solutions
parmi toutes les quantités dont la détermination peut conduire &
la résolution du probléme, celle qui, dans les diverses solutions
dont il est susceptible , subit le moindre nombre de variations.

Ce principe offre ici une application toute naturelle. Que l'on
congoive , en effet, des perpendiculaires abaissées de Vorigine sur
les quatre droites qui résclvent le probl¢me, il est clair que lors-
que , comme nous le supposons ici , la droite menée de cette
origine au point donné divisera en dcux parties égales angle dans
lequel ce point se trouve situé, ces perpendiculaires seront égales.
deux a deux ; de telle sorte qu'en prenant I'une d'elles pour in-
connue , le probléme ne sera plus que du second degré (*). D'un
autre coté , cette perpendiculaire une fois connue , rien ne sera
plus facile que d’achever la construction du probl¢me; puisqu’il ne
s'agira plus, pour cela, que de mener, par le point donné, des
tangentes au cercle qui aurait l'origine pour centre et cette méme
perpendiculaire pour rayon.

Mais cherchons d’abord I'équation d'ott dépend cctte perpendi-
culaire, dans le cas le plus général, c’est-d-dire, dans le cas ol
elle est susceplible de quatre valeurs différentes.

Dans le cas des coordonnées obliques, en représentant par 7 la
perpendiculaire abaissée de I'ovigine sur la droite dont I'équation est

(*) Newton a bien aussi ramené le problem» au second degré; mais c'est
d’'une maniére si détournée et si peu nalurelle quaucun auteur d'élémens n’a cru
devoir en faire mentios.

y—b
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y—b=Mz—a) ,
on aura
(h—Na)Sin.y .
D iadiCony 00

r=
ou

(b= 2a)*Sin.y=r*(14-2MCos.,~+ 1?) ;

il ne ¢agira donc plus, pour avoir I’équation en 7, que d’¢liminer
Bl entre cetie équation et l'cquation précedemment obtenue

cxMz==(b—Va (1420 Cos.p—+I3) .

En prenant successivement les racines quarrées de leur produit et

du quotient de leur division, on parvient aux équations plus simples
cMSingy =r(14+2MCos.y+M2) ,
(b—aM *Siny=crM ;

entre lesquelles I'dlimination de M conduirait , en général, i une
€quation en r du quatriéme degré.

Mais lorsque , comme nous le supposons ici , é=a la derniére
équation devient simplement

a*1—M)*Siny=crM ;

d’ou
crM
1=—2M4+-Mr=— :
+ 2:Sin.y '
ou
cr-}-243Sin
M= T2 gy
a4din.y
d’ol

2(Sin.y~4Cos.
1+2MCos.y+M*= er-20(Sin.y+Cos w_M :

a3Sin.y

Tom. X. 29
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sub:tituant cette valeur daons l'autie equation, et divisant par M,

il viendra enfin, en chassant le dénominateur , transposant, ré-
duisant et ordonnant,

cr*—+-2(Sin.y—+4 Cos y a*r—ca*Siny=o;

, . . . ,
. équation qui n’est plus que du second degré seulement.
Si, sortant de ces gcnéralites , nous prenons le probléme tel
s ’ p p
que Newton se l'est proposé; c’est-a-dire, si nous supposons que
les droites donnédes se coupent perpendiculairement, nous aurons
P perp )

Sin.y=1, Cosy=0, et cette équation deviendra simplement

(r*+-2a2°r—ca*=o0,
d'od on tire

Rien n’est plus facile 3 construire que ces valeurs. Soient menées
les deux coordonnées YG=PH=a du point P ( fig. 5), de maniére
a former un quarré PO ; soit portée la longueur donnée ¢ sur OY,
de O en D ; soit menée DG, et par le point H la parallele HK
a cette droite , se terminant en K 3 OX; soit portée KH sur XX/
de K en M et de K en M‘; décrivant alors du centre commun
O et des rayons OM, OM' deux cercles concentriques, ces cercles
seront ceux dont les tanzentes , par le point P, résoudront le
probléme, qui, conséquemment , dans le c.s de la figure , n'aura

que deux solutions, puisque le point P est intérieur & l'un des
cercles.

On a, en effet,

OH
OM = OK+KM= OK+Ki= 0.2 4cp.2H

oD oD’

- OH OH
:\ /=——0K I\TVI:-—- . 3 . ‘._____ . .
OM + OK+KH=~0G. ;5+GD. -,

e'est-a-dire , en substituant,
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a /Tl
M= 4ok

c c}

0N/ =— 2 4 2V e

e

valeurs qui nre différent de celles de r qune par le signe de la
dcroidre, qui n’est ici d’ancune considération.

On sc convaincra facilement que le point P ne saurait , dans
aucun cas, étre intérieur au plus petit des deux cercles ni méme
au quarré circonscrit dont les c6tés seraient paralleles aux deux
dreites donuces. Si ce point se trouvait sur la circonférence du
grand, le probléme n’admettrait que trois solutions.

On conviendra qu’il serait difficile de déconvrir une construction
géomdirique du probléeme plus simple que celle que nous venons
d’indiquer. Ce probléme peut , au surplus, dans le cas méme le

plus général, &ire trés-aisément construit par un procédé mécanique;
il ne s'agit, en cffet,

\

reg

pour cela, que de marquer sur l'aréte d’une
le deux points dont la distance soit égale a la longueur donnée;

de promener cette régle sur le plan des droites donndes, de ma-
niere que les deux points marqués sur son aréte soient invariable—
ment sur ces deux droites. En l'arrétant dans les deux, trois ou

quatre positions ou elle passc par le point P et menant des droites;
c»s droites seront les solutions du probléme (*).

Ceci peut fournir, au surplus, une maniére assez commode de
construire les racincs d’vne équation du quatrieme degré qui n’en
a que deux imaginaires au plus. Reprenons en effet I'équation dont

les racines sont les quatre segmens que les droites cherchées dé-

(" En d’autres termes, le probleme revient 2 mener, par un point extérieur,

une tangente a la courbe dont il a été question & la page 113 du précédent
volume.
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crminent sur l'axe des 2, pour le cas ou l'angle est droit et le
point donné quelconque; cette équation est

zt—zaz* 4 (a*+b* — ) r*4-2ac’r—arc*=o0 .

Si Ton fait disparaitre son second terme , en posant z=z+;a,
elle deviendra

2 —{(* =)+ @ tale 401+ at (e—b))— ta}=o0 .
Supposons donc qu’on ait A construire équation , sans second terme,,
zi4p2*4gz4r=o ,
on supposera qu’clle est la méme que celle ci-dessus, ce qui donnera
(@—l)tiotp=o,  al+i)—g=o,

2 (/2 2\ F Al pempy -
a* (e =b)— a*j —r=o0 ;

LY

d’olr on tirera facilement

e

a=;\V=6pxEVir=un »

b= iV e

o= 5V g -
Tragant donc deux droites indefinies , perpendiculaires I'une & l'autre,
considérées comme axes des coordonnées; prenant dans l'angle des
coordonnées positives un point P, dont les coordonnées soient les
valeurs de @, &, prises sur une échelle de parties dgales ; résolvant
mécaniquement notre probléme pour ces droites et ce point et pour
la longueur ¢, prise sur la méme échelle ; les segmens déterminés
sur I'axe des x, a partir de l'origine , pris avec leurs signes, reduits
en nombres, au moyen de l’échelle, et diminués de 2z seront les
valeurs de z.
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ANALISE TRANSCENDANTE,
Becﬁerchg de diverses series ;

Par M. Fripkric Sarmus, professeur de mathématiques
au collége de Pezcnas

lava Vi Sia Vo Y .20 Y

I EN multipliant membre & membre les formules connucs
Cos.?z2= Cos.z—Sin.’z , 1=Cos.’z-}-Sin.’z ,

on trouve

Cos.2z=Cos.*z==Sin.*z=Cos.*z(1—Tang.*z) ; (1)

de laquelle on déduira
Ldg.Cos.zz=Log.Cos.‘z+Log.((-—Tang.‘z) ;

¢’est-a-dire ,

Log.Cos.2z=4l.og.Cos.z—M(Tang.tz+; Tang.b 2 ; Tang."*z+....);

1—=—Tang iz
ngiz

ou bien encore , en considérant i—Tang.*z sous la forme ;

1

5 Tang.éz

{2—=Tang.+z

Tang.tz Tang.éz ‘
( -Tang. *..) + (2-—-va 4"> + et S
Tom. X, n.° VIII, 1.°% février 1820, 3o

Log.Cos.2z=4Log.Cos.z—2M
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formules dans lesquelles M est le module des tables ; et qui sont

trés-convergentes , principalement la dernidrc , toutes les fois que
l'angle z est moindre qu’un demi-droit.

1I. Si, dans la formule (1) , on change successivement z en
1z, %z, 5Z5.00.0.45 ON lrouvera

Cos. z=Cos*;2(1=Tangtiz) ,
Cos ;z=Cos.*z(1—Tang.t S 2) ,
Cos.;z2=Cos.* 2 z(1—Tang.* 3 2) ,

® ¢ » 0 v e s s s v s e 8 v e o9

En multipliant ces diverses équations membre 4 membre , on ob-
tiendra, par la suppression des facteurs communs,

Cos.z=Cos.222C0s.*22C08.° 32+ .. v

(x-—Tang.‘{z)(x;Tang.‘Ez)(x—Tang.‘%z) cevane

d’ott

T
Cos.? z

Cos.;2Cos 3z2Cos 1z.0e=

x 1 3 x
(1-Tang.t;z)*(1-Tang.*; z)’ (1-Tang.* ; z)* ...
substituant cette valeur dans la formule connue

Sin.z=2zCos.:2C0s.2z2C0s. 5z .0uvven;
on aura

1
. zCos. 7z
Sin.z=

.
T ’

(1—Tang.t z;'(1—Tang.#t; z)* (1—Tang 4 L 2)7 ...

séric tout aussi réguliere et beaucoup plus convergente.
III. Prenons encore les formules connues
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2\, —2\ =1
Cos.z=¢ +e ,
2
Si 02\/:’—6—2‘/: .
nz=— m———
in.z 2\/" = ?

dans lesquelles on a, comme l'on sait
) 4 I 1 1
e=1-4 ;T+:'+3-’—+?+..

L’on en déduira

1 o Cos.z4-y =1Sin.z
2y =1 %8 Cosemy —Sinz (2)

z=

auquel on peut substituer

.

_ 1 €os.2z4-4"1Sin.zCos.z
2= 2y =1 Log. Cos.2z==y/ = SinzCosuz ’
ou encore
1 1—=Sin.2z4-\/ 2, Sin.zCos.z
z= 2y/ = Log. 1=Sin,2z—\/ "1 Sin.zCos.z 5
ou enfin

1 1=Sin.z(Sin.z—\/==; Co0s.2)
Zz= == Log. N . p— )
2y/ =1 1—Sm.z(Sm.z+¢.7xC03.z)

et par conséquent
z= ;—]—V_x {Log.[x—Sin.z(Sin.z—\[:;Cos.z)]-Lou.[1—Sin.z(Sin.z+\[:Cos.z)]}. (6]
Faisons présentement

Tangz=z ;
dod



220 SERIES

_r r
Cosz= ——=;
I V 142

bln z= ‘/

mettant ces valeurs dans l'équation (3) , elle deviendra
I x p—
zV:;%Log.[x-—l_i_x‘(x—‘/—-x):]

-——Log.[:l-—-—— (4 =1 ]%

En dévelcppant le second membre de cette équation en deux séries
et réunissant les termes correspondans , on tombe prccisément sur
la formule donnée par M. Kramp , & la page 29 de ce volume,
et qui sc trouve ainsi établie sans induction,

Désignons l'angle droit par ¢, et faisons, dans l'équation (3) »
zZ=qg—u , nous trouverons

z=

q--u:;vxr—_:; { Log.[1-Cos.u(Cos.u-\=1Sin.u)1=Log.[1-Cos.u(Cos.ud\/=7Sinu)1};

développant le second membre, et observant que

(Cos.u~-/ =13inu'™ - "Cos y—y- Z5Sin.u)!
2\/~1

=Sin.nu ,

nous aurons, en changeant z cn z,

Cos.c Cos.2z

Sin.z4

. Cos3z
Sin.2z-4-

g—z=

Sin.3z4... ..

série trés-réguliére.
IV. En intégrant par partics, on trouve

xmdx axm-1 2n xmit-2de
= +o ) s 4
(14-x2)n m{1~f-x2)" m (|+xz)71+x ’ 4




DIVERSES. any

et comme, lorsque 2 désigne la tangente de l'angle z, on a

dx
1422’

- —
- —

on conclut de cette formule

(I ()R

dont les termes sont tous positifs.
On a encore

1 a2
= — .
142 14-x2
d’ou 'on tire
x3dax
Z=X - ;
142 ]

ce qui donne, en vertu de la formule (4);

- ) R () (Y

La valeur de z, déduite de la formule précédente , était constam-
ment trop petite ; celle qu’on déduira de celle-ci sera constamment
trop grande ; de sorte que, par leur emploi simultané , on ob-
tiendra une limite de DPerreur résultant de I'usage de chacunc d’elles ;

condition que 'on doit toujours s'imposer dans tout procédé approxi-
matif. Ces formules sont précisément celles quon a proposé de
démontrer & la page 188 de ce volume.

On tire de notre derniére séric

== @E@HE R
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x
—— =1 ; substi-

z
en supposant z=g, OR aura r=x, - =o0 et P

tuant donc, il viendra, en transposant,
3 3 2. 6 2
I="'(l+?+ + - 5 - 7“: x!n+""“) 3
multipliant celle. ¢i par 3, transpesant et réduisant , nous aurons

t 2.4 1:2:6 1:4.6:8 2.4:6-8.10
2= 507 ‘ 57:9 $17:9-11 l $:7.9-11:313 ‘ Steses

s
multipliant cette derni¢re par I, transposant et réduisant, on aura
— 4 4:-6 4:6.8 4 6.8-10
4= 4540 AT e
Un procédé¢ semblable pouvant éire répété indéfiniment , on aura,
en général, :

an an_ ano an_ ond2 onf +
2n+3+zn+3 2n45 = 2n4-3 :m+5 2n+7 "

an=

résultat remarquable, qu'il serait peut-étre difficile d’obtenir & priori
et qui peui faciliter les réductions dans certains calculs (*).
V. Soit représenté , en général , par (7, #) une fonction telle que

I el femed [ ==—n
Bt A pepnsne & — 4 AURE N NN b ——
1 2 3 i4n ’
on aura
Uf-l-!]

G )= (, lt),

d’odt on tire, par intégration,

(* Il serait curieux de savoir si cette formule aurait également lieu pour

une valeur fractioguaire ou négative de n.
J. D. G.
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[&]
»
L8]

' \ e k-1 R <y Y Y
.j-\l ] k+1)dl=—' mf(l , ][}dl""'{;;ﬂl , A)ldl ;
en posant donc, pour abréger,

Ju, kidi _
Ja, bax 2

celte équation deviendra

. . . . e1—u
SG )i =—f(7, k)dix< Pl
Si I'on prend les intégrales depuis =0 jusqu’a /=1, la fonction
z scra positive et moindre que l'unité; d’'olt I'on voit qu’entre ces
limites /{7, k41)d7 est moindre que f{7,%)d7, ct de signe contraire.
Il est méme facile de s'assurer que , sil'on représente par (—1)kd4,,

Vintégrale f(7, k)dZ, prise entre ces limites, tous les nombres A,
A,, A, ,...... A, seront positils.

VI. Cela posé , si y représente une fonction déterminée de =z,
L -
et qu'on désigne par y; la valeur que prend y, lorsqu’on change
Zz en a7 ; 'on aura, comme l'on sait, en posant Az=1

J’;=7’+’(i ’ 0>A)’+(l', ‘)A’J"*"(f’ 2)A3}’+---'3 H

multiplant par d7, et intégrant entre les limites o et 1, on trou-
vera, en vertu de ce qui précéde ,

Afyde=y+ADy—A4 0y+A4, Ny—d Aly4-0L 5 (6)

en observant qu’entre ces limites [j;di=A4/fydz. Intégrant la formule
(6) par rapport a A, on aura

Syda=Zy4-Adyy—A4,Ay+A4,0y—....;4Const. ; 6]

d’oll , en transposant et changeant de constante
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Sy=/(ydz—Ady+A4.Dy—A4, A+l (8)

Cette dernitre formule nous parait de beaucoup préférable a Ia
formule ordinaire ; attendu que les nomébres de Bernoulli quon y
introduit , deviennent bientét excessivement .divergens ; tandis qu'au
contraire nos A, , A, , A, ,e..... A, , convergent constamment,
comme nous lavons [ait remarquer plus haut.

Pour donner une application de nos formules, soit

I

y== dod  Sfydz=lz

1 1.2 o
A'y-_-~.7c(x-}-x) ? A '}’=+ x(x4-1)(x4-2) rererto
AR ___[___,]k_ 1.23.......k

x(x41)(xX42) oo ool (@4R) i
alors la formule (6) donnera

Al ) 1 t.Ao 1.2.4; 1.2.3.4,
X2 — w—t — bana YT TY
x x(x4-1) x(x41)(x42) x(x41) (x42) (x4-3)

d’on on conclura

2.4 . 1.2.3.4
Alge=— — 2% - —_—
ST R e ey oy e oy
et, en général ,
pm(opokds By K (en) N e
Atle=-1) '¢}<x+k>! cx+k+x>!"1°+<x+k+=>‘- b ek3) -

Formule plus réguliére, plus convergente et plus commode que

toutes cclles qui ont été proposées jusqu'ici , pour le calcul des
différences logarithmiques.

Ju
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On pourrait [(aire une infinité d'applications des séries (6, 7, 8),
mais, comme elles ne sauraient offrir de difliculté , nous ne nous
y arréterons pas. Nous nous contenterons d'observer que la for-

mule (6) est comprise, comme cas particulier, dans la suivante
AYyde =08 ybd Ny — A4 AR b 4 A2

qui s'en diduit avec la plus grande facilité.
VIII. On peut employer aussi, dans un grand nombre de cas,
la formule suivante

Y Ay— i A LAY Ay,

dx=

d’ou on conclut
zﬂ! =y_;Ay_+.%A=y_;A3y+.,....+Con.s"t.
dx

nous nous contenterons d'en faire les deux applications suivantes.

. l , AY .y I
Soit y= el d’ou o = s on auna

1 1 1 1 ) 4 1.2
s — =Const,— — — —

a2 x 2 .x(x+13 T3 a(x41)(x~4-2) -

teee

série tout 4 la fois régulieére et convergente.

. P dy . dy
Soit encore y=/.¢, n)di, I'on aura = =& n),= o =,n+1)4C,
et Aty =AX(, n)di=fdiAX7, n); partant, en obscrvunt que
AYG,n)=({,n=k) , A''(@,n)=1, A% ni=0,

nous aurons

-
Tom. X. J1
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G, n4-D)=f0, 2)di—=1 [, n=1)did] fd , n=2)dimm. .0

(=1)n+1

+—‘_ f( ) 0)dl+ nta

z.

Si, dans cette derniére formule, on prend les intégrales depuis
i=o0 jusqu’d /=1, en meltant pour /7, n)di, fiZ, n—1)di e
prises entre ces limites, les nombres qui les représentent et que
nous avons appelés (—n)"4,, (=1)""'A4,_, yie.. On trouvera

I

1
om et At bt A

On tire de la

P
I Apey An-—z

An-; AM—Q AO) .
Au ;1_—*_—2—' I + 3 + 4 + 5 + seeste nef1 ’

ou encore, en observant que A = :,

n n—-l -‘411*1

A"*l An—4 A, X
A,= a(4-1)(n42) 3 + 7 -+ z ++_;._ ;

formule qui servira & déduire les uns des autres les nombres A, ,
A,, d,,..... 4, que nous avons substitués, dans nos formules,
aux nombres de Bernoulli. En observant que 4,=;, on trouvera

a3

A,= ; =o0,50000000 ,

&
I
| »

=0,08333333 ,

"

.?*
I
,-

=0,04166666 ,

-
&



)
Yoy
<
£
]
i
w
1
W
to
19
~3

60480

A =, =0,01426918 ,

Or , ces nombres ¢tant tous positifs , ainsi que nons T'avons ddjh
observé, et étant en outre perpétuellement convergens , il sensuit
qne
n 1 1 1 1
A A= A A+ —
" 2(n—4-1)(n-42) "\ 2 3 4 n ’
d'ott on tire

n I

21 1)(142) ot i el

4,<

ce qui montre, mieux que nous ne l'avions fait ci-dessus, la con-

vergence toujours croissante de ces nombres.
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OPTIQUE.
Sur le nombre et la nature des couleurs primitives ;

Par un ABONNE.

" — T s oy o e A e

JUSQU'A l’époquc ou Newton parut, nous n’avions gucre sur la
nature des couleurs qne des idées vagues , incertaines et tout-a-fait
indignes d’une saine philosophie ; et on a méme quelque sujet de
s’étonner qu'avec un tel systtme d'idées eon ‘wit pu pénétrer, aussi
avant qu’on l'avait déja fait & cette époque dans le mécanisme du
phénoméne de Iarc-en-ciel.

Le philosophe anglais , armé du prisme , nous apprit enfin a
interroger la nature par des expériences bien conduites , et & subc-
tituer ses réponses aux réves de notre irsagination ; il novs montra
le premier, par des [aits incontestables, que la lumiére blanche,
qui émane soit du soleil, soit de tout autre corps luminecux, soit
enfin d’un corps simplement celairé n’est point une substance simp'e,
mais qu'elle résulte du mélange ou de la combinaison de diverses
autres substances jouissant de dilfcrens diegrés de refrangibilite.

J'ai dit du melange ou de la comlbinaison; cav il faut avougr
qu’ici les prop:idtés du composé diflcrent d'ane manicre trop maur-
quée de celles de ses divers cmn’posans, pour qu'on se résigne
volontiers & veir dans le plinomcne quelque chose de moins qu'ure
véritahle combigaison , analogie aux combinaisons chimnigques. Du

moins est-il vrai qu'il faut oic une foi un peurobuste pour voir,
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soit dans la rotation rapide d’un carton chargé des couleurs du
prisme , soit duns les mélanges de poudres ou d’encres colordes ,
soit dans tout autre moyen grossicrs, employds par nos professeurs
de physique dans leurs cours , pour la recomposition de la lumiére
blanche , autre chose que la production d’'un gris fort sale. 1l n’y
a que la concentration du speetre au foyer d’une lentille qui pro-
duise véritablement dn blanc.

Il n'eit donc pas été aussi facile de deviner, & priori, ce ré-
sultat particulier des expériences de Newton qu’il lavait été de
découvrir que le noir est la privation ou 'absence de toute lumicre
et conséquemment de toute couleur. Muis, ce qu’on n'aurait pas
deviné davantage, c’est qu’il y elt d’autres couleurs primitives que
le rouge , le jaune et le bleuw; car les peintres savaient trés-bien
depuis long temps, qu’en joignant seulement & ces trois conleurs
le noir et le blanc, on pouvait, par leur seul mélange, produire
toutes les nuances imaginables , et qu’en particulier on formait
Voranger , le vert et le violet , en mélant deux 2 deux les trois
couleurs de la premitre sorte; tandis qu’au contraire il est abso~
lument jmpossible de produire aucune de celles-ci par le mélange
de telles des autres qu’on voudra.

Il parait que Newton lui-méme ne fut pas peu surpris des ré-
sultats auxquels il parvint; et Pon en peut juger par la multitude
des expcériences qu'il tenta , dans la vue sans doute de confirmer
ou dc détruire les conséquences paradoxales que ces résullals pa-
raissaient centrainer.

Une expéricnce constante nous a appris , en effect, que toutes
les fois que nous sommes assez heurcux pour arracher a la nature
quelquiun de ses nombreux secrets, nous la voyons toujours par-
venir & son but pac les voies les plas simples; d’od nous sommes
fondés a croire que, lorsque nous lui supposons quelque mode
daction tant soit peu compliqué , c’est que nous ne lavons pas
encore devinée. Comment donc serait-elle ici au-dessous de lart
méme le plus grossier ?
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Je sais bien qu'on m’objectera que oranger, le vert et le violet
que nous formons par le melange de deux des trois couleurs dlcue
rouge et jaune, ne ressemble pas parfaitement aux couleurs de
méme nom que présente le spectre; mais je demanderai & mon tour
si notre bleu , notre rouge ou notre jaune ressemblent davantage
4 celui quon obtient par le prisme ? et s'il est bien surprenant
que l'art ne parvienne a imiter la nature que d’une maniere im-
parfaite ? Que si I'on insiste , et si 'on dit que, par exemple, le
vert formé par le mélange du blew et du jaune du spectre ne
ressemble pas non plus parfaitement au vers immediat de cespectre;
je demanderai si l'on est bien certain de connaitre dans quelle
proportion il faut méler ces deux couleurs pour approcher du moins
le plus prés du but?

Il est d’ailleurs une multitude d’autres considérations qui tendent
a faire envisager le rouge, le jaune etle b/éu comme des couleurs
essentiellement simples; et a faire regarder, au contraire , le verz,
le violet et Voranger comme autaut de composes binaires (*). Que
Pon propose, par exemple, & quelqu'un, de disposer, les uns &
c6té des autres, sur une surface plane, suivant I'analogie de lcur
couleur, trois rubans, le premier rose, le second jaune-paille ct
le troisiéme blex de ciely il se trouvera trés-certainement embarrassé ,
et ne verra aucune raison de préférence dans le choix de celui de
ces trois rubans qui doit occuper le milieu ; parce qu'en effet le
jaune w'est pas plus l'intermédiaire du rowge et du blew que cha-
cune de ces deux derniéres couleurs n’est l'intermdédiaire des deux

(* Dans tout ceci , je fais abstraction de I'indigo qui doit étre du violet
gil n'est pas du blew, ¢t qui pourrait bien wavoir été introduit daus le spectre
que pour porter le nombre des couleurs & sent; car il est Lien difficile que
I'homme ne se décele pas par quelque endroit. Ainsi Huyglions | aprés la dé-
couverte du premier satellite de Saturne, négligea de chercher les autres; ne
présumant pas que le nombre total de ces sortes d'astres puii excéder sept.
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autres; attendu que chacunce d’ellesa un caractdre qui lui est tout-
a-fait propre. On ne pourrait donc arranger ces trois rubans d'une
maniére convenable que sur la suiface d'un cylindre et paralicle-
ment a son axe, en choisissant ce cylindre de muniére gue les
rubans en occupascent l'entiére largeur, Chaque couleur se trou-
verait alors en eflet intermédiaire anx decux autres.

Mais supposons que, le cylindre étant d'un rayon assez grand
pour que les trois rubans appliqués sur sa surface laissent entre
eux des intervalles égaux a leur largeur commune, on propose
de remplir ces intervalles par trois autres rubans, le premier sowcs,
le second vert-pomme et le troisiéme Jilas , de maniére que les
nuances se succ(dent de la maniére la plus uniforme. Celui a qui
on fera cctte proposition ne sera-t-il pas conduit, teut naturelle-
ment , & placer le ruban soucs entre le ruban rouge et le ruban
jaune; le ruban eert entre ce dernier et le ruban bleu; et cmfin
le ruban Zi/as cntre le ruban Jleu et le ruban rose (*).

(™) Je suppose, et je dois supposer dans tout ceci, que celui que I'on charge
de cet arrangement a le sens de la vue parfaitement organisé. On a rencontré,
en effct, des individus qui, par suite de quelque vice de l'organe, ne dis-
tinguaient daus les couleurs que du clair et du foncé 4 et qui ne concevaient
pas, par exemple, quil pat étre plus facile d’apercevoir des cérises sur un
cérisier que des olives sur un olivier. Tl est ¢vident que des élres ainsi orga-
nisés ne comviendraient aucunement pour P'expérience que je propose. On ren-
contre aussi des gens qui ne distinguent dans les sons que le fort ct le faible;
et lon concoit que ceux-ci seraieut également impropres & disposer des vases
sonores , les uns 4 la suite des autres , dans l'ordre des sons qu'ils rendent , du
grave a laigu.

On pourrait facilement, d’aprés ce que je viens de dire, disposer systém: -
tignement , sur la saurface d’un cylindre , toutes les couleurs et toutes les
nuances de couleurs simples et binaires. Supposons, par exemple, que le cy-
lindre soit divisé longitudinalement, par des paralléles , en 36 bandes dgules.
On appliquerait sur l'une d’elles 12 parties de rouge pur , sur la suivante I1
partics de rouge mélées avec une de jaune ; sur latroisitme Io parties de rouge
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On donne communément comme caractére distinctif des iddes
S'lmples qu'on ne peut les acquerir, lorsque ce sont des idees sen-
sibles ; que par la sensation mc¢me ; et qu'clles sont absolument
incommunicables par le secours des mots ; tandis qu’au contraire
I'imagination, en combinant 4 son gré des idées simples , peut
former une multitude d’idées complexes , n'ayant aucun modcle
extérieur , lesquelles pourront étre communiquées par le discours i
tous ccux a quilesidées simples dont elles seront I'assemblage scront
familiéres. Or, s’il en est ainsi , comme on ne saurait gucre en
douter, il faut des-lors convenir que les idées du rouge, du juune
et du Jdleu ont tous les caractéres des idées simples , tandis qu’aun
contraire celles de V'oranger , du vert et du violet semblent incon-
testablement étre complexes ; d’od il parait naturel d'inférer que
les couleurs de la premiére série sont des couleurs simples, tandis
qu'au contraire celles de la seconde sont des couleurs binaires.

Supposons , en effet, quil n’y ait , dans la nature, que du
rouge et du jaune ct toutes les nuances qui pcuvent résulter du
mélange de ces deux couleurs, dans diverses proportions; on ne
congoit pas mieux comment, dans cet état de choses, nous pour-
rions nous former l'idée du dlex, que l'on ne congoit comment

P

et deux de jaune, et ainsi de suite, jusqu'd la septiéme qui, étant couverte
de parties égales de rouge et de jaune , offrirait Poranger pur. La luiliéme
offrirait un mélange de 5 parties de rouge et 7 de jaune, et 'on arriverait
ainsi , par des nuances presque inscnsibles , & la treizieme , qui offritait le jaune
pur. On passerait, par de semblables degrés, du jaune au vert, du vert au
bleu, du bleu au violet y et enfin du violet an rouge.

On pourrait d’ailleurs, en supposant originairement le cylindre Llanc , affaiblie
graducllement les teintes des dillérentes bandes depuis son milicu jusqu’a I'une
de ses extrémités, ou se trouverail ainsi une zoéne entitrement 4lanche ; et, A
partir du méme milieu, appliquer sur I'autre muoiti¢ de ces bandes du noir
de plus en plus intense , de telle sorte qua lautre extrémité , le noir ne
aissit plus percer la couleur sur laquelle on l'aurait appliqué. Le c)lindre se
trouverait ainsi terminé, a celte extrémilé, par une zine entitrement noire,

nous-meémes ,
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nous-mémes , dans l'ordre présent, nous pourrions imaginer unc
couleur primitive, essentiellement distincte de toutes celles que
nous connaissons ; et si , dans cette hypothése , quelque habitant
d’un autre univers, ayant éprouvé la sensation du &lew, tentait de
nous communiquer l'idée quil en a, la chose lui serait tout-a-
fait impossible. En un mot, nous serions exactement, par rapport
au bleu, ce que sont les aveugles par rapport & toutes les couleurs ;
et ce que je dis ici du blew, comparé au rouge et an jaune , on pourrait
également le dire de chacune de ces deux couleurs comparées aux
deux autres et & leurs divers mélanges.

Mais , si I'on suppose, au contraire, que quelqu'un n'a jamais
vu que du rouge, du jaune et du blew dans toute leur puretéd,
lui sera-t-il Zmpossible de se former l'idée des diverses nuances de
ces trois couleurs (*); et, en particulier, de l'oranger, du vert
et du violet ? Et sera-t-il du moins impossible a cclui qui connaitra
les couleurs de cette derniére séric, de lui en [aire naitre I'idée ?
je pe le pense pas. Ne pourra-t-il pas lui dire , en effet , que
Yoranger est un rouge tirant sur le joune , ou un jaune tirant sur
le rouge ; que le vert est un jaune tirant sur le dlex ou un blew
tirant sur le jaune ; et qu'enfin le violet est un bley tirant sur le
rouge ou un rouge tirant sur le dleu? A me considérer donc que
des raisons de pure convenance ; et en supposant qu'aucun [fait
connu n'y fasse obstacle, tout semblerait concourir a faire regarder
le rouge , le jaune et l¢ blew comme des couleurs simples, et i
faire admettre au contraire Uoranger , le vert et le violet comme
des couleurs essentiellement composées.

" (*) Je prie le lecteur de remarquer que je dis impossible et non pas difficile,
Je sais trop bien, en effet, que de tous les moyens d'acquérir des idées sen-
sibles , la sensation est de beaucoup le plus efficace ; et c’est 1d ce qui etablit
la supériorité de la langue du dessin sur la langue articulée, lorsqu’il s’agit de
description,

Tom, X,
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que peuvent , me dira-t-on, toutes ces idées de convenance conire
des expériences déeisives ; contre des faits avérés qu'aujourd’hui personne
n’oserait sérieusement contester ? N'est-ce pas seulement depuis que la
philosophie naturelle acessé d’étre purement spéculative et conjecturale,
et qu'elle a pris 'expérience pour base, qu'clle a fait de véritables
progrés ou, pour micux dire , qu'elle est devenue une véritable
science 7 et , si les anciens nous ont légué en physique une si
grande multitude d’erreurs , n’est-ce pas précisément paree qu’au lieu
d'observer la nature, parce qu’au lieu -de lui arracher ses secrets
par la voie de l'expérience , ils ont mieux aimé chercher a la
deviner ? Or, ne sait-on pas qu'en faisant passer un quelconque
des ravons du spectre & travers un second prisme , il ne subit
aucune décomposition, et en faut.il davantage -pour se convaincre
«que chacun de ces rayons est bien réellement indécomposable ?

Certes, il est bien loin de ma pensée de chercher & établir une
doctiine que des expériences bien décisives tendraient a repousser ;

mais celles qu’on m’oppose ici sont-elles de nature 3 nc laisser le
moindre acces 4 un doute raisonnable ?

o
34
Mais

je ne le pense pas. Et
jobserve d’abord que les expériences .dont il sagit ici sont extréme-

ment délicates et difficiles & exécuter ; qu’elles ne peuvent guere
étre faites d’une manidre convenable qu'a V'aide de PHéliostat , cest-
4 dire , d’un instrument qui n’est entre les mains que d'un trés-
petit nombre de physiciens. Je crois trés-fermement au théoren-e
dc¢ Pythagore sur le triangle rectangle, parce que des milliers de
géomttres, qui en ont examiné plus d’une fois la démonstration ,
Vont constamment trouvée exacte; parce que moi-méme je lai
répété peut étre cent fois et varié d'un grand nombre de manieéres,
sans jamais trouver le raisonncment en défaut ; parce qu'enfin je
puis la répéter encore tout aussi souvent qu’il me plaira ; anais
les experiences de Newton sur les couleurs m’offrent-elles une aussi
solide garantie 7 c’est ce dont le lecteur pourra juger, par les détails
dans lesquels je vais cntrer.

Jehserve dwbord que , selon Newton et tous les ‘physiciens
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qui ont suivi sa doctrine , le spectre nc présente pas proprement
sept couleurs, mais bien wne infinizé de couleurs différemment
réfrangibles et parmi lesquelles on remarque seulement sép? nuances
principales. Quelques précautions donc que I'on prennc pour isoler
le plus possible ces nuances les unes des autres, toujours le rayon que
V'on fera passer a travers un second prisme sera un rayon plus ou moins
composé , qui conséquemment devra subir queique dilatation, dans
le sens perpendiculaire a la longueur de ce piisme, contrairement
a ce qu'avancent la plupart des physiciens.

Mais puisqu'enfin ces expériences ne sont pas & la portée de
tout le monde ; examinons en détail par qhi elles ont été [faites,
et avec quel genre de succes.

Je rencontre d'abord Marioite , expérimentateur trds - habile
qui manqua totalement ces expériences , ct qui ¢tabhit, d’apris
les résultats qu’il en obtint, une théorie toute dificrente de celle
de Newton ( Elogcs des académiciens , par Condorcet, tom. 1,
pag. 85)..

Smith dit bien qu'un rayon homogene présenté a un second prisme
8’y réfracte d'une maniére uniforme, sans sc dilater plus dans un
sens que dans l'autre ( du moins autant que l'eil en peut juger);
mais ‘il n'explique pas il a- répété l'expérience sur chacun des
rayons en particulier ( Cours complet d'optique, traduction de Pe-
zenas, tom. I, bag. 194 ).

"SGravesande convient que I'expérience est trés-difficile , et qu’il
n'est pas surprenant que DMariotte I’ait manquée ; et il donne ses:
conjectures sur les causes qui peuvent souvent 'empécher de réussir”
(Elémens de physique , traduction de Joncourt, tom. 1I, pag. 293).

Musschenbroek dit seulement que , plus un rayon aura été rompu
par le prisme, plus aussi il le sera par le second ; ce que per-
sonne ‘n’a jamais songé & contester ( Essai de physique , traduction
de Massuet, tom. 1I, pag, 538).

. Nollet dit bien qu’aucun des sept rayons du spectre ne se dé-
composera -a travers un second prisme ; mais c'est lc rayon rouge”
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qu'il prescrit de choisir pour sujet des expériences; il insiste d’ail-
leurs avec force sur la difficulté de l'opération; mais il ajoute qu’un
esprit non prévenu sera toujours disposé a rejeter sur la defectuosité
des primes ce qu'elle pourra offrir de douteux dans son résultat.
11 nous parait qu'esprit docile aurait é1é le mot. ( Legons de physique
expérimentale , quatriéme édition , tom. V, pag. 379 et suiv.)

Faulran dit 2 peu prés la méme chose, mais c’est toujours le
rayon rouge qu’il prend pour sujet de ses expériences ( Dictionnaire
de physique portatif, édition de 1769, tom. I, pag. 215).

Para patle bien également du rayon rowge et du rayon siolet,
mais tout ce qu’il dit & ce sujet ne saurait étre d'aucun poids,
attendu que, loin qu'il paraisse avoir fait lui-méme les expériences,
il sappuye uniquement de ce qu'elles ont réussi & Newion et a
Nollet ( Théorie des étres sensibles , tom. 111, pag. 126 ).

C'est encore le rayon rouge que Sigaud-de-Lafont prend pour
sujet de ses expériences, ct i ne dit pas méme qu'il en doive
autant arriver aux autres ( Elémens de physique , tom, 1V, pag. 236).

BDrisson indique le rayon rouge et le rayon ¢folet comme ceux
sur lesquels {'épreuve doit le mieux réussir, attendu , dit-il qu’ils
se trouvent aux deux extrémités du spectre ; mais il se détermine
finalement pour le premier ( Traité élémentaire de physique, qua-
tricme édition, tom. II, pag. 303 ).

Huaiiy mentionne Dexpérience sans désignation de couleur ; mais
c’est toujours Newton qu’il prend pour garant, sans rien dire qui
puisse faire croire qu'il a vérifié lui-méme ; avec tout le soin et
toute la sévérité requise, les résultats obtenus par le philosophe
anglais ( Traité élémentaire de physique, deuxieme ¢édition , tom. 11,
pag. 210 ). :

Libes n’a point mentionné V'expérience dont il s’agit ( Tra:izé com~
plet et élémentuire de physique , deuxiéme édition, tom. II).

M. Beudan sest fort peu étendu sur ce sujet dans son Essaz
@ un cours élémentaire des sciences physiques ; et quant 3 M.
Liot, il s'est constamment montré Newtonien trop prononcé pour
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que ce quil avance 3 cet égard entraine une comviction com-
plete.

Il ne dit pas d'ailleurs , ni dans son grand traité , ni dans
Iabrégé qu'il en a donné postéricurement , qu’il ait fait lui-méme
toutes les expériences ; et il se contente d’en indiquer les résultats
comme ayant été obtenus par Newton et par les autres physiciens.

En voila plas quil n’en faut, je pense, peur prouver que, si
Je voulais entreprendre de révoquer en doute I'expéiience par laquelle
Newton prétend prouver indistinctement linaltérabilité des diverses
ceuleurs du spectre, je ne me trouverais pas sur un terrain trop
wauvais, sur-tout si je voulais faire entrer en considération l'in-
Hluence que peuvent exercer des doctrines qui ont obtenu une grande
voguc, et qu'on cherche plus & confirmer qu’a contredire, sur la
maniére de voir des expérimentateurs, Toujours sera-t-il vrai de
dire que, si chaque sorte de rayon jouit d’une réfraction cons-
tente, il devrait étre possible d'isoler complctement les unes des
antres les couleurs du spectre, ce & quoi on n’a pu pourtant
prrvenir jusqu'ici; et que si, au contraire , chaque coulgur est
composée de rayons diversement réfrangibles , en lui faisant traverser
un second prisme, elle doit se dilater un peu dans le sens per-
pendiculaire 4 la lopgueur de ce dernier (*).

(*) Je suis encore A comprendre pourquoi on s’est towjours obstiné i em-
ployer, pour ces expériences , un faisceau lumineux de forme conique , dont
intensité est nécessairement d’autant moindre quon l'emploie plus loin du
sommet du cone; et dont la divergence des filets vient d’ailleurs se compliquer
avec celle qui s'opére par la dispersion dans le prisme. Rien ne serait pourtant
plus facile que de se procurer un faisceau cylindrique extrémement intense, et
conséquemment beaucoup plus propre aux expériences; il ne s’agirait , en effet,
pour cela, que de recevoir la lumiére solaire sur une lentille convese de grandes
dimensions , placée au volet de la chambre obscure , et de changer ensuite
la convergence en parallélisme, au moyen d’une lentille comvenablemcent con-
«ave , placde un peu en-de-ga du foyer.
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Doit-on étre surpris d’apres cela que la doetrive de Newton ait
trouvé et trouve méme encore aujourd’hui des sceptiques? et, si
parmi ses adversaires clle a compté des Rizzetti , des Regnaud ,
des Pardies , des Buniers , des Gordon , des Gautier et des Marat ,
on y rencontre aussi des Mariotte , des Dufay , des Lecat , des
Pricur et des Wunsch ; et quel fond peut-on faire sur des expé-
riences quil n'est donné de répéter avec succés qu'a un petit
nombre de physiciens privilégiés ?

Jadmets cependant, sans restriction aucune , toutes les expé-
riences consignées dans l'optique de Newton ; j'accorde avec lui
que , non seulement les rayons rouge , jaune ct bleu du spectre,
mais méme les rayons oranger , vert et piolet , recus séparément
sur un second prisme , et méme sur tant d'autres qu’on voudra,
n'y subissent pas la moindre décomposition , tandis qu’au contraire
ce second prisme résout de suite en leurs ¢lémens les mémes trois
derniéres nuauces, formées artificielleinent par le mélange des trois
premitres deux 3 deux ; et je prétends prouver qu’il n’en résulie
pas nécessairement que - toutes les. couleurs du spectre soient des
couleurs primitives et simples.

Je. prie auparavant le lecteur de bien considérer que je n’'ai
aucunement ici le dessein de faire un systéme; que jenvisage la
chose sous un point-de vuoe-purement logique ; que , n'ayant oppos¢
3 la doctrine généralement admise que des- doutes et des raisons
de convenance; j'accorde qu'il se pourrait, en toute rigueur, qu'il
y ett sept couleurs primitives, dans toute I'étendue de I'acception
de cc mot; ce que je me propose seulement d’établir, c’est que
Vexistence- de ces sep? - couleurs ne résulte pas nécessairement des
expériences desquelles on prétend s’appuyer pour l'établir ; et qu’en
particulier ces expériences pourraient fort bien se concilier avec
Vopinion , trés-plausible d’ailleurs, de ceux quin’admettraient, pour
couleurs primitives proprement-dites , que le rouge, le jaune et
fe bleu.

Dans I'état actuel de la science, on peut distinguer , dans les
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rayons du spectre solaire, six qualités principales ; savoir @ leur
coloration , leur réfrangibilité , lcur force d'illumination , leur
JSaculté calorifique , leur influence chimigue et leur propricté
‘magnétique.

D’un autre cété , bien que la ‘nature des molécules de la lu-
micre nous soit absolument inconnue , on congoit que deux de
ces molécules , comparées I'une -3 l'autre , peuvent différer entre
eiles ou par leur figure , ou par leur volume, ou par leur densité ,
ou par leur siZesse , ou enfin par plusieurs de ces choses a la fois ;
ce qui , au besoin , pourrait offric guinze classes distinctes de
molecules.

Mais, comme je n'ai sculement ici en vue que la coloration
et la réfrangibilité , je supposerai que toutes les molécules de la
lumitre ont rigoureusement la méme densité ct la méme vitesse;
et qu’clles ne différent conséquemment les unes des autres que par
la figure et par la masse.

Admettons que la réfrangibilité, indépendante de la figure, soit
plus grande pour les molécules qui ont moins de masse et moindre
pour celles qui en -ont davantage.

Admettons encore que la coloration , ou I'impression sur l'organe,
tont-i-fait indépendante de la masse , ne soit produite que par la
figure scule; et que les molécules de la lumiére n’affectent que
trois formes différentes. Pour fixer les idées , supposons que ces
formes soient le tétraédre, Voctaddre et V'icosaédre réguliers ; que le
tétraédre produise la sensation du rouge , V'octaédre celle- du jaune ;
ct Vicosaédre celle du bleu.

Admecttons cnfin que les molécules de chaque couleur, et , par
conséquent , de chaque figure , ne soient point toutes égales cn
grosseur , ni conséquemment en masse ; que ces masses décroissent
par degrés insensibles ; mais de maniére pourtant, 1.° que les plus
grosses molécules rouges aient plus de masse que toutes les autres ;
2,° que les plus grosscs molécules jaunes aient plus de masse que
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les p'us petites moldcules rouges ; 3.° que les plus grosses mole-
cules 4leues aient plus de masse que les plus petites molécules
Jaunes: 4.° qu'enfin , outre une premitre série de molécules rouges,
dont la plupart sont d'une masse égéle a quelques molécules jaunes,
mais toujours supérieure a celle des plus grosses molécules dleucs,
il existe une seconde série de ces molécules rouges , dont les mo-
lécules aient une masse inférieure a eelle des plus grosses molécules
bleues , mais non inférieure a celle des plus petites.

Ces suppositions admises, et elles n'ont, certes, rien qui ré-
pugne , toutes les expériences auxquelles on voudra soumettre un
rayon solaire donneront évidemment des résultats identiques avec
ceux qui se trouvent consignés dans l'optique de Newion. Ainsi,
leur passage par le prisme donnera naissance 4 un speetre coloré
présentant , du rouge au violet , ume infinité de nuances parmi
lesquelles on en remarquera siz ou sept principales; et chaque cou-
leur en particulier, en traversant tant d’autres prismes qu’on voudra

P ’ q 'S
ne pourra plus subir de décomposition ultérieure.

Dans cette hypothése, l'oranger , le vert et le ¢iolet seront bien
_ véritablement des couleurs binaires ; mais il en pourra exister de
deux sortes , dans chaque espéce ; savoir : des couleurs binaires.dont
les molécules présenteront deux sortes de figures et deux sortes
de masses; et celles-ci se décomposeront facilement en traversant
un prisme ; et des couleurs binaires dont les molécules présenteront
également deux sortes de figures , mais des masses égales; or
bien que la sensation produite sur l'ceil par ces derniéres soit en
tout pareille & celle qu’il regoit dn choc des autres , elles résisteront
néanmoins a tous les moyens de décomposition dont nous pouvons.
disposer ; elles ne seront pas indécompasables , mais elles demeu-
reront indécomposées , tout aussi long-temps qu'on n’aura pas dé-
couvert des moyens d’agir sur elles différens de ceux qui nous
sont présenlement connus,

Je ne pense pas, au surplus, que rien de ce que je viens d’avancer

alk
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ait été désavoud par Newton lui-méme. Plus réservé, et, pour ainsi
dire, moins Newtonien que la plupart de ceux qui l'ont pris pour
guide , 1l dit , des les premitres pages de son ouvrage : Lumen
cujus omnes radii sunt aque refrangibiles, id ego simplex , homo~
geneum , et similare appelio...... Non quod id plane et omnimode
homogeneum esse , affirmare velim 5 sed quod radii qui pari sunt
refrangibilitate , iidem in istis sallem omnibus , de quibus in hoc
libro disserendum erit , proprietatibus inter se conveniunt. ( Optice
traduct. latine de Sam.-Clarke, Lausanne , 1740, pag. 4).

Et ailleurs ( pag. 17) : Observandum est autem , ex hisce ez~
perimentis non id continuo effici , ut illud omne lumen , quo e charta
carulea fluit, magis refrangibile putandum sit , quam id omne
quod fluat e rubra : utrumgque enim istorum luminum ex radiis
diverse refrangibilibus compositum est; adeo ut in isto rubre lu-
mine nonnulli sint radii nihilo minus refrangibiles quam rad.r in
caruleo et in isto ceruleo lumine nonnulli sint radii nihilo magis
refrangibiles quam radii in rubro.

Lyon, le 10 de jéﬁvier 1820.

2,

Tom. X, 3.



242 DUPLICATION

GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

Construction graphique approcheée du probléme de la
duplication du cube;

Par M. GERGONNE.

AnN WV VUN NN

J'AI montré, & la page 204 du précédent volume , ‘comment , au
moyen d'une parabole et de sa développée , exactement tracées a
Pavance et une fois pour toutes, sur une feuille de cuivre ou de
carton , on pouvait aisément parvenir a déterminer graphiquement,
d’une maniére approchée , les racines de toute équation donnde
et numérique du troisitme degré , et obtenir conséquemment une
solution graphique approchée du probléme de la Trisection de
Langle.

J'ai remarqué postéricurement que la méme figure pouvait aussi
trés-simplement fournir une construction graphique approchice du
probleme de la Duplication du cube. Lia manicre de Vemployer a
ce nouvel usage peut étre comprise sous D’¢noncé que voici, et
qui me parait n’étre point dépourvu d'une certaine ¢légance.

Clerchez le point de la parabole dont [lordonnée est égale a
l'aréte du cube donné ; menez la normale de ce point, laquelle
sera en méme temps tangente a la développée en un certain point,
cherchez le point de la développée dont I'ordonnée est double de
celle de celui-la ; par ce nouveau point , menez & la développée
une tangente , qui sera en méme temps normale 2 la parabole en
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un second point; lordonnée de ce dernier point scra larite du
cube -cherché, double en volume du cube donne.

Soit, en effet, I’équation de la parabole

y/’: 4cx‘/ 5

I'équation d’'une mnormale sera

vl

—_—yl == (2—g

y—) = (e=2),
ou :

2c(y—y' )y (x—a’)=o0 .

Si Ton veut que le point (x, y) soit un point de la développée ,
il faudra qu'en différentiant cette derniére équation par rapport a
a’, y’, les coordonnées x , y demeurent constantes, ce qui donnera

dy’ _ .
[a—2)—zc] L =y

mais la diiférenticlle de I’équation de la parabole est

Vo2 =g .
y du’ =205
. dy’ , . q .
eliminant donc 1 entre ces deux équations, il viendra
X

ac[(z—a/)=2c]=y" ;

¢iiminant enfin #—a/ entre cette derniére équation et celle de la
norwale , on aura

yr=—fey ; ‘
ce qui nous apprend que les ordonnées des divers points de la
développée sont proportionnelles auz cubes des ordonnées des points
correspondans de la parabole, et justifie ainsi a construction in-
diquce plus haut.

On voit en méme temps qu'une construction tout-a-fait analogue
résoudrait le probleme , plus général , ot ¥l sagirait de déter-
miner Paréte d'un cube dont le. volume fut ¢ celui dun autre cube
dont l'aréte est donnée dans un rapport donné.?
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Si la parabole avait une étendue trop bornée pour qu'on pit
Pemployer a la solution immédiate da- probleme, on substituerait
a l'ardte du cube donné, sa moitié , son tiers , son quart, ou tout
autre de ses sous-multiples, et, opérant comme nous I'avons prescrit
ci -~ dessus , on parviendrait au méme sous-multiple de lartte
cherchée.

QUESTIONS PROPOSEES.

Probléme d'Analise indéterminee.

QUELLES sont les valeurs entitres les plus générales de z et y
. . . X
qui rendent entiére la fonction =

aty
Probleme de Commbinaison.

Démontrer, & priori, lidentité entre les formules qui résolvent’
les deux problemes suivans :

I. D¢ combien de manicres peut-on choisir z choses parmi m
choses toutes différentes les unes des autres; ou, ce qui revientau
méme , combien de termes peut avoir, au plus , un polynome
homogéne de n dimensions , formé avec 7 lettres dont aucune n’est
répétde plusieurs ‘fois dans un méme terme ?

II. De combien de manitres: peut-on choisicr 2 choses parmi
m—n-1 soctes de choses, en nombre indéfini de chaque sorte ,
avec la faculté de prendre tant ou si peu de choses de chaque
sorte qu'on voudra ; qu, en d’autres termes, combien de termes doit
avoir un.polynome -homogtne complet de n dimensions, fonction.
de m—n~1 lettres ?
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Recherches danalise , relatives au developpement des
Jonctions ;

Par M. FreEperic SARrus, professeur de mathématiques
au collége de Pezenas;

.

SOIT I’équation
z=fa,b,2),

et soient U , ¥V des fonctions entierement arbitraires de z sans
a, b; on aura

dU dU dx dV__dV dx

praab el z rr l
(1) (2)

U AU d= v ds

&% dz &b ’ % dx db S

les équations des deux couples donnent, par division;

dx dU dx ar
da — :]_; EX da
qx AU dx . av !
b @ o db

et en égalant ces deux valeurs
Tom. X, n.° IX, 1.°F mars 13z20. 34
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aU aV aU v
Fralie el el pallt 3)

L’en a encore

au
d‘V’d'a"__ U Ay U |
& T $de T B &
du
V5 —p d=U+dV au
da ' dads ' da b ’

mais, en vertu de I’équation (3),

y U, & L v
dads . WBda ' Y B W@ T d @

donc finalement

ar ¥ g
ds  _ & ,
&b de ’ (4)

et I'on aurait semblablement

ar ar
dUTa— - d.U —(-]—b—

& da

Si Ton avait

z=f(a yb,252), xn=fx<ax o, 2, xl) s

et que U, 7 fussent des fonctions quelconques de z, z,, sans
a,%,a,, b ; on trouverait, comme dans ce qui précede,
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aUu av aUu v

da %" W da

()
dU 4dvr dU av
do/ dy — d¥ da’

d’'ol on déduirait

au daUu )
d'V_aZ _ d.V—(-ﬁ,-
db - da
au au ¢ ©
d.7V o _ d.7V ¥R
d&’ - da’
et aussi
av av
iU & U 5
b da ?
av av
d.U W d.U ST

db! da’

Les équations (4, 6) peuvent étre utilement employées au déve-
loppement de certaines fonctions. Soit, par exemple, U a développer
suivant les puissances de &, lorsque z est donnée par 'équation

xz=1f(a+2z) ; (7)

z désignant une fonction quelconque de « ; sans ¢ ni . Nous
déduirons d’abord de 1’équation (7)

dz d=x

g; =<x+b = ) f/(a4-22) ;

£/ désignant ici la fonction prime de f; cela donnera
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dx {/(a-}-bz)
dz L4
I—bﬁ; /(a4 5z)

on trouverait de la méme maniére
dx zf/(a4-bz2)
o dz . :
x-—b-g a4bz)

La comparaison de ces deux valeurs donne

daUu dU
% TP ®)

ce qui fera devenir I'équation (4)

.V a d.z¥V 4
da — da . (9)
db da ?

changeant ensuite 7 en z", on aura, pour ce cas particulier,

dr 80 g s U
da — da (IO)
db da ’

L'équation (8) donnera donc, en vertu de cette derniére,

aUu dU
U _ d.z d? _ d.z E
d» — T & T T da

d’ol on conclura, de la méme manicre,
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du av
LR Q.
U d*.z? da d*.z da

& T T dd T da, .,

et de celle-la

dU dU
3 .3 3,
U d’.z -(E d’.zt da
dbs dazdb da’ ’

et ainsi de suite ; de manitre qu'on aura, en général,

gm=1_om dU

dmU da (l ‘)

= dgm—1

Une fois parvenu a la formule (11) , le développement de U,

suivant les puissances de & ne présente plus de difliculté.

Soit encore

z=f(a+52) ; z,=f(a,-¢0.2,) ;

z, z, étant des fonctions quelconques de # , =, sans @ , &, a,, 4,. On

trouvera, par la différentiation ,

g 1+bii— T+ = ) et

dx, dzx dq dx,
E::(l/ Tn + 1 )f/ (al+bz)

En posant, pour abréger ,

dz,
5, -if(a+5z,)

k= s
= 2 0 (ot be)

la derniére de ces équations donne
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d’od on conelut , au moyen de la premitre ,

d f’(a-l—bz)
da —5(—- —l—k il ) Vatbs)

On trouvera semblablement

dx; dx

T o d
f’(a-{-bz)
@ = b( e ) Uatbs)

Ces équations, comparées aux précédentes, donnent

dx . dx
TR PR

(12)
dx, _ dx; :
™ " fw%

En suivant la marche qui a conduit i celles.ci, nous trouverons
semblablement

dx _ dx
.:iz-; —z‘l da, ’

(13)
dx, dx,

EE:Z, ‘E;‘l“.

En observant done que
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dU dU dx dU dx,

o
— —— —

ds dr da -d_.;:—cv;’

dU - dU d=x dU dx,
d T dx db+dx, &
au dU dx dU dx,
da; = dx da: dx, da, °’

daU . dU d« dU dx,

b, — dw b, ¥ dx, db,

nous aurons

aw v
7 PR

(14)
ww . v

-E-b-: _z‘ da; )

Enfin, en suivant la marche qui nous a conduit des équations
(4, 8) 4 la formule (11), nous parviendrons aux suivantes,

dU
dm=rzm —
dmU ‘ da
am dam=1t 4
(15)
dmI_ Xz ml iIZ.
amuU ' da

dp,™s da M=

Pour compléter cette recherche , il faut parvenir & I'expression de

am+m, U

démdp,™s °

Pour cela, soit
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m

au  dpU | dqU

2% T e da ¢ (16)

p» g étant des fonctions de z , z, , satisfaisant , pour U, aux
équations (15) , du moins en ce qui concerne p. Avec cette res-
triction , l’on trouvera, en développant

daU dp dq) avu
m — — + — +.._..— + -
£ da _y(z da da da (zp 7) ?
et , comme il' suffit de satisfaire 3 cette equatioh, nous poserons

dp
i

-+ d =0
da =~ 7
zptg=z" ;

différentiant la seconde par rapport a a, elle se réduira, en vertw
de la premitre, &

dz dz
— mex ‘ol —_— Mel ,
o = ma = dod p=mz ;

mettant cette valeur de p dans la seconde des équations précé-
dentes, on trouvera pour ¢

g=»=(m—1)z" ;

et I'dquation (16) deviendra

d’od on conclura
m
&,
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g zm dU dmezm=1UJ dms zmly
_de _ g _d&ms ‘m—1)d ds,™
db,m, : b — ‘T da ’

mais, en vertu des équations (15), on a

i gm=1 g m d.zm=1U
dT Ry it} da,
b da,mi=1 ’
et encore
dms omU dm=t z,™ d.:70
Tz ! da;
B T g m i
ainsi 'on aura
dz mld.z’”"'U doz m’d.z’ﬂU
dm m dU d’" -1 ot (]a, ! l’(l,
" e T\ () —
—_— a
apm da,mimt H

en observant que la quantité dans les parcnthéses peut étre mise
sous cette forme
d:U d.zm dU md.z,"‘x aU

| SR — z — = — N

dada,m‘_‘zl da; da de dax

z™z,™

i1l viendra finalement

d7: ™ E dmi=1 (z"‘z,"‘u d-77 Hz,m d.z™ d_TZ +Zlmd_z"". .lT_T}

X 1
da dada, da, da da  Ja,

dé,m, = da,™s

A1}

mals on a
dU
m oo

da

dbmdb, s dam= 1 db

mtmy-y
dm+m U gmtmese
3

partant
Tom. X. 35
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dU d.z.mx dU
zm
LR P

m<-m, =2 m
dm-+m 7 d '(z z" da(la '

da da,
démdp m, daam=1dag, M=t * (I/>

Une fois parvenus i la formule (17) , le développement de U,

suivant les puissances et produits des puissances de &, 4, ne saurait
plus offrir aucune difficulié.

Il est aisé de voir, d’aprds cc qui préctde, ce qu'on auralt a
faire, si, ayant les trois équations

z =f(a+bz),
z,=f(a,+b,2,),
"rzzfz(az"‘bzzz) 5

ol z, z,,z, sont supposés des fonctions quelconques de z, z,,
x,,sansa, b, a,, b,,a, , b, , il sagissait de développer U,
suivant les puissances ¢t produits de puissances de &, &, , b,; U
ctant lui-méme une fonction de z, x,, x,, sans a, &, a,, b,,
0,, b, ; ct il en serait de méme pour un plus grand nombre
d’equations entre un pareil nombre de fonctions.

Nous terminerons par observer que M. Laplace était depuis long-
temps parvenu a la formule (17) et & ses analogues; mais seule-
ment dans la supposition ou &, &, devaient, apres les différentia-
tions , etre faits égaux a zéro; ce n'est méme qu'en admettant cette
hypothese , que M. Lacroix est parvenu aux équations (14) ; voyez son
Araité de calcul différentiel et de calcul intégral , deuxicme édi-
tion, tom. I, pag. 281.
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ANALISE ALGEBRIQUE.

Du developpement des fractions rationnelles composees
en fractions partielles ;

Par M. ***

AUV NN

1. CETTE matitre a eté traitéc, avec beaucoup de soin ct d’étendue
dans VUIntroductio in analisin infinitorum d'FEULER , et ensuite dans
les Institutiones calculi différentialis du mdme auteur. Cependant,
je ne crois pas que les méthodes consignées dans ces excellens
ouvrages soient a la fois les plus faciles et les plus expéditives.
Je vais en exposer une qui, a plusieurs égards, me parait mériter

la préférence..

Probléeme 1.

(l—ux+ﬁx2)m ’
est le produit des deux facteurs inegaux 1\—px , 1—p’z , on propose:
de la décomposer en cette suite de fractions partielles

2. Etant donné la fraction danslaquelle 1—az-p2*

A + B Cc z
(1=—px)™ ~ (1=—px)m-1 + (1—px)m= z Fot 1=px
A B (8 zZr
- ?
(1==p'x)m + (1=p/x)m=1 + (t=—plx)m=2 ot 1—p'x

Je fais
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1—pr="*, dod 2=

et par conséquent

28
1—uztpzi= — - ) + ‘E,“""'a"-l"b" '
en posant, pour abréger ,
a:—“. —-—1:—-25 ) 5: f—- .
PP p*

Donc la fraction proposée

I 1

(r=—zx4-px)™ 4™ (af-ba)™

Mais , en ordonnant la suite qui résulte de cette fraction par rapport &
I . . . E} Al . . .
— , comme il conviendrait dans T'hypothése de  infiniment petit ,

&

il est clair que les m premiers termes de la suite ainsi ordonnée seraient

A B C zZ . ,

— +— +:'7"—1++T ; puisque le développement des autres
. A B/ .
pariies - T )w—l—( o -~+........., ne peut donner aucune

1~-plx)’ 1~4-p/x)m=

puissance ndgative de @; donc les m termes

A B c ) z
pe i bl eyt aUEEE RN il

sont précisément les 72 premiers termes que fournira le développe-
de T i -
ment de l'expression ————
e am(atbayn
Rais on a
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‘1 2 1 2 b3
— l(x_._l' f’.e-l—'_n- m1 B m .——m+ — &t
(atba)m  am \ 1 a I 2 a2 1 2 3 a’
done

¢ b 1 b2
A= 1 B=—Ilt 4, =¥ P 4 ..
am ? 1 a ? 1 2 a?

Jusqua ce qu'on ait m de ces quantités.
En opérant semblablement sur l'autre facteur 1—p/z, et faisant.

» 28

1= 2 22 )=
Sy T Ve
. 1 . . .
la fraction G—wndasyn St trouvera décomposce en ces deux suites
I1==ux X

1 g 1 m b 1 m_ m-1 b 1

am { (1==px)™ T & (Lempx)m= 1 1 2 a* (1=px)m=2 '

1 1 m b 1 m m-=x b2 1

a'm (l—p’x)’" 1 a (x—p’x)"’-l 1 2 a3 (l"‘Px)m—z —e e g

dont chacune doit avoir m termes.
Puisque «=p-p/ et g=pp’, les quantités a, b, a’, &’ peuvent
s'exprimer par le moyen de p et p’ seculement; ainsi on aura

p'=p vy __p

o " p—p’

CSi T développement de la fraction
3. Si I’on suppose que le développ : (1—ax4-ga)m
donne la suite recurrente

]+"x+‘//x’+'ﬂ/$3+ XX XKLL "'}‘9(”) x"""" ..... 5

pour en avoir le terme géuérul o, on fera, pour abréger,
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nd-1 . n4-2 . n43 “__“m"“"‘*'m—f =pm
1 2. 3 me=—1 ’
nd1 nd2 n43 n-m—2

- - M aa ey

=VM'I s

et le terme général demandé sera

n m b m m+1 b2 !
‘(") — __s m__ m.. 1 mem2 S
am( 4 1 q + V }
p™" m mY pme m m+1 bz b2 pm-a
+ a™ gV T o + a's g

4. Si les facteurs de- x——wz-}-g2> sont imaginaires , on les re-
présentera par 1—f(Cos.p+1/ —1Sin.¢;z et 1—f{Cos.o—y/ —1Sin.0)x
et, comme on peut prendre f=1 sans que le calcul en soit moins.
général , on aura

p =Cos.o4/=:Sin,¢ ,
=Cos.¢—y/ =Sin.¢ ;
mais. alors «=2Cos.p-, p=1 ; donc
a=28in.py/ =1.(Cos.o—/~=1Sin.¢) ,
5=Cos.20—y/ —1Sin.2¢-,

1 __ Cos.p4+V"7Sine _ Cos.(90%=0@)~=y/=1Sin.(g0%=~0)

a 2Sine.Nor 2Sin.@

"
.

On aura: semblablement 4/, 2, en changeant le signe de /=7';
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donc , la suite qui vient du développement de la fraciion

1
(1—2xCos.p4-x2)m a pour terme ge’néral
é(n)__n-l-r nda n43 nepme—r  Cos.[(m4me—m.0o¢]
=== St e S
nd-1 n-a2 n43 ndm—2 m Cos.[(mIn—1)¢—(m+1).0°]
— . a 5 PR B 2 N ] am.Sii)‘m+l¢

+n+| nd2 n43 n-}tm=—3 m m41 Cos.[(mF-n=2)p—(m—<2).go"]

s e

1 2 K] m—3 1 2 2™+t Sinm+tp
nd1 nd2 n nd-m—4 m myr m4a Cos.[(m4n-3)0=-(m43).q0")
b A ""‘: 3 seve m_:* 1 2 3 2Mm+ 2 Sin/m43 ?

+...--.--..-...--.‘.-.-.0'l|-.-.----

en continuant ainsi jusqu’a ce qu'on ait 2z termes.
5. On peut simplilier cette formule , en réduisant des termes

an méme dénominateur ; alors elle devient , aprés plusieurs
reductions

o n4-m4tr ndmd2 ndmd3 ndmdf ne—22m=—1 Sin.(r41)0

= ' a ) 3 4 T me—r 2R=:§in3m=1g
m=—1 n$mt2 ndm+3 ndm4-4 Ne—2m =1 Sin.(n$3)¢

~—— - - ; . 3 + - 4 YRR 1 2zm—ZSjn.1m-x¢)
m—1 m—2 n4m43 n4mi-4 n—2m-—1 Sin.(n4-5)0

+ 1 ‘ 2 3 4 sreeete M= gxm-zSin_arn—l@
m—1 m—2 m—3 n4-m-4-} n=—2m—1 Sin.(n47)0

—— - " 2 « 3 K 4 s e ve0 s 0. 0 —1 gi’r‘"’siu,’m"P

+-t--o--cn""-o--or...c.------o-oon
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Euler 2 démontré cette formule pour quelques eas particuliers,
dans son Iniroduction. -

Probléme. IL

1

6. Décomposer la fraction T — en cette suite de
fractions simples
A B (og ’ + zZ
(I—Px)m (I_Px)m..l (!-—px)""" ’+ s s 0eco 0o x-px
, A B c z
.—l- (x=—p/x)™ + (I_P'/x)m-x + (1—p'x)m=2 +eoen ot 1=—p/x
AN B cr zn
(;...pux)m+ (1=p''x)m=1 (1—p/x)m=3 seeeers 1—p'x g

en supposant que 1—pz, L—p’s, 1—p’/z sont les trois facteurs.
inégaux de [—az4-gz*—y23?

I—a

Soit 1mpz=02, dot 2= -—p——; en posant pour abréger

“ 2 3y

— — — —_— g

P P‘+p‘ ’
3

L,

7 P

2 -

pj._.c,

Ia quantitd re—wrt-g1*—y2® deviendra aed-ber-}ce’. Mais , en
recardant & comme infiniment petit, les seuls termes infinis qui
wésultent de la fraction propusée sont

Y
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A B zZ
N

. . ’ ’

Ces mémes termes se tireront de I'expression dé-

" (a4-bad-ce2)m

veloppée jusqu’au m.™® terme, et par conséquent on aura
q ’ P

e A4 BefCofd Zany
(u4-ba4-ca)™ + + + +

égalité vraie, en développaai le premicr membre jusqud la puis-
suie m—1 de , seulement.
;- Un aura donc

m m4-1 mf2 b3 A m m1 2be

D= L I . S ——A,

1 2 3 a4l I 2 at

e 6 6 6 o 8 o o a @ 8 & o @ < 8 s P & s o s e 8.9 s 4

D’ailleurs, le terme général des quantités 4, B, €, D, ., ..est

. . A B Cc
assignable ; car , au lieu de la suite m—}-:.;.l._‘._m_m__l .0, soit

A
pris, pour plus de simplicité , = (1—=Tot TV TV, ;

et on aura 7®, c'est-d-dire , le terme qu’on voudra ; dans la
suite 77, T/, T/, «...e exprimé de cette maniére,
Zom. X, 36
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T — m m$1 mi2 . .. mdke=yx Bk
-I‘ - —-2——| . 5 s 9 ¢ 8 00 2 0P e 0 s s t e et A k ah
m m-f1 m+2 ) md-k—2 k-1 bk—2¢
-—--x—-- 2 3 L A R N N A A B IR k-—x - . ak""
m md1 m2 m4-k—3 k=2 k—3 bk—4c2
-;l L) -———-!2 - 3 e 0 s o0 00 k—z I 2 ak-— 2
m m4-1 ma2 m+k--+ k-—-a k—-+ k=5 I/l"603
FREEE k=3 ¢ 2 3 a3

I"..-n.oC.-.o..'uo-cat...'.t."

Si, relativement aux autres racines p/ , p” , on fait les mémes
opérations , et que les quantités analogues & 7 ® soient S® et
V@, la fraction proposée sc changera en ces trois suites de frac-
tions simples

T " T
(l—px)m"_*-(l—[w)’""’_(x—px)m—; o §
ki ! & + N Y
alm 3 (1=p'x)™ - (1==p'x)m=1 (1—p/x)m=-2 - (1—p'aym=3 vone
! il 4 o ym
+ al/m (I—p’/x)m - ([—p//x)m-l (I..,..pllx)m—z - (!_p,!x)m_ 3 +lc-.-§

Au lieu dec dédaire les quantités 77, T7, T ,...... et leurs
analogues de la loi générale exposce ci-dessus , on pourra , si I'on veut

X

R = » qui doit
(I+ ; N+;c. 6}’)

donner 1—T/w4-TVo* =T/ a3 4..... , jusqu’au m.¢ terme inclusi-

Ies tirer du développement de la fraction
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vement; de sorte que , dans ce développement , on pcurra né-
gliger o™ et les puissances supericures de a.

3. 81 la quantité 1—ez—4-gr’—;2° avait deux facteurs ¢gaux

1—pz, 1—p’z , la quantite @ scrait zcro; et en faisant toujours

1
l—pzr—= it a dévelo —_— i i
px=we, on aurait a développer T ce qui donnerait

H

— - - —n

b”’\w’m 1 b exm-1 1 2 02 w2m=a

1 1 m ¢ 1 m me1 3 1

et il faudrait prendre 2, termes de cette suite,

Quant au troisitme [acteur 1—p/x , on pourrait opdrer comme
dans le cas général ; mais, comme alors @/~4”e4-c/s* ne peut
manquer d’étre un quarré, le résultat doit étre fort simple.

1

(1—fx)*m(1=gx)™

Pour y parvenir directement, je considére la quantité
I

(1—/x)"(1—ga)

ou, plus généralement, — . Je fais 1—f2=o,elledevient

Sm
m n ) 8
)

fm { 1 m g m mé1 82 . §

=" N

=, d’ou résulte la suite

=51 Jmpa—fart 1 2 (Jg)rfan—

dont il faut prendre 2 termes.
Supposons ensuite I~=gzr=¢ ; on aura une parcille suite pour

. I
Pautre facteur , et 'expression proposée se partagera
2 P P P (l—fx)"(l‘-'gx)m P g

en ces deux suites

fm { 1 m g +m m+I g’

=)™ (x—fx)n X (f=g)a—fx)r—t T‘ 2 f-g):(1=—fx)n—2 —""§

€ (_*_._.r S n nd p f
Eg—hH" Z(l—gx)”‘ 1 B=H(1=gx)m=1 T G G—gmya oo

la premicre devant avoir 2 termes ct la scconde .
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Probléme 111,

. . . P ’
9- En général , soitla fraction rationnclle 5 dans laquelle

le plus grand exposant de x dans le dénominateur soit plus grand
gue dans le numérateur. Soit (1—px)™ un facteur de Q; on de-
mande les fractions partielles qui en résulient ?

En représentant ces fractions par

A B c z
+ +o.o...-+ ’

(1—px)m (1=—px)m-1 (1—px)ihn=2 1—px

. . - . P .
je ferai, al’ordinaire, 1—px =#, et la fraction — deviendra de cette
forme

’u+,3w+yw1+é\a;3+ -
T o botewtdeg)

je développerai en séric la [raction

at-Batyar-}dait.....
ad-badrcaiddad 4 o |

e¢ qui me donncra
A+ Bot-Co Do’ v 2o,

en sorte que je n’aurai hesoin que des m premicrs termes de cette
suite , et que je pourrai ndgliger, dans mon calcul, les &7, @™+
3 mesure qu'ils se préscuteront.

Je ferai un calcul semblable sur les autres facteurs du déno-

minateur ) , et ma fraction sera dicomposée avec le moins de
travail possible,

10. Exemple 1. Soit proposé de décomposer la fraction
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Te—ox-4-3x2
x3(1m=—x)3(14-2x)3 )

- . . .
1.° Re'ativement au facteur 23, il n'est pas nécessaire de faire
, 1=—2x~43x2
#=w ; on peut développer i )
(1=—x)* (14-2x)3

ment ; en rejetant les 2°, son dénominateur se réduit 3 144z+a?
et l'on a

jusqu’aux z* inclusive-
’

I=—2x-}-323

m =1—62-}-262* ,

en se bornant A trois termes ; donc les fractions particlles qui
résultent du facteur z° sont

1 6 26

‘;3 x3 x
T=—2x-4-3x2 ftant cal
o €lan -
x3(142a)3 ca

2.* Soit 1—2=9%, ou 2=1—%, la fraction

culée en rejetant les »* donnera

donc les fractions partielles qui résultent du facteur (1=—2z)* sont

2 I 2 I

— P p— Py % t———

27 (I==x)2 9 1==x

. . . 1 - .
3.° Si l'on fait enfin 1422=¢, dot 2= .2_+? . la fraction

1—2x4-3x*

ey deviendra, en rejetant les
XI(1=—X

8(11—10)04-342) 8 91 \
oSt ibe 9 (’ 1+ 58 ) ;

donc le facteur (1-4-22z)° donnera les fractions partielles
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9  (12x)i 27 (1-4-2x)2 9 12z

1—2x-4-3x2 1 6 26 2 1 2 1
- - = - — + —_— — ~+ —- —
X3 (1=—x)2(14-2x)3 x3 x2 x 27 (1=—x)? 9 1—x
88 I 728 I 464 1

— N

g (1f2x)3 27  (12x)2 27  142x

Exemple 2. Soit proposé de décomposer en fractions particlles

la fraction

m=12
x >

1—2a"x"Cos.04-a2"x3!

( Voyez cet exemple & la fin da Caleul différenticl dECLER, )
Si l'on appelle = l'arc de 180°, et qu'on preune

2ka—= 6

n

=

>

k étant un entier ; un facteur quelconque du déneminateur sera
1—ax(Cos.o+ 1/ =1Sin.¢). Soit donc

1—az(Cos.o+ {/ —1Sin.p)=% ,

ou

Cos.p=—/7Sin. —_—
= 08.¢=— 1 11¢__§-<C05.<P"—\/——1810.Q>;

a

comme il 'y a point de facteurs égaux, il suffira d’avoir, dans
le numcdrateur, le terme constant, et dans le dénominateur celui
qui est aflecté de « au premier degré., On aura donc
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xmnt 1 Cos.(m=—1)0—y/ =3 5in.(m=—1)¢

—

1-20"x"Cos,04a3nxan”  gm=1 om @(Cos.ng-\/=1Sin.ng)-2n«(Cos.2n@-y—=;Sin.2ng)

Mais, a cause de Cos.ne=Cos. et Sin.np=-+Sin.¢, cctte expres=
sion devient

—+ 1 —\/ =7 Cos.(m=—=n==1)6—Sin (m==n—1)¢
— 2am=iSing 1==2x(L05.0~\/ =1 5in.0) 4

C’est la fraction partielle demandée. Elle ne peut manquer d'étre-
accompagnée de la fraction

1 ~+V—=1Cos.(m—n==1)¢—Sin.(m==n=—1)¢ .

— 2am=1Sin.g 1—=Cos.ax(p—Y=;5in.¢) !

la somme des deux donnera la fraction réelle

1 axSin.(m==n) @==S5in, (M==pe=1)@

-t —_
— 2am~18in,0 1==20xCo0s.0-}a2x2

quant au signe ambigu, il est relatif 3 celui de ¢ dans la valeur
2kw=4

n

o=

Si Pon donne & % les valeurs successives 0, 1, 2,..., jusqu'a
ce qu'on ait n de ees fractions , leur somme sera égale a la

fraction proposde.

Probléme. 1V,

12. Soit (r—az-}£2®)" un facteur du dénominateur de la fraction

P . .
rationnelle — ; on propose de trouver directement les fractions

Q

particlles

A4-Bx A'4-Blx A//_*_B//x
(1—ax4px)" (1=—ax~}-gr2)n—1 + (1=—ax 4= 3x3)"—2

-+....
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sans étre obligé de se servir des facteurs réels oun imaginaires de
l—er+4-pz® ?

=14ax4e

Je ferai 1—e«z—+pr’=% , ou 2=

+ Eliminant ; au

moyen dc cette équation , toutes les puissances de z supérieures

% la premiére , jaurai

P M4-nx

Q ~ s@HCn

dans laquelle M , N, F , G nc contiendront point d'z. On éli-
mincra # absolument du deénominateur , en multipliant les deux
termes de la fraction par x4z, et prenant

——— s &
—

w® all—=3F
N S
on aura ainsi
P M4Nx
QT Tew
Faisant ensuite
M
R
X = B4-Blag-Bllo+
T

=A+4Alot- A" +......

on aura les coefficiens cherchés 4, B, 4/, B/ ,......

13. Exzemple I. Wl s’agit de décomposer la fraction

)
¥

?
(1422):—a4=2)

1.° Soit 1-az*=s; la fraction devient

I
o (o—z) °
Pour
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4

Pour chasser tout-3-fait les # du dénominateur de = je multiplie

les deux termes par ez , et jai

- o4-x . o-f-x
ot ou simplement ,
1—a+w3 ) Sl

parce que o* est inutile. Or, en rejetant toujours les »*,

ot =od-2(1-42) ;

] gy

donc le facteur (14-22)* donne les fractions partielles

x x-4-1
(1+x2)1 + 1+x’ ;

2.° Soit 1—24-2'=0, ou a*=4—1-42; la fraction proposée

. 1 . 1 )
deviendra ———— ou simplement ————— . Maintenant =
w(a4-x)2 @ (==1-4-X) —_—1tx

x . . .,

i donc la fraction partielle qui résulte du facteur 1—z44*
— @

t a t ¢
CS1 e m——— c ar

p——_ P conscquent
1 x x4-1 x

(14-x2)2(1=—x4-x2) - (14-x3)3 + 1423 I=—x-22 :

1

gy fractions
"

14. Exemple 1I. Décomposer l’expression

particlles ?
Les facteurs de 1-+4a2* sont 14-22-4-22° et 1—22+22° Soit

1 1
2z%24*=¢, on aura —— = R a1 si g
14224 ) oy = ey Maintenant si, dans

I

(v—fx)}
puissances de x supcricures 4 Ja premitre, on aura

Tom. X.

dans la quantité , on rejette les «* , et qu'on ¢élimine les

w
)
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1
4[(8+200430)x4-8=20=647]

Pour chasser les # du dénominatenr, je trouve qu'il faut multiplier
les deux termes par (842044-3¢*)a+224+¢* ; alors celte fraction devient

(84200430 )x4-2204-q4* 2 21 11
16(8—120494%) ;g(’+4~+— @ >+

4

donc le facteur (1422--22*)* donne les fractions partielles

21w
by ’

I x + 11-}-106x 214212
16 (1 22 42x2)3 64 (142x4-252)2 64 (12252

L’autre facteur donnera pareillement, en changeant le sig. = c.c 2

PR T

T x 11—16x 2127,
_—— + - ARSI
16 (1—2x0-4-222)3 6.4 (128202 6f 1=z, b
et ces six fractions équivaudronta la fraction proyos e —wmmmies

. .4, . . 1
Remarque. Si, aprés avo'r décomposé la fraction =—————, dont
(1-44x4)s

le numérateur est 1 , on proposait une fiaction semblable

1-}-8x6 , .
————— , dont le numérateur fut a volonté ; on pourrait, sans
(1-4ai)s

recommencer le caleul, multiplier les parties trouvées par la valeur
du numérateur. Ainsi, on trouverait pour 1-48a° l'expression

1— o3t -(2—49 —60*)z

par laquelle mnultipliant ce que nous avons déjd trouvé

x

(a2t ) ik
10 o

65 7

le produit serait
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(9o+ger)xmatgof-9e®

32 ’
. 8x6 . .
donc la fraction proposée -(%;%x—i); équivaut 2 la somme de celles-ci
— 2 + 9(14-x) 9(14-x)
32(14r2x42x2)3 ' S2(142x4-2x2)2  32(14234-2x2)
2 ('x—x) 9(1=—x

32(1==2x4-227)3 32(1—2x~4-2x3)2 3a(1=—2x4-2x2)

- —_— — _— — ]

ANALISE INDETERMINEE.

Sur une nouvelle classe de problémes indeterminds,
avec application a la décomposition des fractions;

Par M. GERGONNE.

e . e G e W B W A W

LES seuls problémes indéterminés qu’on se soit proposés et qu'on
ait cherché a résoudre jusqu’ici, sont ceux o, étant données des
éqnglions numériques , en moindre nombre que les inconnues z,
¥, Z,.00.. qu’elles renferment, il s’agit de satisfaire a ces équa-

™ On trouve, 2 la page 279 du IIL.e volume de ce recueil , un mémoire
sur le méme sujet, par M. de Stainville qui I'a reproduit , avec quelques mo-
difications , &4 la page 556 de ses DMélanges d’analise et de géométrie. ( In-8.°,
Paris , veuve Courcier , 1815, )
J. D. C.
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tions , par des valeurs des inconnues qui soient entiéres , siles équations
ne passent pas le premier degré , ou tout au moins rationnelles ,
si elles sont de degrés plus eleves.

Mais l’analise indéterminée peut étre envisagée d'une manicre
beaucoup plus générale. Au licu de supposer, en effet , que les
donnees qui entrent dans les équations qu’il s'agit de résoudre sont
de simples quantités numériques, on peut supposer que ce sont des
fonctions d’une ou de plusieurs variables z, u, ¢,.....; et au lieu
de demander de satisfaire i ces équations par des valeurs numériques
entiéres ou rationnelles de #, ¥, z,......., on peut se proposer
de les résoudre par des valeurs de ces inconnues fonctions enticres
ou teut au moins rationnelles des mémes variables 7z, u, ¢

ge e

Qu’on ait, par exemple , entre les trois inconnues z, y, z,
les deux équations

(atrat)x- (24 t—2t?)y 4 (2264 13)z==1342t}-4t04 341984,

(== t-f-2t2)xf-(24-3t=—12)y 4 (1§ Ftem2t2) 2202 =3t - gt 2mmme2 685 F-2414

s\ 'on demande quelles sont les valeurs les plus générales de w,
¥, z, fonctions entieres de # qui y satisfassent, on trouvera

z=5=3t-tnt*—(2— 5t— 324-133—=54T ,
y=342t— 42 45— 1314 32— 704-6:4)T ,
2= 15t =30 —{fm Etmm122 0P =211

ou T désigne une fonction entiére de z tout-a-fuit arbitraire. On
doit remarquer, au surplus, qu'ici les coefliciens numcriques peuvent
étre [ractionnaires, sans que les fonctions cessent pour cela d'étre
réputées entieres. Une fonction entiére des variables 7, z, v,.....
est simplement , en effet , une fonction ol ces variables n’entrent
point au dénominateur.

Soit encore, cntre les deux inconnues #, y , I'équation
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(1—=3t452) 2 4 (542¢—81)y* = 2946914218 =182, —180s4 ;

et supposons qu'on demande d'y satisfaire de la mani¢re la plus
générale par des valeurs de #, y fonctions rationnelles de #; on
trouvera pour ces valeurs

=@ttt =10t ) —2( 10420t —bt 2= 683) Tf (15 =4t == 2824 1 6¢3) T2
o (A—otot ) (orprztm=it?) T2

?

__Fe=—t—5t24 253) — 2311t 4 2182—1013) T—(10 + 2gt—6¢>—jot3) T
= (1 —=5t4563) ¢ (542t—812) I ?

ol T représente encore une fonction rationnelle de 7 tout-a-fait
arbitraire. Ici les ccefliciens numériques pourraient étre radicaux,
sans que pour cela les fonctions cessassent d’étre réputées ration-
nelics ; une fonction rationnelle des variables ¢, #, ¢, ... étant
simplement une fonction qui ne renferme pas ces variables sous
. des radicaux.

Nous ne nous occuperons uniquement , dans ce qui va suivre ,
que de la résolution des équations du premier degré A deux in-
connuecs, et méme dans le seul cas ol les données et les incon-
nues sont et doivent étre simplement fonctions d’'une seule variable 7.
Nous ferons voir ensuite que le probl¢me de la décomposition des

fractions n’est qu’un cas particulier de celui qui nous aura occupés.

Soit proposée 1'équation

axtby=c ,

dans laquelle @, 5, ¢ sont supposés des nombres entiers , et i
laquclle on se propose de satisfaire par des valeurs entiéres de x,
¥ il est connu, 1.° que le probléme n’est possible qu’autant que
le plus grand commun diviseur de @ et & se tronve étre diviseur
de ¢; 2.° que le probleme se résout immédiatement lorsque le
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plus petit des coefficiens a, & est l'unité; 3.° enfin, que par des
transformations plus ou moins nombreuses, on raméne facilement

A ce cas celui od ce plus petit coeflicient est différent de I'unité.
Ainsi, si I'équation proposée est

nxty=23 ,

;on aura, de suite;
y=23—7z ;

et en prenant pour & un nombre entier quelconque, on aura ausst
un nombre entier pour la valenr correspondante de y.
Si, au contraire , I'¢quation 3 résoudre est

2112-4g1y=695 ;

on 1'dcrira d’abord ainsi

g1 (2z4y—7)+200=58 .

posant

az+y—7=p »
elle deviendra
91p+29x=58 3
qu'on pourra écrire ainsi

29(3pta—2)+4p=o0 ;
posant encore

ptr—z=yg,
elle deviendra

a9g+4p=o0 ;
ou
4(79+p)tg=0;

posant enfin



79tp=n,
nous aurons

fntg=o ,
d’ol1, en remontant,

g===fn ,

p=-t29n |

Fx=2—91n ,

y=3421112

3

Voild donc des valeurs entiéres dec x , y fonctions d'un nombre
entier 2 tout-a-fait acbitraire.

Les équations indéterminées dans lesquelles les donndes et les
inconnues sont et doivent étre des fonctions enti¢res d'une variable 7;
se traitent 3 peu prés de la méme manicre. Soit cn effet, en
général , entre x et y, une équation de la fornie

(@4a't 40/ P N (b E 4B o)y = (ce/ it/ )

dans laquelle @, &, ¢,a’, &/, ¢, a”, b”, ¢/, ..... sont supposés
des nombres donnés quclconques , et & laquelle il faille satisfaire
par des valeurs de x et y fonctions enticres de #; il est facile de
voir, 1.° quele probléme ne sera possible yu’autant que le plus grand
commun diviseur des coeflicicns de # ct y sera en méme temps
diviseur de la fonction de £ qui forme le second membre; 2.° que
Véquation sera immédiatement résoluble , si P'un des coefliciens est
une quantit¢ purement numérique ; 3.° enfin que , par des trans-
formations plus ou moins nombreuses , on pourra toujours ramener
a ce cas celui ol les deux coefficiens seront l'un et l'autre des
fonctions de #
Soit, en premier lieu, I'équation
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(2—5t+42) a7y =13=5t—13r—2 ;
elle donnera immédiatement

13=5f—13 w3 (2 =5t 4-412) 2
y= 7 ’

formule od , en prenant pour z une fonction entidre tout-a-fait
arbitraire de 7, on aura aussi pour y une fonction enti¢re de .
Soit, en second lieu, l'égunation

(1—2t=324583) 24 (2—52431%) y=5=5¢—4 324578 —192* 5

en la multipliant par ¢, quarré du coefficient 3 de la plus haute
puissance de ¢ dans le coefficient le moins élevé , on pourra la
mettre sous cette forme

(2—7t4-31%){(264-150) 24-gy — (381 =5 71°)} — (43—134¢)x

=45—121=11* ;
en posant

(2641502 49y —19(2t—31")=p ,

elle deviendra
(2=714-30p~(43—134)a=45—1212—71* &

Multipliant celle-ci par 17956, quarré du coefficient 134 de la plus
haute puissance de #, dans le coeflicient le moins élevé, on pourra
‘ensuite la mettre sous cette forme

(43-1341) {(809-40220p-176362-(1651549382)1 4 11259297875 ;

posant ensuite

(809
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(809=—402/)p—1756362—(165154938:=T .
elle deviendra ‘
(43=134)T41125p =97875 ;
et de ]2, en remontant,

97875—(43=134nT

P 1125
_ 11253 —2t)=—(2 —~t4-3tD T
T 1125
__ 1120(14-5t=3t0) 4 (1 —2t—324 53) T
- 1125

voila dona des valeurs de z, y qui, en prenant pour T une fonction
entiere quelconque de 7, seront aussi des fonctions enticres de cette
variable ; en y changeant 7' en 1125 T, ce qui est permis; elles
deviennent

z=(3—28)—(2—7¢4-3)T,
y=(145t—=3)F-(1—2/—=32453)T ; .

ou T est toujours une fonction enti¢re quelconque de 2.

Venons présentement aux applications que nous avons annencées.
Soit d’abord la fraction numerique S qu’il faille décomposer en
deux autres dont les dénowminateurs soient respectivement 125 et

25, En désignant les numdrateurs par 2 et ¥, on aura

8g = y
125 125 257
ou
x+5y=89 y
d'ou
=890y ,

ol l'on peut donner & y unec valeur entit¢re quelconque,
2
Tom. X, 38
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Si F'on veut que z soit plus petit que 5, racine du dominateur;
il faudra prendre y=17 et l'on aura ainsi

g2 4 17
Tay = T3 + s
Par

2 .

unc semblable mdthode | on décomposerait ultérieurement
17

‘.—‘ en

deux autres fractions dont les numdrateurs seraient l'un et
l'autre moindres que d. On trouverait ainsi

89 __ 4 * M
ik rrie ali v o
n
‘m
dérée comme la somme a/gébrigue d'unc suite d’autres
\ R

am

Ainsi, en général, toute [raction numcrique -- peut étre consi-
[¢

1 X m

am~1 e 2 + Loy
que a.

dans lesquelles les numérateurs &/, 4/, 7,.... sont tous moindres

Soit, en second licu, la fraction 12

A décomposer en deux autres
dont les dénominateurs soient les deux factcurs premiers entre eux

24 ct 25 de son dénominateur? En désignant par &, y les numc-
rateurs respectifs de ces deux fractions , on aura

3179
s

d'ou
cela donne

g=19—24n , y=20n—4 .

Si I'on veut que les numérateurs soient plus petits que les dénomi-
nateurs, on pourra prendre n=o; cela donnera

379 19 4
Pl = = e,
60 0 14 as

On pourrait , par Jle méme procédé, décomposer ultérieurcment 1% en

deux fractions ayant 3 et 8 pour dénominateurs ; et des numeérateurs
plus petits que ces nombres, On trouverait ainsi
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179 3 T 4
s = ;1 P TI)
et nous venons de voir tout-d-I’heure comment se décomposaient
les fractions de la dernic¢re sorte.

Si, cn général , on a la fraction numérique prrEa dans la-

quelle les nombres @, &, ¢,...... soient premiers entre eux , on

pourra la décomposer cn
a’ 4 ¢
=ttt
dans laquelle les numérateurs seront moindres que les dénominateurs.
Cette application de lanalise indéterminée ordinaire a déja été
indiquée par M. Legendre ( 1Aéorie des nombres, derniere édition,
pag. 26 ). La décomposition des [ractions littérales , fonctions d’une
variable , est une application toute semblable de la nouvelle analise
indéterminée dont il vient d'étre question ci-dessus.
Soit, en premier lieu , la [raction

f-t==5t24-3813—1qti4}-215
(14-5t—=212)3
qu’il faille décomposer en deux auntres dont les dénominateurs sojent
(1-52—222)* et (14-5t—24%)*; cn désignant les numérateurs par
x, y, on aura
x ¥ _ 4t=b5t24-383—19ti4-215
(145t —2237)3 + (14-5tmmatzyr (14-5t—212)3 ’

nu

T 145l a2 t?)y = [ 41512438 —1 g1t 4275
en résolvant cette équation comme ci-dessus, on trouve
g=3—2)+(1+4-5t— 24T ,
y=(—2141*—70)—T.

Si Ton veut que & soit d'un degré inféricur au sccond, et y d'un
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degré inféricur au quatriéme , il ne sagira que de faire T=o,
ce qui donnera

4_*_,_5[:-}‘38{3—19!4-}—2?5 St 1—2tf-712em13
(14-5t=2t=)3 - (1ot—zt®)’ 7 (efrri—at®)?

On décomposerait, par un semblable procédé , la derniére fraction
en deux auatres , ayant pour denominateurs {143/—20%)% et 145/—22,
et des numcrateurs du premier degré au pius.

Soit, en second licu, lu fraction

10==87f 4 25020—2q51 -Gt F 5515 =5 216
(2=31)5 (1 —at4-512)? ’

qu'il faille décomposer en dcux autres, ayant pour dénominateurs
(2—31)* et (1—2z-4-5/*)* ; en appelant x et y leurs numdrateurs ,
nous aurons
x Y
- + -
(2—3t)3 (r—2:14-512)2

__ TommBt4-2572t—295034-87 1453 15=5210
- (2—31)3 (1==at4-512)2 !

ou bien
(1—2t452) 24 (2—32)y
=10=871+257:2—295834-87144-5315—5215 ;

cela donne

x=(2—3—1")+(2—34)T ,

y=(1=5t—28248) —(1—24-52T .
Si I'on veut que les numérateurs soient d’'un moindre degré que
les dénominateurs, il suffira de poser T=o0, et l'on aura

2—3t—t2 T St t2d-t3

(2=31)3 (1=—2t4-5t2)2

10=385t4-257t2=295t3 4 874453155216
f— (,1__3!)3(I-_2t+51 z)q .
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Nous sommes loin de prdtendre, au surplus, que cette méthode
soit préfirable aux auires méthodes connues, et notamment a celle
qui se trouvc indiquée dans le préeédent mémoire ; et nous avons
eu simpiement lintention de faire voir comment le probleme de
la décoriposition des [ractions littérales se rattache a la nouvclle

branclic d'analise indéterminée que nous avons signalde.

ARITHMETIQUE POLITIQUE.
Sur les élections et le systéme représentalif’;

Par M. GERGONNE.

[a Ve Y Vo Vi Sia Y S Y Vo Ve S 7

AU commencement du VL.® volume de ce recueil, jai présenté,
sur les élections et les assemblées délibérantes, des réflexions ten-
dant & signaler un trés-grave défaut du systéme représentatif, le-
quel consiste en ce que , dans le cas méme des élections dircctes ,
et en admettant que chaque député est religieusement fidéle a 'opinion
de ceux qui lont élu, il peut tris-bien se faire que le veeu de
la majorit¢ de la chambre représentative soit formellement contraire
je ne dis pas sculement & cclui de la nation, mais méme a celui
dc la tres-grande majorité des citoyens qui cut concourn A leur
élection. J'ai montré que ce danger devenait beavcoup plus grave
et plus imminent encore lorsque les élections , au lieu d'¢tre dircctes,
étaient faites par des électeurs, élus eux-méwres par un plus grand
nombre de citoyens; et je n’ai pas du étre peu surpris, cnvoeyant
que, dans la discussion solennelle qui préceda, il y a trois ans,
Padoption de la loi des élections, aucun des adveisanes des clections
a plusieurs degrés n’avait songé a faire valoir contre elles un argument
4 la fois si palpable et si péremptoire.

Jravais cru, jusqu'a ces derniers temps, que linconvinient dent
il vient d’étre question était tellement inhérent a la forme de nos
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gouvernemens modernes, qu'il était absolament impossible de les en
délivrer, ct j’avouerai méme que cetle pensee avait singuli¢rement
attiedi mon affection pour le systéme représentatif. La lecture d'un
petit écrit sur ce sujet, publié récemment par M. Flaugergues, mra
tout-a-fait désillé les yeux ; et quoique je sois fort loin d’adopter
la plupart des idées de lauteur , jai pourtant puisé dans son ou-
vrage une ressource qui me semble tout-a-[ait propre a remédier a
un mal qui d’abord m’avait paru absolument irremédiable.

C’est une trés-excellente chose sans doute que la liberté; mais
la justice est peut-étre une chose plus excellente encore ; et c'est
précisément parce que cette liberté est un bien précieux, qu’il ne
faut pas que la jouissance en soit exclusivement réservée A une
classe quelconque de citoyens. Qu'on nous vante tant qu’on
voudra les républiques de Sparte , d’Athénes et de Rome.
Je n’aime pas moi cette liberté du petit nombre qui est fondée
sur l'esclavage de tout le reste. S'il ne s’agissait que d'aimer pas—
sionnément la liberté pour étre digne d'estime, je ne connaiirais
personne qui méritAt mieux nos hommages que le dey d’Alger, le
roi de Perse et 'empereur de Constantinople , tous gens si jaloux
de lcur liberté qu'on paye chez eux de sa téte la seule pensée
d'y mettre la plus légeére entrave,

Or, comme Vobserve fort bien M. Flaugergues , dans le systéme
¢lectoral en usage depuis trois ans, tous les contribuables au-dessous
de 3oo fr. , clest-a-dirc , environ les quarante-quatre quarante-
cingui¢mes des citoyens ayant un état , un domicile et méme quelques
propriétds, sc trouvent, de droit, exclus de toute influcnce sur
Ja nomination des députés qui doivent discuter leurs intéréts ; et
cette méme influence sc trouve enlevée de fait aux contribuables
au-dessus de 5 & Goo fr., toujours ecn minorité dans nos colléges
¢lectoraux, ct qui, lassés de n'y paraitre que pour sanctionner par
feur présence des choix que souvent ils réprouvent, finiraient bientét
par s'en exclure volontairement , si l'on n'apportait quclque chan-
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gement dans leur situation. L'¢lection de la totalité des députés
de la France se trouve donc livrée 2 la discrétion d’environ soizante
mille petits marchands ou pelits propriétaires , sans ¢ducation , sans
dignité personnelle, et totalement dépourvus , pour la plupait, de
toute vue politiqgue un peu élevée et lointaine,

C'est & ce vice radical de notre systéme électoral que M. I'lau-
gergues se propose d'indiquer un reméde. Celui quil choisit con-
siste & remplacer le collége électoral unique de chaque département
par plusicurs autres , dont chacun élirait un certain nombre de
diputés , et d'organiser ces colléges de telle sorte que [lon soit &
peu pres certain que les choix y seront faits & I'unanimité. Homo-
géncité d'intéréts parmi les électeurs d'un méme collége : diversité
d'intéréts parmi les députés élus; tel est en peu de mots le pria-
cipe de M. Flaugergues. Ce principe est trés-bon sans doute; muis
voyons comment l'auteur prétend 'appliquer.

M. Flaugergues, considérant le réle des contributions cormme le
tarif présumé des opinions politiques des diverses classes de citoyens,
crée, dans chaque département, trois colléges respeetivement formds
des grands , moyens et petits propriédtaircs ; mwais croit-il de bonne-
foi que , dans de tels colléges, les choix soient toujours faits, je ne dis
pas a 'unanimité,, mais méme A une grande majorité? Manque-t-il
en France de porte-faix qui se piquent de penser comme des marquis ?
et , a l'inverse , dans le cours de notre révolution , n'a-t-on
pas vu plus d'un grand scigneur sattacher au char des Chabot ct
des Marat? On ne saurait disconvenir néanmoins de l'extréme droi-
ture de lintention premiére de M. I'laugergues. Voyons done s'il
ne serait pas possible d'en tirer un parti plus heureux,

Je comparerais volontiers des ministres, en présence d'une chambre
de députés des départemens, i un général qui, la veille d’une opé-
ration militaire, examine avec soin la carte topographique du terrain
sur lequel il doit manceuvrer; et, pour suivre le parall¢le jusqu’au
bout, je comparerais les soins que se donnent ces winistres pour
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influencer les élections , & ceux que prendrait le méme général pour
se procurer des cartes inexactes , sur lesquelles les distances sevaient
abregees, les montagnes abaissées et les sentiers élargis. Je crois
dosc qu~, plus encore dans lintérét du gouvernement que dans
celnr des gaivaveds ) c'est une cendition de rigueur que la chambre
dite drs resiesentuns soit, en effet, une représentation autant fidele
qua possto’e e la nation pour laquelle elle doit consentir des lois ;
quelie en soit, shl est permis de s’exprimer ainsi, une sorte de
miraun; et que les ministres se trouvent 1 , & peu prés, comme
daus I» forn des petites républiques de Pantiquité,

Si done il existe encore au milicu de nous des hommes assez
foas pour ne river que dimes, intolérance, chiateaux et justices
scigneuriales ; s'il en est d’assez niais pour asprrer 4 donner un
gouvernement républicain , c'est-a-dire , un gouvernement tout d’ub-
négation ct de sacrilices, a de vieux égoistes, a4 de vieux sybarites
comme nous, s'il en est pour qui des fers dorés, tous couverts de
lauriers , puissent encore avoir quelque charme ; s'il en est enfin qui,
por unc antipathie aveugle et obstince contre la dynastie régnante,
lui preféreraient tout gouvernement quelconque autre que le sien; il
faut que le ministere le sache; il faut qu'il connaiisse exactemeut,
ou du moins & trés-peu prés , dans quelle proportion sont ces
diverses classes d’individus , tant catre elles qulavec la wasse de
la nation, qui ne demande que 1'enticre conscrvation de ce qui
existe - 1l faut, en un mot, pour que ces gens-ld ne sorgent pas
3 consprer dins 'ombre, pour qu'ils puissent rougir eusx-mcémes
de linferiorit¢ de leur nombre, il faut, disjje, quils aient des
organes dans la chambre representative; il laut aussi ¢ ils puissent
c¢lire leurs représentans.

Mais. dira-t-on , ne se pourrait-il pas que la w-jorité de la
nation {ut infatuée de doctrines subversives de lordre social 2 et
alors quclle chambre de deputes pourrait —= on en a.iendee , st les
élections n'ctaient pas habilement mutrisees et dirigees 2 A ce'a,
je réponds que d’abord ceux qui leraient cette objection, calom=

nicusc
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wieuse pour la mnation, n’y croiraient pas eux-mémes sérieusement,
J’observe, en second lieu, que, si réellement telie ¢tait notre po-
sition, je n’y verrais que de deux remeédes I'un : ou bien se resigner
a partir de la nation telle qu'elle serait pour l'amcner par degrcs
insensibles & ce qu'on désirerait qu'elle devint : ou bien biiser viclem-
ment sa volonté, en l'assujettissant & un joug de ler; ct, dans ce
cas, je ne verrais rien de mieus que de rappeler le prisonnier de $'°~
Helene.

Je persiste donc & croire que la chambre élective ne saurait offric
une représentation trop fidele des sentimens et opinions diverses qui
partagent la nation; cette condition , qui serait de 1igucur dans une
democratie pure , ot la chambre des représentans ferait scule les
lois, ne peut avoir d'ailleurs un grave danger chez nous, ou cette
chambre n’a, en derniére analise , qu’un simple droit de veto.

Si j’étais partisan du systéme qui consiste & distingue dans la Charte
des articles fondamentaux et des articles réglementaiies ; je seiais fort
tenté de ranger, au nombre de ces derniers, les dispositions qui
fixent la cote de contribution nécessaire pour étre électeur ou éligible;
je penserais que , sur-tout a la suite d'une longuc révolution , ou il
a dé si facile aux gens peu scrupulcux de faire de trés-gros gains,
on pourrait peut-étre trouver une garantie plus sure du discernement
et de l'indépendance des uns et des lumicres de la droiture des
autres , que la somme qu’ils payent annuellement au fisc ; je pen-
scrais en un mot , qu'il est peut-étre bien temps enlin que largent re-
descende @ sa valeur , et que I'honneur remonte @ la si nne ; mais ,
attenda que les argumens du Mouniteur de cette anuvée n'ont pu
encore complétement detruire dans mon esprit Iimpression qu'y
aviient produite ceux du Moniteur de 18175 je veux , duns muon
utop'e , respecter en tous points tous les articles de la Charte , sans
distinction, du moins ceux d’entre cux qui prisentert un sens bien
précis ; car pour ce qgwi concerne le nombre des membres de la
cliambre, je pense , avec beaucoup dhommes d'état, que les dis-
positions de la Chaile ne sont niasscz precises ni asscz imip. raiives

Tom. X. 39
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qu'on ne puissc les interpréter d'une manitre un peu plus large
quon ne I'a fuit jusquiici.

Ces choses ainsi posées, je renferme mon prejet de loi électorale
dans les deux seuls articles que voici:

1. Sera électeur d'un département , tout citoyen qui , y ayant
son domicile de fa't depuis plus d'un an, payera trois cens francs
de contributions dirceles | depuis le méme temps.

1. Sera, pour cing aunies, diputé d'un département a la chambre
élective | tout citoyen qui , ayant son domicile de droit dans ce
dipartement depuis plus d'un an, et payant au moins mille jrancs
de coniributions directes ,depuis le méme temps, sera porteur d'un
mandat de deux cens électeurs au moins , du méme déparicment | lut
conférant ce titre , et ne layant confiré @ aucun auire depuis les
précédentes élections.

On voit que, dans ce sysiéme , qui porterait probablement le
nombre des députés a environ cing cens, les assemblées électorales
et les penibles déplacemens qu’elies nécessitent , et gui ne décou-
ragent que trop souvent les clecteurs , seraient tout-a-fait inutiles. A
I'époque des élections , ceux-ci se grouperaint spontanément , suivant la
nature de leurs opinions, de leurs intéréts ou de lcars veeux. Et il n'y
aurait , au plus, que ceux qui ne trouveraient pas a4 se réunir chez cux
en nombre suflisant, ¢t ne voudraient pas voter avec leur entourage , qui
scraient obligés de se transporter ailleurs , pour émettre un veeu utile.

1l faudrait, sans doute, prendre des mesures sévires tant pour
constater les titres des électeurs et des éligibles , que pour s’assurer
de lauthenticit¢ des signatures et se garantir des votes multiples
des mcémes clecteurs ; mais tout cela serait 'aflaire d’un réglement
d’adinmistration facile & rédiger.

En adoptant ce systtme, chaque député se trouverait le véritable
représentant de la totalit¢ de ses commettans, et le vote de la majurité
de la chambre scrait toujours I'expression fidele si non de l'opinion

de la majorité des Frangais , du moins de la majorité de ceux
d'entre eux qui ont le droit d'clire.
q
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Je ne fais ici, au surplus, que régulariser le sysitme des scis-
sions, fort en vogue sous le directoire ; avec cette difference que
chaque fraction du collége ¢lectoral exerce ici un droit effectif,
proportionné & sa masse ; tandis quau temps du directoire, chaque
fraction prétendait faire & clle seule les députés de tout le dépariement;
et que ce n’élait pas toujours la fraction la plus nombreuse dont
les choix éraient preférés.

Un des grands avantages de ce systéme, c’est qu'il peut se préter
3 tant de degres d'election qu'on voudra introduire, sans offtir aucun
des inconvéniens que j'ai signalds dans D’article cité. Si, par exemple,
on voulait [uire concourir aux élections tous les citoyens payant cin-
quante francs au moins de contributions, il suffirait dc statuer que
vingt de ceux-ci pourront, par un mandat signé d'eux, et délivré
a un ciloyen payant trois cens francs au moins de contributions
directes , le constituer electeure Dans ce cas, comme dans Pautre,
Pesprit général de la majorité de la chambre serait exactement con-
forme a celui de la majorité des citoyens qui auraient concouru aux
élections.

Je pense , par ce qui précede, avoir plus surement résolu que M.
Flaugergues lui-méme le probléme que cet estimable écrivain s’¢tait
proposé 5 savoir , d’obtenir l'identité d’intéréts chez ceux qui élisent
ct la diversité d’intéréts chez ceux qui sont édlus. Si le systeme que
je propose pouvait essuyer des contradictions et des critiques, ce
ne pourrait guire étre qu'au sein des ces majorités de toutes les
couleurs qui, dans les diverses phases de notre révolution et sur
les divers points de la France , ont tour-ia-tour essay¢ de soumettre
les minorités a leur joug despotique; mais je leur répéterai encore ce
que j’at déja dit plus haut, que, pour mériter d’étre libre, il faut
d'abord consentir a étre juste.

Au surplus, persuadé comme je le suis, que dans notre situation
actnelle, nos institutions ont beaucoup plus besoin encore de fixité
gue de perfection , je renmoncerais trés - volontiers & mes iddées
si 'on voulait nous conserver un systeme électoral qui, avec toutcs
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ses imperfections , était peut-étre encore le moins mauvais de tous
ceux qu'on nous avait donnés jusqu’ici.

Par l»s mn.mes considérations, je tiens extrémement au rencu~-
velloment partiel de la chambre, parce que je pense que, dans le
jeu des gouvernemens, comme dans cclui des machines, tout chan-
gement biuryue ne peut étre produit sans consommer des furces en
purce perte 3 »t qnue le monde moral doit , autant que possible, comme
le monde physique, &tre assvjetti & la loi de continuité.

QUESTIONS PROPOSEES.
Problémes d'optiques

1. ON demande quelle est la courbe, image d’une ligne droite vue
a travers un prisme de cristal disposé d’une maniete quelconque
par rapport a cette droite , en faisant d’ailleurs abstraction de la
dispersion ?

1. On demande quelle est la courbe , image d’une ligne droite
enticrement plongée dans l'eau , et vue hors de I'eau?
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GEOMETRIE MIXTE.

Solution nouvelle du probléme oit il Sagit dinscrire
@ un triangle donne quelconque trois cercles tels
que chacun d'eux touche les deux autres et deux

cotés du triangle ;
Par M. LEecumiitz , docteur en philosophic & Berlin.

e A . W - > S

Au Rédacteur des Annales,
MONSIEUR ,

EN donnant , dans votre estimable recueil (*) , Thistorique du
curienn probléme dont je vais avoir I'honneur de vous entretenir,
et en faisant connaitre la solution exirémement simple qui en a cté
donnee par un celebre géométre italien ; vous avez temoigne le
regret quion en [ut reduit A justifier 4 posterior: la formule finale
de Malratti, en prouvant qu'elle satislait aux equations qu'il sagit
de resoudre; sans quon apergoive comment, a ade de ces seules
équations , on pourrait parvenir & cctte méme formule , si elle

était inconnue , ou du wmoins a toute autre equivalente et d'une

facile constructicn.

*) Voyez tom. I, pag. 343 ; tom. II, pag. 6o et 165,
y pag. o4 pPag
dom. X, n.* X, 1.°* avrii 1820, o
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Cette considération m'avant déterminé a revenir de nouveau et
tout recemment sur ce singulier problcme; j’al été asscz heureux
pour en obtenir une solution que sa simplicité et son élégance vous
feront peut-étre juger de nature & ne point ddparer votre recucil ;
et qu'en conséquence je vais exposer brievement. ‘

Soient A, B, C les trois sommets d'un triangle quelconque;
soit O le centre du cercle inscrit , dont nous prenons le rayon pour
unité. De ce centre , soient abaissées respectivement , sur les cotés
BC, CA, AB, les perpendiculaires OA’=00B/=0C/=1 ; et soicnt
de plus menées du meéme point aux sommets les droites OA

OB, OC.
Soient faits

AIZg.AOB’: Ang.AOC’: “,
Ang.BOC/=Ang BOA/=s ,

Ang.COA’=Ang.COB/'=y ;

nous aurons
AB/=AC/=Tang.« , OA=Sec.«,
BC/=BA’'=Tangs , OB=Sec.p ,

CA’=CB'=Tang., ; OC=Sec.y .

Nous aurons de plus, parce que 2s-4238+2y vaut quatre angles
droits ,

Tang.«~-Tang.s

o —— ( = T
Tang 4 Ta“S \“+'3) ;-—Tang.uTang.ﬁ !

ou bien, en chassant le dénominateur et transposant,
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Tang.«+Tang.g+ Tang.,=Tang.«Tang.sTang» .

Il s'agit donc d'inscrire & ce triangle trois cercles tels que chacun
d’eux touche les deux autres et deux cdtés du triangle ; et il est
d'abord clair que les centres de ces cercles devront étre situés sur
les droites OA, OB, OC qui divisent ces angles en deux parties
égales. Soient respectivement X, Y, Z, ces centres, et 2, y, z,
les rayons qui leur correspondent.

Si l'on projette orthogonalement les centres X, Y sur le cété
AB=AC4BC’=Tang.«+Tang.s , leurs projections diviseront ce
cOté en trois segmens dont les ‘extrémes seront évidemment zTange,
yTang s. Quant au segment intermédiaire, il ne sera autre chose
que la projection de la distance des centres XY=a-y , et sera
conséquemment

V @Fr)y—a— 1=V fay=2yay ;

égalant donc la somme de ces trois parties & la premiére expres-
sion du c6té AB, on aura

aTang.a-2y/ zy+yTang.s=Tang.a-+Tang.s .

La considération des deux autres c6tés donnera des équations
analogues, de sorte qu’en faisant, pour abréger,

Tang.;:a »
Tang.s=5 ,
Tangy=c¢ ;

tout se trouvera réduit a résoudre, par rapport d z, ¥, z, les trois
équations
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-

ax+z2y/ xy+by=a+b , Q)
bytav/itez=bte 2)
czt2y/ zztazx=c+ea ; (3)

avec la condition

a+b¥c=abc . (4
En multipliant en croix les équations (2, 3) et réduisant ,ona
(G4c)(azt2y/ zz)—(a+) by 42y yz)=cla—b)z ;

mais l'équation (4) donne

_ a+-b
A S
d’ ol
b2 ] 2)
ab—1 ab—1

substituant donc , et supprimant le dénominateur commun , on aura

o140 )az4-2y/ T)—b(14-a?) by 2y 57)= (@ = B)z
ou encore
a(14b*)(azt2y/ 5y)—b(1+a" by +2y/ iz) = { (14a")—(1+D)}z 5
ou, en transposant,
(1 +8°)(@*v+z2ay/ zz+z)=(14a*) (b y 425y yz+2) »
ou encore
(2 ay/ 34V 2 =(4aby 5 +y 5 5

ou, en extrayant les racines et divisant,
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aVr4VE _ BV VE
Vi+-a? Vi

Nous ne donnons pas de double signe au second membre de cetie
¢quation , parce qu’ici nous n'avons simplement en vue que les
cercles interieurs au triangle, se touchant extéricurement.

Par une simple permutation de lettres, on conclura de la

VeV _ aVzVy |

I HVE _ eVitVa V.
Vite  Viter

Viter  Vite

ajoutant ces deux derni¢res membre 3 membre , z disparaitra,
et 1l viendra

Y a 1 §\/ __g T __1r -
Vidh Vite v VIS Vide vige vigeVi

mais , a cause de
a-$-b

Gb=1

c= ,

on a
X ab=—1

Vite v GFanats |

substituant donc , et chassant les dénonrinateurs, il viendra
{1—abty/ TFa—ay 75}y 5= {1-abdy/ TT—by T V7
Les coefliciens des deux membres peuvent d’abord étre écris ainsi
(1—a-+y/ TFa) +a(1—b—y/ TFF) ,
(=B T (1ma—y/ ) ;

en considérant ensuite que
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0=} 2a=—H{(1—ay— 148" }=—H1—aty/ TFor) (1—a—y/ TFa) ,
b=i.2b=—Ha—b)—(1 40 = 1=ty T, (1= b—y TF5)

ils prendront cette nouvelle forme
(t—ay/ T (1=} (1m—a—/ TFa) (1= T2} 5
(=415 (1= (1—a— v 1qa) 1—b—/145%)} ;

c’est-3-dire , qu’ils ont un facteur commun; en supprimant donc ce
facteur , I'équation deviendra simplement

(1—amty/ Ty = (1= bk TRV -
En posant donc, pour abréger,
1—atvi1te=4,
1= bty TFR =B,
1—c+y/ T4 =C ,
on tirera de la, par une simple permutation de lettres,

B\[y=Cy:z , Cyz=A4dyx ;
d'olt
c . -_Cc _ -
VE= NP, W= ovie (5

Retournons présentemcut a nos dquations primitives ; si de la
somme des équations (2, 3) nous retranchons 1'é juation (1), en
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supprimant le facteur 2, coumun & tous les tern.es de 1'quativa
résultante , elle deviendra

oty TV -V e
mettant dans celle-ci pour /x et /5 leurs valeurs (3), elle deviendra

C C C3
<c+~+—— )z:c )

ou

{cAB4C(A+B—C) z=cAB . (6)

Or, on a, d'aprés les valeurs de 4, B, C

¢ AB=c(1—a)(1—b;-o(1~B)y/ TFaHe(1—a)y ey THHTT
ou bien , en remplagant /(742 (1452 par son égal (ab—1y/ 14

¢ AB=c(1—a)(1—=Be(1—B)y TFarte(i—a)y TFF+o(ab-1)y iTe .

On a ensuite

A+B—C=1—a—btctVitat+y i —Vi1a;

d'ol , en multipliant par C=1—¢4-y/ 132, et remplagant respective.

ment |/ (14a?) (4e?) ety b)) (e par(ac-1)y/ 136 et (be-1)y/ 14as,

C(A4B—-Ci=—(1—c)(a+}b)—20*—c(1—0 \/ 1qai—(atb—ac)y/ T5e

~c(1—a \/ 145
donc, en ajoutant et réduisant,

¢AB+C(A+B—C)=c—a—b4-abcmm2c*{-(c—a—=b+abc)\y/ 5o .

En remplagant ab¢ par son équivalent a42--c, cela deviendra
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cAB+C A+ B- C)=2c1—c+4 /140, =2cC ;

substituant donc cette valeur dans Péquation {G), et supprimant le

facteur ¢, commun aux deux membres, elle deviendra sunplement
2Cz:=A4D ,

Par une simple permutation de letties , on obtiendra les équations

en z, y; de sorte quon a fnalcment

BC cA AB
T=— , z= .

2d ' y= 2B

Cela pos¢, soient prolongés AO, PO , CO, jusqud ce qu'ils
rencontrent de nouveau la circonference du cercle insciit en A7/,
B, G/ ; puis des sommets A, B, C, pris respectivement ponr
centres, et avec les rayonss AB’=AC/, BC'=BA’, CA/=CD/,
soient décrits des arcs coupant respectivement AO, BO, CO en

A B/, C/"; nous aurons ainsi

AA"=A0 4+0\/—AB’=0A”—AB’4-AO=1—Tang «+Sec.a= A4
B/B"”=B0+-0B”—BC'=0B”—BC’/4 BO=1—Tang g+Sec pg=B
C’ C” =CO+40C"—CA’=0C"—CA’+CO=1--Tang.;+Sec.y=C

Les trois longueurs 4, B, € étant ainsi déterniines, on en
pourra conclure, par une construction unique , les trois rayons
cherchés z, y , z. Pour cela , on construira un triangle DLE,
dont les trois cotés EI', FD, DE, soient respectivement égaux A
ces trois longuenrs ; par les sommets D, E, I, on mecneia des
droites se terminant aux colés opposés en D/, E/, I/, et tellement
dirigées qu'on ait

A.g.
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Ang FDD/=4dng I,
Ang.DEE/=dngF ,
Ang EFF/'=AngD ;

alors , en vertu de la proportionnalit¢ des cétés homologues des
triangles seu:blables, les longueurs DD/, EE/, FI'/ scront les dia-
m3tres des cercles cherchés , ayant respectivement leurs centres
en X, Y, Z.

Ces expressions des ravons des cercles une fois trouvées , rien
de plus facile que de leur substituer telles autres inconnues qu’on
voudra. En prevant, par exemple, pour inconnues les distances
des sommets auxquelles les cercles cherches touchent les cotés du
triangle , ces inconnues seront zTang.e=ax , yTangps=dy,
zlang.y=cz , et l'on aura

aBC bCA cAB

24 28 ° 2Q

ar=

Or ., d’apr¢s les valeurs trouvces ci-dessus pour c 4B et C(d+4-B—C),

on a
cAB=C{20—~(A+B—C)] ;

donc
z= :;—4-? = {2c—(4+B—=0)} ;

c’est-a-dire,
p= (aHto—1dy TFa—y T — v/ )
ou encore
cz= 1 AB'4BC/—CA’-0C’'40C—~0A—O0B) ;
Tom. X. 41
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ce qui revient cxactement & la construction de Malfaiti, ( Voyez
P'art.cle cité, tom. I, pag. 347).

Si l'on vculait prendre pour inconnues les distances AX, BY,
CZ des sommets aux centres correspondans , ces inconnues seraient
respectivement oy 7ar, yy/ 146, zy/14¢ ; et lon trouverait ,
par exemple, d'aprés ce qui précéde ,

zV 14or=cz. \}l:‘c‘ =Y :—:—c* (a+b+c—l+\/x+c:—\/x+az-\/x+b‘).

Si enfin on voulait prendre pour inconnues les distances OX,
OY , OZ , ces inconnues seraient respectivement (1—x \/14a*,
(t=y)Vi4b?, (1—z)\/iFc; et l'on trouverait, par exemple ,

(1-z e =(e—e) Y = ‘/‘jf (1-8-btetv a4+ i Fb—\ 4o

En variant les signes des radicaux d’une mani¢re convenable , et en
substituant au cercle inscrit, proprement dit, chacun des trois autres
cercles qui peuvent toucher 2 la fois les trois cétés du triangle,
on obtiendra toutes les solutions dont le probleme peut étre
susceptible (*).

Berlin, le 23 janvier 1820.

(*) La simplicit¢ de cette solution engagera peut-étre quelqu’un 2 tenter celle
du probléeme analogue pour le, tétracdre, qui a ¢lé proposé 4 la page 287
du ILe volume de ce recueil,

J.D. G



PROBLEME DES ENGRENAGES. agq

ANALISE APPLIQUEE.

Probléme général des engrenages & axes fixes ;

Par M. FreEDERIC SARRUS.

- W

JE me propose de montrer ici comment le probléme des engrenages
a axes fixes peut étre facilement vamené aux procédés géncraux de
Vanalise mathématique. Je pourrais aborder immédiatement le cas
le plus général de ce probléme ; mais, pour en rendre la solution
plus facile & saisic, je pense qu'il ne sera pas hors de propos de
traiter d’abord un cas beaucoup plus simple: c'est celui ou I'axe
du pignon ou de la lanterne étant paralléle & celui de la roue,
toutes les sections faites dans I'un ct lautre corps par des plans
perpendiculaires A la direction commune de leurs axes sont des
courbes égales, scmblablement situées, et ayant pour points homo=
logues les points od leurs plans sont rencontrés par leurs axes ;
c’est-2-dire , en d’auvtres termes, le cas ou la roue et le pignonou
lanterne sont des surfaces cylindriques , ayant leurs élémens rec-
tilignes paralléles & la direction commune de leurs axes. Tout se
réduit alors, en effet, 2 remplir les conditions qui doivent étre
satisfaites , pour Vun quelconque des plans perpendiculaires aux
axes; et on a alors & résoudre simplement un probléme de géometrie
plane qui peut étre énoncé comme il suit:

PROBLEME. Deux surfaces planes S, S, situées dons un
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méme plan , ou elles doivent demcurer constamment, ne peusent
prendre d'autre mouvement quun mouvement de rotation autour
de deux points fixes P, P/ du plan ou elles sont situées. La
courbe qui termine la surface S’ ctant donnée , on demande par
quelle courbe doit étre terininée la surface S, pour que , ces deurx
courles , tournant [llbrement autour de leurs centres de rotation
respectifs s avec des vitesses données quelconques |, constanles ou
variubles , les courlbes gui les terminent se trouvent continucllement
tangentes l'une a lautre ?

Solution. De quclque manicre que soient mus les diflérens corps
d'un syst¢me, lorsqu’on n’a & s’occuper que de leur mouvement
rclatif , il est toujours permis de supposer I'un deux imwmobile,
pourvu que l'on lransporte aux autres son mouvement cn scns
contraire. On peut , en effct, imaginer tout le systéme renfermd
dans un espace clos que l'on fait mouvoir dans l'espace indcfini,
de telle sorte que le corps que l'on veut supposer immobile Ie
soit en effet , dans ce dernier espace; d’ou Pon voit qu'alors les
autres corps du systéme , outre le mouvement qu’on avait d’abord
attribué a chacun d'eux , auront encore un mouvement commun,
égal a celui de I'espace clos, et par conséquent contraire au mou-
vement effectif du corps que I'on suppose immobile.

Pour appliguer ces considérations au probléme qui nous occupe,
supposons que la suiface § soit immobile ; il nous faudra , pour
légitimer cette supposition , attribucer au point P/ un mouvement
circulaire autour du puint P; et alors notre probitme se trouvera

stablement réduit au suivant :

i

Pendant gi'une surfuace plane S’ , terminée par une ceurbe donndée,
tourne sur un plan , autour de l'un quclconque P’ de ses pornts,
avee une vitesse donnce quelconguc , constante ou variable , le point P’
décrit , dans le méme plan, une circonfirence d'un rayon donné,
ayant pour centre un autre point P de ce vlan , avec une vitesse

constante ou variable , également donnde et quelconque ; on demande
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guelle est la courbe S a laquelle , dans ce mousement, la courbe
S/ est continuellernent tangen:e )

Or, le problémne, ainsi envisagé, n’est qu'un cas particulier du
prohléme des cnveloppes planes , et peut étre facilement résolu
eomme il suit,

Soit a4 la distance constante entre les deux points P, P/ Soit
rapportée la courlie fixe cherchée § & des coordonunées rectangnlaires
z, ¥, hxes sur le plan des deux courbes, et dont , pour plus
de simplicité, neus supposerons lorigine en P.

Soit rapportée la courbe mobile donnée §/ & des coordonnées
xz , v, fixes sur cette courbe, mais mobiles avec elle sur le plan
des deux surfaces , tant autour du point P/ qu’autour dn point P;
en prenant encore , pour plus de simplicité , le point P/ pour origine.

Soit, pour une époque quelconque, 7 l'angle variable que fait
la droite mobile PP/=g avec 'axe des z ; les équations du point
P/, par rapport au premier systéme de coordonnecs, seront ainsi,
pour la méme époque,

2=aCos.t , =aSint .

Si, dans la vue d’obtenir la courbe, licu du point P/, dans toutes
ses pesitions autour du point P, on élimine ¢ entre ces deux
¢juations , il viendra

T yi=a* |

éguation d’'un cercle, comme on pouvait bien s’y attendre.

A la méme dpoque , l'axe des &/ , qui varic sans cesse de
position, fera, avec la droitc mobile @ , un angle fonction de
I'angle 2z, dont la grandeur dépendra du rapport des vitesses de
rotation des deux surfaces; nous représenterons cet angle par T';
d’ou l'on voit que l'angle des axes des 2/ et des z sera T2

Par les formules connues a l'aide desquelles on passe , sur um
plan , d'un systtme rectangulaire 4 un autre syst¢me qui Pest
€galement, on aura
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2/ = (2==aCos.t)Cos(T4#)+(y—aSin.z,Sin.(T41) ,

y/=—(a—0aCos.t) Sin.(T+1)+(y —aSin.;;Cos.(T+7) ;
ou, en développant et réduisant,
a’=-4aCos.(1+44+ySinT+1)—aCos. T,
y/==—a8Sin.(T4-¢)+yCos.(T42)+ aSin.T .

Cela posé, soit

Pa , y)=8'=o ,

Yéquation de la courbe §/, rapportde & ses propres axes, et gnue
Yon suppose donnée, dans I’énoncé du probléme, en y substituant

pour a’, ¥/ les valeurs que nous venons de trouver cn &, ¥,
I'éjuation rdsultante, de la forme

fx,y, t)=0,

sera celle de cette méme courbe &/, dans toutes les positions
quelle peut prendre par rapport ala courbe §; ou, ce qui revient
méme , cette équation sera l'équation commune 3 unc infinité de
courbes , dont chacune sera une des positions de la courbe 5/ par
rapport a la courbe §, et quon en déduirait en faisant varier la
valeur du paraméire 7. Puis donc que, dans toutes ces positions ,
la courbe §/ doit continuellement étre tangente A Ia conrbe §, cetie
derniere ne sera autre chose que l'enveloppe de I'espace pircouru
pac la premié¢re. En conséquence , et d'apres la théorie connne des

enveloppes (*), si l'on élimine # entre cctie derniére équation et

(") Voyez, entre autres, la page 301 du UL* volume du présent recued,
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sa différentielle prise par rapport & ce paraméire, l'équation ré-
sultante , de la forme

f\'x ) y)=5=0 »

sera I'équation demandée de la courbe inconnue §. Venons pré-
sentement 2 quelques applications.

Supposons , en premier licu , que la courbe donnée § soit un
cercle ayant le point P/ pour centre et un rayon égal a r; son
€quation , par rapport a ses propres axes, sera

x/2+y/3=ri ;
en y substituant pour 2/, y/ leurs valeurs en x , ¥, elle deviendra
x*—2a2 { Cos.(T4-2)Cos. T4 Sin(T+4£)Sin. T’}
4 =r*=—a;
y*—2ay{ Sin.(T4#)Cos.T— Cos.(T-+¢)Sin. T }

eu, plus simplement,

24y =m2022Cos.t—2aySint=r*=—a* ;

équation qu'on peut encore mettre sous cette forme
(z—aCos.t)*4-(y=—aSing)*=r* @

It ne s'agit donc plus présentement que d'éliminer # entre cetté

&quation et sa différenticlle,, prise uniquement par rapport a cetlp
Jettre ; or, cette différentielle est

(#=3aCos.#)Sind = (y=-aSin.7)Cos.# ;

ou, plus simplement,
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£Sin2=yCos.z ;

combinant cette équation avec Sin.*/4-Cos.’>=1, il viendra

. y = )
Sin.z= Vel Cost= Vel

—

ce qui donnera, en substituant dans I'équation, chassant les déno-

minateurs et réduisant ,

I —a)=r
d'ott
VI—e= s

€t, en transposant et quarrant,
@ y=(atry ;

dquation commune 4 deux cercles concentriques, avant le point P
pour centr¢ commun, et ayant pcur rayons la distance PP/=a,
angmentée ou diminuee du ravon r du cerele dont le centre est
P/, et cela quelijue fonction d’aillenrs que T soit de 2. Cest, au
surplus, un resultat qu'il etait facile de prévoir . 1l justifie com-
plétement l'exactitude de notre procedé.

Pour second c¢xemple , admettons que §” soit une droite telle que
les coordonnces du pied de la perpendiculaire abaissée sur elle de

Porigine soient g et A; son équation sera
gx'+hy' =g}k ;

en y mettant pour x/, y/ leurs valeurs en z, y, elle deviendra

(Y
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(gy —4Az)Sin/ T42)+ak Sin.T

] :g’+ﬁ' .
“+(ga+4y)Cos.(T+t—~agCos.T

Supposons présentement que le rapport des vitesses de rotation
soit tel qu'en supposant celle de S uniforme, celle de § le soit
aussi, mais n fois plus rapide ; nous aurens alors T=¢=nz, d'cu
I=(n—1)t; notre équation deviendra donc

gy ="rhz)Sin.nt+4-alkSin.(n—1)¢
=gth* ;
~-{ga+ry),Cosint—agCos./n—1)t
sa différentielle , par rapport a #, sera
n'gy—hz Cos.nt4(n—1)akCos.[n—1)¢
' =o .
—n(gax-+ry)Sinnt4(n—1 jagSin,(n—1)t '
en joignant ces deux équations, les €quations

Sin.>nt+Cos2nt=1 , Sin2(n—1)t4Cos.*(n==1)t=1 ,

on en déduira les valeurs de Sin.nz , Cos.nz , Sin.(r—1)¢, Cos.(n=—1);
et par suite celles de Tang.n#, Tang.(n—1)t. En supposant donc
qu’'on trouve

Tang.nt=A , Tang/n—=1)t=4',
ou en conclura
nt=Arc(Tang.=d) , (a—1)¢=Ar¢(Tang.=4) ;
d'ol, en multipliant en croix

(n~—1)Arc(Tang. = A )=nArc(Tang,=4’) .
Tom. X. 43
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Ce calcul ne présente rien de difficile, mais il conduit 3 des for-
mules finales extrémement compliqudes.

Pour troisiéme exemple , supposons que la courbe 8 soit unm

cercle , ayant g, % pour les coordonnées de son centre ; en sup=
posant toujours lorigine en P/, son équation sera

(#'=3) -y —hyp=r*,
en y mettant pour 2/, y/ leurs valcurs en z, ¥, elledeviendra

2(gy==hx)S'n.(T4-t)+28hSin. T4-2aySin.t

=x14-yi4, ’+h’+a‘-—r‘ .
+2(gx+hy)Cos.(T4t)—2ag0s.T+2daxCos.t £ Ie

Faisant, dans cet exemple , comme dans le précédent T4t=nt,
elle deviendra

2(gy=hx) Sin.nt4-2ak Sin.(n==1)t-4-2ay Sin.t

=zr-fyr-fgr-t-hfar—rt .
+2(gx4-hy)Cos.nt==2agCos.(n=—=1)t--2axCos.t % 7

La différentielle de cette équation, par rapport a #, sera

n(gy—hz)Cos.nt+(n—1)akCos.(n—1t+ayCos 2
=0,

wn!gz-+hy) Sinint4-(n—1)agCos. n—1)t— ez Sin.t

Il sagira donc d'dliminer 7 entre cette équation et la précédente.
Pour cela , on en éliminera d’abord Sin.(n—1)¢ et Cos.(n—1)¢, au
moyen des formules

Sin, (n—1)t=Sin.nt—Cos.nsSin.1 ,

Cos./n—1't==Cos.nt+Sin.ntCos ;Sin.t ;

ces équations ne renfermant plus alors que Sin.ns, Cos.nf , Sind,
Cost, en leur joignant les deux équations
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Sin*+4Cos.*t=1 , Sin.*nt-+Cos*nt=1 ,

on parviendra anx valeurs de ces quatre quantités, et I'on achévera
comme il a été dit ci-dessus.

Passons présentement au probleme général , que nous pouvons
énoncer comme 1l suit.

PROBLEME. Deux corps S, S/, ne pouvant prendre & autre mou-
vemen! qu'un mouvemen! de rotation autour de deux axes respectifs P,
P/, fizes duns chacun d'euv ,ainst que dans l'espace , et situés ou non
dans un méme plan ; on suppose que la surface de ' est donnée, et on
demande quelle doit étre la surface de S, pour que, ces deux corps
tournant librement autour de leurs axes respectifs, avec des vitesses

_angulaires données quelconques , constantes ou variables , leurs sur-
Jaces soient continuellement tangentes l'une & l'autre ?

Solution. lci encore, comme dans le premier probléme, il nous
sera perinis de supposer que le corps § est immobile , pourvu que
nous transportions au corps §/, dont ['axe est supposé invariable~
ment lic au sien , un mouvement de rotation autour de ce dernier
axe, égal et contrairc & celui du corps S autour de ce méme axe,
Le problé¢me se trouvera ainsi réduit au suivant:

Pendant qu'un corps S’ , terminé par une surface donnée ,
tourne autour d'un axe Y’ fiae dans ce corps , mals mobile dans
Pespace , avec une vitesse donnée quelconque , constante ou variable ,
cet axe P! lui-méme tourne autour d'un autre aaze P, absolument
JSize dans l'espace , situé ou non dans le méme plan avec lui , et
auquel on le suppose invartablcment lié , avec wne autre vitesse donnée
quelconque , également constante ou variable ; on demunde quelle
est la surface S & lagquclle , dans ce double mouvement , la sur-

Jace S’ sera continuellement tangente ?

Or, le probléme, ainsi envisagé, n’est plus qu'un cas particulier
du probléeme général des surfaces envcloppes , et peut se traiter
comme il suit,
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Soit 4 la longueur de la perpendiculaire commune aux deux
axes P, P/, et soient O, O/, respectivement, les points de ces
axes ou eclle se termine. Soit, de plus, « l'angle des deux axese

Rapportons la surface fixe cherchiée § 2 des coordonnees rectan-
gulaices, £, ¥, z, immobiles dans l'espace ; en prenant, jour
plus de simplicité, I'axe P pour l'axe des z, et le point O pour
origine , sans rien statuer d’ailleurs sur la direciion des deux autres
axes.

Dans le mouvement de l'axe P’/ autour de I'axe P, le point
O’ décrira, sur le plan des xy, un cercle ayant l'origine O pour
centre et la longneur @ pour rayon. Il percera constamment le
plan des zy en quelque point de cette circonférence ; et si l'on
désigne par ¢ l'angle que fait avec 'axe des z la perpendiculaire
commune g pour une epoque quelconque, les équations du poins
O’ seront, pour cette époque,

z=aCos.? , y=aSin.2 .

Quant & l'axe P/, puisqu’il passe par ce point, qu'il est constam-
ment perpendiculaire 3 @, et qu’il fait continuellement un angle «
avec 'axe P ou l'axe des z, scs-équations, pour la méme époque,
seront

z =aCos.z—zTang.aSin.z ,

y=aSin.t+z2Tang.«Cos.? .

Si, dans la vue d'obtenir la surface courbe , lieu de I'axe P/,
dans toutes ses positions autour de l'axe P, on élimine 7 entre
ces deux équations, il viendra

2'+y*=a'42z"Tang.’« ;

équation d’une hyperboloide de révolution & une nappe , cinsi qus
cela doit étre.
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Rapportons présentement la surface donnee $/ 3 un autre systime
de coordonnées rectangulaires a/, 5/, z/, fixes dans cette surface,
mais mobiles avec elle duns I'espace, tant autour de son axe propre
P/ qu'autour de laxe fixe P; mais encore ici, pour plus de sim-
plicité , prenons l'axe de reévolution P/ lui-meme pour axe des z/
et le point G/ pour origine. Le plan des a’y/ coupera constamment
celui des axy suivant la droite mobile @, et fera avec lui un angle
constamment égal & « Quant a 'axe des 2/, Pangle qu’il fera avec
cette droite @ scra un angle variable , fonction de 7, dont la relation
avec cet autre angle dépendra de la nature des deux mouvemens
de rotation. Nous reprdsenterons cet angle par T'; d’aprés quoi l'axe
des a2/ fera avec les 2 un angle pour lequel on aura

Cos.(z , 2/)=Cos,tCos. T—Sin.sSin. TCos.« .

Ces choses ainsi entendues, supposons que 1'on veuille amener
le systtme des a2/, 4/, 2/ & coincider avec celui des =, ¥y, z;
on pourra y procéder par degrés, ainsi qu’il suit; 1.° on fera d’abord
tourner le sysiéme autour de l'axe des z/ de la quantité angulaire
~—T'; soient alors p, ¢, r les dénominations respectives des nou-
velles coordonnées; 'axe des p se trouvera coincider avec la droite
a; 2.° on fera ensuite tourner le second systeme autour de I'axe
des p, de la quantité angulaire —a ; soient alors p/ , ¢/, 7/ les
dénominations respectives des nouvelles coordonndes ; alors le plan
des p’q’ coincidera avec celui des 24 ; de sorte que , pour compléter
la coincidence, il ne sera plus question, 3.° que de fuire tourner
ce dernier syst¢éme autour de l'axe des 7/ de la quantité angulaire
—t¢, et de transporter ensuite l'origine de O/ en O.

Donc, par les formules a l’'aide desquelles en passe , sur un
plan, d’un systéme rec(angulaire , 4 un autre qui lest également,
on aura successivement

a/=~4pCos.T-i-¢Sin.T , =-4r/Cos,s+¢’Sin.a
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yJ_—;_ps;n,T-l-gCos.T , g=—r'Sin.«4¢’Cos.» ,
z=r; P=-tp;

p'=—4(x—aCos.f, Cos.t4(y—aSin.2)Sin.t ,
g’ =—/x—aCos.t Sinst+4(y—aSin.t)Cos.t ,

r=+4z;

substituant done les valeurs de p/, ¢/, 7/ dans celles dep, ¢, 7,
et ensuite celles-ci dans celle de 2/, y/, z/ on aura

&/ =-}2(Cos.tCos.T— Cos.«Sin.tSin.T)
5! Sin.#Cos. 1+ Cos.«Cos.tSin.T)
—2Sin.«Sin.T—aCos.T ,

g/=—a(Cos.tSin.T+Cos.aSin.1Cos.T)
— ySin.tSin.T— Cos.«Cos.zCos.T)

~— 2Sin.« Cos. T +aSin.T ,

2/=—2z8in.«Sin.z~+ySin.«Cos./4-2Cos.« :
Cela posé , soit

f/(2/y'z/)=8'=o0 ,

Téquation de la surface S/, rapportée A ses propres axes, et que
Yon soppose donnée dans I'énoncé du probléme ; en y substituant
pour 2/, y/, z/ les valeurs que nous venens de trouver, en %, ¥, Z,
Téquation résultante, de la forme
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F(z,y,z, =0,

sera celle de cette méme surface §/ , dans toutes les positions
qu’elle peut prendre, par rapport 4 la surface cherchée §; ou, ce
qui revient au méme, cette équation sera l'équation commune i
une infinité de surfaces, dont chacune sera une des positions de
la surface S/ par rapport 2 la surface §, et qu'on en déduirait en
faisant varier la valeur du parameétre 7. Puis donc que, dans toutes
ces positions, la surface § doit étre continuellement tangente a la
surface §, cette derniére ne scra autre chose que l'enveloppe de
I'espace parcouru par la premiére. En conséquence , et d’aprés la
théorie connue des surfaces enveloppes (*), si I'on élimine ¢ entre
cette dernitre équation et sa différentielle prise par rapport a ce
parawmetre, l'équation résultante , de la forme

fz,y,2)=5=0 ;

sera ’équation demandée de la surface inconnue S.
Avant de passer aux applications , considérons, en particulier, le

cas ol les deux axes P, P/ sont paralleles; on a alors Sin.s=o0,
Cos.«=1, et nos formules deviennent

a’=—+2Cos.(T+t)+ySin(T—+1)— aCos.T ,
y'=—2a8in.(T41)+yCos.(T+#)+4aSin.T ,
2=z

formules qui coincident parfaitement avec celle du premier pros
bléme, ainsi qu’il doit en effet arriver dans ce cas.

Pour premier exemple , snppons que la surface $/ soit une sphére
dont le centre soit sur ’axe P/ , son équation sera de la forme

(") VYoyez l'endroit de ce recueil déja cité,



3ia PROBLEME

x/z+y./:+(z/_c>: =r 3

en y mettant pour z/, ¥/, 2/ leurs valeursenz, ¥,z , elle de=

yiendra , toutes réductions faites,

{x—(aCos.t==cSin.aSin.t) } 4= { y—(aSint~4-cSin.aCos.t) } 24 (z==cCos.a)*==r «
La différenticlle de cette équation, prise par rapport & 7 est

(aSin.z4-cSin.uCos.7) § #—(aCos.t—(Sin-aSin.f) }

+(aCos.t—cSin.«Sin.2) { y—(aSin.z4-¢Sin.«Cos.z) }

61, dans ces deux éqnations , on considére 2Cos.z—cSin.aSin. et
aSin.Z4cSin.«Cos.z comme deux inconnues, on en tirera

a\JorFcSinca .

a24c28in.2a == \/r2—={z—cCos.4)2 '

aCos.t—cSin.«Sin.z= J

YV a~4-c:Sin2e .
Vai+4-c2Sin e \/r2=—(z—¢Cos.)? ’

aSin.t4-cSin.«Cos.z =

premant la somme des quarrés de ces deux équations, # dispa=
raitra de lui-méme , et, en réduisant, on obtiendra , pour I’équation
de la surface cherchée,

x3

y:
i B R I e \/f"-—-(z—-cCos.g)'-}‘ ’

+

ou, en chassant les dénominateurs et développant,

{r
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{{r*-a-c*Sin.*a=(z-¢Cos.)*]*-[r*}a*+ ¢*Sin.*a- (2-cCos.6)*] 274y s
=4{@*4c*Sin.2 e [r*={z—cCos.«)* )2’ —y*)*

dquation que l'on reconnaitra aisément pour étre celle d'un canal
circulo-(:ylindriqne incliné au plan des 2y

Si l'on suppose le centre de la sphére au point O/, on aura
¢==0 , et l'equation deviendra

2ty -z =ra o=
équation d'un canal circulo - cylindrique de révolution autour de
I'axe des z quel gne soit dailleurs angle «.

Soit, en genéral , la surface §7 une surface de révclution autour

de l'axe des z/; son équaiion sera de¢ la forme
t

alty=0, ;
ce qui donnera, en substitvant,
(1—Sig,*«Sin.*#)2* 2y 2Sin.aCos.«Cos.t—242 Cos.t4-a*
~(1—Sin.?«Cos.*)y*— 222Sin «Cos «Sin.z—2aySin.z
= Sin.*az*—22ySin.*sSin.7Cos.2
= ¢(—28Sin.«Sins+ySin.«Cos.t+2Cos.a) .

équation indépendante dc T, comme on pouvait bien s’y attendre.
Si la surface 8/ est un cylindre , nous aurons simplement
¢2')=r*, et Iéquation sera

o, X. 43
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(a*4y*—z3Sin2e+a2~—r*) — Sin.2’a Sint— 5 Cos.t)* l
=0
~+2:8in «Cos.«’2Sin £ ~y Cos.1)— 2a(a Cos./+y Sin.2) ‘

sa différenticlle, par rapport & ¢, sera

Sin.«Cos.# 2Cos.t4ySin.t)

—Sin.’« 28in.2-yCos.t, (xCos.I-b’Sin.t::o;
~a(a2Sint—yCos.?)

Il ne s’agira donc plus que d'éliminer Sin.z et Cos.z entre ces
deux équations et I'équation Sin.’s=+Cos.r=1.

Ces applications n’ont , comme l'on voit, d’autre difficulté que
la longueur et la complication des calculs; et, pour cette
raison, nous ne les étendrons pas davantage. Nous terminerons done
en observant que , communément , le mouvement des pignons et
lanternes étant beaucoup plus rapide que celui des roues ; Ja
moindre défectuosité dans la construction de leurs ailes ou fuseaux
peut cntrainer de graves irrégularités dans la marche des machines
c’est donc principalernent sur la parfaite exécution de ces ailes on
fuseaux que Pattention de lartiste doit se porter ; puis donc que,
d'aprés la théorie qui vient d’étre développée , leur forme est ar-
bitraire , nous conscillerons de tailler les ailes des pignons en
triangles isoceles , ou pour micux dire en prismes triangulaires
isoceles, et de faire les fuscaux des lanternes cylindriques ; attendu
que, ces formes étant d’une exéeution facile , ce doit étre aussi

celles qu'on peut se promcttre d'exécuter avee le plus de
perfection.
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QUESTIONS PROPOSLES.

Probléme de géoméirie.

LA solution qui vient d’étre donnde par M. Sarrus, dans le précédent
mémoire , du probl¢me des engrenages a axes fixes , ne laisse
sans doute rien a désirer , & ne l'envisager simplement que sous
le point de vue géométrique ; mais cn serait-il de mcme si l'on
voulait avoir égard aux circonstances physiques ? nous sommes loin
de le croire. 1l ne suflit pas alors, en effet , que les devx sur-
faces tournant librement sur leurs axes, avec les vitesses qui leur
sont propres , soient perpctuellement tangentes 'une a lautre; et
il est estrémement désirable que , dans leur mouvement simul-
tané , elles wexercent, I'une contre l'autre , qu’un simple frottement
de la seconde espéce; puisque, s'il existait en outre entre l'une
et I'autre un frottement de la premitre espéce , ce frottement tendrait
rapidement 4 la destruction de la machine, et nuirait en outre 2
la régularité¢ de sa marche si , comme il arriverait souvent, en
effet , son intensité était variable.

Or, ¢est 1a un inconvénient auquel la méthode de M. Sarrusne
saurait apporter aucun obstacle ; et c’est ce qui se voit évidemment
dans l'application du premier probléme au cas de deux cepcles. On
voit, cn effet que, pour que deux cercles tournant librement dans
un mdéme plan, sur leurs centres respectifs, soient continuellement
tangens 'un & l'autre, il suffit que la distance entre leurs centres
soit ¢gale & la somme ou a la différence de leurs rayons; tandis
que, pour qu'ils n’épronvent I'un contre I'autre qu’un frottement de
la seconde espece, il faut en outre que leurs vitesses angulaires soient
sans cesse dans un rapport constant, et que ce rapport soit aussi celui de
leurs rayons ; on ne peut donc pas se donner le rayon de I'un des cercles,



316 QUESTIONS PROPOSEES.

lorsque le rappoit des vitesses angulaires est constant et donné ; et , dans
le cas ol , au contraire , ce rapport est vari.ble, les courbes ne
sauraient etre deux cercles,

En cuvisageant donc le probléme sous ce nouveau point de vue,
et cest aiusi sculement, & ce quil nous parait, quil peut offrir
d'utiles applications a la pratique ; on peut, par des considerations
pareilles & celles que M. Sarrus a mises en usage , le ramener aux
deux que voici :

I. Un cercle d'un rayon quelconque étant donné sur un plan , on
propose de irouver diux courbes planes telles que l'une d'elles étant
Jize sur ce plan , et l'autre tournant sur celleci ,d la maniére des
roulettes , un des points du plon de la courbe mobile se trouve par-
courir la circonférence donnde 5 et gu'en vulre ce point étant suppasé
décrire cette circonférence , avec une vilesse donnce quelconque,
constante ou variable, la courbe mobile se trouve tourner autour
de ce méme point , avec une vitesse conslante ou variable quelconque
également donnée?

I1. Une hyperboloide de révolution @ une nappe, engendrée par
la révolution d'une droite mobile autour dune divite fize, non
située dans le méme plan avec clle , étant donnée dans l'espace , on
propose de trouver deux surfaces courbes , telles que [l'une d'ellis
étant fixe et l'autre roulant librement sur clle , une droite fize
dans cetle derniére , mais mobile avec elle dans lespace, ne sorte pas
de l'hyperboloide dunnée, et qu'en outre, cette droite étant supposée
fourner aulour de laxe de U'yperboloide, avec une vitesse donnde quel-
conque , constante ou variable , la surfoce mobile se trouve elle méme .
tourner autour de ce méme axe , avec une vilesse constanie ou
variable quelconque également donnce?

D’apres larare sagacité dont M. Sarrusa d¢ja fait preuve, dans les divers
articles q~'ila fournis jusq-ici a ce recueil, nous croyons fa re une chose
qui lui sera agréable en recommandant spécialement a son attention denx
‘problemes plus difliciles que ceux qu'il s'était proposes ; et nous avons
tout lieu d'espérer qu'il ne restera pas souid a notre appels
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Inte gration par approximation de (toule equalzon
differentielle quelconque ;

Par M. le professeur Krave, correspondant de Tacadémie
royale des sciences , daven de la faculté des sciences de
Strashourg , Chevalier de 1'Ordre royal de la Légion
d'bonneur.

[a T "l e Vi e T e T Vi 2 S

I. LE mémoire actuel sera destiné A intégrer, par approximation,
I'équation différentielle qui suit:

dy_ X

dans laquelle la lettre 4 désigne un coefficient quelconque constant,
et la lettre T une fonction quelconque de £. L’approximation sera
semblable 3 celle que nous avons employée pour intégrer la diffé-
rentielle Xdz, dans divers mémoires déja publiés dans ce recueil.
Ainsi elle doit, danms les cas ordinaires, savoir , dans ceux qui sont
sans asymptotes , sans points d’inflexion ni de rebroussement , faire
connaitre , dés le premier essai , I'intégrale demandée, jusqu'd cing,
et dés le second jusqu'd dir ou douze décimales. Il sera facile
ensuite d’appliquer la méthode a des cas plus compliqués, Ainsi,
Péquation plus générale

d d3
y+d = 4B 2L ~ +C 02 =T,
Tom. X, n.* XI, 1.%% mai 1820, 44
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dans laquelle 4, B, C,.... sont des constantes , rentrera dans celle
de I'dquation qui va nous occuper, et s'executera par des moyens

analogues.
2. 1l est bon de remarquer que I'équation

A
y+4 o =T,
sc réduit presque d’elle-méme A

dy
J’+E?= '

en posant simplement z=42. Si, au contraire , la proposce cst

en posant également ¢=Az, elle deviendra

dy _ .
—ae ¢

Q étant, dans l'une et l'autre , une fonction connue de z. Nous
nous occuperons donc uniquement , dans tout ce qui va suivre,
des deux équations

dy _ dy__

ce qui introduira dans nos calculs des simplifications notables.
3. La valeur rigoureuse de y est

y=e*Qdz=e*CH+X)=Ce™*4-Xe " * ;

en désignant par C une consfante arbitraire, et par X une certaine
fonction de =z, que le calcul nous fera connaitre , et dont la dc¢termi-

nation est précisément l'objet principal qui doit nous occuper. L'autre
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partie Ce™*, appartient géncralement & toutes les équations diffé-
rentielles de cette classe; de sorte qu'aprés avoir trouvé l'intégrale
particuliere Xe—*, il ne s’agira, pour la rendre complite, que de
lui ajouter le terme Ae~* La meéthede que nous allons enseizner
suppose qu'avant tout on soit instruit des /imites entre lesquelles
I'intégrale doit étre prise. En supposant qu'il faille la prendre entre
z=a et z=04 , il faudra partager lintervalle enticr 4—a cn un
certain nombre de parties égales. Lie nowbre en est arbitraire ; mais,
plus il sera grand, et plus on approchera de l'intégrale demandce.
Il faut cependant bien se garder de croire qu'en prenant les nom-
bres arbitraires en progression arithmétique, et en supposant, par
exemple, x successivementcgal & o, 1, 2,3, 4,5,6 ,..
la suite des erreurs qui en résultent soit constamment décroissante :
la courbe qui aurait ces erreurs peur ordonnées irait en serpentant
des deux cotés de l’axe , mais en se rapprochant toujours de cct
axe , avec lequel elle coinciderait @ Zinfini ; ce qui est conforme
2 la nature de la chose, et ce que jai bien directement prouvé

d’ailleurs , par la table des erreurs de -: ( Annales , tom. VI, pag..
4

379, 387 ). 1l faut savoir de plus qu'en excluant complétement les
asymptotes , les points dinflexion et les points de rebroussement ;
les résultats commencent & devenir incertains , lorsque les limites
sont trop voisines des points ol ces circonstances se rencontrent s
c’est ainsi, par exemple, qu'en appliquant les formules a la Jogis-
tigue , et en employant les coordonnées ordinaires , on trouve
des erreurs assez considérables, mais qui disparaissent pourtant en
prenant d’autres coordonnées , plus ¢loignées de la direction de
Pasymptote. Les courbes qui s'integrent le micux par cette mc-
thode , sont les courbes rentrantes sur elles-mémes ; ce sont les
plus employées dans la pratique, et ce sont en méme temps celles
auxquelles la nouvelle méthode est le plus applicable. Il est pos-
sible, au reste, que le mémoire actuel paraisse inutile & bien des
personncs ; attendu que, puisque nous avons ici
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y=e %Qdz ,

il s’ensnit que l'intégration 3 effectuer n’est autre que celle de la
formule générale fXdx , dans laquelle X a pris la forme particu-
liere Q) ; et quainsi tout se réduit, pour avoir ¥, & diviser par
e° cette méme intégrale que nous avons dcjd enseignée 2 déterminer
dans nos précédens mémoires. Mais d’abord le produit e*Q differe
corsidérablement de la simple fonction , et doit, par suite, in-
troduire une différence notable dans lintégrale. En outre , l'inté-
gration dc e*()dzr est un passage nécessaire pour parvenir a linté-
gration de I'équation

d
}’+P ‘d;:" =Q7

ainsi qu'a celles d’autres dquations d’une forme plus compliquée.
4. Commengons par supposer le nombre arbitraire égal a cing unites
ee qui donne
y=A4Bx+Cx’+4Dx’~+Ext+4-Fas |
dud A
d

.d% —=B+2624-3D2+4Ex*4-5f% ;

et par conséquent
d
Q=y+ T:‘ =(A+4B)+(B+42C)z+(C+43D)2s
+(D+H4E) s’ +(E+5F a0 Fa’

En supposant successivement ici 3 la varioble x les valeurs entiéres
et -positives o , 1, 2, 3, 4, 5 ; ct endésignant Par 9o 5 1>

Fs » 92 » I3 » 9a 2 95 celles qui en résultent pour ) , nous
aurons
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go=d+ B,
g,=A=42B+ 3C+ 4D+ 5E4 OF,
g, =A43B+ 8C+ 30D+ 48E4 112F,
g, = A+4B415C+ 54D+ 189E4 648F ,
9, =A45B424C+112D4 512E42304F ,
9y =A46B435C+4200D+1125E-+6250F .

En étant chacune de ces équations de celle qui la suit immédia-
tement et dénotant par Ag, , Ag, , Ag, , Ag, , Bg, , les

différences qui en résultent, on aura
Ag,=B+4 3C4 4D+ 5E+4- OF,
Ag, =B+ 5C416D4 43E+ 1006F ,
Ag, =B+ 7C+34D+141E+ 536F ,
Ag,=B4 gC+58D4323 E41656F ,

Ag,=B411C488D4+613E43946F |

" Dénotant de méme par A, , A, , A, , A, les différences

conséeutives de celles-ci, divisées par deww , il viendra

A'q,=C+ 6D+ 19E+ 50F,
Ag,=C+ 9D+ 49E-4 215F,
Aq,=C+12D4 q1E-+ 560F,
A’q, =CHA15D4-145E41145F
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Dénotant en outre par A’g, , A'¢, , &, les diflérences consé-
cutives de celles-ci, divisées par fzrofs, nous aurons

A'g,=D+410E+4 55F ,-
Asi],=-D+l4E+u5F N
Alg, =D418E4195F .

Dénotant encore par Atg, , Atg, les différences consécutives de
ces dernieres, divisées par guatre , il viendra

- Atgy=E+15F
Atg, =E+4-20r ,

Dénotant enfin par ASg, la différence de ces deux-ci, divisées
par cing , on aura ’
QAig,=F .

<

5. En prenant seulement la premidre équation de chaque série ,
et supprimant les indices , désormais inutiles, nous aurons , pour
le diviseur ¢ing ,

‘A’q=F ;

Atg=E+415F ,

A’q=D+IoE+155F s

Atg=C+ gn;;-{gE-;-soF ,

Aq=B+ 3C+ 4D+ 5E+6F )
g=A+B .
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8i, au lieu du numbre ¢/ng , nous cussions pris tout autre nombre,

le nombre douze , par excmple , nous aurions trouvé , pur un
semblable calcul,

Avrg=N ,

Avg=M—+738N,

Avg=L+66M~+42365N ,

A g=K~+55L+1650M~+36135N ,

Adg= 14 45K41110L~+420130M+4-301587N ,

A'g=H+36 I4 714K-+10500L 4128667 M~+1595240N ,

A Sg=G+28HA+ 4341+ 5040K~+ 49287L 4 430584M
+3477496N |

A Sg=F+4216-4 245H4 21701 4 16401K~4 112035L
+764505M+4340160N ,

A tg=FE—+15F4 12564 805H+4 4501 I+ 25079K
~+111805L~4520905M+4-2360501 N ;

Alg=D+410E4 55F 4 24064 .931H4 33741
+ 11719K+4 39580L+4~ 131131 M4-428538N

Ag=C+ 6D+ 19E4+ SoF+ 1216+ 280H
-+ 63114+ 1398K+4  3061L+4~ 6644M

~+24323N ,

A ¢g=B+3C+ 4D+ 5E+ 6P+ 16

+ SH+- 9l4+ 10K+ 111
4+ 1aM4+i3N,
g=A+4B .
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Cette table p’est pas seulement applicable au nombre douze ; elle
I'est également a tous les diviseurs inférieurs, en sarrctant dans
chacune des formules & la lettre qui marque la limite de la division ;
3 la lettre G, par exemple, si le diviseur est six; a la lettre I,
si ce diviscur est Zuiz ; et ainsi des autres.

6. 1l reste donc & determiner , & l'aide de ces équations, les
valeurs de N , M , L , K, 1,..... A, pour les substituer dans
celle de y, afin de présenter cette intégrale sons la forme d'une
série disposée suivant les différences des differens ordres de la quantité
g. Comme le calcul est trées-facile , il suffira d'en offrir ici les
résultats. Ces résultats sont

N=A4vq ,

M=A"g—784%g ,

L =A'°q—-6éA"q+2783A"q ;

K=A%—55A"g41980A"g—C6o5004A"¢

I=A%—4(5A %+4-1365A1°g—350970A" y+qo1923A"¢

H=A19—-364 8¢+ 9o6A 9g=20370A4%g+445533A"q
—0852094:24"7 ,

G=Ag—28A g4 5744 g~—10878A4 9g94-205863A"°¢
—4020786A'"¢+823101204%¢

F=ASg=214A *g4 3434 7g— 54044 g+ 877174 %¢
— 150450A°g427 541646 A1 g—539856504Ag

E=A%'—15A *g4 1904 *g== 24504 g+ 33789A *¢
— 5058694 %9+8246195A1°g—146117730A"7

+-28045405964%¢ |
D=A}
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D=Ag—10A%+49548°g—085 A%+ 11{2{A77—118288A%,
~+21416004%—34157 (80Ag+0597 2244064
—11369080360A g ,
€ =Ag— 6L°g+11Q4g—=335A%~+ 322040°%— 3603CATg
+ 4579324%—6531384A 2%9+1034gq01CA ™y
— 1802302128A""¢4-34227-84920A"%¢ ,
B=A g— 3A'q+1,0°g— 88Aig+ G9iA’g— 657847
4 7279287g— 9209044 *¢+4- 131000884 g
— 2073609124A"°g-4- 360823305CA g
—68495486640A%g
A= g¢— A g+ 34— 140°g+  88A4—  GoiA'y
4+ 6578A%— 727924 7g4 9209044 g
—  13109088A %9+ 20736091247
— 3608233056A'¢+684954860.{0A"g .
=. La loi que suivent les cocfliciens de Ag , A%, Ay, ...::
de la table précédente est extrémement remarquable ; et ils ont
avec ceux des faculiés numérigues , dont jai traité dans mon
Analise des réfractions (pag. 71 ) uns analogic singulicre , dont
je n’ai pu encore me rendre compte. Voici en quoi cette analogie
consiste. Supposons , par exemple, que T'on demande les coeflicicns
de Afg duns les valeurs de 4 , B, C ,D,E, I', G On
rassemblera les cocfliciens de la faculté & exposant siz , que l'on
trouvera étre 1 , 15 , 85, 225, 274, 130 ; on les multiplicra

respectivement par les facultés 6! , 5! ) 4!, 3!, 2! , 1! ou -20 |
&20 , 24, 6, 2, 1 ; ce qui donnera les produits

720 , 1800 , 2040 , 1350, 5/8 , 120 ;
Tom, X.. 45
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prenant successivement le premier seu/, puis la somme deuz premiers,
puis celle des zrois premiers, et ainsi de suite, jusqu’au dernier,
on formera la nouvelle suite

720 , 2520 , 4560 , 5910 , 6438 , 65-8 ,

dont les termes, divisés respectivement par les mémes facultés G!,
5, 4,3, 2", 1!, donncront les quotiens

t, 21, 190, 985, 3229, 6578,

qui sont précisément les cocfficiens de Afqg.
Supposons cncore que I'on demande les coefficiens de Ag ? Il
faudra d'abord céerire ceux de la faculté i exposant 12; ce sont
P

I co scevceeoseecsnl ’

Qreieeeranen...06,
Seiiiiieiie. 1923,

4oviennnien.. 32670 ,
Siianneaa357423
6....0.... 2637558,
7 eeeiie.. 13339535 ,
8. 45095730 ,
Q- eve-ve 105258076 ,
10 ...... 150917976 ,

I1.......120543840 ,

I2........39916800 ;

?

on les multipl'\em respectivement par les facultés
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12! =47q001600 ,
11!= 39916800 ,
10'= 3628800 ,
g'= 362880,

8= 40320 ,
7= 5040 ,
6= 720 ,
5l= 120 ,
4= 24,
3! 6,
2l= 2,
it= S

e ..o : 479001600
2. ¢c.00..: 2630508800

K 6980440000
AP 11855289600
5. oo, 14411295360
6. ....... 13293292320
7o v oo oo 9604465200
8 ... 5519487600 ,
- TN 2526193824
X0 o o v v v o 905807856
e e aer .. 242087680

E2. 0000 ans 39916800

>
>
»
’
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prenant ensuite le premier , puis la somme des deux premiers ,
puis celle des trois premicrs, et ainsi de suite, il viendra

o eeaan 479001600 ,

2. ¢4 e... 3113510400 ,

K 10098950400 ,

et e e . 21954240000 ,
5........36365535360 ,
Ge oo v oL 49658827680 ,
y IO 59263292880 ,

8. ....0..64782780480,
Qe « o+ oo oe 673089743014 ,
100 v o v v .o . 6821482160,
Ile . o o 0. .. 68455569850 ,
120 4 . . « .. 68495486650 ;
divisant enfin ces sommes par les mémes facultés qui avaient d'abord

été employées comme multiplicateurs , on obtiendra, pour la série
des cocfliciens de A'*g, dans nos formules,

N, . e, 1,
M, . e e e e 78 ,
L,....c....0.. 2783 ,
K, . ...c..... 60570 ,
I, .. . goiga23 ,
H,......... 985294a ,
G,.....0o.. 82310139,
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F,.......53g806504 ,
E,.......2804540396 ,

D,...... 113069080360 ,
C,......3422778{920,

B,......68495;866. 0

8. Un second théoréme , qui n’est pas moins digne de remarque,
quoigu’il n’ait point cncore pour lui une demonstration rigourcuse,
mais qui est fondé sur une induction plus que suffisante , et duquel
d’silleurs je me propsse de in’occuper encore, c'est que toutes ces
séries de coefficiens qui multiplient les différences d’'un méme ordre
dans nos tormules (6) jouissent sensiblement de la propricté de se
reproduire eux-mc¢mes en les divisant respectivement par les nombres
naturels 1, 2 , 3, 4 ,....; ct se rapprochent en cela des termes

1 1 T 3

de la série hypergéométrigqne ordinaire 1, 1, I, o, i3 Tier jigsees
qui multiplient respectivement les termes 1 , @, a* , 4%, a* ...
dans le développement de ¢*, et qui jouissent rigoureusement de
cette propriété.

Prenons, par exemple, du plus grand au plus petit, les coeffi-
ciens de A’g, et divisons-les respectivement par 1, 2, 3, 4,

nous aurons

3:72792=72792 ,
1.72792=36396 ,
$.36036=12012 ,

2. 11424= 2856,

-:Q\
(8]
S
]

490 ,

. -
LINE DL I I 2 D A )
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qni sont a pea prés ces mémes coefliciens , le premier excepté.

En opérant de la méme maniére sur les coefliciens de A'%g;

nous trouverons

wlw
&)
@]
~]
(@8]
(@]
[e)
[So)
»
[¥)
o]
b |
(O8]
(@]
Qo
O
-
[V
v

. 207360912=103680456 ;

i

;. 103499016= 34499072 ;

. 34157480= 8539370 ,

A

8246195= 1649239

™
-

S e o o s * s 2 6 . s e o 0 s oo

qui sont & peu prés ces mémes coefficiens.
Enfin, en opérant encore ainsi sur les coefficiens de A7, nous

aurons

1684954866 {0 = 68495486640 ,

.68495486640=341247743320 ,

)

.34227784920=11409261640 ,

w |-

s .11367080360= 2842270090 ,

~

3. 2804540596= 560908119

. 539856504= 89976084 ,

LI

co;.'--c‘..;-o-oin;

o la méme loi se manifeste également. La démonstration rigou-

reuse de ce théoréme serait sans doute difficile ; mais en attendant,

nous l'adopterons , avec d'autant plus de fondement qu’il nous
. conduira & des résultats exacts et décisifs.
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9. L'intégration complete de ['équaticn )—-}--d)‘ = {J , ¢yuation

dans laquelle la lettre Q disigne une fonction quelconque de =,
suppose deux choses : d’abord la ncuvelle fonction de z d-nt la
différentiaiion nous ramenera a l'équation proposée , ct cusuite la
constante , multiplide par une certaine auntre fonction de z. Novs
avons vu que ce dernicr produit restait le méme quelle que put
dtre la fonction ; en conséquence, pour le déterminer, il n'y a
qu’a voir ce qu’il deviendra dans la supposition la plus simple qu'on
puisse adopter pour ¢, qui est cclle de (=o. L’¢quation scra alors

dy
7+ =0

puis donc que nous avons SUPPOSé

y= A+Bx+4Cx:+- D2’ Ext - Fabf- . ...,

d'ou

dy N

'd—; = B+?-Cx+3D.v2+4Ex3+;)Fx"+ e 3
il faudra résoudre I'équation

0 =/A4B)+(B+4+20)a+(C+3D 2* 4 D43 E)a’+....2
Cela conduira aux ¢équations déja trouvées (6) avec cette seule
différence qu'ici ¢ , &g , &%¢ , A’ , ... seront zéro.

Il en faudra seulement rejeter la premicre équation N=Ag qui
devenant , dans le cas actucl , N= o, donnerait zéro pour valeur
de tous les autres cocfliciens , tandis qu'il faut nécessairement laisscr
du jeu A la constante qu’on se propose d’ajouter. Cette légere attention
nous met dans la position d'avoir cette constante , qu'il eut €té
bien difficile de trouver d’nne autre maniére quelconque.

11, Avec cette attention , les ¢quations trouvées (6) nous donneront
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M= —78N ,
L= ~+2-83N
K= —6o500N ,
1= ~+go1923N ,
H= —0852942N ,

6= +4823i10129N ,
F= «539856504N ,
E= +428045405y6N ,
D=—1136g080360N ,
C=+434227784920N ,
B=—68495486640N ,
A=468495486640N .

I ne restera plus qud diviser la derniére de ces équations par
chacune de celles qui la précédent, pour avoir tous ces coefficiens
PYun aprés l'autre. Le premier terme A sera arbitraire ; il formera
la constante du probléeme; et I'on aura pour les antres

684954866408 =-=(8495486f40d4 ,
684954866400 =—+342277849204 ,
684954866 40D=—113690803604 ,
6893486640 E= 28045405904 ,
684954866 0F= —5398565:44 ,
684954866406 = 4823101294 ;

68495486640H=  —g852924 ,
' 68
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684954866401 =  —4goig234 ,
684954866 j0K = —6c5004
684954866 {0 L = +2-834 ,
€8.495 486640 M= —-84
684054866 joN = Tt

’ 12 ' . -
En conséquence du théoréme énoncé ci-dessus (8) , on voit fort
bien ce que ces rapports compliqués deviendraient dans linfini ;
on aurait alors

B=e/q,
20=~+4,
(D=—A4,

2 E=+4+4,
120F=—/A4,

ce gui donnerait

x x? x3 x% x5
y:A([-—T+-—2—-~———G—+“/ — - +.....,)=—‘.j€.‘z,

conformément aux vrais principes du calcul intégral. On voit en
méme temps lidentité absolue entre le cocflicient constant A et
le premier termc de la série , qui répond a x=o.

12. Reste donc 3 trouver lautre fonction de x, dont la diff¢-
rentiation nous canduit proprement a lequation proposce

Tom. X. L6
e 4
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dy
J’+ 'a:' =Qr
Comme on a supposé
y=A+Ba+Cax*4-Dax’+Ezt4-Fa'+4. .. ,

on a, en mettant A la place de 4, B, C, D,..... les valeurs

trouvées (6),
y=q
+(z=—1'Ag
~+(2*—32+3, A%
(2 =62+ 145—14) A%
~+(at—102° 4+ f12*—882x488) Ay
+(2*— 152449523 —3352°+ 69 {z—69 1) A%g

~+{(2—212°41902*—¢852° 4 32292*—65782 +6578)Afg

Mettant ici, 3 la place de #, les valeurs successives 2,3, 4, ..
on aura

Pour z=2, y=¢+Ag+4A% ,
3, y =g+ 2Ag+3A%+A%
4 y=943074+74 g+ 104% +8A%g ;
5 y=g+4Ag+138%431A%448A% 2645

6, y=g+5004214% 470000417284 +266A%+ 19445 ,
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7, y=g+6Ag 31 A% 135854528 g+ 11208 10l g
+114247¢
8, y=g+7 A7+ i3 A +226 870408 4A%g+3386AY+85 {CA
41367 2A7g49736A%
9, y=g+8Ag+37A%4355A79 41888 Atg4-83cCAYy
4-28862A% 43194 ATg41191124%

13. En mettant ici, & la place des différences successives de ¢

leurs valeurs en gqo, ¢, 5, Gy 5 saVOIr 5

Ag=¢:—7.
20'9=¢,=29,%¢, ,
64°9=g,—37.137:—7. >
34AYg=g,—4q,+069,—47.+70 »
120Q8% =g —0¢ 4109, —109, 459, —7, ,
en trouvera

Pour x=2.... 2y=q¢o+92 »

6y=290=3¢:4+67 2447 ; >

(S8

4.--- 6]’=l]o—31]1+3?2+2q 3+294
Bore 6oy=79,=25¢:1450q9 ,—fog ;465744135 ; ,

6.... 36oy==19q,==752¢141359 2=80q ;+4574+216¢ 49755 .
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Jouws 2520y==10870=6239.:417649 1 =2835¢ ; 432207 4, =1953¢ ; 42268¢,
+571997
8....20160y=300¢0=1536¢,4-3416¢ » -2688¢ ; 16807 4489607 ; - 722445
+157447,4-4868973
Quene 15120y=260g0==2115¢, 482187 , —19278¢ ;4307449 4340309 ¢
~+2856096—147787 ;4141487 3+339195 »

e " e s 8 6 6 e 0 e e o 8 5 6 06 0 0 8 0 8 0 00 s a2 o & o0 e 00 a0 00500

Dans le cas particulier ol les quantitds ¢, , 914 §2 5 §; 5. seraient
égales entre elles, on aurait, dans toutes ces équations , y==g; ce
qui pourra servir au besoin i vérifier I'exactitude de nos formules.

14. Ezemple 1. Soit l'équation
l dy
Y dx 25

On anra, dans ce cas, =a; ainsi go, G1s G2 5 Gy -ee SODL ic
tous égaux 4 a@; en conséquense , toutes les formules donnent pour
intégrale compléte

y=Ade~*+a .
15. Exemple 11. Soit I'équation

y=& T

On aura Q=z;donc ¢,=o0, ¢.=1, ¢,=2, ¢,=3,..i.; et toutes
les formules s'accordent également a donner

y=Ade 4 x—1 ;
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ce qui est rigoureusement conforme aux principes du calcul ; on
tire, <n effet,

De x==2 , 2y=g,4¢:=2 ; donc y==I==z==l=—t=1 ;

De =3, 6y=2¢go—3¢:46514¢;=12 ; donc y=2==3=1=x—1 5

De x=4 , 6y=gq =2¢:439242¢;429,=18; donc y==d—=j—1=x—1;

De x=5 , Goy=7¢,==25¢:4509 2~40q ;435 44139 ; =240 ; donc y=4=5-1=2-1:

il en sera de méme des suivans, de sorte qu’on aura généralement
et rigoureusement

y=Ade—*4z—1 .
16. Exemple I11. Soit 1’équation
d
y+ =
On aura Q)=2z* donc

Fo=0 , .=1 , §.=4 5 ;=9 , 74=10 , ..

cela donne

Pour =2, 2y= 4, donc y= 2=a*—22+42 ,
3, 6y= 3o, S=az*—2x~42 ,
4, 6y= 6o, 10=a’—22+42 ;
5, ©6oy=io20, 17 =2—22+%2 ,
6, 36oy=q306o , 26=a’—22+4-2 ,

on aura donc généralement
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y=dAe¢ " +a*—2242 ;
valeur qui en effet est rigoureuse.

17. Exemple IV, Soit I'équation

dy
dx

Y =a3 .
On aura ici Q=a?%, d'od
Fo=0 , .=1, ¢,=8 , g;,=27 , ¢,=64 , ..

donc 3 commencer par la valeur 3

Pour #=3 , y= 12,
4, 34 ,
5, 74
6, 138 ,
7, 362 ,

@ & @ v & s 8 s oo

Ces nombres dtant tous compris sous la formule z°—3za4-62—6 ;
on aura géndralement

y=Ae"+2*—3z2°+62—6 ,
intégrale qui, en effet, est rigoureusement cxacte.
18. Excmple V. Soit I’équation
yb L=

Ayant ici =z*, on aura
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goe==0 , ¢,=1 , ¢,=16 , ¢,=81, 74=356 , .3

donc, en commencant par la valeur 3§,

A y=120,

5, 329 ,
-1

b, /"’*‘9

valeurs comprises dans la formule a¢—42’4-122°—242427, en
sorte qu’on aura

y=Aec*tzt—fait122*°—2 42424 ;
ce qui est rigoureusement exact.

19. Soit plus géndéralement 1'équation

1 ot

Oon aura

Q=a+tbx+4catdx'+ezt ;

d'ou
Jo=—2a ,
g =a+b+c+d+e
g, =a+2b+4c4+8d416e ,
g, =a~+3b+gct27d431¢ ,
g, =a+464-16c+64d4-256e¢ ,
g, =a=45b~425c4125d4 625¢ ,

-------------------

donc, en partant de la valeur 5,
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Pour #=5, y=a+44b+17¢4 74d+ 329c ,
6, a+5b+426c4-138d+4 744e ,
a+6b4-37c4-232d4-1473e ,

-
P

B 4 s & & & 8 et a4 4 ° s s 8 & o & - s o .

.

résultats qui sont tous compris dans la formule géndrale

a-b(xmm1) e (x40 f-d (X33 0762 =6) ¢ (xé—f 23 1202 24 24) :
de sorte qu'on doit avoir

y=de *+a
+i(a—r1)
~+-c(2*—22-}2)
~+d(z’—32*+-6x—6)
“elat—4 2341202 —242424) .

20. Les résultats obtenus dans ce mémoire ont tous ¢été exacts
et-rigoureux ; et ils ont di ’étre & raison de ce que les eiposans
de toutes les puissances dont se composait la quantité @ étaient entiers
et positifs. Dans le mémoire qui suivra celui-ci, nous prendrons
pour Q des fonctions quelconques de =z ; nous leur appliquerons
la méme méthode; nous serons conduits a des résultats absolu-
ment neufs, et nous aurons lieu d’étre satisfaits de leur exactitude ;
conséquence nécessaire de I'approximation que nous avons employée.
La seule difficult¢ qui reste sera la détermination de la constante.

Dans le cas que nous venons d’exposer, savoir ¥+ El =(), cette
X .

A

constante était Ae~; encore ne sommes-nous parvenus & ceci que
par une induction trés.permisc; mais qui eut ¢té difficile dans d’autres

cas quelcon‘jues.

ANALISE
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ANALISE ELEMENTAIRE.

Recherches sur la nature et les signes cles racines dans
les equations de tous les degres ;

Par un ABONNE.

[a e % S o o Vi T e S Sl Vi Ve Yo S ¥

SI Pon substitue successivement a la place de Vinconnue, dans uve
équation numdrique , de degré quelconque , les termes d'une pro-
gression ayant pour diffi‘rence constante un nombre plus petit que
la différence entre ses deux. racines les moins inégales, et s’ctendant
de la limite inféricure de ses racines négatives a la limite supé-
ricure de ses racines positives ; il est clair que les résultats présen-
teront précisément autant de changement de signes que la proposie
aura de racines réelles , et qu’on aura , en méme temps, deux limites
de chacune d'clles; de maniére qu’on saura positivement combicn
cette équation a de racines réelles positives , combicn elle a de
racines réclles négatives , et conséquemment combien elle en a:
d'imaginaires.

Ce procédé ne laisse certainement rien 4 désirer en théorie ; mais-
il est a peu preés illusoire dans la pratique , attendu que la recherche
d'un 1ombre plus petit que la différence entre les deux racines les
moins inégales cxige le recours a l'équation aux quarrés des dille-
rences des racines de la proposée , qu'on n'a encore caleuld cotte
équation que pour les cinq premiers degrés seulement, quil y a
peu d’apparence qu’aucun gcéométre ait le courage den pousscr
le calcul plus lomn, et que quelqu’un l'eutal , il est & creire

Tom. X. 47
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que la complication excessive des résultats Oterait toute eavie d'en
faire 'application.

C'est done une question mon cncore résolue, du moins sous le
point de vue pratique, que celle de la recherche de la nature ct
dis signes des racines des ¢quations numériques. Sans trop oser
I'esperer , nous désirons que les préceptes que nous allons donner
sur ce sujet soient jugds de nature a atteindre le but. Ces préceptes
auront pour bases les observations suivantes.

I. Unc courbe parabolique d'un degré pair, dont l'équation est
conségquemment de la forme

A£2'X+B.z""'l+......+ ::f ,

a“toujours deux branches qui sétendent 3 Vinfint ; I'une dans la
région des x ct y positives, et Vautre dans la région des x né-
gatives et des y positives. Car, en faisant , dans cetle équalion,
z="T2o, on a également y=-} co.

Il. Une courbe parabolique d'un degré impair, dont I'équation
est conscquemment de la forme

Azt Ty Badlig, ... +B=y »

a toujours deux branches qui s'étendent & I'infini, 'une dans la
région des @ et y positives, et Vautre dans la région des z et y
négntives. Car , en faisant, dans cette équation , =71 >, on a
y=1" % , respectivement.

Il Une ¢équation numérique en &, d’un degré quelconque, étant
drunle, et le nombre de ses racines réelles étant supposé connu ,
on peut toujours oltenir, pour chacune de ces racives, deux limites

gy ne compreracnt eatre elles que cette scule racine , et savolr
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eonséquemment combien elle a dc racines posilives et de racines
réelles négatives.

Cela est d'abord sans difficulté , lorsque la différence entre les
deux racines les meins wégales surpasse l'unité; car, en substitnant
pour x tous les nombres entiers compris entre les limiles extrémes
des racines, on aura autant de changemens de signes dans les
résultats que 1'équation aura de racines réclles, et ces changemens
de signes , en mémec temps qu'ils feront connaiire los signes des
racines , indiqueront , pour chacune d'elles, deux limites ne com-
prenant entre elles que cette seule racine.

Mais , comme la duflérence entre deux racines d'une (qustion
peut fort bien étre moindre que I'unité, il est fort passible qu'en
y substituant , a la place de 2, les sculs nombres consécutils de
la suite naturelle , il y ait, entre dcux nombres consécutivement subs-
titués, deux ou un plus grand nombre de racines réelles; et il est
évident qu'alors le nombre des changemens de signes dans les ré-
sultats des substitutions se trouvera inféricur 3 ceclui des racines
réelles que l'on sait exister dans I'équation. On n’aura donc pas.
dans ce cas des limites individuellement propres a chacune d'elles.

On pourrait bien tenter d’éluder cette difficulté, en multiphant
préalablement les racines de la proposée par quelque nombre enticr;
mais, comme plusieurs de ses racines pourraient différer entre elles d’une
quantité extrémement pelite , quelque grand que pourrait étre le
multiplicateur dont on aurait fait choix, il pourrait bien se fairc
qu’il ne le fat pas assez pour remplir le but.

Pour mettre cette difficulté micux en évidence, supposons que:
la proposée , du quatrieme degré sculement, soit

(252*—1202+4142)(2*—142450)=0 ,
ou
2524 —4702°4-30722—"0988z47100=0 .

qui n’'a que deux racines réelles, lesquelles sont toutes deux come
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prises entre 2 et 3., Supposons que l'on sache seulement qu'elle
n'a gqne denx racines réelles, sans savoir en quel lieu elles se
trouvent ; par la régle de Descartes , on verra bien qu'elles sont
toutes deux positives ; mais st, dans la vue d’en trouver les limites,

on substitue pour z les nombres de la suite naturelle, on obtiendra
les résultats suivans:

2=o0 résultat=7100

1 1734,
2 52,
3 119,
4 620 ,
5 86o ,
6 644 ,

.562 ,
8 1604 ;

qui nous montrent seulement que les deux racimes réelles que I'on
sait exister dans I'dquation proposée doivent étre comprises soit entre
1 ct 3 soit entre G et 8, sans nous faire connaitre lequel des deux
cas a effectivement lieu, ct, & plus forte raison, sans nous donner
es limites séparées de I'une et de lautre.

Soit encore I'(quation

foat—1323F 432 =1324+1=0 ,

gue l'on sait o’avoir quc deux racines réelles , et que Pon voit

dailleurs n'avoir point de racines réelles au-dessus de 2 ; la

substitution pour x des trois premiers nombres naturels donnera
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x=o0 résultats = 1,
I 6o ,
2 -15 ,

ce qui mous montrera seulement que les deux racines réelles dont
il s’agit sont au-dessous de l'unité , sans nous donner les limitcs
distinctes de chacune d'elles.

Afin donc de lever cette difficulté qui, comme on le sent bien,
doit croitre avec le degré de ’¢quation , nous remarquerons d'aberd
que, comme en augmentant les racines d'une équation proposée d’une
quantité égale a la limite de ses racines négatives, prise en plus, on
rend toutes ses racines réelles positives, il nous sera toujours permis de
supposer que, comme dans les exemples ci-dessus, la proposée n’a
que des variations de signes , ct conséquemment des racines imagi-
naires et des racines réelles positives seulement,

Nous rappellerons , en second lieu , un théorcme démontré par
M. Budan, dans un mémoire présentd i l'institut en 1812 ou 1813,
et qui consiste en ce qu'une équation en x—p de degré quelconque ,
ne saurait avoir m racines entre p et q, st I'éjuation en x—q
n'a pas w permanences de plus que I'équation en x—p.

Avant d’appliquer ce prineipe , faisons connaitre une notation
abrégée qui en rendra l'application beaucoup plus facile et intelli-
gible , et qui peint a la [ois aux yeux et le nombre des permanences
et le signe du dernier terme d’une équation de degré quelconque.
Celte notation consiste a écrire, en genéral ,

(@=p) v R,

pour exprimer qu’unc transformée en x—p a 7 permancnces et
son dernicr terme positif ; et nous écririons, au contraire,

(.’L'-—p).......n.......-B ?
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si nous voulions exprimer que la méme transformée, ayant toujour?
n permanences, a son dernicr terme ndgatif.

Cela posé , reprenons léquation du quatritme degré de notre
premier exemple que , suivant notre nolation , nous pouvons rc-

présenter par

(x)......o..A....-i—R 5

si, par la mcéthode de M. Budan, nous cherchons ses transformdes
successives , nous pourrons , a4 laide de la méme notation ,. les
représenter comme il suit:

(#) v+ evve.0.....4R,
(#=1) . e ve.0.....+R,
(€=2) « .0 ... . R,
(=3) . e ez ...:. 4R,
(=4) . e v.2 .....+R,
+£,
4R,
(B=7) o evv e hvnn e R

(—=58) . .o 2 ...

.
(V]

{x—6) .

i'application du théor¢me de M. Budan nous montre sur-le champ
que les deux racines dont nous cherchons les limites ne peuvent
tre situées qu'entre 2 et 3 ou bien entre 6 et 7. Pour savoir
lequel des deux cas a lieu , rendons 10 fois plus grandes les racines
des deux transformées en x—2 et en £ —6, et cherchons ensuite
les transformées de ces équations ainsi modifiées; nous aurons ainsi
les deux tableaux que voici:
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(102—60)wes2n4-R ,
(102=20).n0 v R, (108~61}n20R ;
(102—21)wOumt8 , (105=62).c20d-R
(102—22)e..Townn—R , (162=63)....2....4+R ,
(102=—23)vcel =R , (102w64)cni2.0d-B
(10x—24)tene—R , (102—65)cw.20 4R,
(1024 —25)untiu—R , (1022=66).cc2an R ,
{(10x=—26)ue Tne—R , (102=67)..c..2,0nd-1 ,
(102=—27)n 2R (xox‘—-GS).....z.....—-i—R »

(102=69)wifue.cR 3

Lfinspection du premier de ces deux derniers tableaux nous montre
que c’est entre 2 et 3 que sont comprises les deux racines réelles
dont il s’agit, ct nous apprend de plus que T'une d’elles est com-
prisc entre 2,1 et 2,2 et lautre entre 2,6 et 2,7; nous avons donc
deux limites distinctes pour chacune d’elles, <tnotre but se trouve
ainsi rempli.

Ici, comme l'on voit, le calcul du second tableau éiait superflu;
mais on congoit que, dans certains cas, les deux tableaux peuvent,
comme celui que nous avions calculé en premier lieu , laisser encore
les deux racines cherchées entre deux transformées consécutives de
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I'un ou de l'autre, sans quon sache auquel de ces deux tableaux
elles doivent appartenir. Dans ce cas, il faudra, dans chajue ta-
bleau, rendre de nouveau les racines de la premiére des deux
transformées 10 fois plus grandes et chercher ensuite leurs trans-
formées conscéculives , ce qui donnera naissance a deux nouveaux
tablecaux; et, en continuant ainsi, on arrivera nécessairement au but,
quelle que puisse étre dailleurs la petitesse de la diffcrence entre
les deux racines dont il s'agit.

Appliquons encore ce procédé & I'équation du second exemple,
nous aurons d’abord le premier tahlcau

@.. v iei0ne. R,
(x—1). v o o fo o oo FR,

qui nous montre de suite que les deux racines dont nous cherchons
les limites sont entre o et 1. Rendant 10 fois plus grandes les racines
dc Péquation en @, et cherchant les transformées consécutives , nous

aurons ce sccond tableau
(tox). o v v v v 00w oo 1T,
(10Z=1). . v . s 20 v o . R,
(1ox=2) v s v . 4o .o ..+,

gnt nous apprend que nos deux racines sont situées soit entrc 0, o
et o, 1, soit entre 0o, 1 et o, 2, Nous voild donc retombé dans
le méme cas que dans 'exemple précedent, ce qui rendra néces-

saire le calcul des deux tablecaux que voici:
(100%)
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(1002 YerOut-R
(1002— 1)uun0n. 4R,

(1002—=10)eun2.ntR ;
(1002— 2)...0nn+R

(1002—11)wini2uedR }
(1002— 3)e...0e1

(1002—12) iR ;
(1002=— 4)eisOumintR

(1002 m=13)ce2eend-R }
(1002 5)Oent-R

(100x—14)ww2u 4R 3

(1008— G).vs0rn -2 ,

(100Zme15)ueduene—0 ,
(100z=— 7)w.2. R,

(1002—~—16)....300e—R ,
(1002— 8)..2.R ,

(1002~ 17 )eurvifonst=-R
(1002~ Q)uvn2untR ,

(1002—10).u2u R

L’inspection du dernier de ces deux tableaux montre que I'une de
nos deux racines est entre 1,4 et 1,5, et 'autre entre 1,6 et 1,7,

IV. Soit Péquation de degré quelconque

As"+Bazm 4. oo 4Pat-Q=0, X=0)
et sa dérivée
Tomo X. N _18
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mAz" V- (m—1)Ba"" * 4= +P=0 ; (X’=0)

on sait que les racines de celte dernicre sont les abscisses des
sommets de la courbe parabolique

Aa"Ba™ 4+ PrQ=y ; (X=y)

et qu'en climinant 2 entre l'un et lautre, I'équation résultante
ay" 'y =iy tg =0 (Y=0)

aura pour ses racines les ordonnées des mémes sommets , d’ou il
suit que cette derniére équation aura précisément autant de racines
réelles et autant de racines imaginaires que la dérivée de la proposde.

En éliminant 2 entre les deux équations X’=o c(X:y , avant
de parvenir A I'équation finale Y=o, on obtiendra unc équation
ol z ne sera plus qu’au premier degré ,ct de laquelle, conséquemment,
il sera facile de déduire les valeurs de & de cclles de y.

V. Enflin si I'on connait des limites assez approchées des coor-
données de chacun des sommets d'une courbe parabolique

Az"4+Bx" " ...+ P2t Q=y ,

pour quil ne puisse y avoir lieu 3 aucune méprise sur la maniére
dont ces sommets se succcdent consécutivement les uns aux autres
tant au-dessus qu'au-dessous de I'axe des z qu’d droite et a gauche
de l'axe des y; et si I'on sait de plus si la courbe coupe Il'axe
des ¥ au-dessus ou au-dessous de lorigine; ce qui est toujours
indiqué par le signe de  ; & l'aide des remnarques (I,I1), on
prendra une idée suflisante de tout le cours de la courbe pour pouvoir
déterminer le nombre de ses racines réelles ct le signe de chacune

d’elles.
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A Tuide de toutes ces remarques, on pourra toujours assigner
exacte.sent le nomtre et les signes des racines rcelles de tonte ¢qua-
tion proposce ; ainsi qu’on va s'en convaincre par les exemplessuivans;
dans lesquels nous supposcrons constamment la proposée délivrée
de son second terme et de ses racines egales; ce qui est permis.

Exemple 1. Soit la propesie dn sccond degré

~

51*—3=o0 , (X=0)
dont la dérivée est

x=o0 ,; (X’=0)
en ¢liminant z entre cette dévivie et ]'dquation

S5a*~3=y, (X=y)
ou parviendra & équation aux sommets

y+3=0 . (Y=0)

La combe parabolique (X=y) n’a donc ici qu’un scul sommet,
situ¢ sur l'axe des ¥, & une distance —3 de Vorigine; puis donc
que (1) ses deux branches deivent s'étendre a l'infini, du cété des
y positives ; dans les deux régions des z positifs et des 2 négatifs ;
il est clair que cctte courbe coupera I'axe des z de part et d’autre de l'ori-
;ine. Nous parvenons donc ainsi, sans résoudre ’équation 52*—3 =0 R

¢
bl

a découvrir que cette équation a deux racines rdelles de signes con-
traires ; ct il en serait exactement de méme pour toute autre

équation du méme degré.
Eaxemple 11, Soit la proposée du troisitme degré

102 —18z4-7=0, (X=0)

dont la dérivée est
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5z:—3=0 ; (X'=0)
en éliminant z entre cette dérivée et I'équation
102’ —182+7=y , (X=y)
on aura d’abord I'équation du premier degré en z
12Z~+y—7=0 ;
et I'équation aux sommets sera
Syr—7oy—187=o0 . (Y=0)

Cette dernierc doit (IV) avoir le méme nombre de racines réelles
que (X/=0); ct nous savons déja ( Exemp. I') que celle-ci en a deux;
donc l'autre en aura dcux aussi; et par conséquent (II), on peut
assigner la limite inféricure de chacunce d'elles (*). On trouve pour
I'nne et 'autre limites 416 et —3 qui, substituces pour y dans I'équation
en z, donnent & peu prés —o , 75, 40, 83. Ainsi, aux deux som-
mets de la courbe parabolique (X=y), on a, & peu prés,

z=—o0 , 75, r=-+o0 , 83,

y=-416 , oo ; y==—3, 00 ;
on a de plus pour z=o0 , y=47 ; d’ou I'on voit que la conrbe para-
bolique a I'un de ses sommets dans Pangle des 2 négatifs et des
y positifs , et Pautre dans l'angle des a positifs et des y négatifs ;
et que Parc de courbe qui va de l'un & l'autre coupe 'axe des y

(*) Nous prévenons ici, une fois pour loutes, que, suivant l'usage général ,
lorsque deux nombres seront de signes contraires, nous consilérerons constam-
te) b
ment comme le plus grand celui des deux qui sera positif.
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au~dessus de lorigine, et conséquemment I'ase des z & droite de cette
méme origine. Si l'on joint & cela les indications que nous avons
données (I1), onen pourra conclure affirmativement que la proposée
a ses trois racines réelles , dont deux positives et une négative,
On se conduirait absolument de la méme maniére pour toute autre
¢quation du troisieme degré.

Exemple 1I1. Soit la proposée du quatriéme degré
Szt—182'+4142—7=0 , (X=o)

dont la dérivée est
102’ —18y~47=0 ; (X’=0)
en éléminant x cntre cette dérivée ct 1'équation
Sxt—18x-142—7=y , X=y)

I'équation du premier degré en z sera d'abord
(Goy+ 657+ 0y +112)=0 ;
et l'on aura cnsuite pour l’équation aux sommets
120093464080y +4559308y+41302357=0 . (Y=0)

Cette dernitre doit avoir (IV) autant de racines réelles que 1'é-
quation (X’/=o0); et nous savons déja ( Exemp. II') que celle-ci en
a trois; donc lautre en aura trois aussi; et par conséquent (III)
il sera possible d'assigner, en particulier , la limite inférieure de
chacun d’elles. On trouvera pour les trois limites —5 , —7 , —43 ;
en les substitnant pour y dans I'équation en z on trouvera a peu
prés pour les abscisses des sommets 40 , 67 , 41, 59,—1, 01,

Ainsi, aux trois sommets de Ja courbe parabolique (X=y),0n a
sensiblement
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QI
Qt
-+ .

2=-4o0, 67, '=+I,09, a=- 1, 51,

y=—5,00; | y=—z, 00; | y==43, 00 ;

on a de plus pour =0, y==—7 ; doit l'on vo't que la courbe

a, en allant du négatif aun positil dans le sens des x, un premier
sommet dans angle des # et y négatils, que les deux suivans sont
dans 'angle des 2 positifs ct des y négatifs , qu'elle passe du
premiec au second en coupant l'axe des y au-dessous de lori-
gine, ct conséquemment sans eouper I'axe des z; en joignant donc
i ces indications celles que lournit la remarque (1, ow verra claire-
ment que la proposée n'a que denx racines réelles scalement; et
que ces deux racines sont de signes contraires.
Ezemple 1V. Soit encore fa proposée du cinqui¢me degré

28 =622 —-x+7 =0, (X=o0)
dont la dérivée est
S5ztem182F142—7=0 ; (X’=o0)
en éliminant x entre cette dérivée et I'"équation
(X=y)

PG r—gebr=y ,
on aura d’abord I'équation du premier degré cn &

{(Booy—r1176)242067 . 5432} ,
~+{(300y —1176)(525y—2667) 42067 (1580y—10G36)) =0 ;
ct ensuite pour I'équation aux sommets

1125y4=59283y'+-63629 . 1297,

—8320105 . 09~y—qoog0 . 6i=o0 .
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Cette derniere doit avoir (IV. le méme nombre de racines réciles
que (X’=0); et nous savons déja { Exemp. 111) que celie-ci cn a
deux seulement ; 'autre en aura donc deux aussi; et par conséquent
(III) on pourra assigner la limite infcrieure de chacune d’clles,
On trouve pour l'une et lautre =440 et —1 qui, substituces &
la place de y, dans I'équation en z , donncit i peu piis —20 et
~+15; de sorte que, pour les deux sommets de la courbe para-
lolique {X=y), on a sensiblement

x=—2b , \ z=-15,
y=+4o ; ) y=—1;

Si 'on remarque de plus que la courbe coupe l'axe des y & unc
distance -7 de lorigine, on verra qu'en passant du premier som-
met au sccond , clle doit couper I'axe des z du coté des z po-
sitifs ;.a quoi joignant les indications fournies par la remarque
(I1) , on en conclura que la proposée a trois racines réclles seu-
lement, dont deux positives et une négative,

Si présentement nous reprenons ces mémes exemples dans un
ordre rétrograde, nous verrons que chacun d’cux se raméne i celui
qui le précede immédiatement, de sorte que leur ensemble présente
la solution compléte de la question proposée dans le dernier. On
pourra done , en sc conduisant de la méme manic¢re pour tous les
autres cas, parvenir & assigner le nombre des racines réelles de
toute équation proposée, ainsi que le signe de chacune d’elles. Le
but que nous avions en vue au commencement de cet article nous
semble donc complétement atteint.
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QUESTIONS PROPOSEES.

Problémes de Geomeélrie.

I D'UN point donné comme centre, décrire un cercle qui passe
par un autre point donné ou qui touche une droite ou un cercle
donné ? ( 3 problémes. )

11. Décrire un cercle d’un rayon donné qui, ayant son centre
sur une droite ou sur une circonférence donnée, passe par un
point donné ou bien touche une droite ou un cercle donné ?
( 6 problémes. )

1II. Décrire un cercle d'un rayon donné qui satisfassc en outre
3 deux de ces trois sortes de conditions de passer par des points
donnés, ou bien de toucher des droites ou des cercles donnds
( 6 problémes. )

IV. Décrirc un cercle qui, ayant son centre sur une droitc ou
sur un cercle donné , satisfasse en outre & deux de ces trois sortes
de conditions de passer par des points donnés ou bien de toucher
des droites ou des cercles donnés ? ( 12 problémes. ) (*)

(*) Plusieurs de ces problemes sont de premiére facilité ; et nous ne les
avons compris dans la liste générale que pour la rendre plus complétes
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MATHEMATIQUES APPLIQUEES.

Considerations sur l'action exercee par la terre sur les
corps situes loin de sa surface ;

Par M. Georces Bipone, professeur & l'université royale
de Turin.

-

LA valeur de la gravité, ala surfoce de la terre, déduite des
observations du pendule, est vraiment celle qui convient aux points
ou ces observations ont été faites : elle est la résultante de toutes
les forces qui agisscnt sur le pendule au point de la surface de
la terre ot l'on fait I’observation. Mais cette valeur ne peut plus,
3 la rigueur, étre employde, lorsqu’on compare laction de cette
planéte sur des corps placés i sa surface avec l'action qu’elle exerce
sur des corps situés au loin dans sa sphere dactivité , tels que la
lune. L’action de la terre sur ces derniers corps est due 2 une
plus grande masse que celle qui agit sur les corps placés a sa
surface. Il faut donc introduire wne correction dans la valeur de
la gravité terrestre, lorsqu’on veut comparer entre elles les actions
dont on vient de parler. Cette correction est, 3 la vérité , trés—
petite ; mais, comme elle est due & une cause qui existe réelle-
ment , et a laquelle on peut avoir égard, il importe toujours de
la connaitre et de ne pas la négliger. La eorrection dont il s'agit
provient de ce qu’en supposant la terre sphérique . hypothese que
I'objet qui nous occupe permet d'adopter ) , tandis que la masse
Tom., X, n.° XII, 1.5 juin 1820, 49
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de l'atmosphére terrestre n’a pas d'influence sur le mouvement du
pendule , observé a la surface de la terre, cette masse agit néan-
moins sur des corps placés hors de ses limites.

On voit par la qu'il faut distinguer dans la terre deux masses
distinctes ; I'une est celle de son noyau , a la surface duquel se
funt les observations du pendule ; l'autre est celle de l’atmosphére
qui enveloppe ce novau et dont laction, jointe & celle du noyau,
s'exerce sur les corps situés au-deld de cette méme atmosphére.

Soient M la masse du noyau, R son rayon moven, et A sa
densité ; on aura M=32=AR’; » étant le rapport de la circonfé-
rence au diamétre. Pareillement, soit m la masse de 'atmosphere,
et r la hauteur verticale d’'une colopne de mati¢re de méme
densité que le noyau, dquivalente & la pression de l'atmosphere ;

on aura

Mym=:=AR}r)3 ;

divisant cette équation par la précédente, il viendra
2= (L)
Ty T\'Tw)

développant le second membre , supprimant l'unité de part et d’autre

et négligeant les puissances de 77 supcrieures a la premicre , il

viendra
»n
M~ H
Pour avoir la valeur numérique de ce rapport, il faut connaitre
r , et par conséquent la densité moyenne A du noyau. La densité
moycnne de P'atmospheére est donnée par la hauteur de la colonne
barométrique ; et I'on connait la densité du mercure par rapport
4 celle de I'cau, Les observations du pendule ont donné A=, 5 ;

et Cavendish a trouvé, par ses expcriences, A=D5, 5, la densité



DE LA TERRE. 359
de l'eau étant supposée égale a4 I'unité. En prenant donc o™,-6
pour la hauteur moyenne du mercure dans le barométre, 13, 59

pour la densité du mercure et R=6366198™; la premitre valeur
de A donne

13,5 N
r=o”’,76.—ﬁ =230, d'od m=0,00000108M,
)
et la seconde
13,5 .
r=u",76. c 59 =188, dot m=0,00000089M :

En prenant donc pour valeur moyeénne

m=o0,000001 M ,

on aura
M+m=1,000001 M :

Si présentement on suppose que, le rayon R restant le méme ;
la masse M devienne M4m=(1+%)M ( en faisant «=o0,000001) ,
la gravité g deviendra g/=(14#)g ; et, puisqu'on a aux latitudes
moyennes ,

g£=9"8087592 ,
on aura

g =gm,808805a .

Ainsi g/ est la valeur qu’il faut employer, lorsqu’on veut com=
parer l'action de la terre sur les corps placés a sa surface avec
I'action qu’elle exerce sur les corps situés au-deld de son atmos-
phere; ou bien , on peut conserver pour 'action de la terre sur les
corps placés a sa surface la valeur originaire de g, due a la masse
M ; pourvu qu'on introduise dans Pexpression de Faction de la
méme planéte, sur les corps situds au-deld de son atmosphere,
la masse M4m, au lieu de la simple masse M.
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La remarque que l'on vient de faire , sur la gravité & la surface
de la terre, doit ¢tre appliquce, en sens inverse , 4 la gravité a
la surface des autres planétes. En nommant M la masse du noyau
solide de la planéte, £ son rayon et m la masse de I'atmospheére
dont ce noyau peut étre recouvert, les quantitées R, M+m sont
données par l'observation et par le calcul. Des valeurs de ces quan-
tités on a déduit celle de g & la surface de la plancte, en sup-
posant visiblement que le rayon de la masse M4m soit R. Or,
dans I'hypothése de la plancte sphérique , on voit que la valeur
de g A la surface n’est due qu’d la masse M dont le rayon est A,

On peut observer enfin que , si on connaissait la gravité g ala
surface de la terre, et la gravité & la hauteur « au-dessus de la
méme surface , en nommant A la masse du noyau de la terre,
supposée sphérique et dont le rayon est R, ct m la masse de la
couche sphérique d’air dont I'épaisseur est «, on aurait

., M D4m
88 TRy (ligay

ce qui donne
_ gR2m
&' (B}-«):—gR>

Or, soit maintcnant A la densité moyenne de la masse M , et §
la densité moyenne de Vair, pour la couche dont Iépaisscur est «
(s étant donné par Dlobservation du barométre & la surface du
noyaa et & la hauteur «); on aura

=:zAR, m=4=yell* ;
d’ott on tire
3dug .
(§'—g) Bt2eg

€équation qui donne la valeur de A.



INTEGRAT." APPROCH.* DES EQUAT.* DIFFLLTNT S 20y

Tout ce qui précide est rigoureuscment vrai, dansla suppasition
que la figure de la terre et des planétes soit spherique; mais an
voit que les mémes remarques subsistent encore, a quelques petites
modifications prés, pour des figures trés-peu differentes de la sphere.

Turin, le 12 avril 1820.

1]

ANALISE TRANSCENDANTE.

De l'intégration approchée des équations diffeérentielles;

Par M. le professeur Krayp, correspondant de l'académie
royale des sciences , doyen de la faculté des sciences de

Strasbourg , Chevalier de I'Ordre royal de la Légion
d’honneur.

[a Yo ¥l ¥l Vlo Vo Vo Slo Y Vi SIa i N
( Deuzitme mémoire ). (*)

1. DANS un précédent mémoire nous nous sommes occupés de
. , . , y . .
l'intégration approchée de I'équation

dy
J l dx !
dont l’intégrale rigoureuse est

y:e"ffe"de .
Si T'on fait

(*) Yoyez la page 317 du présent yolume,
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S Qdz=A+X,
cette intégrale devient

y=Ae * 4+ X%

. . I
désignant par ¢, 5 ¢, , 7, , Gy ;e ce que devient () dins Ies
suppositions particuli¢res de z=0 , 1, 2, 3 , ... N
va que lintégrele de cette équation, ou la quantite ;7 , oivast

© &tre représeutée par une expression de ce:te forme

y=Ag,+Bg4-Cqy,+Dg,4.......;

et quon avait alors, pour le diviseur

Deux 2y =¢o+q, 5

Trois Gy=24,=3¢,+6¢,479, ;

Quatre ; 6y =g,~—2¢, 437,429,427, ;

Cing ; 6oy =79s—257,4507,—40g,+557,-+137, ;

Siz ; 360y =199,—72¢.+1357,—80g,+459,+2167,T977s ;
Sept ; 5040y =216g,—1246¢,43528¢,-56707,+6 {409,-39067
~+453645+11429,

Huit 5 40330y=600¢,-3072¢,+6832¢,-5376¢,-3300g,+17920¢9

—14448gs+314887,4973075 ;
Neuf ; 15120y=200¢,-2115¢,4+8218¢,-19278¢ 4307449 ,-34030¢

~+285609¢—147787,4141.48¢4+33g1q, ;
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et ains - - & Ces résultats ne sont pas seulement approxi-
matils ; - 5 ils sont exacts, & la rigueur, toutes les fois que la

fonction () est une pnissance de x a exposant cnticr el positif';
ce qui rend la quantité e*Qdz intégrable par clle-méme. Si cette
condition n’est pas remplie , les résultats que nous venons de donner
ne seront gu'approximatifs, mais de manicre qu’en se servant seu-
lement du diviscur siz on aura du moins, dansles cas ordinaires,
Vintégrale jusqu'ad cing décimales au moins ; et quavec le divisear
neuf on pourra aller jusqu'a douze.

2. On rend cette équation un peu plus générale en affectant
dy

— du facteur constant n ; elle devient alors

dy
y+n - =Q.
Nous avons déja remarqué qu’elle se réduit facilement i la pre=

mi¢re , par la simple suppesition 2=#z’, qui donne

d
r+==Q;

Az’

@’ étant une fonction de 2/, plus ou moins différente de la pre-
mitre. Ce procédé fort simple est en effet plus que suflisant dans
toutes les intégrations particuliéres des équations de la forme

dy
y4n rr =,

dans lesquelles Q est une fonction de z; mais on serait forcé de
le reconnaitre insuffisant dans les équations des ordres plus élevés,
telles que

dy d:
y+4 =48 =0,

dx?
dz]f diy _
T o=

dy
y+4 ds +B
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et ainsi des autres. On sera donc obligé, dans tous les cas, d’avoir
des solutions qui donnent immediatement en A, B, C,...... la
véritable valeur de l'inconnue y.

3. La solution de ce cas est plus longue , sans étre beaucoup

plus difficile. En posant

y=A4Ba+-Cx*+Da’+Ezt+. .. ,

on a
L = B4 2Cab 3D 4B 4 .
et
n % =nB~42nCz43nDz*+4nEx’~-......

substituant donc dans l'équation

7+”%=Q7

elle deviendra

Q= (A4nB)+(B42nC)x+(C+3nD)a>4-(D+inE) 2’4 uiid
En désignant encore ici par ¢4 , 4: , ¢, » ¢, 5. ce que devien?
@, lorsqu’on y fait successivement x=o0, 1, 2, 3,...., et faisant

A q=9.-'7o ’

28'9=¢,=2¢9:+7, ,
64A%=¢,=37,+37.—¢,

24A% =g ,—49,+0g,—49,+9, ,

on
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. . . N 3
on aura les differences consécutives Ay , 24% , Q' , de

la wani¢ie qui suit:
g=A+nB ,
A %=B+(1+2n)C+(x+3n)D+(x+4n)E+(1+5n)F+(l+6n)6+.. 2
Arg=C+ 343n,D+ (54120 E4-{15+435n) F4(31+4-9gon) G4-...;
A’g =D+ 6 +4n) E+(25430n)F+(go41502) 6+ ,
Aty = E+4-{10452) F4(65+60r G+ ,
ASg= F4(154-6n)Gtum
QS =GH-...,

On regardera les quantités ¢ , Ag , A'g , A’¢ ,2.27.7 comme
données et les coefliciens 4 , B, C , D,

connues du problé¢me. Il sera donc facile de trouver celles-ci, en

....... comme les in=

commengant par la derniére , pour laquelle j'ai pris le douziéme
coefficient , désigné par la letire N. De celle-ci on remontera a
M ; de M on ira jusqua L, ct ainsi de suite. On aura ainsi les
valeurs des douze premiers cocfliciens f , B, € ,..... N, ainsi
qu'il suit:

1.° Coefficient A.
=¢g—nlAg+n(142n)Aq —n'24-6n+6n*) A%
~+n(642224-36n*424n) Atg
—n(244+100n4210n4240n 4 120n4) A%g

“+n(1204-548n4-1350n+2040n° 4 1800n44-7 200> Aty
Tom. X, 5¢
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—n{7204-3528n-97 {4n*+17640n 4 21000n¢
~+15120n°4-5040n%) A7
“+n(50404-26136n+478792n4-162456n°4-235200n¢
+231840n*4-741120n%+40320n7) A%y
—n(403204219168n4-7087 44n*+1614816n?
+2693880n¢4-3265920n° 427318 40n"
~+1451520n74362880n% A%
~+n(362880+2053152n-470362007*+4173683 20n3
+32519000n44-45554560n°+4-47628000n*
~+35078400n" 41632960074 3628800n2) A'0g
—n(3628800421257280n476521456n* 42018280000
441003160074 +6494796002° 47951 75920n°
—+731808000n"4-479001600n 419958 {o00n?
}3991680011‘°}A“q
4+ 2(399168004-241087680n+4+905507856n*
~+25261,3824n* 45519487 600n*49b0 46520078
413 93 9232054 14411295360n" 4118552896007

46965 ;40000n94-2634508800n' °4- 4790016002 ) A*G .
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vy
2.> Coefficient B.

B=Ag—(14-2m) A4 (24+0n4-6 Adg—(C422n+436n* 42403 Atg
{2 ;4 100n--210n*+-2{0n’ - 120n%, ASq
—{1204548n41 350/1’+2o4on’+x80072‘+7zorz5j1}‘q
+:';2o+3538n+9744n’+1764on3+2looorz‘-h5220715+So4on‘jA7q
~—(50404-26136n+78792n*~4-162456n3-42325200n°
F-231840n5 4141 120054403200 Al
+(403204219168n+4-7087 44n*~41614816n° 4 2693880n*
~+3265920n°+-2751840n°41451520n"4-362880n%)Adyg
—(3628804-2053 152n+7036200n*4 173683200+ 3231g000n*
~+45556560n%4-47628000n°435078400n7
+16329600n84-3628800n9)A'°¢
(3628800-4-21257280n4-76521456n*+4201828000n3
~+410031600n*4-64947g600n*4795175920n¢
~+~31808000n"4 4790016008 +199584000n*
~+-39916800n',A"g
—39916800+241087680n+49055078567*4-2526193824n*
~4-5519487600n*49604 ;65200n°+13293292320n¢
~+-14411295360n"41185528g600n846985 4400007
~26315088007'°4-4;9001600n' ) A1y .



368 INTEGRATION APPROCHEE
3.0 Coqﬁ?a'ent C.

C=A%g-(3+3n) A g4 (1 1418nF12n*) A%g-504 10504 120n'+60n", A’y
~+{2744675n41020n*4-gcon®4-360n*)Asq
—(176444872n+4820n4 105000 477 560n¢4-2520n° ) A’y
~+(130684-3¢396n4-812-82* 41176007’ 411 .920n¢

~+7056005480160n° Aty
—(1095844354372n+807 408n*~+1396g40n?
~+41632960n¢+41375920n° 7257605 +181440n7) A%
--l--(1026576-~}-35181oon-{-8684:Gon‘+161595oon3
~+22778280n¢4-23814000n%+417539200n°
~+8164800n’4-18144cont)Areg
—(106286 40+438250728n-}100914000n*~+-20501 5806713
—+324739800n4+397587960n°+3659040c0n®
~+239500800n7+-99792000n8 419958 400n® A''q
(1205438 404452753028n 4 1263096g1 2n*
~+2759748800n3 4 4802232600n* + 66466461 60n°
—+7205647080n%+5927644800n74 34927200007°

+1317254400n°4-2393008 0110, A1 g .
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4.2 Cocicient D.

D= A%¢-(644n Atgt 35¢ font20n?) A3- (2254 34cng Soon* t12cn® Afyg
=+ (1624429 jon--3500n* 42520048400+ ) A
—13132+27076n+3g200n*4+38640n°+23520n' 467 20n°) A’y
=+ 1181244269 362444898022+ 54 4320044586 40n*
~+241920n°+46o480nt A%y

—(11727004-2894720n45386500n*475¢92760n°
~+7938000n'+584600n°+27 216001 °+604800n7 A0y

+-(12753576433638000n468358G40n+108246600n*
~+132529320n¢t 412196800015 +79833600n°
4332640007 4+6632800n%)A" g

—(150917976~+421032304n-+-919914600n*
1600744200 +2215548720n*
~+2401882560n°+1975881600n°
~+1164240000n74 43908 4800n"
+-9833600n%)A g .

5.2 Cocfficient E.

E=Abg—{104-5n)A%g 48647 5n+4-30n*) Alg
—(7354-875n4630n*+210n* A'g
+(6769-+9800n+4-066G0n*+-5880n'4-1680n4) Aty
—(67284411224{5n4-136080n*+41146607°4-6040n*

—+13720n°) A%
Tem. X. S50 Uis,
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(725080 + 1346625041853 1gon* 4198 {500n3
14516000 4680 foon® 41512000 A9
— (840950041708 4650n+-27c610502*+ 331323 30n?
3249200074 +10958 {o0on’+8316000n°
+1663200n7)A”7
“+(1052580764-220978650n-}400186050n4-55388 - 180n’
~+6004706. 507419397 0400n° 429 10600007°
~+10977 12007 41938 400n° Atg .

6.° Coefficient. F.

F=A%)—~154 6n)A%g--(17 54126044207 )A'g

—(19604-1932n+4-11756n*+4336n° 4 A%
“+(22449427216n4-22932n* J 1200673430240 A%y
—(3693254-379638n4+396q00n’ 42923201
—~+136o80on‘+-302 jon’® A'eg
F(341693045412530n406626466n*4C098 joon?
—+3091680nt 4 1663200n°433206j0n° A''g
—(459957304-8003 72107411077 7436041200941 282
+98-94080n 43821200005 42195{2fan’

+-39q1680n7) A2y .
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7.2 Cocfficient G.

G=0%— (214 n)A'g4(3224169n-+56n7) A%y
_(4536+3822n+2016n’+504n’)A‘-‘q
+{632734-16150n448720n*+22680n’4-5040n Ay
—(90205541104{11741016f00n* 46652800427~ 200n*

554 40n°)Arig
—+-(13339535418462906n4-20015688n*416.{65680n1
~+g702000n¢4-3659040n°+665280n°)A2g .

8.° Cocfficrent H.
H=A1g—(284-82, 0% +(5464288n+472n" QA%
— (04504+06g60n+3240n*~+7 2003, Atog ‘
41577734 145200n+95040n* 43g9600n 4792004 Aty
—(263-558-4-2859384n4-2352241n*4-1386000n°
~+3z22-20n4+-gd040n%)Ar2g .
9.° Coefficient 1.
1:Asq—-(36+9njA9//+(870+405n+90n’)A'°q
— (1815041 1830n+4 j9S0n*+ggon)A''g

10.° Coefficient K.

K=Arg— 4541000 g+ (13204-55cn-+1100* A''g
+3267c41_25cn+ 72600413200 AMy .
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11.° Cocfficient L.

L=A"g—(35411n) A" g4-(1925+4 7 26n-F132n" A"g .
12.° Coefficient M.

M=4A"g—(66412n)A"g .
13.° Cocefficient N,
N=Aq .

4. Les valeurs des coefficiens de cette longue série de résnliats
se présentent trés-facilement, pour peu gqw’on ait sous les veux
la table de ceux des facultés numérigues , telle que jelai donnde
dans mon Analise des réfractions , et dont je vais donner une

copie , conlinuée jusqu’a douze. La voici :

L I

I1. 1 1

III. I : 2

1V, I 6 11 6

Y. 1 | 10 35 50 24

VL. 1|15 85 225 274 120

VIL 1 | 2a 175 735 1624 1764 720
VIIL |}« | 28 322 1960 6569 13132 13008
IX. 1| 36 546 4536 22449 6-284 118124
X. Ll 45| 870 9450 | 63273 [ 264325 =23'380
XL r [ 55 | 1320 | 18150 | 1577-3 902035 | 3416930
XIL J 1t | 66 | 1925 | 32670 337423 | 2037358 | 13339535
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VIIIL 5040
IX. 10938 40320
X. 1172700 1626576 362880

XI. 8 04500 | 127535~ 106286 4o 36288co

)

6
XII. §45995730 | 105238076 | 150917656{ 120543850 | 30016800 ¢

1

5. Supposons 4 présent qu'on demande la partie de la série qui
fait convaitre le guatriéme cocfficient, ou D. Cette série commence
par la troisiéme différence’ de g, ou par Alg, qui est multiplice
par Vunité seule.

Le second terme scera la différence plus élevée d’une unité, ou
bien Atg. Pour trouver les nombres qui multiplient cette guatriéme
différence 4 on prendra ceux de la gquatriéme facultc, ou de 4!,
a commencer parle troisiéme terme de cette faculté; on aura G,1;
on les multipliera, le premier , par 1 ,le second, par 4 on aura
les produits 6.1, 1.4; il en résultera 6--4n7; c’est le coeflicient
de Atg.

Le troisiéme terme sera A%y, multiplié par une fonction trinome
de n. Pour trouver les cocfliciens de cette fonction, prenez , dans
la faculté suivante, ou dans 5!, les termes, a commencer depuis
le trcisiéme ; c’est-a-dire, 35, 10, 1 ; multipliez ces trois termes,
le premicr par 1, le second par 4, etle troisiéme par 4X5=z20;
vous aurez 35.1, 10.4, 1.20; c'est-a-dire, 35, 40, 20, 1l en résultcra
354 40on+-20n*; cest le coeflicient de A3q.

Le guatriéme sera Afq, multipli¢ par une jfonction quadrinome
de 7. Prenez, dans la faculté suivante, ou dans 6!, les termes a
commencer depuis le quatriéme , savoir ; 225, 85, 15, 1 ; multipliez
ces quatre nombres, le premier, par 1 , le second , par %, le
iroisiéme, par 4.5=-20, et le guatriéme, par 45.6=120; vous
aurez les produits 225.1, 83.4, 15.20, 1.120; c’est-a-dire, 225, 3o,

Tom. X. 51
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300, 120 ; il en resultera le guadrinome 22543 jon<4-3con*~4120n
c'est le coefficient de L°g.

Le cinguiéine scra A"x/ , multipli¢ par une fonction pentanome
de 2. Prenez, dans la [aculté suivante, ou dans 7!, les termes A
commencer depuis le cinquiére , savoir, 1624, 733, 175,21, 1;
multiplicz ces cinq nombres , le premier | par 1, le second , por
i, le troisicme, par 4.5=120, le quatriéme , par 4.5.6=120, le
cinquiéime , par 1.5..7 =840, vous aurez les produits 1624, 2940,
3500, 2520, 8.0, 1l en résulte le polynome 1624~42940n+435c0n*
25200484014 ¢ c'est le coeflicient de A’qg.

Le siziéme sera A’g, multiplié par une fonction Aexanome de
n. Prencz, dans la faculié suivante , ou dans 8', les termes
commencer depuis le siziéme , savoir; 13132, 6769, 160, 322,

.

1

8, 1; multipliez-les par ceux de la progression hyper-géométrique
1, 4,20,120,8f0,6720; vous aurcz pour produits les coelficiens
du polynome 13132427076n-3g200n*+38640n’+2352009167 200" ;
ce scra le coeflicient de Abg.

On continuera de la mdme maniére, tant qu’on voudra, c’est-
a-dire, jusqu'a la douzitme faculté; c’est la ou nous avons arrcic
ros clculs.

6. Quant a la progression par laquelle il faudra multiplier les
nombres pris dans la table géndrale des facultés, il faudraremarquer que
Pour A cest la série hyper géomcéuique ordinaire, savoir;

1,2,6,24,120,720,5040,40320,362880,3628800,3g910300 .

Pour B c’est la méme série.
Pour € C('est cette meéme serie, i partic du sccond terme et
divisée par 2 ; c'est-a-dire,

1,3,12,60,360,2520,20100,181440,181.{400,14558.j00 .

Pour D c'est cette derniére, & partir du second terme, ct di-
visée par 3 ; c'est-a-dire,
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1,4,20,120,840,6720,00480,604800,66528c0

Pour E c'est la précédente, 3 pantir de son sccond terme, et

divisée par 4; c'est-a-dire,
1,5,30,210,1680,15120,151200,1663200 .
Pour F cest 1,6,42,336,3024,30240,332640 .
Pour G cest 1,7,56,504,5040,554 %0 ;

Pour Hc'est o« . 1, 8, 72, 720, 7920 ;

e

PourIcest .. ..1, 9, go, 9gqo
Pour Kcest ... ... 1, 10, 110 ;
PourLcest . o v v .o ... 1, 11 ;

PourMcest. . . v v o v i v v b1
7. Soit n=3. On aura
dy
yt2 - =5

x

ct la valeur intégrale ot rigoureuse de y scra

-
y=se ’fc‘de‘;

dans cette méme supposition, on aura
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A=7=2494104%—76A3947724ig—g808A% 4149552460 ~266054{477 §

B= 4 Ag— 5a%g4-384%—386445-4gofasg—74776454133027247¢ ;

C= 4 Ag=—3 Adg4 g5Aig—1220A59418664A%~ 332388477 ;
D= + Alg— 14444 19545¢~ 306545¢4 55104477 ;
FE= 4  Aig=— 204594 3534575—  6685A7¢ ;
F= +  A%—  278%4 595477 5
G= + Abgm 3547 ;
H= + aig 3

d'ou on conclura
ye=g o= g+ (252 10) Ay (s'—gerH387—76,A%
+(2t—14234952*—386x+792)A¢4
(2% —2024+}1952  —12202°4{9042—9808) A%
(20 —27254-35524—30652° 41866 4277 477604149652 A’
+(21—35284-5954 % -6685544-551042°-3323882*+133037 22
~2660544 A9 ...

On aura ainsi

Pour =3 .,

- =g+ Ag+ [Arg=164%¢ .
Pour x==} . ... y==g4-2494 6429~ [A3g4-108A%g .

Pour x==5 . . . . y==¢+4-3474-104%94144% 924ig—7884% .

Pour =26 . .. . y=g¢4-iAg4 164274 {;A3g4148A4g—3284%
+76414% ;

Pour 2==7 . . . . y=¢43549+24A2g492A3g4321A4g—65834"%

—233324Abg==7067247¢ .
et ainsi de suite.
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Et enfin en mettant pour Ag, Qg , A’g, Atg, e leurs valeurs
€N g, Giys G209 Gy oo oeeeens d’aprés les formules connues , on aura

Pour x=3 ... .. 3y=149=33¢, 43098y, ;

Pour =4 . . . . Gy==43¢g=144g9:4192¢ 2=112g ;4-27q, ;

Pour =5 . . . . 120y=1303¢==5680¢:4102509 y —q340q ;413757 4
—788¢4 3

Pour x==6 .. ... gey=1534¢—82087:4-18675¢ 3 =22880¢ ; 4159307 ¢

59049 s+94396 ;
et ainsi de suite.

8. Exemple. Soit J=z*, I'équation sera

d
Y42 d.); =z’ ;

elle aura pour intégrale compléte

y=de i Aaiembz'247—48 :

La méthode actuclle donne g=o, ¢,=1, ¢,=8, ¢,=27 :
Go=04 , g4=120, ge=216 ,......
On aura donc, pour a=3,

3y=149—33¢9,430g9,—87, =—33+:4o—-2x6=—-9 ;

donc y=-—3.

Pour 2=4, on aura

Oy = —144+1536=302441728=-4-96 ;
donc y=10.

Pour 2=5, on aura
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120y =-—5680+82000—252180+28000—98350=560 ;

donc y=47.
Pour 2=6, on aura

9oy = —38208-+4149400—61~-~60-41019520—738000
+-203688=-48640 ;

donc y==96. Lt ainsi de suite.
Or, toutes ces valeurs, tant de  que de y , sont visiblement
comprises sous la loi générale

2} —6x* 4 242—438 ;

ainsi l'intégrale compléte sera

y=Ae 4z =—6z4242—48 .

9. La méthode est sur-tout infiniment précieuse dans les cas
innombrables ou la différcntielle

2y=e_§fe;de R

ou, plus généralement,

ny=e 5 /oQdz ,

n'est pas intégrable a la rigueur; parce qu’alors elle fait connaitre
la véritable valeur de linconnue ou de la variable y, avec une
approximation beaucoup plus rapide que toute autre méthode connue ;
ce que nous ferons voir dans le premicr memoire qui suivra

celui-cl.
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QUESTIONS RESOLUES.

Solutions du premier des deuz - problémes de géoméltrie
proposés a la page 133 de ce volume,

——————— -~

P ROBLEME. Par un point donné dans Ilintérieur d'un angle
tricdre tri-rectangle o et également distant de ses trois faces ,
conduire un plan tellement dirigé que sa partie interceptéc dans

langle triédre dont 1l s'agit soit un triangle semblable & un
riangle donné ?

Solution géomeélrique ;
Par M. VEecren, licencié &s sciences.

Si nous considérons les trois cotés du triangle donné comme les
diametres de trois spheres , ces sphires se couperont en deux points,
an-dessus et au-dessous du plan de ce triangle ; et il sera trés-
facile de determniner la projection commune de ces deux points sur
le plan du telangle, ainsi que leurs distances 4 cette projection.

Si Ton joint l'un quelconque de ces deux points aux trois
som-nets du teiangle par des droites ; ces droites seront les aréteg
d'un angle tricdre tii-vectangle auquel le triangle donné sc trouvera
inserit, et il sera facile de déterminer les longueurs de ces trois
arctes, En supposant done que cet angle triédre soitcelui qui est donné,

on lui aura inscrit le triangle donné , et il ne sera plus question
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que de mener par le point donné un plan qui soit parallele a celui
de ce triangle,

Or , c'est 12 unme opération que l'on peut exécuter facilement
et rigoureusement par les procedds de la géométrie descriptive,
ou par tous antres équivalens ; nous pouvons donc considérer le
probléme comme complétement résolu,

On voit méme que le probléeme ne serait gudre plus difficile a
résoudre , si le point donné, au lieu d’étre dgalement distant des
trois faces de l'angle triedre, ¢était quelconque dans cet angle.

Ce probléme n'est, au surplus, qu’un cas particulier du pro-
bléme oa 'on propo-crait de mener par un point donné quelcongue
dans un angle tricdre donné, aussi gue/conque , un plan tellement
dirigé que sa partie interceptée dans angle triédre dont il s’agit
Jut un triangle semblable & un triangle donné ?

La solution de ce dernicr problcme ne différerait uniquement
de celle de l'autre qu’en ce que , pour déterminer les longucurs
des portions d'arétes interceptées par le triangle donné , suppesé
inscrit dans 'angle triedre donné, il faudrait substituer aux trois
sphéres trois surfaces de révolution, ayant pour axes les trois cotls
de ce triangle, et pour génératrices des arcs respectivement capables
des trois angles plans de I'angle triddre. Mais il est au moins douteux
qu'alors le probléme pit étre résolu d’une maniére rigoureuse avec

la régle et le compas.

Solution analitique ;

Par M. GERGONNE.

Soient @ , &, ¢ les trois c6tés du triangle donné , et A4,

B, C les angles respectivemnent opposés , dont les sommets sont
/

supposés A , B, C.
Soit pris I'angle tri¢dre tri-rectangle donné pour celui des coor-
données
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données positives ; supposons , pour plus de généralité , que lc
point donné soit quelconque dans cet angle tricdre, et que ses trois
coordonnées soient «, g, -.

Supposons encore qu'on evige que, dans le triangle cherché,
les sommets homologues & A, B, C, soient respectivement sur
les axes des X, ¥, Z , que nous prendrons pour svmbholes des
coordonnées courantes,

Tout se réduit évidemment & déterminer les segmens qui devront
tre interceptés sur les axes des X , ¥, Z , a partir de l'origine
par le plan cherché. Représentons respectivement ces segmens par
z .,y , z

L'équation du plan cherché sera consé¢quemment

—+

8™
NIN

-+

Y
¥

et, puisque ce plan doit contenir le point donné, on aura

“ B v
—x‘+ ; + o =1,
ou bien
ayz-pzrtyry=ayz . (1)

Mais , puisque le triangle cherché doit éire semblable au triangle

donné , on devra avoir aussi
y-l+z5=;\,aﬂ 5
zad22=2a%)* , (2)
x:_l__),z:)&z[:

» étant un nombre inconnu , indiquant le rapport des cités homo=
Tom. X, a2
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lozues de ces deux triangles. Nous avons donc ainsi quatre équa-
tions entre les quatre inconnues z , y , z , A

En retranchant tour-a-tour chacune des équations (2) de la

somme des deux autres, il viendra
22 =2*(b*4-c*—a*) =2x2bcCos. 4 ,
ayr=a*¢*4a*—5°) =22%caCos.B ,
2z =r*(a*4-b*—c?) = 22%abCos.C ;

d’oli , en divisant par 2 et extrayant la racine quarrée des deux
membres
x=x\JbcCos. A ,
¥=x\/aCos.B , 3)
z2=a\JabCos.C 5
on aura donc
«a\/ bcCos. BCos.C
eyzt-pzztyzy=»a -{;pb V/ caCos.CCus.d | »
¢/ atCos.dCos B

ct

xyz= 2abcy’ CGs. ACos. BCos.C ;

substituant donc dans ['¢équation (1) et divisant par »?, il viendra

#0\/ 4cCos. 1105, C+ 41/ caCos.CCos. A+ vCY 35Cos.ACos. B
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=2xalcy/ Cos.ACos.BCos.C ;
d’ol

V beCos.A Ve os.B  {/abCos.C ’

Tel est donc le raprort des cotés du triangle cherché & ceux du
PF §

trianyle donné.
En substituant enfin cette valeur de » dans les dquations (35)

Oon aura
=k Pl P
=t P

Telles sont donc les valeurs des inconnues du probléme.

Mais si des sommets A, B, C du triangle donné¢. on alaisse
respectivement des perpendiculaires AA/ , BB/, CC/ sur les di-
rections des cotés oppos¢s BG, CA, AB, on aura

BA/=¢Cos.B , AB/=¢Cos. 4",
CB’=4aCos.C , BC/=aCos.B,

AC/ =0Cos.A4 , CA’=?¢Cos.C

donc, en substituant , on aura
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) ) T
A 42
z=y4w %Bti:-*_‘Vg .

Si, présentement, sur les trois cétds du triangle donné, pris suc-
cessivement comme diamétres , on décrit trois demi - cercles , et
qu'ou prolonge respectivement les perpendiculaires AA’/ , BB/,
CC’ , jusqwa la rencontre de leurs circonférences en A% , B/,
C’; en menant BA” , CA” , CB” , AB” , AC", BC” , par la
propriété des cordes inscrites aux demi-cercles, on aura

AC ACI\3 ’ [ BC BC/
"BC (BC" ’ AC ( AC/
BA'  /BA” ) | o CA’  /CA”
=) | 2o | =5

CB _ /CB"\* AB'  / AB/
XE/"\W) (:Bf"'((,h"

substituant donc , il viendra fipalement

AC? AB"
a= “+'sBC’/ —+ P

BA” pCr
y=t+v—

AR X
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CB” CAv
2=y« T ~+3 TR

valeurs extrémement faciles 3 construire.

Solutions du probleme d’analise indeterminee propose
a la page 244 du present volume ;

Par MM. Freipkric Sarmus,
VEecTEN, licencié &s sciences.
A. Ovuive , licencié ¢&s lettres ,
Et un AponnEe.

PROBLEME. Quelles sont les valeurs entidres les plus ge’rzérale:

. . . X
dz x ety qui rendent entitre la fonction %_ ?
X1y

Soit §, dit M. Sarrus, le plus grand commun diviseur de =

et y, dc telle sorte quon ait 2=py, y=g¢5, p et ¢ étant deux
nowbres entiers premiers cntre cux , on aura

xy _ p9d
xty  ptg ]

p et g détant premiers entre eux , devront 1'étre égalc{nent avee
p+¢ ;5 il sera douc nécessaire , et en méme temps il suflira, pour
que la fonction suit entiére, que » soit divisible par z=g ; on
devra donc avoir 3=(p4¢)r, r étant un nombre entier quelconque;

on aura douc aiusi, pour les valeurs cherchies de & et de y,
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z=pr(p+q) ,  y=qr(p+q) ;
au moyen de quoi on aura, en cffet,

A pari(p44¢)?
x4y r(p+9)?

=PIT

nombre entier , pourvu quon prenne des nombres entiers pour
Pag,r
M. Vecten est exactement parvenu i la méme formule ;

nous ignorons de quelles considerations il 'a déduite.
. Par les procédés ordinaires de l'analise indéterminée , M. A, Ollive

mais

est tombé sur des valcurs de la forme
z=28r'g+h) .  y=247(6—4) .

Ces formules rentrent exactement dans les précédentes ; en posant,
en effet,

gth=p, g—h=7,
il vient

28=ptq »
ce qui donne, en substituant,
z=pr(ptq) ;  y=gr(p+q) -

comme ci-dessus.
Un Abonné s’est borné a considérer I’équation identique

par= pgrip49): __ prip+9)Xqgr(p+9)
7 r(p49)? prep++irip49) |
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cn observant que si , daus le deinier membre , on remplacui

priptyg , gr(p=4q) respectivement par a et y, ce dernier mombre

2

Xy
devena t 2 .
x+)f

. . x. 14
M. Ollive observe que, si l'on veut rendre 2 ¢oal d unnombre
aty ©

entier donne , ii suffira de décomposer ce nombre entier en trois
facteurs, ce qui est toujonrs possible , dut-on prendre deux de ces
facteors ¢gaux a l'unite; ¢n prendra cusuite ces trois facleurs pour
Pyrq T

Il suit de 14 que dans le cas méme ol le nombre enticr donné
serait un nombre premicr P, le probléme serait encore susceptible
de deux solutions , suivant que 'on ferait r ou bien 'un des deux
nombres p et ¢ égaux a ce nombre premier P ; les valecurs de
x et y scraient, dans le premier cas,

aP, 2P ;
et dans le second

PP+41); P+r.

On peut, au surplus, remarquer qu’il est impossible que =z ct y
soient tous deux impairs, puisqu'alors xy étant impair nc pourrait
dtre divisé par 2=y, qui serait nccessairement un nombre pair ;
c'est une observation qui n’a pas échappé & M. Ollive.
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QUESTIONS PROPOSEES.

Probléeme d'analise indeéterminée.

PAR combien de systtmes de valeurs de z et y peut-on rendre

. xy ! .

la fonction porm égale au nombre entier N=a*}*c"..... dans lequel
Y

@,b, ¢ ,... sont des nombres premiers inégaux , différens de 'unité?

Probléme danalise transcendante.
On propose de démontrer la série suivante :
X T - I k-4 I = ¥ k.2
—= Tang.—4— +-§ Tang. 5 + I—GTang. = + ?;Tang. 5 s

laquelle tend sans cesse & devenir unec progression géométrique dé-
croissante ayant pour raison ; ?

FIN DU DIXIEME VOLUME.
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CORRECTIONS ET ADDITIONS.

==

ERRATA

Pour le dixiéme volume des Annales.

fa g Sh ¥o Vi O, Vo Nl W Yo Y

PAGE 29, ligne 6, —yN=1; lsez : x4\ 3.

Page 31, ligne 3, — fli", lisez : d A .
a,, da,,
Ligne 7, — 2%; lisez : 2a.
Page 48, ligne 4 ,—a, ; lisez : a,A4,.

Ligne 5, = 2a,; lisez : 2a,4, .
Ligne 6, — 3a,; lisez : 3a,4; .
Ligne 8, — na,; lises : na,Ay.
Page 43, ligne 3 , = n4-0; lisez : n-42.
Pag. go , ligne 8, en remontant , — a—r ; lisex
Page 217, ligne 6 , — Cos.2z § lisez : Cos.2z.
Page 285, ligne 1, — eux-mémes ; lisez + eux méme.
Ligne 3, en remontant , — précis 3 lisez : positif.
Page 348, ligne 3, — rendre de nouveau les racines de la premiére des deux
transformées 10 fois plus grandes, et chercher, etc.:
lisez : rendre de nouveau les racines de la transformeée qui a
‘deux permancnces de plus que celle qui la suit immé-

diatement 10 fois plus grandes; par exemple . dens le
10 fois plus grandes les

: a=ter,

2.¢ tableau , il faudra rendre
racines de l‘équation en rox—68, et chercher, elc.
Page 349, colonne de gauche , — supprimez les trois derniéres transformées.
Ligne 4, en remontant, — 1,} et 1,5; lisez : 0,14 et 0,15,
Méme ligne, 1,6 et 1,7; /isez : 0,16 et o,17,
Pag. 350, ligne 13, = gjoutez : Jappelle cette équation , ot x n'est qu'an
premicr degré, 'éguation aux sommets, parce qu'elle fait
connaitre la position des sommets de la courbe parabolique.
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345
Page 351, ligne 12, = aux sommels ; ler t en .
Ligne 13, — gjouter : Celte éyuation ext la méme , pour ce cas
particulier , que l'équation aux somncts , paice que Pon
a ici x==o0 , X'=o.
Page

352, ligne 4, du premier degré en a; lisez : aux sommets,

Ligne 6, — aux sommels ; /isez : en y.
Ligne 16 , — supprimez , aux deux endroits, oo.

353, ligne 13, — du premier degré en x ; lisez : aux sommels,
Ligne 15, — aux sommets; lisez : en y.

Page 354, ligne 2, — supprimez , aux trois endroits , 0o.

Ligne 6, en remontant,— du premier degré en x ; lisez : aux sommets

Ligne 5, en remontant, ala fin , = supprimez la virgule,

Page

Ligne 3, en remontant , =~ aux sommets; lisez : en y.
Ligne 2, en remontant , = remplacez le point par une virgule ,
et supprimez la virgule de la fin.

Ligne 1, en remontant , = remplacez les deux paints par des virgules.
Page 355, ligne 6 , = —25; lisez : ==2,25. )

Ligne 7 , = +4-15; lisez : 41,5,
Ligne g, == ==25; lisez : ==2,20,

Méme ligne y == 415 lisez : ~41,5.









