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FRACTIONS CONTINUES. 261

ALGEBRE ELEMENTAIRE.

Recherches sur les fractions continues 5

Par M. CERGONNE.

[a Uia Vo "ia Mo Vio Vi Vo VL V)

MALGRE les travaux d’un grand nombre d'illustres géomdtres,
la théorie des fractions continues est loin encore d’étre aussi avancée
que son. importance pourrait le faire désirer. Nous savons développer
une fonction en fraction continue ; nous savons , dans quelques cas,.
revenir d’une fraction continue i la fonction génératrice ; nous savons
aussi, dans quelques cas, reconnaitre qu’une fraction continue cst
incommensurable ; mais personne encore n’a établi la limite précise:
qui sdpare les fractions continues rationnelles de celles qui ne le-
sont pas. On ne saurait douter non plus que les fractions continues
ne doivent affecter certaines formes particuli¢res , suivant qu’elles sont’
racines d’équations de tel ou de tel autre degré, mais, passéle second de-
gré , pour lequel nous savons que les racines se développent en fractions:
eontinues périodiques, nous ne connaissons plusles caractéres qui distin—
guent les racines soumises  un pareil développement, ce qui serait pour-
tant d’autant plus important qu'ad eette connaissance se rattacherait
immédiatement la recherche des diviseurs commensurables de tous
les degrés des équations numériques. Nous ne savons pas méme:
former immédiatement la somme ou la différence de deux fractions
continues , leur produit ou le quotient de leurs divisions ; et, 4 plus-

forte raison , ne savons-nous pas en assigner les puissances et les:
racines.
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262 FRACTIONS

Dans cet état d’indigence ol nous nous trouvons relativement 2
ce genre de fonctions, toute recherche qui les concerne semble
devoir étre accueillie avec quelque intérét ; et c’est, en particulier,
ce qui doit recommander aux yeux des géometres le mémoire de
M. Bret, 2 la page 37 de ce volume; mémoire dans lequel, aprés
avoir donné plus de généralité & des théorémes qu’on ne démontre
communément que pour les fractions continues dans lesquelles les
numeérateurs sont égaux a I'unité, il a donné, pour le développement
des fonctions en fractions continues , une méthode qui lui est
propre et qu’il a appliquée ensuite & la recherche de plusieors ré-
sultats non moins curieux qu'ils sont élégants.

Ces résultats, au surplus, ainsi que beaucoup d’autres du méme
genre, avaient déjd été déduits par Lagrange de lapplication des
fractions continues & I’intégration par approximation des équations
différentielles & deux variables (*). Mais , la méthode de Lagrange,
comme celle de M. Bret, peut paraitre longue et laborieuse ; et
ni Pune ni 'autre n’ont une marche assez uniforme et réguliére
pour qu’il soit permis d’asseoir solidement une induction sur les
résultats qu'on en obtient.

Il nous a paru qu'on pouvait parvenir simplement 3 ces mémes
résultats , de manitre 3 ne laisser aucun doute sur la loi qui les
régit, et qu'on pouviit en méme temps établir plusieurs théorémes
curieux sur certaines classes de fractions continues; en développant
en [raction de cette sorte la série trés-remarquable dont M. de
Stainville s'est occupd a la page 229 du présent volume. Clest ce
gue nous nous proposons de montrer ici.

Soit done la série

() Voyez les Mémoires de lacadémie de Berlin , pour 1776, page 236 ;

voyez aussi le Traité de calcul différentiel et de calcul intégral , de M. LACROIX ,
deuxieme édition , tome I, pag. 427.
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qu’il soit ‘question de développer en fraction continue ; pour pro-
céder 3 ce développement, nous emploirons la méthode indiquée par
Euler; -c’est-adire que nous poserons successivement
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Nous remarquerons qu'il 'y a point d’induction dans tout ceci ,.
attendu que, d’une part , on peut toujours calculer le terme général
soit du numérateur , soit du dénominateur de chacune de ces
fractions et que de l'autre on peut prouver que, si la- loi qui se
manifeste pour les valeurs successives de A, B, C, D,...... se
soutient jusqu’a une quelconque de ces quantités, elle aura égale~—
ment lieu pour celle qui la suivra immédiatement.

En représentant donc, comme l’a fait M. de Stainville, par fz la.
série proposée , nous tirerons de tout cela.

X
fa —— — az-

%% (e , (2)
r . +(a )z_(d.].hz 2(amab)z
2 34— 204z
——2 3la=3p)x
5' + 6 - 80~

formule fondamentale pour toutes les recherches qui vont. nous.
occuper.

1. On a vu. ( pag..235) que-
fa.fb=£(a-}+b) 3

done , si I'on a lés deux fractions continues-
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Ieur. produit sera la fraction continue:

bt}
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¥
—  (a$d)z
1 +(a+b-k)z (@+bthyz
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- 5 e ;

voild donc du moins des fractions continues dont on sait immédia-
tement assigner le produit.
2.° On a vu aussi ( pag. 236) que

(fa)"={ma ;

donc, la mme puissance de la fraction continue:

1
T e— ez (a=—b)z
1

(e+-b)z _
3 +:-£.4ib23 2(a24)z
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est la fraction continue

1
— maz
=" M (matk)z

- .+M 2(ma-2k)z
4 5 e

voild donc du moins une fraction continue dont nous savons assigner:
immédiatement une puissance d’un degré‘ quelconque,
3.° Nous avons vu encore ( pag. 237) que

fa ,
= =fa—b) ;

donc, si 'on a les deux fractions continues

b 4
I — oz (a=})z

2 + (a+-4)=

2 e ———  a(a-2k)z

2(a4-2)z
4 - 5 +u|uo-;

Tom. IX. 35 bis
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T— X +(b Bz

(4-8)= .
'"3_".*.2__@2__2&)2_ 2(b-}ek)z
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le quotient de la division de la premitre par la seconde sera

h (a=—b)z
7 — (a—b=l)z -
1 + —e o 2(a=b-}-k)z 2(a-b=2lyz

R o (a- b+zk)z

+«u N

voild donc du .moins des fractions continues que V'on sait immédia=
tement diviser I'une par l’autre.
4.° Neous avons vu enfin ( pag. 237 ) que

Via=f

3le

donc la racine m. ¢ de la fraction continue

1
7 —— . (a=bz
+ (a+'k)z _
1 2 L ___+z(a :k)z aagakyz
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ast la fraction continue
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eu encore , en réduisant
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voild done du moins unc fraction continue dont nous savons assigner
immédiatement une racine d’un degré quelconque.

5. 8i, dans notre série , on fait =1, k==—1, elle se réduira
b1 . . . . .
a 1}z ; faisant donc les mémes substitutions dans la fraction continue

'

¢quivalente 3 sa m.™® puissance, il viendra, en changeant zen #,

X
(X+x)m= —]— -72 (m+1)x
1+ (n=—n)x a(m-2)2 '
z :i--—__ 2 (Mm-n) 1
T 5 4.
de 14 on conclura
1 mx .
m:(l-l'x) m:I—T+ (m4-D)x (me=1)2
P almd2)e .
-+ _z(m—z).c
- = 5 .o

ce qui, en changeant le signe de 2, donnera cette autre expression

mx
(F2)" =14 —_ @D e ameny
a2 + a(mi2)x

3 e
4

-
lanan T TV 7Y

6.° Si, dans notre série, on suppose simplement 2=o elle devient;
en changeant ¢z en

x 22 x3 x¥ -
+ T +-1_.; 1.2.3 + 1.2.3.4 s

que Ton sait ttre égal i ¢*, e étant J]a base des logarithmes né-
périens ; faisant donc la méme substitution daps la fraction continue
équivalente , nous aurons
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ou, en simplifiant
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3 + '; x x
5+ -
2

x
7 +-n;
ce qui, en changeant le signe de 2, donne cette nouvelle expression:

x
s — x
=1+  —— X

- =2
atz 2,
2 = ad

—_——
5 2+;_
on en conclut, en posant z=1., ‘
1
e=— I 1
! l+:—- -!- b 4
3+';..._'. 1
54— _rx
a.-—. —
7 T eew
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=1+—— 1 .
2 '5'...__1. T

2 4 —

7

résultats déji obtenus par M. Bret, A la page 50 de ce volume;

mais dont notre procédé rend la loi beaucoup plus manifeste.
7. Un sait que

(1+a)m=14

ml(1-§-x) m2l2(14-x) m3B(1-f-x)
=+ + o

1.2 1.2.3

égalant cette valeur de (14-z)™ au dernier des deux développe-
mens que nous ¢en avons obtenus ci-dessus, il viendra , en suppri-
mant l'unité de part et d’autre et divisant ecnsuite par m

Kb MO0} 22 e s
2

I 1.2 =

——

a(m-2)x o (o) e

+=

hamnd TT1 1

faisant enfin l'indéterminde m==0, nous aurons

x
Kita)=—, =
(1) l+:—f‘ 4= 4x
=749 g
5 § —— , 16z 6
1T
9+.n'|‘
et par conséquent
12:-:-__!_ .
1 3+§'__i+4 0
4 ~——-
5' 6+§""nn
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8:° Si dans notre série fondamentale et dans le développement
de sa m.™° puissance, on fait k=0, a=—1; on aura

z z2 z3 z4 m
(x——+_;=__'—' uu)

I 1.2 1.2.3 + 1.2.3.4 -

Si, au contraire, on fait, i la fois, =1, %=1, il viendra

(1 —zd-z*—z-2be 25 )

mz

+

—_—

k 4
T (m—1)z

(m--1)z

2 —H—  2(m-2)z

- +

1 —

a(m4a)z’

5 —eree

Comme ces recherches ne présententrien de difficile , nous croyons
pouvoir nous dispenser de les pousser plus loin,




