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CALCUL DES DERIVATIONS. 6x
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Du calcul des dérivations , ramené ¢ ses veéritables
principes , ou théorie du developpement des fonctions ,
et du retour des suites ;

hl

“Par M. J. F. Franga1s , professeur & Décole royale
de l'artillerie et du génie.

[a Ta Tl Via Vo Vo Vi Vo Vo T3

DEPUIs Vinvention du TZloréme de Taylor , surle développement
des fonctions dun binome, et du Théoréme de Lagrange, sur le
retour des fonctions et des séries , bien des géometres se sont occupés
d’étendre et de généraliser les découvertes de ces deux géometres
célebres; et, sous le rapport de la théorie générale, on pcut dire
que les résultats auxquels ils sont parvenus ne laissent plus rien
4 désirer; mais les formules qui les contiennent, quelques précieuses
qu’elles soient comme solutions générales , ne font qu’indiquer une
suite d’opérations ultérieures , souvent si compliquées qu’elles dé-
couragent le calculateur le plus intrépide. 1l restait donc & trouver
une méthode simple , facile et uniforme, pour exécuter compléte—
ment et immédiatement tous ces développemens, tant directs que
de retour. Les géometres allemands sont les premiers gqui ont réussi
dans cette recherche : leurs travaux ont donné naissance 3 un nou~
Tom. VI, n°lll, 1.°% septembre 1815. 9



62 CALCUL

veau calcul, appelé Analise combinatoire par son inventeur Hin-
denburg. Ce calcul résout & la vérité la question, mais d’une ma-
ni¢re trop disparate avec les procedés ordinaires de 'analise : il oblige
3 former d’abord séparément les groupes de lettres, et ensuite leurs
cocfliciens numériques , pour lesquels on a besoin de tables de
combinaisons calculées d’avance. Il etait réservé & Arbogast de donner
la solutiun generale, complete et analitique dc¢ cette question dif-
ficile , dans son Caleul des dérivations. Malheureusement cet ouvrage
est entaché de plusicurs defauts trés-graves , qui ont dégoité les
géometres de sa lecture , et ont empéchd qu’il ne fut étudié et connu
aatant qu’il le mérite. Ges défauts sont 1.° de w’avoir pas assez
justifié Vintroduction de ses nouvelles notations; 2.° de n’avoir pas
" defini assez nettement ses dérivées et ses dérivations s 3.° de déduire
sa théorie d'un principe qui n’est ni assez clair ni assez évident
(n.° 6); 4.° de l'exposer d’une maniére trop longue et trop em-
barrass’e ; 5.° enfin d’avoir noyé des résultats vraiment remarquables
dans une foule de choses qui sont, pour ainsi dire , hors d’ceuvre,
et sans liaison avec l’objet principal de son ouvrage; de sorte que
ce qui pouvait étre présenté dans quelques feuilles d'impression est
devenu un gros in-4.°. "

Je me propose, dans ce petit écrit, de remédier, le mieux que
je pourrai, & ces défauts de l'ouvrage d’Arbogast, en déduisant la
véritable théorie du calcul des dérivations du seul théoréme de
Taylor , sans l'emploi d’aucun principe nouveau ; de sorte que ce
calcul ne sera, & proprement parler , qu'une extension de ce
théoréme. '

Afin de rendre 'exposition de cette théorie plus rapide, et de
présenter de suite aux géoméetres toute la partie usuelle de ce caleul,
je me contenterai quelquefois de généraliser les résultats par des
conclusions d'induction ; sauf 3 démontrer ces conclusions dans un
article 4 part, Pour la méme raison , je réléguerai dans des remarques

toutes les observations , soit sur les notations , soit sur le fond méme
de la théorie.
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ARTICLE PREMIER.

Deéveloppement des fonctions selon les puissances ascen~
dantes de la variable.

1. On sait, par le théoréme de Taylor , que toute fonction d’un
binome «+& (& étant une variable qui reste indéterminée ), peut
étre développée en une série de cette forme

(1) fed-2)=a+4 g, 0-ta, 22} a, 22+ . .5
Ies coefliciens @, a@,, a,, a,,.... étant déterminés par les valeurs
goe prennent la fonction f«d-2) et ses coefficiens diliérentiels
df(ed-x)"  defladx)  d3f(atx)
dx ' godws 1.23dx3 20000
on y fait a==o.
Nous représenterons ces valeurs particulitres des coefliciens diffé-

lorsqu’aprés la différentiation

. X I
rentiels par Dfe, —Dfe , —— p3 .
P * 12 * 723D fa....; et nous appellerons , avec

Arbogast, les quantités Dfs, Df, , Dfw oo, dérivées , premicre , se-

conde , troisiéme ,..... de fa. Ainsi la dérivée D"fx, d’un ordre quel-
2 . . . .

conque 7z, w'est autre chose que ce que devient le cocficient differentiel

df(af-ac) | , fai
e ? orsquon y lait x==o,
Nous aurons donc
4 X f 3 > 3
a,—-TDaa—-—-Dd, pa=a,,
' :f 2
@, = Dila=—Da, D*a=1.24, ,

d’ot1 'on tire

@), __t

\

—
a,=

©*? & e-¢ s e o e 0 4 P 2 e o »

Dlia .

D*fa= ;

p SSCPTTRY I.2u072

réciproquement

3 —
p’=r.2.3a, ,

L -
Da=1.2...na, .

(3
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Les valeurs (2) étant substitudes dans I'équation ( 1) donnent

4 f(at-2) =fa}-Dfw ., 24 sz D*fu, 224 -!—!-—3 D¥fa 20

1 1
=a+4Da.x4 —Da.2*+ —r Dia. 2if ...
1.2 o2

Mais ici il faut cbserver que ce développement peut devenir im-—
possible ; ce qui arrive toutes les fois que fa et ses dérivées deviennent
infinies : ce cas a lieu pour la fonction Log.x, par exemple.

2. Remarque. La loi des Dérivations , ou de la formation des
dérivées successives, est évidemment la méme que ceile des diffé-
rentiations , a la seule exception prés que nous supprimons les
dénominateurs inutiles Da, Da*, D&? ,.....; ce qui revient & sup-
poser pa=1. En effet, on sait, et il est d'ailleurs évident que le
coeflicient différentiel d’un ordre quelconque de la fonction d’un
binéme «-f-z est le méme, soit qu'on la différencie en regardant
# comme variable et « comme constant, soit qu'on la diff¢rencie

en regardant « comme variable, et £ comme constant ; on a donc

anflodx)  drflad-x) . dn ((a-p-2) .
T g Ofh en faisant x=o0, dans — e on obtient

a'fe . s e e

- ==D"fu. 1l est donc démontré que la loi des dérivations est la

méme que celle des différentiations; et il s’ensuit ausssi que Zes
dérivées d’un ordre quelconque ne sont autre chose que les coef-

Siciens différenticls du méme ordre , pris relativement & la quantité
constante «, que lon feint éire variable.

Il se présente ici naturellement une objection que lon a faite,
dds Veriginc, contre la notation du calcul des dérivations : ¢’est que
les opérations dérivatives étant les mémes que celles du caleul diffé-
rentiel , il fallait les indiquer par les ménies notations. Je réponds
d’abord gu’absolument parlant la chose cut été possible; mais que,
pour Vordre et la précision , et d’aprés les rigles d’une saine lo-
gique , des opérations qui, bien qu'identiques pour la forme , dif+



DES DERIVATIONS. 65
ferent entidrement pour le fond, doivent étre représentées par des
signes différens. Je dis que ces opérations difierent entierement pour
le fond ; car les signes différentiels se rapportent aux variables et
3 leurs variabilité de grandeur , tandis que les signes dcrivatifs ne
se rapportent qu’aux seules constantes, et que les dérivées succes-
sives n’indiquent qu'une dépendance d’ordre et de succession dans
les termes d’un développement. Si Lagrange a été autorisé & introduire
une notation nouvelle, dans le calcul des variations, pour indiquer
une opdration entiérement identique avec la différentiation , et
qui se rapperte aux variables méme, sculement parce qu'elle ne
se rapporte pas & leur variabilit¢ de grandeur, mais 4 leur varia-
bilité de forme ; & plus forte raison sera-t-il permis , ou plutét
nécessaire , de représenter par une notation particuliere une opéra-
tion qui ne se rapporte pas méme aux variables , ni 4 aucune
espéce de variabilité.

Une autre raison, qui suffirait & elle seule pour justifier I'intre-
duction d’une notation partieuliére pour les dérivations, c’est qu’elles
peuavent se trouver , et se trouvent réellement souvent combinées avec les.
différentielles , dans une méme formule; il faut donc qu’on ne puisse pas
les confondre : ce qui arriverait infailliblement, si elles étaient repré-
sentées par-une méme notation, ‘

Quant & la suppression des dénominateurs Ds, De®, Dz’ ,...i0;
leur inutilité seule suffit pour la justifier. Si des personnes habituées
aux considérations d’infiniment petits tiennent & conserver ces dé—
nominateurs , dans le calcul différentiel , ol leur considération abrége
quelquefois les raisonnemens dans des questions de géométrie et
de mécanique, mais ot elle peut aussi égarer ; il n’y a pas la moindre
raison de les conserver dans l’analise pure , ni, & plus forte raison, dans
les dérivations ot toute idée d’infiniment petit serait plus que déplacée.

3. Réciproquement , tout polynéme de la forme a-}a,2-4-2,2*

~+-a,2°+4-.... (terminé ou nen ), peut étre représenté par a-+4Da .z

1

I
+-;~; Da.x*4 = Di@. a3y o, entre les coefficiens a, a,;
’ Ie2,
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Gy 5 ay yiiiei.s et les dérivées successives de @ ; on a les rela=
tions (3).

En effet, en supposant, ce qui est toujours permis ,
(5) atazta, a4 =1f(at2) ;
on a, d’aprés la définition des dérivées (n.° 1),

1 I

30
D3 e —
1.2.3 1.2.3

I I
o —_ — —_— —_——— — 3 -
a=fa, a,=Dfz=Da, a,= x.zDif”— — D'a, a;= D g,

d’od Yon tire les relations (3).

8i le polynéme est terminé , et n’a qu’un nombre n de termes,
a,_, sera le dernier des cocfliciens; et tous les suivans @, , a,,, »
@iy yeee-., ainsi que leurs valeurs correspondantes, en dérivées de @,
seront égaux a zéro.

4. Remarque. 1l est bon d’observer que ’équation (5) peut étre

satisfaite d’une infinité de manidres , et que « est entiérement indé-
terminé. En supposant «=o0, on a

) ¢

a=fo, a,=Dfo=Dpa, 2,=—D*fo=—D’g, a;=——D*fo=——0%,...;
1.2 1.2 1.2.3 1.2.3

ce qui donne encore les relations (3).
5. Proposons-nous maintenant de développer la fonction d’un poly-
néme quelconque , ordonné selon les puissances ascendantes de la
variable , en une série qui procéde selon les mémes puissances ; c’est-

a-dire, de déterminer les coefficiens du second membre de I’équation
suivante :

(6) ¢latazta,00+a, 25 4) = A4 A a4 A, 2 A, P

D’aprés le n.° 3, le polynéme sous le signe de la fonction peut
étre représenté par f(«+a); le premier membre de cette équation
peut donc é&tre mis sous la forme of «—4-z). Il suffit donc de substituer ,
dans l'équation (4), eof au lieu de f; ce qui donne

?(at-a. x40 034a;x 3. ) =0¢{a4-D.pfw.x 4 L D2 @fwx3f- I D3 a3 e
=@ 4~}D.0 6.2~ ; D@ a.x%} 3 D4Q a.x3fe
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en observant cependant que , dans ce cas, chacun des signes de
déiivation indique des opcrations ultérieures 4 exécuter , que nous
expliquerons dans la remarque suivante : c’est pourquoi nous avons
mis un point aprés chaque signe de dérivation, pour marquer celte
difference.

En comparant terme & terme l'équation (7).avec celle (6), on
en tire les valeurs suivantes:

(8) A=¢a, 4,=D.ga, 4,= D02, A; =302 .

et par conséquent

(9) pa=A , voa=A, , D*.9a=24, , Dpa=064,,....;
6. Remarque. Nous avons démontré, dansla remarque du n.° 2,
’ . " dnfe . d .
quon a, en général, D f“':EwT ; on a onc aussi
d(ole) d2(¢fu)y 3 d3(¢f¢)
D-¢f¢4= Py Dz-¢f‘6= “dnt ’ D o‘Pf“ d 3 3esese;
d(ea) . d2(¢a) s di(ga)
D.¢a=—_—, D°. =‘_—, . = 4 ecss0 0

2

da3
Or, d’aprds les régles ordinaires de la différentiation des fonctions
de fonctions , ou des fonctions de variables qui sont elles-mémes
fonctions de la variable principale, on a

d(efe)y  d(efe) dfs

Tde T dfx "de 7

d
oty A5 5E _ oot a= fo, &0t dfu ,
F de dfz * (dfa)z

@ +« @ & o o o o & & o o o 8 s e e 2 ® & 5 & * o a s © o @

ou, en mettant < au lieu de f«,
diea) __ d(pa) da
do ~ de "da’

d(@a) 4.
d*(ga) d d: a] d(oa) d’a di(tpa) ( )
der da dee ° daa’

.00’0-ln..l.‘..........o'.“(
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. . . . ’ .
Passant donc aux notations dérivatives, en supprimant les dénomis
nateurs , nous aurons

D .ofe=De¢fu.Doflu ,
D*.¢fa =Dofe.Dofx4D*¢fu.(Df2)* ,

e ® 8 & 5 6 o @ 0 & s & ¢ " s s e s s s 0 8 ¥ e s

et
D .¢a=D¢aDa ,

D'.pz=Dea.D*a--D*¢a.Da* ;

® @ & ¢+ & ¢ e 9 o 9 s ® g s s s s 8 s e @

Le développement de ces deux premitres dérivées suffit pour
expliquer la différence qui existe entre les dérivées sans point et
celles qui sont suivies d'un point : entre Dea, D*¢a , ... et D 02 , D*.0a ..
Les premitres sont les dérivées de ¢z , en supposant De=1, D*a=o0,
D’a=0,..., et les autres sont les dérivées de ¢z, en supposant que
a est fonction de «, que ses dérivées successives sont Da, D’z , D’a, w
et qu'elles ne sont pas toutes égales & zéro. En un mot, les dérivées
sans point, D@z, D*¢a, ..... sont les coefliciens du développement de
#(a+-z) et les dérivées suivies d’un point D.9a, D*.9a ,... sont les
coefliciens dua développement de ¢{a~+Da.z+4-:D*aux*+; Da.x’~+-...)

7. En exécutant, d’aprés la remarque précédente, les opérations
indiquées par les ddrivées suivies d'un point, on obtient pour les

six premiéres, en suivant les régles ordinaires de la différentiation,
lorsqu’aucune différentielle n’est constante :

D .¢pa=D¢aDa ,

Drpa=Dd¢a.Da-}-D>¢a.Da2 ,

D3.¢a=Dda.p3a-}-D*Ppa.3paDa4-D3da Da3

Dt pa=D¢a.Dia$ D2da[,DaD3e+4-3(D%a)*]+D}ga.6Da*D2a4-Diga.Dat |

DS¢a=D¢a.NSa~-D2¢a(5DaDsa-+10D2aD3a)-{-D3Pal10Da*D3a415Da(D2a)?]
~-D4¢a.10Da’D?a-}-D3daDa’ ,

p.0a
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D 6.0a=Dga-Dba~}-D>$a[6DaD5a-}1 5p2abic-10(D30)2]
-} p3ga[15pa*Déat-6oran2aDia415(D%a)3]
~}-péga [20D03D3a+45mz=(n’a)'*]+D5¢a.15Da4n’a+D5¢a.Da5 5
et ainsi de suite.

En substituant ces valeurs dans les équations (8), et remplagant
les dérivées de a par leurs valeurs (3), on obtient

4

A4 =9¢a ,
4,=Db ¢a=Dea.a, , ]
A,:{—D“.(pa:Dq&a.a,ﬂ-}D’(pd.d,’ R
A,=1v'.0a=Dea.c,~+iD*¢a.20,a,4;D%¢a2.a.® ,
(10) < A4 y=Lphea=Dea.a 4D ¢a(2a,0,4a,*)+;D%0a3a,2a , + ZDbpa.ak
A =7170%g0=Dpa.a A0 ga(2a,a 24, 4D’ ea(3a,2a ;430,a,%)
+—‘D‘¢d 4”: a,+:;D5¢a.a,5 »
A =205 01=Dea.ac+:D*¢a(2a,a f2a,a +a, ’)-l-—D3¢a(3a,’a4+2.3a,_ar+a3:)
+5p4g 4ala 2 ala, )+ ptda5ae e+ S nbea.a,
et ainsi de suite.

Nous voici donc parvenus au développement complet des sept
premiers termes déla série (6), qui est Uobjet fondamental du calcul

H

des dérivations , sans supposer autre chose que le théoréme de
Taylor , et les régles ordinaires de la différentiation. Fn examinant
de prés la composition successive de ces termes, on en concluf
aisément la régle pratique suivante , pour déduire immédiatement
un terme quelconque de celui qui le précéde.

REGLE FONDAMENTALE,

8. Pour déduire le développement de A,y., de celui 'de A,, les
Jettres étant disposées d’aprés leur ordre de succession
1.° On ne fera varier , dans chaque terme , que la dernidre

Tom. FI. 10
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lettre ou sa puissance , en suivant les régles ordinaires de,la\dzfﬁ?-
rentiation , et en metiant simplement a, pour Da, a; pdur Da,, 2,
pour Da, ,..., sans aulre coefficient que lunité ; ’

2.° Un fera varier de plus ( &aprés les mémes régles de la diffé-
rentiation ) Uavant-derniére leltre , sa puissance ou sa fonction,
si elle se trauve éire lu lettre qui , dans [ordre numérique des
indices , précéde immédiatement la derniére du terme; et comme
ba puissance de la derniére lettre augmente alors d'une unité, on
divisera par son exposant ainsi augmenié.

Pour faire une application de cette régle, et’ pour micux en
faire comprendre l'usage , nous allons déduire le développement de
Ag de celui de A, [ formules (10} 1.

Le premier terme Bes.a, donne , d’aprés la premidre partie de
la régle ,quiseuley est applicable, D2 a4 Lie second terme ';D“Pa(zald‘
~-24,a,) donne 1p%¢a(2a,0,~4a,a,40a,*), dont les deux premiers
termes sont dus a la premiere partie de la régle , et le dernier
3 la secondé partie. Le troisi¢me terme 1p*¢#(3a,%a,~+34,a,*) donne
:0*¢a(3a,*a ;+2.3a,a,0,+a,”), dont les deux premicrs termes d’apres
la premiére partie de la regle et le dernier d’aprés la seconde, Le
quatriéme terme ;D'¢a.4a,’a, donne ZD%0a(fa’a,t+*taa,?),
dont le premier terme J’ap‘rés la premiere partie de la régle et le suivant
d’apres la seconde. Enfin, le terme - D%%a.4,° donne ;0%*¢a.54,%a, ,
d’aprés la premigre partie de la régle et ;D%a.2,®, daprés la
seconde, En rassemblant tous ces différens termes, on obtient exac-
tement le développement de Ag, tel que nous l'avons donné
[ formules (10) ].

On voit, d’aprés cet exemple, que la régle est d’une exdcution
trés-facile, et quelle fournit immédiatement les termes successils
du développement, tout ordonnés et réduits 3 leur plus simple ex-
p«tession, sans qu’on ait, pour ainsi dire , d’autre peine que celle
de fes écrire. Il est vrai que , jusqu’a présent , cette régle n’est qu'une
conclusion d’induction ; mais nous nous proposons de la démontrer
dans un des articles suivans, Nous réservons pour le méme article
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la régle pour former immeédiatement un terme quelconque da dévew
loppement , indépendamment de ceux qui le précédent.

. Remarque 1. On a pu remarquer, en examinant la composition
es formules (10), que le signe de fonction, ainsi que les signes
de dérivation, n’affectent que la premiére lettre du polynéme dont
il ¢'agit:de développer la fonction. Arbogast appelle cetle premiere
lettre origine de deérivations ou premier terme de polyndme , et
toutes les suivantes quantiiés polynémiales. 1l résulte de cette obser-
vatien que la composition des termes successifs du développement,
en quantités polyndmiales, reste la méme ,quelle que soit la fonc-
tion & développer ; et que toute la différence , dans le dévelop-
pement des diverses sortes de fonctions, consiste dans les valeurs
des dérivées p¢a, D¢z, D'%a,..., qui n'affectent que la premitre

lettre du polynéme. Ainsi on a, pour (a4a,2-4-a,2°4....)"

Dpr=me™ ' | Dea=m{m—1)a""*, Dga=m(m—1)(m—2)a™3 , ;
(a+4axa 224 u0)

pour ¢
DPa=¢* , D¢a=c¢*, DPa==e*,....;

pour Cos.(a4a,2-+ta 2.
ppa=—Sina , Dea=—Cosa , Dea==Sing ,.w;

et ainsi de suite, pour d’autres formes de fonctions.

St le polyndme sous le signe de fonction était terminé , et com«
posé de n termes, on auUTAit 2, =0, @y =0, Gy, ==0,....; il
suffirait done alors de rejeter , dans les formules (10) , tous les
termes ou il entrerait, comme facteur, une des quantités polynd~
miales dont lindice serait supérieur 3 n—r1 ; et, dans l'application’
de la régle du n.° précédent , on s’arréterait , dans cha que coeflicient
au terme affecté de «4,_,.

10. Remarque 1I. L'inspection des termes successifs (10) du
développement de l’équation (6) fait aisément découvrir la loi re-
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marquable qui y régne. Elle consiste en ce que A, est composé de
n termes, formés des dérivées successives

Doa D2@a D3ga Doz
?

2
1 1.2 1.2.3

sess e

1.2.3..n
dont les coefficiens se composent de la maniére suivante : 1.° le

N Dr@a , ;
coefficient de ———— est composé de tous les produits de r letires
$.20D00T

qu’on peut former avec les quantités polynémiales 2., ¢, , ¢, ,. @y,
de mani¢re que la somme des indices de chaque produit soit 7 :
chaque lettre étant supposée écriie autant de fois qu’il y a d’unités
dans son exposant; 2.° les coefliciens numdriques de chaque pro-
duit indiquent le nombre de perinutations dont les lettres de ce
D3ga

produit sont susceptibles. Ainsi, le coefficient de dans A est

2,

composé des trois produits 32,4,0 ,~4-2.3a,0,0;,-}-a,a,a, , qui sont
les seuls qu'on peut former avec tro's lettres, de maniére que la
somme des indices dans chacun soit égale 3 6 : leurs cocfficiens
numériques indiquent , comme on voit, le nombre des permutations
dont les lettres qui les composent sont susceptibles. \

Ceite remarque , traduite en deux régles pratiques, 'une relative
3 la formation des groupes de lettres , et lautre relative & celle
des coefficiens numériques , daprés la théorie des combinaisons ,
constitue V' Analise combinatoire des géomeires allemands.

11. Si, au lieu de la fonction d’un polyndme olua,a+ta,2°-...)
on avait & développer la fonction ¢f{«~+2) d'une fonction de binéme,
il suffirait, dapees le n.° 5, de substituer, dans les equations (10),
ou dans les résultats obtenus parla régle du n.° 8, pour les quan-
tités polyndmiales ¢, a,, @, , a5 ,...., leurs valeurs (2).

Entin , si I'on avait & développer la fonction d'une fonction de
polynéme Jo(atax+a,2°+a a2’ ....), on aurait, dapres le

méme n° 5,

YP(ata,04-0 , 0340 33 ) =V ($3-4D-$a. x4 1 D2 a1 § D3.go &) 5
et
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et il suffirait de substituer, dans les équations (10), ou dans les
résultats obtenus par la régle du n.° 8, pour les quantités poly-
némiales @, @, ,a,, a,,... les dérivées correspondantes ¢a, D.%2 ,
;D’%a, ;0*9a,..., qui doivent étre elles-mémes développées selon les
régles du n.° 8,

Il serait méme aisé, dans ce eas , d’obtenir immédiatement le
développement de la fonction proposée; car, en mettant dans I'équa-
tion (7) 4 a la place de ¢, on obtiendrait

Yo(ata,x4-a s x34-a ; B3 )= Qa-D .Y @a. 204 1 D2 a2 ee 5
et au moyen d’'une légére extension donnée a la régle du n° 8,
on trouverait
D Y ¢a=DVpanda.a; ,
L p2.dgo=DVPa(Dpa.a,4 L D2da.a,*)4 1D ga(DPa)ar ,
1 pidga=D{da.(Rda.c ;- D2 Pa.2a,a;, 4iD3¢a.6,3)
+ £ D2 ga.[(DPa)?aa,05-42DPa. 5 D>gaa 34 D3 Jda.(DPa)d.a,d |

et ainsi de suite.

Le développement précédent €quivaut & celui d’une fonction triple

d’un binéme pf(a-+x). En effet, pour aveir le dévelappement.de
eette fonction triple , il suffit -de substituer, dans:les formules pré-
cédentes, POUFr @, @, , G, , &y yeeans, les waleurs (2), en fonction
de . .
Nous ne pousserons pas plus loin ces observations, sur le déve-
loppement des fonctions multiples ; ce que nous venons de dire
suffit pour faire apercevoir la possibilité de cette extension , au moyen
du calcul des dérivations.

12. Jusqu'd présent nous n’avons considéré que les fonctions d’un
seul polynéme, et nous avons complétement résolu le probléme de
leur développement.successif : il nons resterajt maintenant & resoudre
la méme question .pour les fonctions de plusieurs polynémes, ainsi
que pour celles des polynémes & double ou i triple entrée ; mais
les limites que nous avons d prescrire 3 cet écrit, ne nous per-

Tome VL 11
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mettent pas d’entrer dans ces détails :' nous nous contenterons d'a-
jouter encore le développement des produits de deux polynomes
et de deux fonctions de polynomes, parce que nous en aurons besoin,
pour la théorie du retour des suites.

Proposons-nous d’abord de développer le produit

(11) (e4az+a,x+a, 2 4.) X (0+-ba+b 22 +b 20 4-..)

en une série de la forme
A+A x4, 2 A 204

En effectuant la multiplication, par le procédé ordinaire, on obtient
4

A4 =ab
A=ab,4a,b ,
(1) A,=ab,~4a b, *a,l,

12

< A,=ab,4a,b,4a,b,+ab,

e © 8 o e s ¢ @ 4 ® s &6 ® & o a2 o & s o . s & o @

{ Av=abAta.b,  +a,bp. Ao, b Va0, b ta,

ou la loi est évidente.

D'aprés le n.® 3, le probléme peut se mettre sous la forme
(13) (a+4-De.x4 2p2a.x24 % Dia.xcd4. )X (b-4-Db.x4- 1 D24 § D3b.:5:3+...)
- =AA x4 g 234,
En substituant donc, dans les équations (12) , pour 2, , 2, , @5«
b, b,, b,;... leurs valeurs en dérivées de ¢ et de &, d'aprés le
n.® 3, on obtient

A =ab
A, =plab,==a.Db+Dab ,
4,=:p*ab) =a.:0b+Da.Db+:Db ,
(14)( 4;,=:0%(ab)=aiD’b+Da.;00+ ;D% Db+ D' d ,

AN=

Db pE—1p pr—1qg Da
D”(ab):d.l +0a .4 DoH+—b

Denlt ' EBe@1) | Lawd(nel) 1.2,

Lilveesld
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ol 2 et b (d’aprés les n°® 3 et 4) sont supposés étre respec—
tivement fonctions de deux quantités arbitraires « et g, dont les
dérivées sont De=1, D?*#==0,..., D=1, D’B=0,...
De la comparaison des formules (12) et (14) résulte la régle pratique
suivante :

REcLE,

Poyr déduire A, , de Ay [ formules (12)], 1.° ne faites varier
dans chaque terme, que b et ses deérivées , en écrivant b, pour
b, b, pour b, , b, pour Db, ,....; 2.° dans le dernier terme
seulement , qui contient la plus haute dérivée de a, faites varier
celte dérivée, en écrivant a,. . pour Da,.

13. Soit maintenant 4 développer le produit de deux fonctions
de polynémes
(15) o(e+4a,24a,2* a2 ...) <V (b4-b, 2+t 220 2 +-00)

A+A,z4A 2244 (254
D’aprés le n.° 5, cette équation peut étre mise sous la forme
(16)  (¢pa+D.¢a.24D* pa.24.0) (¥o4DNb 24D Vb2 0.)
= A+Dd.A2+4D" 4. 240 A2 +-...., ‘
qui, étant comparée i celle (13), fait voir qu’il suffit de remplacer,
dans celle-ci, @ par 92, b par ¥5 , et les signes de dérivation
sans points par des signes de dérivation avec points ; on aura donc,
d’'aprés le méme n.° 5, les équations analogues a celles (14) ; c'est~
a-dire ,
A=ealb ,
A=p.(¢a.4b)==¢a.D.\b4D.a Vb ,
A y==1D2.(p2 Yb)y==0a.; 0> VoD, ga D .b4-1D2.¢a. b
A ,_—33.(<pa Ybi==¢a.iD3.b-}-D.ga.LD2, \;zb+ D%.¢a.D. ¢b+-n3 ezl ,

8 4 0 o8 ¢t & 4 e pe s s e 0B s e s e o o o % o @ ¢ s 8 s s 0 b s

A= —— D", pa. «pb)’“w 5 p*! 4«5+..:.‘

1.2, 24, 1,272

+ _

LeGeee(B3=1)

b 4
LT § n -
D .¢a.n.4;&+-——-1‘2mnn ea¥b ;
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od chaque dérivée de ¢z et de ¥4 doit étre développée comme les
équations (10) ; c'est-d-dire, d’aprés la régle du n.® 8. Les formules
précédentes contiennent donc , au fond , tout ce qu'il faut pour la
solution compléte de la question ; mais, pour ne rien laisser a
désirer, nous allons en déduire les moyens d’executer immédiatemeut
le développement complet de ces formules.

14. En exécutant les dérivations indignées , au moyen de la régle 8,
effectuant les multiplications, et ordonnant le tout par rapport aux
exposans des dérivées, on obtient

A=oea¥b

A, =¢avVb.b,
~+-poatba,

A, =c¢av¥bb,4oaln*Vb.b*
“+DeaVb.a,+pea.DVb.a.b,

~+:ip*eaVb.a,*
Ay =¢avV), 4000 V5285, ~+¢a2.i0V0.0,°
4-DeeVb.a ,4voav¥b(a.b,4a,b,)+FDea.n*Vb.a,b,2
“+in*eaVb2a,a, - ~fip‘ea.pVb.a’h,

~+:n’eadb.a’
A,= ¢z~z.n¢5.[z4+¢a’.§nz¢5(25l6 y 0, ) teaini¥b.30 25,
- +oea Vb Avoantdlab tasb 4@, b))+ pea Vb (2a,b,b Y0 ,b.2)
~“ip*0atb(20,0 40, *) 000DV b (2,2 F24,0,6,)
~-:p*a.4b.3a,%a, 4
+oa. L0 b.b, ¢
~D¢a. iV b, b}
41000, 1D Vb2, b,
+p*eavha, b,
+Erteatbu,t
A;=0an¥b b 4oa 0 b(2b,b 20 123 )00 20°48(38,%5 4 35,5, %)
+pdatbicg -?-D¢a.n4«é(a 10 4 4a 27 3a 36 14 (b)) 4-DPa. i0 b (2078,5 g 4018 1420 , 8,5 , f-a 301)
+;Df¢a.¢b(2a‘a‘+za,a,)+{D=cpa.n¢b(a,’b,+2a.a,b,+2a,a,5,+a 220
‘ 230'oudb(3a,%a ,43a,2,%)

=-ea.
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~+ea.5p4b-40 %0, ~+ ou. oni 75
+0Pu0V0(3a,6,b -0 ,8,%)  A-1Pu it Vg R
+:0°04.:0*¥b (24 b, b 420,05, 42020 i0 Va1 b B
~30’0a o¥b(a b ,+3a,2a,6,) ~+2130a 162Vl a5,
+=D'aVb.4a la, ~Zteu DV A

-—i»-‘—“;u Qﬂ.'&,’/u a,® '

~1
“d

et ainsi de suite.

En examinant la compesition successive de ces coefliciens , on en
conclut la régle pratique suivante, pour déluire lnmédiatement un
coelficient quelconque de celui qui le precede. ‘

hicLE.

15. Pour déduire le développement de K, ., de celui de A : les
déricées des fonctions étant _a’z'.cpnsc'e;s cn colonnes , d'aprés Jes
dimensions de lcurs exposans , et les lelires daprés leur ordre de
.f;JC[essz'on ;

° On ne fera Vafll’l‘ daﬂs (/zzzque terme de c/?aque azion/w,

que lt;s  cvefficiens composés des jquam‘l/es polynomm/fs Bis By, 00

b,, b, v by, & aprés la régle du 7}." 8; en olzferuwzt pour

ccux qui conticnnent 4 la ,{0/5 des a t’l a’es b, dene fazre varier d apord
gue les b, et ensuzie /es a, mazs a’ans le a’ermer terme seu/cment

3

de, c/zayuf cogﬁnmt :
2.° On Jera varier de plus , mars a’zms la d'crmere colonne seu-

222

Icment la /onct:on ‘4/b dans tous les ielme.f ;- el > Comme Ia
£

‘2

i3
puissance de b, augmente alors d& une unu’e , on divisera par son

exposant ainsi _aqugmenté ; . ‘ e
3.° Enfin , on fera encore sarier , mars dans le dernier ferme
Ae la derniére colonne seylement , la fonction ga ; et , comme Tg
puissance de a, augmente alors d'une unité , on dixisera par som
erposant arnsi augmenlf'., ' P
Donnons des ummples de chacune des trois parties de cette rég e.
-3.° Le coefficient 'de :p*¢a.n¥s, dans A, , est @,°b, 24
dom. FI. 12
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Pour en déduire celui du méme terme dans A4 , je fais d’abord
varier les 4, ce qui donne a,’b,}24.a,56, ; faisant ensuite varier
les @ dans le dernier terme 2a,a,6, , on a, d’aprés la premiére partie
de la regle dune 8, 24,0,0, et d'aprés la seconde partie de cette
régle a,*/,. Rassemblant tous ces termes , 'on a le coefficient de
tp*ea.db dans A, ,

2.° En appliquant la seconde partie de la régle ci-dessus aux
cing termes de la dernitre colonne de A, , on obtient les cing
premiers termes de la derniére colonne de A ;

3.2 Enfin, en appliquant la troisitme partic de la régle ci-dessus
au dernier terme D‘Pa.¥b.a,% de la derniere colonne de 4, , on
obtient le dernier terme ;D*pa.¥b.a,® de la derniére colonne de 4.

Cette regle est encore d’une exécution trés-facile, et si expédi-
tive qu’on peut écrire de suite, et sans s'arréter , les termes suc-
cessifs du développement. Elle n’est, jusqu’a présent, de méme que
celle du n.° 8, qu’une conclusion d’induction ; mais nous la démon-
trerons complétement dans la suite , et nous donnercns aussi une
régle trés-simple , pour écrire immédiatement un terme quelconque
du développement , indépendamment de ceux qui le précedent,

16. Remarque I. En examinant la composition des termes suc—
cessifs (18) du développement de I'équation (15), on découvre la
loi remarquable suivante qui y régne. Le terme général A4, est
composé de n colonnes , ordonnées selon les dimensions des expo-
sans des dérivées de 92 et Y5, de manidre que la m™° colonne
contient les m~-1 termes

b Jui 2] Do nm~1lh pm—10g
. a. oe
0 L2 (m=1) ’

Dm
: ¥, =
L2400 (m,'l) '-Q-O-lm

RX

Chacun de ces termes a pour coefficient une fonction des quantités
polynomiales a,, a5, @; ,ue,) bey by, by, .. dont voici la fore

. Doga DS,
Tnation : en supposant 7--s=m, le coeflicient du terme T est

composé de tous les produits de.m lettres, dont un nombre r.des




DES DERIVATIONS. "9
quantités polynémiales en a et un nombre & des quantités polyno-
miales en &, de maniére que la somme de tous les indices de
chaque produit soit égale & #. Quant aux coefliciens numériques
de chaque produit, on les obtient en multipliant I'un par l'autre
le nombre qui indique celui des permutations qu'on peut faire,
entre les Yuantités polynémiales en @, et le nombre qui indique
celui des permutions qu’on peut faire entre les quantités polyné-
miales en 4.

Ainsi, le coeflicient de :D*¢a.;D3¥5, dans 4, est

3a,°0.%,*+3a,*0,*b ;4+-6a,0,8,°b ;20,003 4a,h} | c'est-é—dirg .
30;01615,b,+3a;a,b,b;b,+z.30,a;blblb,+2a,a,b;b;b;-{-a,a,b,b&; »

qui contient en effet tous les produits possibles de -deux quantités
polynémiales en @ et de trois en 5, de maniére que [a somme des
indices soit égale & 7 ; et qui a des coefficiens numériques qui
suivent la loi que nous venons d’indiquer.

On pourrait donc, au moyen de cette loi, qui est d'ailleurs la
méme pour une fonction quelconque de deux polynémes indépen-
dans , former immédiatement un terme quelconque du développe<
ment , par la théorie des comhmaxsons, ce qui donnerait une ex+
tension considérable & l’analise combinatoire de Hindenburg ; mais
le moyen que nous donnerons par la suite sera  la fois plus simple ,
plus direct et plus analitique,

On remarquera sans doute que la sxmphcxté de I'énoned de cette
loi , ainsi que de celle du n.° 10, n'est due qu’au choix que
nous avons fait d'indices numémques » pour représenter les quan-
tités polynémxales . elle n ’aurait pu s’énoncer que trés-dlfﬁcxlement R
avec les lettres dans Pordre alphabetxque ) employées par Arbogast
et Hmdenburg Ces lettres 3 mdnces ant encore 1’avantage d’indiquer ,

‘de la manieré la plus caracténanue » leurs. relatxons avec les dérivées

du Brequr terme du polyndme, puisquon a généralement a,= :’:; o
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tant il est vrai que souvent le plus léger changement dans les no—
talions peut avoir 'infinence la plus heuveuse sur les méthaoles,

17. Remargue Il. La theorie que nous venons dexposer, con-
tient tout ce qui est nécessa re pour le développement complet des
fonctions d’un polynome , et méme , a la rigueur, pour celui d'une
fo:ision quelconque de deux polyndmes indépendans; cgr il sufli-
rait, pour le développement de ¢{ata ata 2., b6, a+1 a2 F0),
de remplacer , dans les formules (18), les produits tels que
DrPa ’4b

.27 I1.2...5

par les dérivées particlles du méme ordre de ¢'a, ).

Mais , nous allons encore envisager celte thécrie sous un autre
point de vue, qui nous facilitera singulicrement Pexposition de celle
du retour des fonctions et des sérics, a laquelle nous nous propo-
sons de consacrer larticle 1l

18. On a, par le n.° 1,

(19) ola-ty)=0a+DPa.y4+iD*da.y* 10 ¢a.y 4. .
5i l'on suppose ’
(20)  y=ax+a,24a, 2t =z, Va,2+a, 2,

o4 '1és “¢oefliciens @, , w,, a; ,... représentent des quantités quél-
‘ténqués et 'in'dépendantes ,vet qu'on substitue cette valeur de y dans.
Féquation' (£9) , 'sén premier ' membre se “transformera en celui de
Véquation’ (7);-on aura-dync

(21) oa+y =0(ata.xVa,2*4a,2°...)
=0a+Dipa.x+10 pr.x* 20 Pu.ai ...

Cés deux 'tfévﬂﬁppomﬂﬂs ne - different Tun de T'autre qu’en ce que,

‘dans tes'dérivées du premier , on suppose ba=1, p’a=o0, D’a=o,..,,

‘et ‘dans’ celle “du: second , Da=a, , D’a=z2a, , Du=6a,,.. La

gaaniere ‘de déduire les "dérivées suivies d’un point. de celles sans.

*point ~a ¢té "exposée aux n°° 7 et 8.

. - Léquasion (2} ): Jonrnit.danc. de: moyen de ; résoudre eette ques-
ton
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tion : y étant une fonction donnée de #, ou un polynéme en z ;
développer , selon les puissances de x , une fonction quelconque
¢la~+y) ? En effet , daprés le n.° 3, I'équation (20) peut étre
mise sous la forme

(23) y=af(atz) ,
et I'on a
(23) a,=fe , a,=nfe , a;=Ds , a,=2Du ,inu;
c’est-a-dire , que @, doit étre considéré comme un premier terme

de polynéme.
En substituant ces valeurs dans I’équation (21), on obtient

(24) Pat-2f(et2)} = $(a4-fo.x~Df 2> 41D funzd 4-...)
=¢a-D.¢a.x~+D*Pa.2* 4D a2t ;

ot , dans le développement du dernier membre, qu’on exécute
d’aprés la régle du n.° 8, il faut substituer, pour 4,,4,,a,,..

leurs valeurs (23).
1g. Si, dans la question du n.° précédent, la valeur de y était

donnéde par I'équation suivante :
(25) y=a¥(ata)
qui, d’aprésle n.° 5, devient
(26)  y=a{HudD Huab 10 i 20 Haz i)
il faudrait faire , dans Ie développement du dernier membre de
I'équation (24),
(27) a,=¥u , a,=DYlu, a,=D*Ha, a,=iD*Ha,..;
mais , conformément aux principes des n.°% 5 et 6, ces derniéres

dérivées doivent &tre suivies- d’'un point, et développées d'aprés Ie
n° 7. ‘

20. Si I'on avait 4 développer , selon les puissances de z ; Ia
fonction ¢(a-+z), z étant donné par Iéquation

Tom. V1. 13
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(=8) z=ave}4y)

et y par V'équation (22) ; on aurait

(29)  #latz)=0latat ity =0 atats-tat(eta)]
::CP\0+$'4’(‘B+{“.$+Dfu.x2+fD’fu..z3+....)}
= @a+pLa.x4100a.2*+iD 004 ..

mais ici, dans le développement dcs dérivées du dernier membre , -
il faudrait remplacer @, , @, , @, ... par ¥g¢, D.de, ID%¥s, ...,
en observant de mettre , dans le développeruent de ces derniéres
dérivées , [« 4 la place de Dg, Dfs 4 la place de :p%s, ;D= ala
place de iD%s ; et ainsi de suite.

On pourrait aisément pousser plus loin ces substitutions. de fonc-
tions dans les fonctions, ou de séries dans les séries; et 'on voit
que le principe dc leur développement par les dérivations est simple

et uniforme : il ne reste que la complication des rdsultats , qui est
inhérente 2 la chose méme.

ArTIiCLE IL

Développement des fonctions selon les puissances dune

Jonction quelconque de la yariable , ou retour des
Jonctions et des series.

21. Depuis le n.° 18 de Varticle précédent , nous nous sommes

occupés de la question suivante : le développemem d’une fonction

quelconque, selon les puissances d’une fonction donnée de la va-
riable princ’xpéle, étant supposé connu ; en déduire le développement
selon les puissances de la variable principale ? Dans cet article,
nous allons résoudre la question inverse , savoir : le-développement
d’'une fonction quelconque , selon les puissances de la variable prin-
cipale , étant donné , ainsi qne la relation entre celte variable et
une autre fonction ; en déduire le développement selon les puis-



DES DERIVATIONS, 83
sances de cette derniére fonction? Cette question contient le pro-
bléme général du retour des fonctions et des sdries.

22. Proposons-nous de transformer le polynéme

(30) - A4-AatA, A P

procédant selon les puissances de la variable principale #, en un
polynéme

(31) B+-B.y+B,y*+B,y 4.

procédant selon les puissances de y , dont la valeur est supposée
donnée par I’équation (20)

y=z(a, 4o ,:rv-i-a., 2 .) -

En comparant le polynéme (30) avec l'équation (21), et le po-
lynéme (31) avec I'équation (19), on oblient '

(32) A=¢a, A,=D%a, A;=:D"9a, A;=D'0a ,..;.
(33) B=¢a, B,=p¢a, B,=:0*%a, B,=:ip*%a,....

Ici, ce sont les dérivées suivies d’un point qui sont donnédes immé-
diatement ; et la question se réduit & en déduire celles sans points.
On pourrait la résoudre en tirant les valeurs de ces dernieres des
équations (10), par des éliminations successives ; mais, outre que
ce moyen serait trc;p long, il est peu propre & faire découvrir la
loi qui y régne: il est bien plus simple de les former immédiate-
ment de la maniére suivante,

On a, daprés les n.°® 6 et 7, D.Pz=Dda.a; , et par conséquent
Dea=a,”'D.fz ; donc, en répétant l'opération indiquée par cette
dquation , on obtient

D ga=a," .02 ,

p*pa=p(ppa)=a," 'D.(a,"'D.ea) , .

p’ba=p(8*¢z)=a,"'v.[d,""p.(a;"'D.a)] ;

(34)

-,

® + 8 o @ 2 e s s 4 s e s s o @ & P e o s o s 9o
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mais ici il faut observer que la maniére dont nous sommes parvenus
a ces relations suppose que &, est un second terme de polynoéme ;
c’est-a-dire que, d’aprés le n.° 1, on a

— —tn2 =pd3a &= ny .
a,=pa , a,=:ma, a;,=, y oo Q== "2

1.2.0
et par conséquent

pa,=np'a=z2a,, p'a,=p’a=6a,,... D" ‘g, =d"a=1.2..0.0,;
ainsi, dans le développement des seconds membres des équations (34) ,
il faudra substituer pour les dérivées de @, leurs valeurs précédentes.
Mais si, conformément au n.° 18, on veut considérer 2, comme

premier terme de polynéme, on a

— § .
p" g, :

a,=pva, , a,=a, , a,=i0°a, ,u.a,= —

en substituant ces valeurs dans les développemens des équations (34),
ce qui revient 3 y écrire 2pa, pour pa, , 3p*a, pour D¢, , 40’2,
pour p%a, ,..., #d""'a, pour p*~'g;, on pourra mettre ces équa-
tions sous la forme suivante : _

[ Dea=a,"'p.0a ,
p*¢a=n.(a," *n.0a) ,
(35) { p*ea=n*.(a,"3D.0a) ,

o 8 s g 4 & 6 ¢ o e &

D ¢a=0p"""'.(a,”"p.¢a) .

\

En substituant ces valeurs dans les équations (33), et remplagant
¢a par 4, ou obtient enfin
[

B=A4,

B,=a,"'p. 4,

B,=:p.(a,"*n.4) ,
(36)\ B, =1"(0,"30.4) ,

Y

L e I A I Y e

I
B =- " (2,7 "0.4);

l--'s‘:uun
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olt, d’aprés I'observation du n.° 18, et d'aprés I'observation pre-
eddente , @, doit étre considéré comme un premier terme de polyn-me,

23. Si Don fait attention que I'équation (20) peut étre mise sous
la forme (22), et que le polynéme (30), d’aprés le n.® 3, peut
feprésent=r une fonction quelcongue ¢’d-r); le probiéme du n.°
précédent fournit Ja solution de la question suivante : ctant dounde
la rtelation y=uxf(a4x), développer la fonction quelconque ¢ i+a)
suivant les puissances de . .

Drapres cela, si I'on substitue , dans le polyréme (31), les va-
leurs (36) , et dans celle-ci pour A et @, leurs valeurs ¢ et fa,
on aura

37) o042 =B4+FB y+B, v+, y--...
=¢b+(fu)" p.¢5 yor-to [>T ’D.¢5}y’+§r)‘.{(fu)“31).@5}]-3-[-...
ou l'on peut supprimer, si {cun veut , les points qui suivent les
signes de derivation qui affectent ¢d; car, dans le bindéme o4z,

on a pb=1; et par conséquent p.eb=peb.
On aurait de méme, dans la méme hypothése,

(38) o(b+-b.x+b,2* b, 4. )=B~+B . y+B,y’+B v’}
= ¢b—~(fa)" ' p.0by+-104 (fu)" *0.08}y 4502 {([)~ I D.0b}y ...
mais ici les points, aprés tous les signes de dérivation, sont in~
dispensables , car on a pb=b, , pb=20, , ’b=64,,..., et par

conséquent D.pF=D0b.b, ,.....
On aurait encore , de la méme manitre, et pour la méme va-

leur de y ,
(B9 VOG+x)=V bt (fs) " 'Di L 4.y +1{(fe)~ 2 DA}y -5 (fw) - ID.A PBLy e
ol les points, aprés les signes de dérivation sont encore nécessaires :
parce qu’om a D.39b=Dpy0b.D0b.

24. Si, dans la question du n.° précédent, la valeur de y était
donnée par Péquation (25)

y=aVf(ad-2),
Tome V1. 14
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1] faudrait substituer, dans les équations (36), pour @, sa valeur
¥fe, conformément au n.° 19 ; ce qui donnerait,, d’aprés Iobservation
faite sur I’équation (37) ‘

(40) Pb4-a)=pb4-(Ifx) ~ D Pb.yf-iD.{(Ffa)~ Db Ly 24302 () = 3 DEDYyIf-us

Dans le cas particulier ou ¢ représente la puissance ——1 , I'équa=
tion (25) devient -

(41)

et alors I'équation (40) se change en

- x
Y= kot

(42)  ¢4x)=0b4-fa.Dgb.y+4+D.{ ([4)2Dpb} y2-t-5D2.{([4) DI} y3d-ssan
On aurait de méme, pour la valeur de y (25),
43) F¢(b+x)=F4>b+(¢fu)“"D.F@&.y—H—D.{(x]«fu)-ZD.Fcpb}y’-}-éDz-{(‘l’fu)"3D.F<P,b}73+»

ou la méme observation n’a lieu qu’aprés I'équation (39).
25. Proposons-nous enfin de r.soudre la q: estion suivante: étant
données les relations

(44) y=af(eta) , z=a(ty) ,
développer la fonction ¢(s~+2) selon les puissances de z, sans
ni y.

En comparant les solutiens des n.°% préeédens avec la question
du n.° 20, dont celle-ci est I'inverse, on obtient immédiatement
45)  POHx)=b4(¥8)~1.DPh. 241D {(H ) **DPbz> 102 (Y8) = 3. Db}z It-...;

en observant seulement de mettre , dans le développement des dé-
rivées de 48 , fe pour pg, ofe pour In*s, ip*fx pour ip’s, et
ainsi de suite,

En se conformant 3 cette observation, on aurait de méme

(46) Fota)=Fob4(42)~D.Feb.c4iD.{($8)-2D.F9b)z>4502{(46)~ 3D.Fgble 34



DES DERIVATIONS. 87

26. Bemarque. La question traitée au n.° précédent est une es-
pece de retour double : on pourrait en former de pareilles sur des
retours iriples, quadruples , etc.: le principe de leurs solutions se
déduit aisément de celle du n.° précédent; et leur développement
par les dérivations s’exécuterait aussi facilement que leur complication
naturelle peut le permettre.

27. Depuis le commencement de cct article, nous n'avons fait
qu’établir les formules générales du retour des fonctions et des
séries ; occupons-nous maintenant de leur développement complet
et effectif. Reprenons , & cet effet, les problémes du n.° 23 , et
proposons-nous de développer complétement les coefficiens successifs
B, B, B,, B,,.. de I’équation (38).

Comme nous avors vu, aux n.°% 18 et 22, que &, devait étre
considéré comme un premier terme de pelynéme, dans I'équation
(20) ou (22), et que d’ailleurs les quantités a,, 2, , @, ,.. peu-
vent étre quelconques 3 nous les remplacerons par ¢, ¢,,¢, ,€; 5ney
afin de conserver la rdgularité dans les développemens ; ainsi, 1'é~

quation (20) ou (22) deviendra
(47) y =af(ed-2)=2(c4c,204-c , 220y 2 +..)

Au moyen de cette observation , le probléme en question se réduit
4 développer les termes B, B,, B, , B, ,... des équations (36),
en y substituant ¢ a la place de #,, et de ¢ 2 la place de A4 ;

ce qui donne
(48) 1B,=c~"p.0b, 2B,=p.(cT*0.¢8), 3B,=2p(c"?p.¢b)....

In comparant ces termes avec la formule (17), on voit aisément
que leur développement doit s’exécuter par la méme régle, en
observant cependant qu’ici la fonction ¢z est remplacée par une
puissance négative de ¢, dont 'exposant est égal a I'indice du terme;
et que la fonction 45 est remplacée par p.eh. Avec cette attention,
on aura, en suivant la régle du n.° 15, les développemens sui-

vans , analogues 3 ceux (18)
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P=¢b ,

IB\-‘:C- ‘.D@b.z’, N
2B, =c"*nob.b 4" t pnod.b,*
+D(C"').D¢b.€xb,

D0gb.b,3
b3
2

3B,=c"3.ebb+c?. poebi2b b e 3.
—+p(c™?)0eb{c.d ETVI AR = kDS LT N

+ E:Ef"“‘) D¢b.0 x’é i

4B, m=c" 4. p8h. b Ao 40000 (2b b0, T3k,
+D{c"‘).n¢b(c‘77,+c b +(‘ botpieT*).0ng(2¢, bo4c. b,
e szb(c *h42c.,0,)

D3D¢b

bé

e,

D2 mpb
+D/C- ‘) 1513

DY)

DD<p5 ch,?

+

D3(c"4)

FIRGE SRS
SB, = obd e ovtb(3bb A2b b e s T (38,8,438.5.7)
+D;C's).D;P&(C,‘5;“E;C,6 tc.b, e, b \+D(o")-ﬁncpb.(zclblh-l-a,b;-{—zc,b.&,-}-c,&f)

+3-(-r—>n4>b(c,5 +2rc by42c.0,0,4¢.%8,)

[REENS ¥
m mpb

+—c"’ .M .46135’ +c"" __T 5‘5
3, 24
b
+o(c™9), ¥ ’W’ (3¢, EEYNE 210 ? (bt
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D2(c” ’) D2Dob

+m{c Dn%(zcﬁﬁ bat2c,0,8,7)+ A
+I')"(c S)- v$5c.*b,43c,%¢ ,b,) +2-£c‘—-s) p0®b.c, %02
- e ).DM.C, o/

et ainsi de suite.
Si l'on effectue les dérivations des puissances négatives de ¢

qui ne sont qu’indiquées, ainsi que celles de p%5 , et qu’on ordormne
selon les dérivées de ¢5, on obtient

r B=¢5
1B, =00b.c"*.b,

245
2B, =0%b|c" b, 42 1%— AN R

—2¢"3%.b.c,
5B3=D4’5 C-;.é; +2——— -3 ob 5 +3___ c-yb E3
L —3c"4(bic24-b,¢,) —3c"4.b,%,

e $.b.c.

P
4B ;=npel c405, :'["2])‘;@5-‘(2515;'}'5:2)
—4e™ {0 f2bb,c,)

5
.+. é__ c-'-d.élzc!a-
2

—4c75 (e Fb,0, 40 ,0.)
-+ 4—5 ¢"°(2b.cic b ,c,%)

(50) { _,4_5_;6., o
20

+3=¢ c—-4.35.=b,+4”—i"—b P

—4c—5.b%,

Tome VI z5
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20h
5B, =peble™ 5.0, 225 e (20,0 Hobaby)
_..5(,“6(5x0‘+526,+l);c=+5‘r.1) —-56"6(&1"'6;-!-251510{{-2515,C;+5,’1«';x>
5.6
+~z—c*7 (2bicic,tbic, 2b o0t tD 00) +§;€”7 (2bcie 42b0,07)
5.6.
RN .
56.7.8 _ ‘ )
+2.,O,.+ c%50,c,
‘ob
B2 |5 350, 4300, 4]0 A5 D s
—5¢=(b2cy+3b,2b,c.) —5¢%.b, by
56 ., .
-+ ¢ 703,

et ainsi de suite.

I’cxamen de la composition successive des termes fournit encore
une régle pratique , pour déduire un terme quelconque de celui
qm le précéde.

REcLE.

28. Pour déduire le développement de (0-41B,,, de celui de
0B, , celui-ci étant ordonné en colonnes , par rapport auz dérivées
successives de ¢b , les termes de chaque colonne , par rappori auz
puissances de c, et les quantités polynémiales d’aprés leur ordre
de succession

1.° On divisera tous les termes de nB, par n, on multiplicra
chacun par lexposant de c dans ce terme ( absiraction faite du
signe ), et lon augmentera cet exposant d'une unité ( aussi abs-
traction faite de son signe);

2. On ne fera varier , dans chaque terme de chagque colonne,
que les coefficiens composés des quantités polynémialesb,, b, , by, ...,
Ciy Cay €y yuu, daprés la régle du n 8; en observant , pour
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ceux qui contiennent & la fois desb et desc, dene faire varier dabord
gue les c , et ensuite les b, mais dans le dernier terme seulement
de chaque coefficient.

3.° On fera varier de plus , mais dans le dernier terme
sculement de chaque colonne , la puissance de ¢ ; et , comme la
puissance de c, augmente alors d'une unité, on divisera par son
exposant ainsi augmenté

4.° Enfin , on fera varier ¢b, dans le tout dernier terme seu-
Dnr+1gh Db

pour n

1.2. (n~4-1) 1.2 i 2

la pnissance de b, d'une unité.

Cette régle est analogue 4 celle du n.® 15 : dans l'exéeution
on n’a pas besoin de faire d’avance la -préparation de la premiére
partie ; elle peut se faire & mesure qu’on opére sur chaque terme.

29. Au moyen de la régle précédente, on peut écrire de suite
les termes successifs du développement de l'équation (38) tout
ordonnds et réduits a leur plus simple expression. Si T'on suppose
b,=1, b,=0, b;=0,..., on aura le cas de I'équation (37); et
il n’en résulte d’autre changement a la régle précédente qu’une
simplification dans la seconde partie , parce qu'il n'y a plus que
des quantités polyndmiales d’une seule espéce; ainsi, les formules
(50) deviendront , pour ce cas ( en remplagant les colonnes par

des parenthéses ),
.B=¢b ’
1B,=0%b.c"" ,

, et augmenlant

lement , en mettant (n41)

" .B ,=0Pb(—2c"%.c )—I—z-—-——c“" )
- - . b
3B3=D¢5<°—'3{) ‘.c,-{—:—c" )-l—-z!-)—{p-(—b?c .c’,)-{-3D ‘Pb ey,

5
4B ;=»>9! (-4c5.c;+é—c"°.2cxc,—él§;6(;-7 )+2—( 40"’.5,-}-——0"5 ’)

A3 LE (—iems 4. 22 ey
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, - 5.6 5.6. 8
S‘B!=D¢‘ [‘UC- ‘.04'}“""‘ &7 (26103"“5:’)"—‘76' s .3 A -—‘Z— '9.€xb]

+2——-—( c~S.c -l--——c .2c c,-iﬁ—c““ >+3D ¢b( 50'°-€z+‘:6”-6;’)

D@b D4>b

(—-56“ )5 ——.c%,

et ainsi de suite.
Pour le développement de I'équation (39); comme on a , d’aprés

le n* 5,
YoB4x)="4 (9o Db x4-5D20b.x2+5030b 23 40n)

la régle reste la méme ; mais , au lieu de 02, il faut écrire Vob,
peb au lieu de &, , ip’¢d au lieu de b, , :0°¢b au lieude &, , ct
ainsi de suite.

Pour le cas de I'équation (40), comme ¥fu=+c , il faudrait,
en conservant la méme régle, mettre partout ¢ a la place de ¢,
e 4 la place de ¢, 2p%¥c & la place dec,, ¢p’.dc 2 la place
de ¢;,...; en observant que ces dérivées doivent étre elles-mémes
développées selon la régle du n.° 8; que p.¥e=op¥c.c,=p¥funfe,..,
et que , dans ces derniers développemens , il faut substituer f« pour
¢, ofxz pour ¢,, iD*f= pour ¢,, ip*fa pour ¢,

Pour le cas de I'équation (43), il faudrait tenir compte , 3 la
fois , des deux observations précédentes, et écrire Feb pour o2,
peb pour &, , .., et ¥¢c pour ¢, p¥c pour ¢ ..

Mais, pour I'équation (42), la régle du n.° préeédent s’emploie
sans la moindre restriction , parce que cette équation ne différe de
celle (37) que par le signe des exposans de ¢ ou f«, dont cette
régle est indépendante.

Pour le développement de Déquation (45), il faudrait remplacer
£, €5 €4,y par Y&, DYPy %6 .., en observant que pg=c,
p’s=c¢,, B=c, ;e

Enfin,
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Enfin, pour le développement de l'équation (46) , il faudrait
tenir compte de l'observation précédente , et de plus mettre Fob
pour ¢b, peb pour b, , In*eb pour b, ..

Au moyen de ces observations, l'application de la rigle du n.°
précédent est géndrale.

3o0. Remarque. En effectuant les dérivations de Db , indiqudes
dans les équations (49), on obtient D¢l , }—)?é, 1_)%1)2 , cess. i TIOUS
avons préféré, dans les équations (50) et (51), d’écrire,  la place
de ces résultats, 2 ]%M , 3 liagé , 41%2—6, wese PATCE qUE Db, ;0°¢5,
10%0h, Zp4db ..., sontles coefficiens du développement de ¢0+2) ,
et que, par ce moyen, les coefficiens numeériques sont mis en évidence :
ainsi , pour le probléme du n,° 22, on a p®l=4A,, p°?b=24,

3 i
=34, , TR =44,

Nous avons déji remarqué au n.° 27 que, d’aprés les n.°® 18
et 22, a, devait étre considéré comme premier terme de polynéme,
et par conséquent comme indépendant de a; c’est pourpuoi , dés
le n.° 23, neus avons remplacé partout cette lettre par &, sous
les signes de fonction , afin de ne pas induire en erreur, par une
prétendue dépendance qui n’existait plus. Cette observation deviendra
encore plus claire par la théorie de larticle suivant.

C’est pour la méme faison, et pour conserver la régularité de
la loi des développemens, que nous avons remplacé, au n.° 27,
le polynéme a,4-a,2+4a,2*~4.... par celui c4dc,a4r, 27.... Si,
au n° 18, nous avons préféré la premiére de ces “.ux formes,
cc n’élait que pour mieux faire apercevoir lidentité des dévelop-
pemens de ¢la=a,x-a,x*+....) et de olatz(a,+a,z+..)}, et
pour rendre plus palpable la dépendance mutuelle des coefliciens
des développemens de ¢(a-4y) ct de ¢(a+a,24a,2°...) ; dépen-
dance qui nous a tant simplifié Pexposition de la théorie du reteur
des suites. On aura remarqué sans doute que la loi de cette dé-

Tom. VI, n.°IV, 1.5 octobre 1815. 16
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pendance est la méme que celle du changement de la variable
principale , dans la différentiation d’'une fonction de deux variables.

ArTticLE IIL

Démonstration des régles de développement , et régles
pour écrire immédiatement un terine quelcongue des
developpemens , tant direct que de retour.

31. Les régles des n.°® 8, 15 et 28 ne sont que des conclusions
d'induction , tirées de I'examen de la formation successive des termes
d’un développement ; et , sous ce rapport , elles peuvent laisser
~quelque doute sur lexactitude des résultats qu’elles fournissent. Il
est denc nécessaire de démontrer ces régles , afin que le calcul des
dérivations soit non seulement un instrument commode et expédiuf,
mais encore slir et rigourcux,

Ces mémes régles n’offrent que le moyen de former successivement
les termes du développement, en déduisant chacun de celui qui le
précéde ; de sorte que, pour avoir, par exemple , le vingtitme terme
du développement, il faut calculer auparavant les dix-neuf qui sont
2 sa gauche. Mais souvent on n’a besoin que d’un terme assez
éloigné de Vorigine du développement pour que le calcul préalable
de tous ceux qui le précédent exige une perte de temps aussi
considérable qu’inutile & Pobjet qu'on a en vue. Il est donc essen-
tiel d’avoir le moyen de former immédiatement un terme quelconquc ,
indépendamment de tous ceux qui seraient avant lui.

Tels sont w5 deux objets que nous nous proposons de remplir
dans cet article.

32. Si, dans le polynéme a=-a.2+-a,2°a;2’+.... , on suppose
a,=o, a,=o0 ,.., l'équation (7) deviendra

(52) o(a4-a,2)= pa+tD.¢a.x+:0* ¢a.2* 410} ea.z’H-...;

mais , par la supposition que nous venons de faire, on a [ équa-
. ) 3, - . \
tions (3) ], pa=a,, D¢==0, D'@=0 ,..; ce qui donne, d'aprés
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les n.°® 6 et 7, D.p@a=Dea.a,, D*.ea=D*¢a.a,* ,D’.0a=D%00.0,%,...
En substituant ces valeurs dans I'équation (25), on obtient

(53) ola~+a,x)=¢a-+Doa.a,x-+1D*0a.a,* 2+ D*¢a.a w0

résultat identique avec celui qu'on aurait obtenu en mettant ¢,z 2
la place de x dans le théoréme de Taylor.

Supposons maintenant que &, devienne a,4az,x : les puis-
sances de a, se changeront en puissances de @42,z qui,
étant elles — mémes des fonctions de binéme , peuvent étre dé-
veloppées comme les équations (52) et (53) ; mais , dans
ce cas , ces formules se termineront , parce que Dg,=gq, ,

Dn.a,

n
D*2,=0, ... donnent, en général, — =(pa,)"=a,", et D"+ g "=,

Substituant donc , avec cette attention, @,4-@,2 pour ¢, , dans 1’é-
quation (53), on obtient
ojatx(a,4e 1 X)}=¢a+4Dga(a4-Da; x)x-;D>¢a(a:2-D.a,2.x41D% a2 x2) 52
~+iD3¢a(a34D.a:3 x-1D2,0,3 23030 5 3) 3.,
En effectuant les dérivations indiquées, d’aprés les régles ordinaires
de la différentiation , et remplagant Dz, par a,, cette équation
devient
¢{a+x(a a2 i=0a-}-Dpa(a 42, x)x+§ﬁ2¢a (@208 0402, x2)x2
iD3ga(a,d4-3a.2a , x4-30.0 5 2%5 -0 , 33
En ordonnant cette équation par rapport aux puissances de =z ,
en obtient
(54) $lad-ox+a 22 )=¢a-}Dga.a, x4 (DPa.c ,}-1D2pa.a,*) x>
4(ED2¢a.2a:a ,5D3¢a.a 3) a4 (3D*@a.a , *H-3DPa.3a:2a ;-5 D4a.a ) b,
Si l'on suppose ensuite que &, devienne a,4a,x, l'e'quation
précédente deviendra, d’aprés les mémes principes,
plat-ax4-x2(a 4 ,‘x)z=¢a+n¢a.alx+£n¢a(a 1+Da . .x)4-1D2Pa.a 2}z
+{ip¢a.2a;(a,+Da, x)4;03¢a.a x3;x3+§§nz¢a (@;2+4D.a 32 x4-1D3a,202)
+3D39a.30:2(0:4-Da 2. X)F-75D4@a.a 4 X benen
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ou, en effectuant les dérivations indiquées ,» mettant #; pour Da,,
et ordonnant par rapport 2 z,

(55) ¢lata,v4a ,x>4a ;2)=¢a-}-D@a.a:x}(Doa.a 2~-1D2Qa.a,2x?)x2
+(D¢a,a,+}n—4>a 2a,@ y5D3Pe.a )&= fD?Qa(2a14 -, 4)~sD3¢a.3a2a,
~-SDéda.at b,

En comparant les coefficiens des seconds membres des équations

(63), (54) , (53) avec les formules (10), on voit que les deux
pretmiers termes de Véquation (53), les trois premiers de (54) et
les quatre premiers de (35) sont dejd complets. En continuaut ces
substitutions, on obtiendrait chaque fois un terme complet de plus,
et l'on arriverait enfin au développement entier de la fonction de
polynome o(a-a,24a,x*+a,2°+....). Mais, sans aller plus loin,
nous pouvons deja obscrver, 1.° qu'on ne fait jamais varier, dans
chaque terme . qu'une scule lettre a la fois, ou sa puissance , et
que cette lettre est la derniére duns ordre des indices ; car, d’aprés
la marche que nous venons de suivre, dans ces développemens
successifs , il est évident que les dernieres letires, dans I'ordre des
indices , ne proviennent (ue des variations qu'ont subies les lettres
précedentes; or, si 'on faisajt encore varier celles-ci, il en résulterait
que les mémes lctires auraient subi plusieurg variations ; ce qui est
contraire a la marche de ces substitutions successives, ot l’on ne
fait plus attention aux lettres qui ont dejd subi une variation ; et
il s'ensnit que, dans chaque terme, on ne doit faire varier que
la derniére letire ou sa puissance ; 2.° que , dans ces variations
successives , chaque lettre est considérée comme un premier terme
de polynome : cest-a~dire, qu'on écrit @, pour Da,, a@; pour Da,,
a, pour Dda, ,..., sans autre coefficient que l'unité.
- Voila donc les deux conditions principales de la premidre partie
de la regle du n.° 8 justifices. Meuis examinons de plus prés la
formation de chaque terme du développement, en supposant que
toutes les substitutions précédentes, au lien d’étre successives, solent
faites & la fois,

33. Le terme A,4,, ou le coeflicient de "', dans le déve-
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loppement de ¢a-a,a=a 2" +a;2°+..) ne peut btre composé
que des trois parties suivantes : 1.° du terme correspondant du dé-
veloppement de ¢(a—+a,x) , équation (53) , c'est-a-dire , de

D””"¢a
1.2 (14-1)
a4 a,x pour a,, de a,4a,x pour a,, de a,}a,x pour a,,
et ainsi de suite, dans les derniéres lettres (ou leurs puissances )
de chaque terme de A,; 3.° enfin, de ceux provenant des mémes
substitutions , dans les puissances des derniéres letires des termes
de 4,_, , Aurz,.., en remontant. Examinons chacune de ces

a,"tt, 2.° des termes provenant de la substitution de

trois parties :
1.° La premiére partie a toujours €videmment lieu ; car il faut

qu’elle subsiste quand ¢,, e, , 2, ,.. deviennent nuls ; nous verrons
tout & I'heure comment la régle du n.® 8 la fournit.

2.° En faisant la substitution indiquée, dans un terme de A, de
la forme ¢a,%a,, par exemple; on obtient ¢a,%a,4a,2), et il
en résulte pour A, , le terme Za,%z ; ce qui revient a faire va-
rier @, de Da, , et a éerirve @, , & la place de cette dérivée. Si
le terme avait été de la forme ¢az,%2,®, on aurait obtenu ga,“(af—}—
D.aﬁ.x-—i—%n".a";.x’—i—....) , et il en serait résulté , pour A"+, le
terme ¢a,%D.a B=pla,%a P~ a, ; cela revient dqbnc%gnco,re a diffé-
rencier @,?, d’aprés les regles ordinaires, et & écrire @, a la place
de pa,. Cest ce qui constitue, avec l'observation de la fin du n.°
précédent , la premiére partie de la régle du n.° 8.

3.¢ 1l paraitrait d’abord que, pour trouver les termes de cette
troisitme partie, on est obligé de recourir aux termes ou coeffi~
ciens antérieurs & celui de A4,; mais on peut sen dispenser, au
moyen de Dobservation suivante. Si 4, doit contenir un terme
provenant d'une puissance de quantité polyndmiale , qui a regu un
accroissement , .4, contient aussi un terme dt 4 cctte puissance,
qui en est la dérivée immédiatement inférieure ; par exemple, si
6.5.4.3
3.30304a,

T

Ay, doit contenir S pte,f=

a4

*a %, A, contiendra ;D’.q, f=
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654 , . i
339790 de plus, ces termes, dus aux puissances des quantités
polynémiales, sont toujours aisés 3 reconnaitre, en ce que les deux
derniéres lettres se suivent, dans l'ordre des indices, et récipro-
quement; car, on a évidemment ( ¢ étant un cocflicient numérique

3, 2.« 3 2 ¥ 02 5

convenable ) ¢a,%a,*=¢a*(Da;)*=:p*a " Il ne reste donc que de
savoir déduire d’un semblable terme dans A, son correspondant dans

Ay .. Soit donc ¢a,’a;’ ce terme dans A4,; on a ga.’a,'=¢a,"(Da,)

Diay+° DS+ 1 g rtes
= ; or, le terme correspondant dans A, , sera =
1.2 008 12400 (5~F1)
X Dég rts Zr .
= -—D.———==—=D.2,"(Da,) = ——.a,""'a,*+" ; ce qui re-
sf-1 2,08 s-1 s4-1 §

vient & différencier l'avant-derniére lettre , ou sa puissance , a
écrire @, pour Dz, , et 4 diviser le résultat par l'exposant de la
puissance de la dernitre lettre , qui se trouve augmenté d’unc unité.
On ne fait donc autre chose qu’exécuter la seconde partie de la
régle du n.* 8. Cette méme partie de la régle , appliquée 4 la
Dat+iga

.a," de A, fournitle terme .
] 12070 1.2.. (n-4-1)

e¢,"F*, dont nous avons parlé au commencement de ce n.°
La régle du n.° 8 est donc parfaitement exacte , et fournit le

fonetion ¢z dans le terme

moyen le plus simple pour déduire le développement d’'un terme
A"+ de celui du terme A, qui le précéde immédiatement.
34. Proposons-nous maintenant de développer immédiatement,
et indépendamment des termes qui précédent, un terme quelconque
p".¢a
A,=

) PE-Te /2

de Iéquation (6) ou (7).
En faisant
(56) ¢=a, e, x+o,2°4a 2. ,
cette dquation devient d’'aprés le n.° 32, équation (53)
(57)  ela+x)=pa+Dea.lz+D0a. 22 +i00a. S 3.,
Mais , ¢ étant lui-méme un polynéme , ses puissances sont des.
fonctions de polynémes qui, daprés le n.® 5, deviennent.
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*=a’ D z+D%e, 2+ ipa L,

P =a’+Da’ a0t iDd e S,
(58)

® ¢ e & s s @ S ¢ 2 P s s e 4 » & e e s s+ s s a

¢"=a,"4D.2," 241D a .2 4100 e

oY g, doit &tre considéré comme un premier terme de. polynéme ;

. s I
c’est-a-dire , qu'on a De,=a, , Da,=a,, Dla=a,.... ———
Le2um(n==1
Uil § —
D", =a,

Substituant ces valeurs dans Yéquatiorr (57), on obtient

(59) elata,a4a, 20,23 4..) =
A4+A,24-A4,2* +Asx3+ e e, +A',;x"-i—...:
) n—1
==¢a+Dea.a,x4Dea.Da,| —+bBea’Da, |. . .+Déa. 2 : a') ‘+....
1.2u(n2==1 '

+’D’¢z;a A\ Aip*es.p.a, ). b e
2 s 3 e MR BFY ¢ "'2".(n__2) +un

DP—~13.g;3

+ip'tga? . . . +Dipe — 20
¢ ¥ *+ Ml.i...(n--?x) }x“

et
———=D.2,""} ace
1.2, (=) ° +
D"Pa
tzenn O JHe
d'os l'on tire
¥ Qa DH-—14 pr—3 g 2
(60) A= 1. " ipigg e
1.2.7 I.2.(nw=1) = * 1200 (=y)
DA—1.0,3 Dt gg D"¢a
1.3 T § n
?D g‘ . %00 Da a 2
T’ 1.2, (n-a—3)+ +x.3...(n—x) it +x.2....n vo?

ou, en éerivant cette formule 3 rebours,
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. D.0a D" pi-14a s
A = =] at Dea,""
(6 I) A" 12t TaZewsBt + 1.2.(n—1) !
Dr—10g . Dn—3%.q,® Dr—1g,
LI, 2070 . ~+Doa. .
1.20.(n=2) ° ¥ .. 1240, (n=2) 1.2..(n==1)

Les quantités qui restent 3 développer , dans cette derniére formule,
se succédent dans Pordre suivant

Dpt—131.4,2 DAl gy

(62) @.,”, D"t , DM, J0NE T 1.2.(n-2) | L2 (a—1)"

Si tous les exposans de @, , sous les signes de dérivation , étaient
les mémes et égaux & #, on appliquerait immédiatement , au déve-
loppement de ces qﬁantités » la régle du n.° 8 ; mais, comme ils
vont toujours en diminuant, il est nécessaire , avant tout , de faire
subir & chaque terme une préparation qui consiste & diminuer
Pexposant de 4, d’une unité, d’un terme au suivant , et & mo-
difier en conséquence les coefficiens numériques provenant de ces
exposans. _

Pour trouver la régle de cette préparation , observons que les
dérivées (62) se développent elles-mémes selon la formule (61),
et quon a, en général,

Dr_aln—r Dra,n—r Df=1g,n—r pr=zg,n—r
— a r}_ D.a rel
2 bl |

(63)

12 r-2
— . -D*.2 )
o200 (72=T1") a2e0? z z + i

. e ———— Y
1.2 (Fr—1) 1.2, (r—2)

Dr—Sgt—r DS.qg, DI—tag,

“4~..otDa "

U L2ee (P=5) L2008 1.2,.(r—1)

R . D7'+l.a!n—-7’-' .
Or, pour déduire de ce développement celuide —————— , il suffit
.20 (r~1)
D".al"-r'" H

d’en déduire d’abord celui de , et d’appliquer A ce dernier

1.2,,.7
la régle da n.° 8. A cet effet, on changera, dans tous les termes
de la formule (63), 7 en z—-1; mais voyons ce qui en résultera

our
/(/4?::?;'\;?"_, P N

W \
wiar T ]
B s N \
- -
L Vi .
"\‘ . L/
SESEN L=
~ (.‘)\ .
'
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pour un terme quelconque. On a, d'aprés les régles ordinaires de
la différentiation,

DF=3a 1= (ne—r) (N 1) (P m2) 0. (27 -5 -2) (27 f-54-1) fm 2rs
= .a[ >

X200 (Fmms) 1.2.3 cons (r—5)

Dr—Sgn=r=t __ (me=re=1)(n—r=2).... (nm=2refmsf1) (n==2r-}-5) g n—trs—t
A .

L1 (r—s) - 1.2, 3.0 (7=5)

Df.g,lt=r=t .
. de celui de

- Ainsi , pour déduire le développement de —

Drg, ="

— il suffit de diviser chaque terme de ce développement par
20

n—r , de le multiplier par I'exposant de @, dans ce terme, et de
diminuer cet exposant d’une unité ; ce qui fournit la régle pratique

suivante,

ReEcLE,

Dr+T g nerey

35. Pour déduire le développement de Ew—rTT de celui de

, Dl t=r .. . ,
: divisez chaque terme de ce dernicr développement par
L2wr

n—r , multipliez-le par lexposant de a, dans ce terme ( en obser—
vant que , dans les termes sans a, , cet exposanl est zéro ), et
diminuez son exposant d'une unité. Aprés celte préparation , suivez
la régle du n.° 8.

Pour donner un exemple de cette r¢gle, mnous allons ’appliquer
au développement de A , dans I'équation (6) ou (59g). Les quantités
a développer, dans ce cas, sont

3 3 L4
a,%, p.a’, Ip*at, D, 1D%a,?, ;D% .

La preniiére de ces quantités reste #,°; la dérivée D.4,® donne ba,tz, ;
pour en déduire celle ;D2 , il faut la diviser par 5, multiplier

Tom. V1. 17
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par 4, exposant de a,, et diminuer cet exposant d’une unité; ce
qui donne 4a,’a, : appliquant ensuite la régle du n.® 8 & ce terme
ainsi préparé , on trouve 4a,’a,--*2a.,*a,*. Pour déduire de cette
derivée celle Zp%.g,%, il faut diviser le tout par 4, multiplier res-
pectivement les deux termes par 3 et 2, exposans de g, et diminuer
ces exposans d’unc unité; ce qui donne 3¢,%e¢;-+34,a,* : appliquant
la regle dun.® 8, on obtient 3a,’a‘+2.3ala,a;+wa,3. Pour déduire
de cette derniére celle ;D%a,*, il faut diviser Je tout par 3, mul-
tiplier les trois termes respectivement par 2, 1, o, exposans de a,,
et diminuer ees exposans d’une unité; ce qui donne 24'a,+-24,0,:
appliquant la régle du n.° 8, on obtient 24,4 ,4-22,4,40,* Enfin,

pour déduire de cette dérivée celle ;=D%a, , il faut diviser tous les

teries par 2, les multipker respectivement par 1, o, 0o, exposans
de 2., et diminuer ces exposans d’une unité ; ce- qui donne &, ,
dont la dérivée est @5, d'aprés la regle du n.° 8. En rassemblant
tous ces termes, et les multipliant par leurs coefficiens respectifs (61),
on aura le développement de A, écrit en sens inverse.

L’énoncé de ces opérations pcut paraitre un peu long ; mais leur
exécution est trés-expéditive. Aprés s'étre exercé a calculer quatre
ou cinq termes , on en a tellement I'habitude qu’il n’en cofite plus,
pour ainsi dire, que la peine de les derire.

36. Remarque. La régle précédente donne non seulement le moyen
d’écrire immédiatement le coeflicient d’'une puissance quelconque
de x, dans le développement de ?{e+4-a,2+2a,2*}....) , mais encore
une partie quelconque de ce coeflicient , sans calculer le reste. Ainsi,

st l'on demande le coeflicient de

o dans le développement de

A=

nu=ra,r

, I'équation (61) indiquera que ce coefficient est - =
12000 (71—
dont le développement peut sexécuter immédiatement , d’apres la

régle précédente et 1'équation (G1). Cette observation peut avoir les
applications les plus utiles, dans la théorie des hasards , et dans
celle de la partition des nombres. Nous avons vu au n.° 10 quele

1.2 .0ae 12
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n

I " D'.ga . ,
coefficient de —— 279 fans 222 était composé de tous les produits de

22072 20l

" r lettres qu’on peut .former avec les quantités polyndmiales «, ,
@,, @y y...., de manitre que ta somme des indices de chaque
produit soit égale & n, et que les coefliciens numeériques de chaque
preduit indiquaient le nombre des permutations dont les lettres de
ees produits sont $usceptibles : nous aurons denc immédiatement tous
ces produits , avec leurs coeﬂimens numerlques , €n developpant la

. pit—r, al
dérivée ———— . De plus, Ie nombre des termes dont ce déve-
1.2,e0(n—T)
loppement sera composé indiquera de combien de manitres on peut
composer le nombre 72, avec r nombres , égaux ou inégaux. Ainsi,

en supposant z»=12, r=8 , on aura, pour le coefficient de

Diga D2da E
, dang ———— ,
1.2,.. 8 1.2 e 12

P

~pta,b= ;E;D‘a,s.a, §4+:p%2,5.D.2,°4p%,5.D%0 ,*+Da, 2 2D a,

8.7.6.5 87 - )
= 254 a.'a 4+‘—‘ax~ zai+:;a‘ﬁ<2aza4+”;2>+§al7”5;

Ce coefficient étant composé de cinq termes, fait voir que le nombre
12 peut étre formé de cing manitres différentes , par 'addition de huit
nombres, savoir: 1-1~4~1-1-4-2+42-42-42, 141t it 41424243,
11441t 4-4 44343, 111
141414145, lesquels sont donnds immédiatement par les
indices et exposans des lettres des produits.

37. La regle du n.° 15 n’est qu'un corollaire de celle du n.° 8
et de celle du n.° 12, qui est une suite évidente des équations
(12): en effet, si dans I'équation (15) on suppose ¢,=0, @;=0,..,
b,=o0 , b,=o0,..., elle deviendra

64 lata:x)X Vb ,x)=A+F A x4 22 Ay x4 §

or, le premier membre de cette équation devient, d’aprés 'équation (53 ),
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(65) (Pa-}-Ddo.a, x40 da.a:x3 4. ) LAB IR RTE. 220 SR

Ce produit étant a;a’veloppé, d’aprds ’équation (13), donne

(66) o(ata.2) XV (o+b.2)=,
A t-4. A, g 2

=eaVvb+toeanVbb, ) eaipbb? +paiD*4b.b,}
z

“oeatb.a, | +peavvbadyzt ~+Doa.iD*¢b.a.b,’

+:p*Patb.a,? ~-iD¢a.Dyb.a b,

4:in*eaba,’
R B I BN . R
, o,
+.‘..+fa T b, T

. P t}bh
+.---+D¢a . "“_"":k_ a;b;li‘ ! +-';c

2 (r=—1)

pn— z-q,b ’
+....+1D’<pa. —_— . -axzén- 2 +o--:
: 1e240s(n=2)
, DI—3b xZn
l 3 . . 3pn- 5
“+...rf-iD%0a 5 b
+nu+ ------ e o o +‘

7—1 e
LAy SUMETY N R S

+-—-"——- b e .

Yci les colonnes qui forment les coefficiens de z ne sont autre chose
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que les derniéres colonnes des équations (18). Or, le produit (65)
s'effectuant comme le produit (13), avec la seule différence qu's
la place de 2 et de &, il faut écrire ¢z et ¥, et D.ga=Dea,,
D.46=D%¥b.b, ,.... 4 la place de Dz, Db ,...; il Sensuit que , pour
déduire la derniére colonne de 4, , de celle de 4, [ équations (18) ],
il faut faire varier ¥4 dans tous les termes de cette colonne , et

"¢a

de plus faire varier ¢z dans le dernier terme Vb.a,"de cette

1.2:0l2
méme colonne. Les deux premiéres parties du n.° 15 se trouvent
donc démontrées.

Les n autres colonnes qui composent A,., ne peuvent donc
provenir que de la variation des quantités polynémiales a,, @, ,8; 5.
b:y by, by ,.u; Cest-d-dire, de la substitution de #,-}a,x poura,,
de a,}a,2 pour @, ,..., de b,4b,2 pour b,, de 4,454, pour
b, eu, dans les termes précédens. Il faut donc appliquer ici la regle
du n.° 8, modifiée par la coexistance de deux polynémes indé-
pendans, c’est-a-dire, par la régle du n.° 12; ce qui constitue la
premiére partie de la régle du n.® 15. Cette régle se trouve donc
entiérement justifiée.

38. Passons maintenant au développement immédiat, et indépendant
des termes qui precédent, d’'un terme quelconque de I'équation (15),
ou du terme général A,:M .

1s2:0.72

En effectuant complétement le développement indiqué par la der=
niére des équations {17}, d’aprés les n.°* 34 et 35, et 'ordonnant
selon la somme des exposans de dérivation , relatifs 4 ¢z et ¥4,

on peut le mettre sous la forme suivante :

o".(¢a.db) _ D"¢a pr—1px

-y bayt

(67) ) AbDa,

1.2.02 1.2, 1-2-.-(71“"1

pit=—1 Dr~202
i Dyba b+

——— .
1.2.0(=1) 1.2...(B=2)

DYB.D(a," =2 b, )i,
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Oy P SO i

AD0.D.2,2= 3 b Y eunne
1,200, (2==2) 1.2.(-3) °* ( )+

+--.'oo-.-o...o.---uc-oo.v-n-.o--+lua
Dr—2yh D™ 2:Lb
~}-ip*fa. :

.a‘szn-— "+D¢ﬂ R :—__‘:__,);’D'(axéx"—l)

m . 2..(n
~+p?a. f—:% a.b," ea. ;—j—"-:z::éb—!) Dbt
tea b

wt-ID0a VD ———-———:Zi":j; ~+Dpoa.tb. s:::_:)
wee-DP2.DVS . %%E;—) ~+%a.,D¥b I:f:(:_'n
et Pa. D5 . x—’%

Il n’y a plus, dans cette formule, dont laloi est trés-élégante,’
que des fonctions de quantités polynémiales A développer ; et elles
.se succedent par colonnes dans l'ordre suivant :

pi—12 a2 pr—1 ay
a," , pa,”"* , ID*2™* .. N N
. 1.2..(72-2) X.2ia(n=1) *
D1 (a,b)) DA=1.b,
a0, pa* %D, 0 (a,"3b,), ...
L G R O v (e

. Di—12.%
a," b, 0.(a,""35,%) ,iD*(a,""45,%) 5 oo —————

1.2.(n=2)
8§ 4253, D= 48.3), 102 (a 533 .

® & 8 0 & ¢ o s e 8 & s 0 s e 9o * e o »

- 3
alzéln.. : 7D'(albln :), :D3'6‘,‘— i »
axél'l— T R Dob;"-t

b,"

\
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Si tous les exposans de a,, sous le signe de dérivation, étaient
les mémes que dans les termes correspondans de la premidre co-
lonne , on pourrait appliquer immédiatement au développement de
ces quantités la régle du n.° 15; mais, comme ces exposans vent
en diminuant d’une unité, d’une colonne 4 l'autre , comme au n.° 34,
il est nécessaire de faire subir & chaque terme la méme préparation que
dans ce n.° ; c’est-d-dire, qu’il faut soumettre chaque terme 3 la
régle du n.® 35, et ensuite y appliquer celle du n. 15. Par ce
wmoyen , on peut développer immeédiatement un terme quelconque
D (@a.}b)
1.2..n
ctdent.
39. Remarque. On peut faire ici une observation analogue
celle du n.° 36. Par le procédé du n.° précédent , on peut aussi
D™(¢a.yb)

1.2..1m

Dr'oa DL
— , ———éi-  S€ra
12,40 X1.2..8

de I’équation (15), indépendamment de ceux qui le pré-

calculer immédiatement un terme quelconque de , indé=

pendamment des autres : ainsi le coefficient de

D""‘"-‘.(alrb,‘) , s ,
————————, dont le développement s’exécutera par le n.? précé-
1.2,.,(=—Tr—S5)

dent, en remplacant n par n—r—s, ¢z par @," et ¥4 par b, et
considérant @, et 4, comme des premiers termes de polynémes.

Supposant donc =12, r=7, s==2, on aura, pour le coefficient de

Diga D2Yd D12.(Pa.)b)
. , dans ————
1.2..7 L2 I.2..12

p3.(2,75:2) s

3 0’2,.b,*0,® =020, D.* +Da,’b,* p%,

~+1p%2,7.0b,%.a,2b,Da, . 0b,* D(a,b,) 2,7 Db, [0,
4 D @,7.2p%,%2, 0,4+ a,’.:D*h,°D.b2?

.6.5 7.6 6
= 1.3 3014‘5x3-a33+;als'ﬁxz'zazai+7a‘ .5,’.04

3
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. 6 -
‘;-I-%—-;a,‘-".zé,‘a,6,+§a‘.2b,(a,b,+d;5,)+"=7'25='5c

ta.b%.a,0,°Fa20,0,

D’aprds la remarque du n.° 17, qui sapplique également ici ,
le procédé du n.° précédent donne aussi le moyen de calculer im-
médiatement un terme quelconque du développement d’une fonction
quelconque de deux polynémes indépendans ¢ a+4-a,24-a,2°.....,
b+-b,2~4-b,2°+....) ; il suffit pour cela de remplacer, dans la for-
mule (67) les produits des dérivées de gz et & par les dérivées
partielles correspondantes de ¢@,5); et le n.° précédent fait voir
avec quelle facilité le calcul des dérivations fournit la solution de
ce probléme compliqué, et intraitable par les méthodes ordinaires.

40. La régle du n.° 28 est un corollaire bien simple de celles
des n.> 15 et 35; en effet, la forme du terme général /48),

pn=5.(c=n D.¢b) D=1 (Qa, b)Y
e — ppr—
fait voir qu'on obtient la premiére, en remplagant, dans celle-ci ¥4
par ¢~", et ¢z par D.?h. Les régles de développement doivent donc
¢tre les mémes pour l'une et lautre formes, sauf les différences

, étant comparée  celle (17) 4,.,=

?

suivantes : 1.° lexposant de ¢ diminuant d’une unité d’'un terme
Pautre , il faut faire subir & chaque terme, avant d’en déduire le
suivant, la préparation du n.° 35 ; 2.° 92 étant reuplacé par D.95,

. . D".D.0b r+a, Dr+10b
il s’ensuit qu’on a, en général , D -—( r~4-1) ————— P
wel | L2 1.2. (r+r)
p'D D1 b . . .
et i =(r41)——— ; ce qui produxt les coefficiens numériques

L2 T I.2.. (r+l)
égaux aux exposans de dérivation; 3.° enfin, nous avens ordonné
différemment les termes des équations (50} , en transformant les
lignes horizontales des équations (18} en colonnes , et réciproque-
ment : il en est résulté que les derniéres colonnes des équations (18)
sont devenues les derniers termes de chaque colonne des équations

(30)
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(50), en transformant les lignes horizontales des dquations (18) en
colonnes , et réciproquement : il en est résulté que les dernitres
colonnes des équations (18) sont devenues les derniers termes de
chaque colonne des équations (50) ; ce qui a produit les modifications
‘des 2.m¢ ¢t 3.me parties de la régle du n.° 15.

41. En tenant compte des observations du n.° précédent, la for-
mule (67) fournit le moyen de développer immédiatement un quel-
conque des termes (48) , indépendamment des preccdens on a,
en général ,

D1, (c=n.D.¢b)

(69) nB,= 1.2.,.(72=—1) =
—1gh
(c"”)5 e (ne1) ”2 - i (€. 8
FL
D"“IQb pn—2 ¢
Cre SON AL N T rmn ez
+&‘ﬂ 1)1.2 (1)’ D(e™").4, et(n 212 J(2=2) D ).D.(&,‘ c,)-l-..

n—2 nhh o
(-2 B 0 B 2 (- 3) e DA ()BT )

L2 (2=—2) 1.2..(n—3)"

+..----.¢...'co-c.s.co-.-uco-.o......+...

DA—3 (c=7) D=3 (c~~R)
ADdeb———= b 3¢, 340 1D20h e D.(b %, ).
H350%00 bl 2 b DB )

DA 2 (cmn) D=2 (e

bbb gl D be )
Fogh. = b

wnt-3.50700.(c"). T———~+ 2.10%00. (=) e 400D (™) "Z:osz;
20000 22O g ). D;——~——;(ﬁ_2;

e t-D0b.ID (e~ 7). ]ﬁg_g
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oli les quantitds qui restent 2 développer sont de la méme forme
que celles (68), du n.° 38, et doivent étre développées de la méme
maniére.

42. Au moycn du n.° précédent, nous sommes donc en état de
calculer immediatenient un terme quelconque d’une fonction de po-
lynéme , ordonné selon les puissances d’une fonction ou d’un poly-
néme donné ; ce qui constitue le probléme général du retour des
fonctions et des séries, étendu aux fonctions de polynémes. De
plus, d’aprés la remarque du n.° 39, qui est applicable & ce cas,
nous pouvons aussi calculer immédiatement une partie quelconque
d'un terme , sans calculer le reste de ce terme. Mais, ce qu'ily
a de plus remarquable , cest que cette question difficile est résolue
d’une maniére si simple qu’on n’a, pour ainsi dire, que la peine
d’écrire le résultat.

CONCLUSION.

43. Résumons, en deux mots , I'objet et l'esprit du calcul des
dérivations , tel qu'il résulte de ce petit écrit. Le théoréme de Taylor
donne le développement d’une fonction simple d’un binéme, selon
les puissances ascendantes de la variable principale , ou selon les
mémes puissances d’une fonction quelconque donnée de cette va-
riable. Le passage du théoréme de Taylor au développement des
fonctions de polynémes, ou des fonctions de fonctions , selon les
puissances ascendantes de la variable , n’est autre chose que le
passage de la différentiation d’une fonction, en regardant la dif-
férentielle de la variable prineipale comme constante, 3 la diffé-
rentielle de la méme fonction , en ne regardant aucune différentielle
comme constante. Quant au passage du développement d’une fonc-
tion, selon les puissances ascendantes de la variable  celui selon
les puissances ascendantes d’une fonction donnée de cette variable
( ce qui constitue le retour des fonctions et des séries ); il n’est
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autre chose que celui de la différentiation d’une fonction , en chan-
geant de variable principale ou indépendante.

44. Me voict parvenu au terme que je m’étais proposé : celui
de déduire la véritable thcorie du calcul des derivations du seul
théoréme de Taylor, sans I'emploi d’aucun principe nouveau. J'es-
pere que les géomeires verront avec plaisir ce beau corollaire d’un
théoréme qui a déja éié si fécond. Le cadre étroit dans lequel
j’ai resserré I'essence de ce calcul les engagera sans doute & donner
quelques momens A la lecture de ce petit écrit ; et jose présumer
qu’elle les réconciliera avec le calcul des dérivations , dont P'ouvrage
d’Arbogast a pu les éloigner. Mon but n’a pas été d’épuiser la
matiére, mais d’éveiller I'attention des géometres sur l'utilité, trop
méconnue , des ‘dérivations ; et de leur éviter la recherche pé-
nible de nouveaux moyens de développement , en leur présentant
ceux qui sont, & la fois , les plus simples et les plus expéditifs
quon puisse trouver. .

Les géométres auxquels VAnalise combinatoire est familiére
verront, par nos remarques des n.°® 10, 16 et 36, que le calcul
des dérivations contient , non seulement les véritables sources des
ré¢gles de cette analise, et leur extension & des fonctions de plu-
sieurs polynémes indépendans, mais encore les moyens d’exécution

les plus commodes et les plus rapides.
Metz , Ie 5 de mai 1815.



