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SOMMES DE PUISSANCES ET BINOME DE NEWTON. 25

ANALISE ELEMENTAIRE.

Démonstrations du principe qui sert de fondement ay
calcul des (fonctions symeétriques , et de la formule
du Binéme de Newton ; ’

Par M. Brer, professeur & la faculté des sciences de

Tacadémic de Grenoble.
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L SOIT représenté le produit des m facteurs simples a2, a--g,
Ty ,0000e, par

A A a2 e L 44, ; (1)
Tom. IVu



26 SOMMES DES PUISSANCES

et celui des meémes facteurs, excepté le premier z--«, par
xm"'+Bxxm-,+Bzxm-3+"'"+Bm-l' (2')

11 est évident qu'en divisant le polynéme (1) par #4-« , on produira
le polynéme (2), et que, réciproquement , en multipliant le poly-
néme (2) par Z=«, on aura le polynéme (1). De la résultent les
équations

Bn—x =An-x""“"f{n-z_i—“'zAu-;—""‘) @
An:Bu—‘_"Bn-l' (4)

I’équation () démontre que tout ce qui multiplie « dans A, est
B,_, ;or, daprés la composition des coefficiens 4, , 4,, 4, ,...,
en «, B, ¥;...s, si dans A4, on prend tous les termes multiplids
par «, puis successivement ceux multipliés par g, ¥, §,...., et
qu’on les ajoute, on aura nA,; donc

ﬂAn=S(‘°Bn—x) > (5)

le signe S indiquant la somme des produits «B,_, que l'on obtient
en permutant successivement « avec chacune des autres lettres.

Cela posé, dans I'équation (5) substituons & B,_, sa valeur (3),
il viendra

nd =-S(u.4n_,~—n’/1,,_,+....._'_*"_«-") N

ou

nd~A, S(—-u)—i—A,l- f S(—a&)’—!— cins .+S(—x>"= 0 3 (6)
et, comme —«, —B8, —y,.... sont les racines de ’équation (1) 3
il s’ensuit que la [ormule (6) détermine les sommes des puissances
semblables de ces racines, savoir : S(—u«), S(—a)*, S(—a)®,.....
jusqua S(—«)™. On peut méme pousser plus loin le calcul de ces

sommes , en multipliant 'équation (1) par 2”, et en appliquant ensuite
la formule (6) a I’équation résultante. (*)

(*) On trouve un arlicle sur le méme sujet a la page 238 du 116 volume
de ce recueil, J. D. G,



ET BINOME DE NEWTON. 2%
11, L’équation

nAn—"An-;S““-An-‘S“’— ceve e ==0 ,

devient, en supposant e==p=y=—y=—.,

nAd,—mA,. «t+mA,. ,*~mA,. s =0,

Changeant 7, en n—1, on aura
(II—I)A,,, "'mAn-z“+mA et =0,

Multipliant cette dernidre équation par «, et la;outant 4 la préeé-
dente ; il viendra

nAd,—(m—n41)A4,.,4=0 ;
ce qui établit une relation entre deux coefficiens consécutifs du polynéme
a2 A 2 oAy = ()™

d’ott I'on déduit la formule du binéme.

On peut encore démontrer cette formule d'une maniére plus directe .
il suffit pour cela d’observer que ,dans I'équation

nAd,=S(«B,.,) ;

le nombre des preduits de » lettres du premier membre est dgal
au nombre des produits de n lettres du second membre ; désignant
donc par N™ le nombre des produits différens de n lettre qui sont
comptés dans m lettres ,nous aurons 2N =mIV;' " , et par conséquent
la suite d'équations '

nN" =m  NTE
(r—1)N-} =(m—1)N;=}
(IZ-—- )N:xn- —(m"-z)Nn-
® v ¢ 8 @ o o v o o8 s s s 0§

LNT=1F = e -1,

Effectuant le produit de ces équations , et omettant les facteurs
tommuns , nous obtiendrons

w; ®i w3
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m m=—-1 M2, m—n+1
_A’m'—': —_— . XX}
» ) § 2 3 n

1 : BN
Si T'on fait maimtenant a=g=y=y=,.,., on aura

m
A,=N]«" ;
done
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